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VORWORT. 


Die  Kinematik  ist  aus  der  VerbinduDg  des  Begriffs  der  Be- 
wegung mit  der  Geometrie  hervorgegangen  und  hat  sich  durch 
die  folgenreichen  Ergebnisse  vielseitiger  Forschung  in  den  letzten 
Jahrzehnten  zu  einer  selbständigen  Disciplin  erhoben.  Demnach 
musste  als  nothwendige  Folge  dieses  erste  Lehrbuch  der  Kine- 
matik entstehen,  welcneß  auf  geometrischer  Grundlage  durch  me- 
thodisch begründete  Darlegungen  zur  Erkenntniss  und  praktischen 
Verwerthung  der  vielen  in  der  Literatur  vorhandenen  frucht- 
baren Ergebnisse  flihrt,  welches  die  Pfade  zur  Gewinnung  neuer 
Resultate,  zur  geometrischen  Lösung  praktischer  Aufgaben  ebnet, 
und  durch  sorgfältige  Klärung  der  literarischen  Quellen  die  ge- 
schichtliche Entwickelung  erhellt.  ErfttUt  von  dem  Bestreben  die 
Kinematik  zu  fördern  und  die  praktische  Anwendung  derselben 
zu  erweitern,  habe  ich  mir  die  mtlhevoUe  Arbeit  auferlegt,  dieses 
Werk  der  systematischen  Gestaltung  der  Kinematik  selbstschöpfe- 
risch zu  voÜbringen.  In  neuer  Methode  und  durch  neue  Resultate 
vervollkommt,  habe  ich  die  Fülle  des  theoretischen  Lehrstoffes 
leicht  fasslich  entwickelt  und  durch  praktische  Anwendungen  ver- 
edelt. Mit  der  im  Lehrberufe  gereiften  Einsicht,  dass  das  Ver- 
ständniss  der  mannigfaltigen  Beziehungen  bei  den  Bewegungsvor- 
gängen durch  constructive  Ausführungen  erleichtert  und  befestigt 
wird,  sind  die  erforderlichen  Gonstructionen  in  vorbildgebender 
Vollständigkeit  sorgfältig  zeichnerisch  dargelegt  und  bei  vielen 
Beispielen  zur  steten  Einübung  wiederholt.  Um  den  höchsten 
Anforderungen  der  graphischen  Klarheit  zu  genügen,  wurden  die 
erläuternden  Darstellungen  und  die  vieldurchdachten  Gonstruc- 
tionen in  übersichtlicher  Anordnung  nur  aus  den  wesentlichen 
Linien  lehrreich  gebildet  und  mit  grosser  Genauigkeit  in  die  litho- 
graphirten  Tafeln  übertragen.    Gemäss  der  alten  geometrischen 

^^  Theilung  der  Beziehungen  der  Gebilde  in  der  Ebene  und  in  dem 

Räume,  sind  in  diesem  Lehrbuch  e  auch  die  Beziehungen  der  Be- 

'^  wegung  der  Gebilde  in  der  Ebene  und  in  dem  Räume  getrennt, 

so  dass  der  erste  Band  die  ebene  Bewegung,  der  zweite  abschlies- 
sende Band  die  räumliche  Bewegung  behandelt.  Denn  durch  die 
vorher  erlangte  klare  Vorstellung  der  anschaulicheren  Bewegungs- 
vorgänge in  der  Ebene  wird  das  Verständniss  der  Bewegungsvor- 
gänge im  Räume  erleichtert. 


\ 


IV  Vorwort. 

Im  ersten  Bande  werden  mit  steter  Rücksicht  anf  die  prak- 
tische Anwendung  die  Bewegnngsvorgänge  der  ebenen  Gebilde 
und  der  verschiedenartig  gestalteten  Mechanismen,  welche  ebene 
Bewegungen  vollziehen,  ausführlich  untersucht.  Gestützt  auf  die 
Grundlehren  der  Geometrie  mit  Einschluss  der  Projectivität  werden 
die  fundamentalen  Beziehungen  der  Bewegung  ebener  Systeme 
und  Gebilde  entwickelt,  die  Constructionen  der  Tangenten  und 
Erttmmungsmittelpunkte  an  den  erzeugten  Bahnen  und  die  Be- 
stimmungen der  Geschwindigkeiten  ausgeführt.  Auf  die  in  neuer 
V^eise  ausführlich  behandelten  cyclischen  Curven  gründen  sich  die 
wichtigen  Constructionen  der  verschiedenen  Verzahnungsarten  der 
Stirnräder  und  der  Kapselräder  in  allen  Einzelheiten  der  prak- 
tischen Anforderungen.  Die  Lehre  von  der  Stützung  und  zwang- 
läufigen Bewegung  bildet  den  Uebergang  zu  den  Mechanismen, 
für  welche  gemäss  den  wissenschaftlichen  Fortschritten  strengere 
Definitionen  gegeben  sind.  Die  einfachen  ebenen  Mechanismen 
erforderten  eine  systematische  Eintheilung  und  entsprechende  Na- 
mengebung ;  ihre  Bewegungsvorgänge  und  ihre  Gesch windigkeits- 
Yerhältnisse  finden  eingehende  Betrachtung;  die  Diagramme  für 
Weg  und  Geschwindigkeit  werden  in  allen  Fällen  construirt.  Bei 
den  wichtigsten  zusammengesetzten  ebenen  Mechanismen  werden 
die  Geschwindigkeiten  bestimmt  und  die  zweckmässigsten  geo- 
metrischen Anordnungen  ausgeführt,  welche  durch  praktische  An- 
forderungen bedingt  sind.  Femer  werden  diejenigen  Mechanismen 
behandelt,  die  erst  durch  bestimmte  freie  Führung  Zwangläufig- 
keit  erlangen,  und  solche  zwangläufige  Mechanismen  erörtert,  die 
durch  Einfügung  neuer  Glieder  ihre  Zwangläufigkeit  bewanren. 
Vermittelst  geometrischer  Untersuchungen  ergeben  sich  die  Mecha- 
nismen, welche  eine  möglichst  angenäherte  Geradführung  erzeugen. 
Die  Bewegungsvorgänge  der  Mechanismen  bewährter  Schieber- 
steuerungen mit  einem  Schieber  sowie  mit  zwei  Schiebern  werden 
in  geometrischer  Klarheit  dargelegt.  Eine  ausführliche  Behand- 
lung ist  den  Beschleunigungen  gewidmet,  welche  bei  den  bewegten 
Punkten  und  Systemen,  sowie  bei  den  einfachen  und  zusammen- 
gesetzten Mechanismen  auftreten.  Und  mit  den  wichtigsten  Be- 
ziehungen der  Bewegung  veränderlicher  Systeme  schliesst  der  erste 
Band. 

Der  zweite  später  erscheinende  Band  enthält  die  analoge 
Untersuchung  der  bewegten  Systeme  im  Baume  und  der  Mecha- 
nismen, welche  räumliche  Bewegungen  vollziehen,  lehrt  die  Con- 
structionen der  Kegelräder,  Schraubenräder,  sowie  der  hyper- 
bolischen Räder  und  behandelt  die  Geschwindigkeiten  nebst  Be- 
schleunigungen, welche  bei  diesen  Systemen  und  Mechanismen 
auftreten. 

München,  den  20.  October  1887. 

Dr.  L.  Bnrmester. 
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Als  Newton  auf  den  fundamentalen  Erfahrungssätzen  mit 
dem  mächtigen  Werkzeuge  der  Geometrie  die  Mechanik  erbaute  % 
entüftltete  die  höhere  analytische  Methode  ihre  souveräne  Gewalt, 
und  schuf  in  bewunderungswürdig  raschem  Fortschritte  die  ana- 
lytische Mechanik,  welche  die  schwierigsten  Probleme  mit  geist- 
voller Lösung  krönte.  Während  diese  erhabene  Geistesschöpfung 
sich  kräftig  entwickelte,  begannen  D'Alembert^),  Euler '}  und 
Eant^)  die  Bewegungen  an  sich  unabhängig  von  ihren  Ursachen, 
in  abstracter  Weise  auf  rein  geometrischer  Grundlage  zu  behan- 
deln. Dadurch  wurde  die  Lehre  von  den  nach  Garnot '^)  benannten 
„geometrischen^^  Bewegungen,  die  durch  geometrische  Bedingungen 
bestimmt  sind,  auf  reiner  Anschauung  gegründet,  und  fUr  die  geo- 
metrische Forschung  eine  selbständige  Disciplin  geschaffen,  die  als 
geometrische  Bewegungslehre  bezeichnet  wird^).  Die  neuere 
synthetische  Geometrie,  welche  die  Lagenbeziehuugen  der  geome- 
trischen Gebilde  behandelt,  erweiterte  sich  durch  den  Begriff  der 
Bewegung.  In  vielen  verdienstvollen  Arbeiten  '^)  wurden  die  Bewe- 
gungen der  starren,  sowie  der  gesetzmässig  veränderlichen,  geo- 
metrischen Gebilde  mit  grossem  Erfolge  untersucht,  die  Verhält- 
nisse der  Geschwindigkeiten  und  der  Beschleunigungen  bestimmt 
So  wurden  viele  wichtige  Ergebnisse  gewonnen,  welche  ttber  die 
Beziehungen  der  Bewegungen  geometrische  Klarheit  verbreiten 
und  vielen  wichtigen  Aufgaben  geometrische  Lösung  verleihen. 

Durch  die  Erkenntniss,  dass  die  Bewegungen,  die  bei  den 
vielgestaltigen  Maschinen  auftreten,  innerhalb  eines  weit  umgrenz- 
ten Bereiches,  durch  geometrische  Bedingungen  bestimmbar  sind, 
fiEuid  die  geometrische  Bewegungslehre  weitgehende  Anwendung 
in  der  Untersuchung  der  Bewegungsvorgänge  der  Maschinen.  In- 
folge dieser  Erweiterung  bildete  sich  neben  der  hochentwickelten 
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Mechanik  eine  selbständige  Disciplin:  die  geometrische  Be- 
wegungslehre und  ihre  Anwendung  auf  die  Maschinen; 
und  für  dieselbe  hatte  Ampöre^)  prophetisch  voraussehend  den 
Namen  Kinematik  (von  yUvijitiaj  Bewegung)  bestimmt. 

Die  Verwirklichung  gedachter  geometrischer  Bewegungen  er- 
fordert, dass  die  bestimmenden  geometrischen  Bedingungen  durch 
physikalische  Bedingungen  ersetzt  werden ,  und  dass  die  geome- 
trischen Beziehungen  der  Bewegungen  in  der  Anwendung  ihre 
volle  Bichtigkeit  bewahren.  Die  Kinematik  muss  sich  deshalb 
auch  besonders  mit  der  Formgestaltung  der  Bestandtheile  der 
Mechanismen  beschäftigen,  um  jene  geometrischen  Bedingungen 
zu  verwirklichen ;  sie  muss  die  geometrischen  Bewegungsvorgänge 
auf  Thatsachen  der  Erfohrung  stützen,  damit  die  Resultate  der 
Entwickelungen  bei  der  Untersuchung  der  Mechanismen  mit  der 
Wirklichkeit  übereinstimmen.  Das  Gebiet  der  Kinematik,  die 
noch  in  voller  Bildung  begriffen  ist,  darf  noch  nicht  mit  festen 
Grenzen  umzogen  werden;  denn  weil  sich  mit  der  praktischen 
Anwendung  physikalische  Eigenschaften  verknüpfen,  die  den  Be- 
griff der  Kraft  enthalten,  so  muss  die  Kinematik,  wie  sie  die  Zeit 
als  Maass  zur  Vergleichung  der  Bewegungen  gebraucht,  auch  die 
Kraft  in  geometrischem  Gewände  als  Hulfsmittel  verwenden. 

In  vielen  alten  Werken®)  sind  die  in  den  vorigen  Jahrhun- 
derten gebauten  Maschinen  nach  willkttrlicher  Ordnung  ohne  Me- 
thodik beschrieben,  zwar  sind  die  Mechanismen  in  einzelnen  Fällen 
auch  getrennt  behandelt,  aber  eine  wissenschaftliche  Untersuchung 
und  eine  systematische  Eintheilung  ist  nirgends  erstrebt  Aus  dem 
zunächst  liegenden  Bedttrfhiss,  eine  Uebersicht  der  verschieden- 
artigen Mechanismen  zu  erlangen,  entstand,  angeregt  durch  Monge, 
fbrtgeftlhrt  durch  Hachette  und  bearbeitet  von  Lanz  und  Bätan- 
court^^),  eine  mangelhafte  Eintheilung  der  Maschinen  nach  der 
Verwandlungsart  ihrer  Bewegungen.  Aber  diese  Eintheilung,  wenn 
auch  später  oft  modificirt,  war  unhaltbar;  denn  das  Eintheilungs- 
princip  ist  nicht  in  der  Art  der  Bewegungen  und  deren  Verwand- 
lungen begründet,  sondern  es  muss  aus  dem  innersten  Wesen  der 
Mechanismen  erspriessen.  Daher  musste  auch  die  von  Borgnis^O 
befolgte  Systematisirung  der  Maschinen  nach  den  Wirkungsweisen 
der  Organe  derselben  und  nach  den  Verwandlungsarten  der  Be- 
wegungen fruchtlos  verwelken.  Die  Mängel  dieser  Classificationen 
wurden  bald  empfunden,  aber  eine  lange  Zeit  ergebnissreicher 
kinematischer  Forschung  ist  verflossen,  bis  eine  tiefere  Einsicht 
zur  vollen  Reife  gelangte.    Die  Nützlichkeit  der  Kinematik  wurde 
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zuerst  in  Frankreich  erkannt,  wo  Poncelet  schon  im  Jahre  1838 
mit  energischem  Bemühen  den  Unterricht  der  Kinematik  an  der 
Sorbonne  einführte ;  nnd  nun  entstand  in  rascher  Folge  eine  Fülle 
bedeutsamer  selbständiger  Werke,  in  denen  die  Kinematik  mit 
regem  Eifer  gepflegt  nnd  mit  grossem  Erfolge  gefordert  wurde. 

Zuerst  beleuchtet  Willis  ^^  in  seinem  ausgezeichneten,  lehr- 
reichen Werke  die  Mechanismen  mit  theoretischer  Klarheit  nnd 
eröffnet  den  rerheissungsvoUen  Pfad  der  kinematischen  Unter- 
suchungen. Ihm  folgt  auf  gleicher  Bahn  Giulio  ^^),  der  in  seinem 
leicht  verständlichen  Buche  die  Mechanismen  mit  den  HülÜBmitteln 
der  elementaren  Qeometrie  behandelt,  die  Beziehungen  der  Bewe- 
gungen  yorzugsweise  durch  graphische  Darstellungen  veranschau- 
licht; und  femer  folgt  ihm  in  gleicher  Bichtung  Laboulaye^^), 
der  durch  seine  viel  umfassende  Arbeit  das  Gebiet  der  Anwendung 
mit  reifer  praktischer  Kenntniss  vergrössert,  aber  mit  kaum  er- 
kennbaren Grenzen  umzieht.  Fast  gleichzeitig  giebt  dann  Morin  ^^) 
in  beschreibender  Weise  eine  kurze,  für  den  elementaren  Unter- 
richt bestimmte  Behandlung  der  kinematischen  Grundlehren.  Nach 
diesen  verdienstvollen  wichtigsten  Werken,  die  dem  freien  Dienste 
der  Praxis  gewidmet  sind,  bewirken  die  allmählich  auf  geome- 
trischem Grunde  geemteten  Resultate  eine  volle  Wendung  der 
Forschung  ins  theoretische  Gebiet.  In  Girault's  Schrift ^<^)  be- 
ginnt die  Theorie  sich  in  geometrischer  Richtung  zu  entwickeln, 
und  in  Resal's  reichhaltigem  Werke  ^^)  wird  die  Theorie  mit  den 
höchsten  mathematischen  Hülfsmitteln  in  mannigfacher  Erweite- 
rung entfaltet;  aber  in  den  vortrefflichen  Werken  von  Belanger^^), 
Haton^*)  und  Bour^<^)  dringen  Theorie  und  Praxis  wieder  ein- 
heitlich in  einander  und  bekunden,  dass  in  ihrer  innigen  Vereini- 
gung die  Selbständigkeit  der  Kinematik  wurzelt.  Anregend  und 
vorbildgebend  hatReuleaux  in  seinem  originellen  Werke  ^0  die 
Verwirklichung  gedachter  geometrischer  Bewegungen  durch  die 
Formung  der  materiellen  Körper  nach  ihrem  Gesetze  der  Undurch- 
dringlichkeit behandelt ;  und  ihm  gebührt  das  Verdienst,  dem  fol- 
genreichen Begriff  des  Mechanismus  die  erste  praktische  Prägung 
verliehen  zu  haben.  Durch  diesen  Begriff  hat  Reuleaux  das  Un- 
haltbare der  Eintheilungsprincipien  der  Mechanismen  in  den  Wer- 
ken seiner  Vorgänger  aufgedeckt,  und  seinen  Nachfolgern  eine 
Richtschnur  gespannt,  nach  welcher  das  Praktische  in  der  Kine- 
matik sich  systematisch  entwickeln  muss.  Aber  das  von  Ampere 
gelegte  feste  mathematische  Fundament  der  Kinematik  nicht  be- 
achtend, setzt  Reuleaux  selbst  sich  enge  Schranken,  indem  er  die 

1* 


4  £iiileitaDg. 

segenflreiche  Htilfe  der  thatkxäftigeii  geometrischen  Forschung  ver- 
schmäht nnd  in  die  Mechanik  verweist  Erst  durch  diese  schöpfe« 
rische  Hülfe  wird  die  Lehre  von  den  Mechanismen  verklärt  nnd 
das  Feld  befruchtet,  auf  dem  wir  praktischen  Nutzen  ernten. 

Nach  all  diesen  schwankenden  raschen  Entwickelungsphasen 
muss  mit  zwingender,  wissenschaftlicher  Nothwendigkeit  die  Kine- 
matik eine  feste  Gestaltung  empfangen,  in  welcher  die  Läute- 
rung des  mannigÜBu^hen  Lehrstoffes  sich  folgerichtig  vollzieht.  S  o 
musste  aus  der  Besultatenfttlle  der  Forschungen  als 
nothwendige  Folge  dieses  Lehrbuch  der  Kinematik 
hervorgehen,  welches  auf  geometrischem  Grunde 
durch  die  harmonische  Vereinigung  der  Theorie  und 
Praxis  den  Beichthum  fruchtbarer  Ergebnisse  ent- 
faltet und  die  praktische  Verwerthung  derselben  in 
voller  Klarheit  offenbart. 

Um  die  Lehren  der  Kinematik  den  Studirenden  der  Maschinen- 
technik, der  Mathematik  und  der  Physik  in  leicht&sslicher  Weise 
darzulegen,  und  um  das  Interesse  für  die  Kinematik  in  weiteren 
Kreisen  zu  erwecken,  haben  wir  bei  der  Entwickelung  dieser  Dis- 
ciplin  nur  die  HUlfismittel  der  Geometrie  und  den  unentbehrlichen 
Begriff  des  Unendlich  -  Kleinen  verwendet  Damit  ist  dann  auch 
die  Form  und  das  Maass  unserer  Darlegungen  bestimmt. 

Behu&  der  begrifflichen  Erörterung  des  Unendlich -Kleinen 
geht  man  von  der  Vorstellung  einer  veränderlichen  Grösse  aus. 
Wenn  die  auf  einander  folgenden  Werthe  einer  veränderlichen 
Grösse  sich  der  Null  derart  nähern,  dass  die  Abweichung  von 
der  Null  kleiner  wird  als  irgend  welche  angebbare  Grösse,  so 
sagt  man,  dass  die  veränderliche  Grösse  nach  dem  Grenzwerth 
Null  convergirt  und  unendlich  klein  wird.  Demnach  ver- 
schwindet eine  unendlich  kleine  Grösse  gegen  eine  endliche;  und 
die  Summe  von  einer  endlichen  Anzahl  unendlich  kleiner  Grössen 
ist  auch  eine  unendlich  kleine  Grösse.  Hieraus  folgt  femer,  dass 
eine  unendlich  kleine  Grösse  auch  gleich  gesetzt  werden  kann  dem 
Product  aus  einer  unendlich  kleinen  Grösse  und  einer  endlichen 
Zahl.  Bei  dem  Auftreten  mehrerer  unendlich  kleiner  Grössen  wird 
eine  ausgewählt,  die  man  als  unendlich  kleine  Grösse  erster 
Ordnung  betrachtet,  beispielsweise  mit  dt  bezeichnet,  um  die- 
selbe mit  den  anderen  zu  vergleichen.  Wenn  eine  Grösse  ds  mit 
dt  in  einem  endlichen  Verhältnisse  steht,  der  Quotient  ds :  dt  gleich 
einer  von  Null  verschiedenen  endlichen  Zahl  v  ist,  so  ist  auch  ds 
eine  unendlich  kleine  Grösse.    Ist  aber  v  selbst  eine  unendlich 
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kleine  Grösse,  dann  ist  ds  gleich  dem  Prodncte  zweier  anendlich 
kleiner  Grössen  erster  Ordnung  nnd  wird  eine  nnendlioh  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnnng  genannt  Dieselbe  verschwindet 
gegen  eine  nnendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnnng.  In  derselben 
Beziehung  wie  die  nnendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung  zn 
endlichen  Grössen  stehen,  befinden  sich  die  unendlich  kleinen 
Grössen  zweiter  Ordnnng  zu  denen  der  ersten  Ordnung;  und  das 
Analoge  gilt  von  den  successive  folgenden  höheren  Ordnungen. 

Um  die  Bewegungsvorgänge  methodisch  zu  untersuchen,  ist 
es  nothwendig  und  zweckmässig,  die  Betrachtung  mit  der  Bewe- 
gung eines  nach  allen  Dimensionen  unendlich  kleinen  Körpers,  der 
ein  materieller  Punkt  genannt  wird,  zu  beginnen.  Sofern  aber 
die  Ursachen  der  Bewegungen  bei  unseren  Darlegungen  nicht  in 
Betracht  kommen,  können  wir  einen  materiellen  Punkt  durch  einen 
geometrischen  Punkt  ersetzen.  Bei  der  momentanen  Bewe- 
gung ist  der  Begriff  der  Zeit  entbehrlich.  Die  Yergleichung  dauern- 
der Bewegungen  erfordert  aber  als  Hülfsmittel  die  Zeitmessung; 
und  behufis  Feststellung  derselben  wird  angenommen:  zwei  Bewe- 
gungsvorgänge,  die  sich  durch  nichts  anderes  unterscheiden  als  da- 
durch, dass  sie  zu  verschiedenen  Zeiten  stattfinden,  haben  gleiche 
Daner.") 

Die  Lagen  eines  bewegten  Punktes  werden  auf  ein  bestimmtes 
Baumsystem  bezogen.  Derjenige  Punkt  dieses  Baumsystems,  der 
in  einem  Momente  mit  dem  bewegten  Punkte  coincidirt,  heisst 
der  Ort  dieses  Punktes  in  dem  gedachten  Raumsystem.  Die  Ge- 
sammtheit  aller  Orte  des  bewegten  Punktes  bilden  in  diesem  Baum- 
system seine  Bahn.  Dieselbe  ist,  wenn  alle  ihre  Punkte  in  einer 
Ebene  liegen,  eine  ebene  Cnrve  oder  eine  Gerade ;  anderen  Falls 
aber  ist  sie  eine  unebene  oder  doppelt  gekrümmte  Curve,  d.  h. 
eine  Raumcurve.  Hierauf  gründet  sich  die  Eintheilung  der  Bewe- 
gung eines  Punktes  in  ebene  und  räumliche  Bewegung.  Wir 
nennen  daher  auch  die  Bewegung  eines  Punktgebildes:  erstens 
eine  ebene  Bewegung,  wenn  die  Punkte  desselben  Bahnen 
durchlaufen,  die  in  einer  Ebene  oder  in  parallelen  Ebenen  liegen ; 
zweitens  eine  räumliche  Bewegung,  wenn  die  Punkte  des- 
selben Bahnen  durchschreiten,  die  nicht  in  einer  Ebene  und  nicht 
in  parallelen  Ebenen  liegen,  die  zwar  in  besonderen  FäUen  einen 
Theils  ebene  Curven  sein  können,  anderen  Theils  aber  Raumcurven 
sind;  in  allgemeinen  Fällen  jedoch  sämmtlich  Kaumcurven  sind. 

Die  Kinematik  zerfällt  dem  gemäss  in  zwei  Haupttheile,  von 
denen  der  erste  die  ebene  Bewegung,  der  zweite  die  räumliche 
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Bewegung  enthält.  Diese  Zweitheilnng  erhält  ihre  Berechtigiing 
aach  noch  dadurch,  dass  die  Beziehungen  der  Bewegung  in  der 
Ebene  im  Allgemeinen  nicht  übertragbar  sind  auf  die  in  dem  Baum, 
und  dass  eine  vorhergehende  Behandlung  der  anschaulicheren  Be- 
wegung in  der  zweimaassigen  Ebene  die  schwierigeren  Untersu- 
chungen der  Bewegungen  in  dem  dreimaassigen  Baum  erleichtert. 
Daher  wird  der  erste  Band  dieses  Lehrbuches  der  Kinematik  die 
ebene  Bewegung,  und  der  zweite  abschliessende  Band  die 
räumliche  Bewegung  enthalten. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 

Grundlegende  Beziehungen  der  Bewegungen, 


Begriff  der  GeBchwindigkeit. 

1.  Geschwindigkeit  bei  gleictifSnniger  Bewegung.  In  der  Vor« 
Stellung  von  Raum  and  Zeit  ist  die  AufEassung  der  Bewegung  be- 
gründet. Die  Bewegung  ist  Aenderung  des  Ortes  mit  der  Zeit; 
und  diese  Aenderung  des  Ortes  bezieht  sich  auf  ein  gedachtes  be- 
stimmtes Baumsystem.  Behufs  der  Vergleichung  der  Bewegungen 
postoliren  wir  die  Bewegung  eines  Punktes,  bei  welcher  dieser 
Punkt  in  gleichen  Zeiten  von  beliebiger  Kürze  gleiche  Längen 
seiner  Bahn  durchläuft,  und  nennen  diese  Bewegung  eine  gleich- 
förmige. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  T  in  Fig.  1,  Taf.  I  gleichförmig  auf 
einer  Geraden  r,  und  bezeichnet  in  derselben  2\  die  Lage  dieses 
Punktes  in  einem  bestimmten  Zeitmomente,  den  wir  als  Anfang 
für  die  Zeitmessung  betrachten,  so  wird  durch  eine  bestimmte 
Wegstrecke  Tq2\  des  Punktes  T  die  Zeit  graphisch  dargestellt, 
während  welcher  derselbe  diese  Wegstrecke  zurücklegt,  und  wir 
nennen  eine  solche  angenommene  bestimmte  Wegstrecke  2\  Tv  die 
kinematische  Zeiteinheit.  Ist  diese  Strecke  insbesondere 
gleich  derjenigen  Strecke  genommen,  die  der  gleichförmig  bewegte 
Punkt  T  in  einer  Secunde  mittlerer  Zeit  durchläuft,  dann  wird 
durch  diese  Strecke  eine  Secunde  mittlerer  Zeit  graphisch  darge- 
stellt. Jede  auf  der  Geraden  %  im  Sinne  der  Bewegung  mit  dem 
Maasse  T^T^  gemessene  Strecke  repräsentirt  die  Zeit,  während 
welcher  der  gleichförmig  bewegte  Punkt  7'  diese  Strecke  durch- 
schreitet; und  wird  insbesondere  als  Maass  diejenige  Strecke  ge- 
nommen, der  eine  Secunde  mittlerer  Zeit  entspricht,  dann  bestimmt 
die  Messung  die  verflossenen  Secunden  mittlerer  Zeit,  die  auch 
Secunden  einer  richtig  gehenden  Uhr  sind. 
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Bewegt  sich  gleichzeitig  mit  dem  Punkte  T  ein  Punkt  A  in 
Fig.  2  gleichförmig  auf  einer  Cnr?e  a  oder  auf  einer  Geraden; 
sind  in  bestimmten  Zeitmomenten  mit  2\j  T^,^  Tg^  2\. .  die  Lagen 
des  Punktes  2'  und  ferner  mit  A^^  A^^  A:cy  Ay . .  die  entsprechen- 
den Lagen  des  Punktes  A  bezeichnet,  so  besteht  nach  obigem  Postu- 
late  die  Proportion  der  Weglängen: 


Zur  Abkürzung  setzen  wir  den  Weg  Aj^Ay  =  ^,  die  entsprechende 
Zeit  Tj.  Ty  «=  ^  und  schreiben : 


t       r,T, 


V. 


Wird  insbesondere  7*0  7*,,  als  Einheit  des  Längenmaasses  genom- 
men, dann  ist:  ^-^ 

Die  constante  Maasszahl  v  wird  die  Geschwindigkeit  des 
gleichförmig  bewegten  Punktes  A  genannt,  wenn  wir  die  Strecke 
ToT„^  welche  die  kinematische  Zeiteinheit  darstellt,  als  Längen- 
einheit betrachten.  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  demnach 
die  Geschwindigkeit  auch  der  Weg,  welchen  der  Punkt  während 
der  kinematischen  Zeiteinheit  zurücklegt.  Wie  die  gleichförmige 
Bewegung  auf  der  Geraden,  so  kann  auch  die  gleichförmige  Bewe- 
gung auf  dem  Kreise  zur  graphischen  Darstellung  der  Zeit  dienen. 

Es  ist  die  Weglänge: 

und  diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  bei  der  gleichförmigen  Be- 
wegung der  durchlaufene  Weg  der  entsprechenden  Zeit  propor- 
tional ist. 

2.  Geschwindigkeit  bei  ungieidiförmiger  Bewegung.  Bewegt 
sich  ein  Punkt  A  in  Fig.  3  ungleichförmig  auf  einer  Gurve  a,  dann 
müssen  wir  die  Bewegung  während  unendlich  kleiner  Zeittheil- 
chen,  die  Zeitelemente  heissen,  betrachten.  Um  dies  zu  er- 
möglichen, nehmen  wir  an :  ein  gleichförmig  bewegter  Punkt  T,  der 
sich  gleichzeitig  mit  A  bewegt,  durchschreite  auf  der  Geraden  r 
die  unendlich  kleinen  gleichen  Bahnstrecken  T^  T,,  T^  T^, . .  T^^Ty. ., 
deren  Länge  wir  mit  dt  bezeichnen,  und  betrachten  die  Strecke 
jTo  T^  als  die  kinematische  Zeiteinheit.  Die  unendlich  kleinen  glei- 
chen Bahnstrecken  repräsentiren  eine  Reihe  aufeinander  folgender 
Zeitelemente  von  der  Grösse  dt.   Sind  nun,  während  der  Punkt  T 


Begriff  der  Geschwindigkeit.  18 

die  Lagen  T^,  7\,  T^j . .  Txy  T^  . .  einnimmt,  die  entsprechenden 
gleichzeitigen  Lagen  des  Punktes  A  auf  der  Corve  a  beziehlich 
A^j  A^,  A^^  . .  Axj  Ay .  .^  so  wird  jedes  der  unendlich  kleinen 
Corventheile  A^A^j  A^A^^ . .  A^Ay . .  während  des  Zeitelementes 
dt  durchlaufen. 

Die  Curve  a  denken  wir  uns  durch  das  Vieleck  A^^  A^^  A^.. 
AxAy .,  mit  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Seiten  yertreten, 
die  Curvenelemente  genannt  werden  itnd  hier  von  ungleicher 
L&nge  sind.  Als  Ersatz  ftlr  die  ungleichförmige  Bewegung  des 
Punktes  A  nehmen  wir  die  Bewegung  eines  fingirten  Punktes  P, 
der  sich  auf  jeder  der  unendlich  kleinen  Yielecksseiten  gleich- 
förmig bewegt,  aber  gleichzeitig  mit  dem  Punkte  A  in  die  Lagen 
A^^  A^^A^. ,  Axf  Ay . .  gelangt.  Setzen  wir  die  unendlich  kleine 
ULnge  eines  der  als  geradlinig  betrachteten  Gurvenelemente  z.  B. 
AxAy'^ds^  so  ist  ds  der  während  eines  Zeitelementes  dt  von 
dem  fingirten  Punkte  JP  und  von  dem  Punkte  A  zurückgelegte 
Weg.  Demnach  ist,  wenn  jene  Strecke  T^Tt,  als  Einheit  des 
Längenmaasses  betrachtet  wird, 

ds 
-df^' 

die  Geschwindigkeit  des  fingirten  Punktes  P  auf  der  unendlich 
kleinen  Vielecksseite  A^Ay. 

Die  Bewegung  des  Punktes  A  und  die  Bewegung  des  fingirten 
Punktes  P  sind  als  übereinstimmend  anzusehen,  weil  die  Punkte 
A  und  F  nach  Verlauf  jedes  der  aufeinander  folgenden,  unendlich 
kleinen  Zeittheilchen,  stets  in  gleiche  Lagen  auf  der  Curve  a  ge- 
langen.   Dem  zufolge  nennen  wir  auch  jene  Grösse: 

ds 

die  Geschwindigkeit  des  ungleichförmig  bewegten  Punktes  A 
auf  dem  betreffenden  Curvenelemente  AxAy.  Die  durch  die  un- 
endlich nahen  Punkte  AxAy  gehende  Gerade  AxA!^  wird,  bei  Fest* 
haltung  des  Punktes  Ax^  wenn  die  Lage  des  Punktes  Ay  sich  auf 
der  Curve  a  derart  ändert,  dass  AxAy  unendlich  klein  bleibt,  nur 
eine  unendlich  kleine,  gegen  endliche  Lagenbeziehungen  ver- 
schwindende Lagenänderung  er&hren.  Die  somit  durch  ein  Gurven- 
element  AxAy  gegen  endliche  Lagenbeziehnngen  bestimmte  Gerade 
AyÄ^  ist  eine  Tangente  der  Curve  a  und  zugleich  die  Bewe- 
gungsrichtung des  Punktes  A.  Mach^  wir  auf  der  Tangente  im 
Sinne  der  Bewegung  die  Strecke  AyÄ^^^Vj  dann  stellt  diese 
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Strecke  nach  Grösse  und  Richtung  die  Geschwindigkeit  dar,  welche 
der  Punkt  A  anf  dem  Currenelemente  AxAy  besitzt. 

Die  unendlich  kleine  Strecke  A^Ay  ist  verschwindend  klein 
gegen  die  endliche  Strecke  AyA[\  und  nur  eine  aus  unendlich 
vielen  Summanden  bestehende  Summe  von  unendlich  kleinen 
Grössen  kann  eine  messbare  Grösse  geben.  Deshalb  stellen  wir 
uns  das  Curvenelement  AxAy  im  Vergleich  mit  messbaren  Grössen 
als  einen  Punkt  vor,  der  dann  als  Berührungspunkt  der  be- 
treffenden Tangente  an  der  Curve  a  bezeichnet  wird.  Wir  be- 
zeichnen daher  die  Grösse  v  auch  als  die  Geschwindigkeit,  welche 
der  ungleichförmig  bewegte  Punkt  A  in  dem  gedachten  Cnrven- 
punkte  oder  an  der  betreffenden  Stelle  seiner  Bahn  besitzt  Bei 
der  geradlinigen  Bewegung  eines  Punktes  fällt  die  Richtung  der 
Bewegung  resp.  der  Geschwindigkeit  mit  der  geradlinigen  Bahn 
zusammen;  bei  der  krummlinigen  Bewegung  ändert  sich  diese 
Richtung  beständig.  Die  Grösse  der  Geschwindigkeit  ist  nur  bei 
der  gleichförmigen  Bewegung  constant.  Aendert  sich  die  Grösse 
der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  und  die  Tangente  an  seiner 
Bahn  während  der  einzelnen  Zeitelemente  unendlich  wenig  oder 
gar  nicht,  dann  wird  die  Bewegung  des  Punktes  eine  stetige 
Bewegung  genannt.  Ist  die  Geschwindigkeit  momentan  oder 
während  einer  endlichen  Zeit  gleich  Null,  so  sagen  wir,  der  be- 
trachtete Punkt  ist  resp.  momentan  oder  während  dieser  endlichen 
Zeit  in  Ruhe. 

3.  Geschwindigkeitsdiagramm  und  Wegdiagramm.  Um  ein  Bild 
von  der  Veränderung  der  Geschwindigkeit  eines  ungleichförmig 
bewegten  Punktes  A  zu  erhalten,  der  sich  in  Fig.  4  auf  einer  Bahn 
a  bewegt,  betrachten  wir  die  auf  der  geradlinigen  Bahn  T^t  des 
gleichförmig  bewegten  Punktes  T  dargestellten  Zeitlängen  als  Ab- 
scissen  und  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten  des  Punktes  A 
als  die  rechtwinkeligen  Ordinaten.  Entsprechen  den  Lagen  Tq,  T^  , 
T^..Tn  des  Punktes  T  auf  seiner  geradlinigen  Bahn  7^7,  welche 
die  Zeitaxe  genannt  wird,  die  gleichzeitigen  Lagen  A^^  A^^A^..An 
des  Punktes  A  auf  seiner  Bahn  a,  die  krumm  oder  gerade  sein 
kann;  sind  femer  v^,  fj,  r,  .  .  Vn  die  Geschwindigkeiten,  welche 
der  Punkt  A  in  diesen  Lagen  besitzt:  dann  machen  wir  die  Ordi- 
naten yo^o  =  »oj  3^i^i"Vm  ^«^a==*'2»--  7«K  =  »n  uud  ziehcu 
die  durch  V^  F,  F, . .  F«  bestimmte  Curve  Dj .  Diese  Curve  t)j  giebt 
eine  übersichtliche  bildliche  Darstellung,  wie  sich  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  A  mit  der  Zeit  verändert,  und  wird  das 
zeitliche  orthogonale  Geschwindigkeitsdiagramm 
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genannt.  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  dieses  Diagramm 
eine  zur  Zeitaxe  parallele  Gerade. 

Wenn  wir  in  gleicher  Weise  die  entsprechenden  Weglängen^ 
welche  der  Pnnkt  A  von  A^  ans  gemessen  darchlänft,  als  recht- 
winkelige Ordinaten  antragen,  also  T^ TT,  =  A^A^^  ^%W^  =  -^0^21  •  • 

Tn  Wn — AqA  n  machcn,  erhalten  wir  durch  die  Punkte  W^  W^W^,.  Wn 
eine  Curve  U>,  welche  die  Vei^derung  der  Weglängen  bildlich  dar- 
stellt, und  als  das  orthogonale  Wegdiagramm  bezeichnet 
wird.  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  dieses  Wegdiagramm 
eine  Gerade. 

Nehmen  wir  in  Fig.  4  an,  es  sei  T^  7\  eine  Strecke  von  end- 
licher Grösse  und  es  seien  T^ T,,  T^T^,..  unendlich  kleine  gleiche 
Strecken,  die  wir  mit  dt  bezeichnen,  dann  sind  die  vom  Zeitpunkte 
Ti  an  beginnenden  entsprechenden  Wegzunahmen 

ds,~T,V,dt,    ds,^T,V,dt,    ds,=^T,V,dt,  .  .  .  ds:-TnVndt. 

Diese  unendlich  kleinen  Producte  repräsentiren  die  Inhalte  der 
unendlich  schmalen  Flächenstreifen,  die  je  zwei  benachbarte  Or- 
dinaten zwischen  sich  fassen;  denn  diese  Flächenstreifen,  die 
oberhalb  durch  die  Elemente  des  Geschwindigkeitsdiagramm  be- 
grenzt sind,  differiren  von  den  betreffenden  unendlich  schmalen 
Rechtecken  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung, 
die  gegen  die  unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung,  welche 
Ton  denProducten  geliefert  werden,  verschwinden.  Demnach  ist 
die  Summe  gleich  dem  Inhalte  der  Fläche  T^  Fj  t),  Vn  7».  Bezeichnen 
wir  mit  /  diesen  Flächeninhalt,  so  müssen  wir,  weil  die  Geschwin- 
digkeiten mit  einer  beliebig  angenommenen  Längeneinheit  gemessen 
wurden,  /  noch  mit  einer  Gonstanten  e  multipliciren,  damit  die  fol- 
gende Gleichsetzung: 

dt^  +  ds^  +  ds^ \-dsn^^  ef 

statthaft  ist.  Hiemach  ergiebt  sich  die  Weglänge,  welche  dem 
Zeitpunkte  T„  entspricht: 

TnWn~T,W,  +  e.f, 

und  wir  erhalten  den  Satz: 

Die  Weglängen  vergrössern  sich  proportional  dem 
Inhalte  der  Fläche,  welche  durch  das  zeitliche  ortho- 
gonale Geschwindigkeitsdiagramm,  die  beiden  betref- 
fenden Ordinaten  und  die  Zeitaxe  umgrenzt  wird. 

Sind  in  Fig.  6  die  Ordinaten  TiWi,  TkWk  des  orthogonalen 
Wegdia^amms  ID  unendlich  nahe  aneinander,  und  ist  WiR  senk- 
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recht  auf  Tu  Wk ;  dann  reprftsentirt  in  dem  unendlich  kleinen  recht- 
winkeligen Dreiecke  WiRWk  die  Kathete  WiR  —TiTk^dt  tm 
Zeitelement,  nnd  die  andere  Kathete  RWt—TkWk—TiWi  —  ds 
ifit  gleich  dem  entsprechenden  anendlich  kleinen  Weg  jenes  be- 
wegten Punktes  A.  Das  Curvenelement  WiWk  bestimmt  die  be- 
treffende Tangente,  welche  mit  der  Zeitaxe  jT^t  einen  Winkel  6 
bildet.    Dem  zufolge  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A: 

V  ■«  —fr  =  tan  ö, 
dt  ^ 

und  hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Geschwindigkeit  ist  gleich  der  trigonometri- 
schen Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Tangente 
an  dem  orthogonalen  Wegdiagramm  mit  der  Zeitaxe 
bildet. 
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4.  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten.  Bewegt  sieh  ein 
Punkt  A  in  einem  Raumsystem  R^ ,  welches  gleichzeitig  eine  Be- 
wegung in  einem  anderen  Baumsystem  iZ,  yollftihrt,  so  können 
wir  die  Bewegung  dieses  Punktes  A  auch  auf  dieses  Baumsystem 
/2,  beziehen.  Wenn  femer  das  Baumsystem  R^  sich  in  einem 
Baumsystem  R^  bewegt;  und  wenn  wir  in  dieser  Weise  weiter 
fortgesetzt  abschliessend  zu  einem  bestimmten  Baumsystem  Ri 
gelangen,  dann  nennen  wir  dasselbe  das  Grundraumsystem. 
Dieses  Grundraumsystem  kann  beispielsweise  durch  die  Erde  ver- 
treten werden,  wenn  wir  deren  Bewegung  nicht  weiter  auf  das 
Planetensystem  beziehen.  Bei  der  Betrachtung  der  Bewegung  und 
der  Buhe  müssen  wir  daher,  um  verständlich  zu  sein,  stets  hinzu- 
fügen, auf  welches  System  die  jeweilige  Bezugnahme  stattfindet 
Das  Grundraumsystem  unterscheiden  wir  in  der  Begel  dadurch, 
dass  wir  sagen  es  ruhe  oder  es  sei  fest.  Bei  der  Betrachtung  der 
ebenen  Bewegung  wird  dasselbe  insbesondere  stets  durch  eine 
Ebene  ersetzt. 

Aus  der  Anschauung  empÜEuigen  wir  den  Grundsatz:  Die 
Bewegung  eines  Punktes  in  einem  Baumsystem  wird 
nicht  beeinflnsst,  wenn  sich  dieses  Baumsystem  im 
Bezüge  auf  ein  anderes  Baumsystem  bewegt.  Im  Be- 
reiche der  physikalischen  Anwendung  behält  dieser  Grundsatz 
seine  Gültigkeit  nur  insofern,  als  die  in  Betracht  kommenden 
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Körper  sich  der  Erfahrung  gemäss  wie  Ranrnsysteme  verhalten. 
Hierauf  grttndet  sich  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der 
Geschwindigkeiten. 

Durchläuft  ein  Punkt  A  in  Fig.  6  auf  einer  Gurye  g^  in  einem 
Zeitelemente  dt  das  Gurvenelement  A\A\^  bewegt  sich  femer 
gleichzeitig  die  Gurve  g^  in  einem  Grundraumsystem  während  des 
Zeitelementes  dt  bis  g^^\  und  durchschreitet  der  Punkt  ^{  der 
Gurre  g^^  mit  dem  der  Punkt  A  momentan  coincidirt,  während 
dieser  Bewegung  in  dem  Grundraumsystem  das  Element  A\A^l 
einer  Gnnre  h^  so  dass  das  Gurrenelement  A\A\  nach  A^lA^l  ge- 
langt: dann  hat  der  bewegte  Punkt  A  infolge  dieser  beiden  Be- 
wegungen, weil  dieselben  sich  gegenseitig  nicht  beeinflussen,  die 
Lage  A^l  erhalten  und  im  Grundraumsystem  das  Element  A\A^l 
der  entstehenden  Bahncurve  a  durchwandert  Während  der  un- 
endlich kleinen  Bewegung  der  stetig  bewegten  Gurve  g^  kann  die 
Richtung  des  Elementes  A^lA^l  von  der  Richtung  des  Elementes 
A\A\  nur  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  abweichen,  der 
gegen  die  endlichen  Winkel  des  unendlich  kleinen  Viereckes 
A\A^IA^IA}^  verschwindet;  demnach  k(}nnen  wir  dasselbe  als  ein 
unendlich  kleines  Parallelogramm  betrachten.  Denken  wir  uns  zu 
diesem  unendlich  kleinen  Parallelogramm  A\  A^IA^IA\  das  ähnliche 
und  ähnlich  liegende  vergrtf sserte  Parallelogramm  A\  A'JA^  A[  con- 
struirt,  so  dass  sich  die  homologen  Seiten  wie  dt:  1  verhalten; 
dann  sind  die  Seiten: 

Äi  A^  A^  A^f 

A{  A^  —  ^^^,       A[  A"  —  ^^^f 
*    «»  dt  *    *'  dt 

und  femer  ist  die  Diagonale: 


A[A_^ 


A\An 


^  dt 

Die  Strecke  A{A[  in  der  Tangente  der  Gurve  g^  repräsentirt 
nach  Grösse  und  Richtung  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A 
auf  der  Gurve  g'.  Die  Strecke  A[  A[^  in  der  Tangente  der  Gurve 
h  stellt  nach  Grösse  und  Richtung  die  Geschwindigkeit  dar,  welche 
der  mit  A  coincidirende,  zu  g^  gehörende  Punkt  A[  auf  der  Gurve  h 
besitzt.  Die  Strecke  A\  Ac  in  der  Tangente  der  entstehenden  oder 
resultirenden  Bahncurve  a  des  Punktes  A^  giebt  die  Grösse  und 
Richtung  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  der  Punkt  A  in- 
folge  beider  Bewegungen  auf  der  Bahncurve  a  bewegt.  Hiemach 
erhalten  wir  den  wichtigen  Satz: 

Werden  einem  Punktet  gleichzeitig  zwei  Geschwin- 

Bnrmester,  Kinematik.  I.  2 
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digkeiten  von  der  GrSsse  und  Bichtnng  der  Strecken 
AA[^  AA'J  ertheilt,  so  repräsentirt  die  Diagonale  AA^, 
des  durch  ^(^^^'  bestimmten  Parallelogramms  ^M^^^^^ 
die  resnltirende  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  nach 
GrVsse  und  Richtung. 

Wir  können  denmach^  wenn  einem  Punkte  zwei  oder  mehrere 
Geschwindigkeiten  gleichzeitig  ertheilt  werden,  zwei  Geschwindig- 
keiten zu  einer  Resultante  zusammensetzen,  diese  mit  einer  dritten 
Geschwindigkeit  vereinen  und  so  fortsetzen.  Die  einzelnen  Ge* 
seh  windigkeiten  y  aus  denen  die  resnltirende  hervorgeht,  heissen 
auch  Componenten.  Umgekehrt  können  wir  auch  eine  gegebene 
Geschwindigkeit  in  zwei  oder  mehrere  Geschwindigkeiten  resp. 
Componenten  zerlegen,  die  der  gegebenen  äquivalent  sind.  Daher 
wird  das  in  dem  abgeleiteten  Satze  enthaltene  wichtige  Gesetz 
auch  das  Parallelogramm  der  Zusammensetzung  und  der  Zerlegung 
der  Geschwindigkeiten,  oder  kurz  das  Parallelogramm  der  Ge- 
schwindigkeiten genannt. 

5.  Zusammensetzung  mehrerer  Geschwindigkeiten.  Ertheilen 
wir  in  Fig.  7  einem  Punkte  A  die  drei  Geschwindigkeiten  AA[^ 
AA[',  AAj^"  und  machen  wir  A.Aj  #  AA^,  AiAu  #  AA^j, 
AiiAin  #  AA}^^^  so  repräsentirt  A^An  in  Grösse  und  Richtung 
die  Resultante  der  beiden  ersten  Geschwindigkeiten  und  A^Am 
stellt  in  Grösse  und  Richtung  die  Resultante  von  A^Au  und  der 
dritten  Geschwindigkeit  Au  Am  dar;  folglich  ist  auch  A^Am  nach 
Grösse  und  Richtung  die  Resultante  jener  drei  gegebenen  Ge- 
schwindigkeiten. Hiemach  bestimmt  der  Streckenzug  A^AiAnAm^ 
dessen  Strecken  beziehlich  den  Geschwindigkeiten  gleich  und 
gleichgerichtet  sind,  durch  die  Schlussstrecke  A^Am  die  ihr 
gleiche  und  gleichgerichtete  resnltirende  Geschwindigkeit  AA^. 
In  derselben  Weise  ergiebt  sich  fElr  beliebig  viele  Geschwindig- 
keiten die  Resultante ;  und  wenn  der  Endpunkt  des  Streckenzuges 
mit  dem  Anfangspunkte  A^  zusammenfällt,  dann  ist  die  resnltirende 
Geschwindigkeit  gleich  Null  und  der  Punkt  ist  in  Ruhe.  Verän- 
dern wir  die  Ordnung  der  Zusammensetzung,  ziehen  wir  z.  B. 
A,A^#AA\',  A^Au#AA[,  AuAm#AAf,  so  erhalten  wir 
denselben  Endpunkt  Am  wie  vorhin.  Da  hiemach  das  Vertauschen 
zweier  auf  einander  folgender  Strecken  keine  Aenderung  der  Re- 
snltante  hervorbringt,  so  ergiebt  sich,  dass  durch  eine  successive 
Vertauschung  solcher  Strecken,  also  auch  durch  beliebige  Verän- 
derung der  Reihenfolge,  dieselbe  resnltirende  Geschwindigkeit  er- 
halten wird. 
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6.  Geometrische  Addition.  Eine  nach  Grösse  und  Bichtung 
bestimmte  Strecke  AAi  bezeichnen  wir  mit  ÄAi  und  die  Folge 
der  bezeichnenden  Buchstaben  giebt  zugleich  die  Bichtung  der 
Strecke  an.  Zwei  Strecken  von  gleicher  L&ige  und  gleicher 
Bichtung  heissen  geometrisch  gleich.  Die  Bildung  eines 
Streckenzuges,  wie  sie  bei  der  Bestimmung  der  resultirenden  Ge- 
schwindigkeit in  Fig.  7  ausgeführt  wurde,  wird  geometrische 
Addition,  und  die  Schliessungsstrecke  Af^Am  die  geome- 
trische Summe  genannt  Wir  schreiben  demzufolge  in  Zeichen: 

A^Am  —  A^i  +  ^i^ii  +  ^ii^iiu 
Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  wir  auf  dem  Wege  A^AiAnAm 
denselben  Zielpunkt  Am  erreichen,  nach  dem  wir  direct  auf  dem 
Wege  A^Aui  gelangen;  und  diese  Beziehung  bleibt  bestehen^ 
wenn  wir  die  Beihenfolge  der  rechts  stehenden  Strecken  ver- 
ändern. 

Wird  eine  Strecke,  z.  B.  A^Am^  in  der  einen  Bichtung  und 
hierauf  wieder  rückwärts  in  entgegengesetzter  Bichtung  durch«^ 
laufen,  so  ist  das  Besultat  gleich  Null,  und  in  Zeichen  die  geo-> 
metrische  Summe: 

A^Aui  +  AmA^  —  0. 

Demnach  können  wir  auch  schreiben: 


A^Ain  —  —  AuiA^] 
und  erhalten  aus  der  obigen  Gleichung: 


A^Ai  +  AjAii  +  An  Am  +  AmA>  =  0. 
Ist  die  geometrische  Summe  gleich  Null,  so  bedeutet  dies,  dass 
der  Streckenzug  nach  seinem  Ausgangspunkte  wieder  zurückkehrt 

7.  Zeriegung  der  Geecliwindigkeit  Wenn  die  Geschwindigkeit 
AAv  eines  Punktes  A  in  Fig.  8  gegeben  ist,  und  es  soll  dieselbe 
in  zwei  Gomponenten,  deren  Bichtungen  /,  IT  sein  mögen,  zer- 
legt werden;  dann  ziehen  wir  durch  A„  zu  diesen  Bichtungen 
parallele  Gerade,  welche  resp.  auf  /,  IT  die  Gomponenten  AAj^^ 
AA^J  bestimmen.  Sind  die  Bichtungen  der  beiden  Gomponenten 
nicht  gegeben,  so  bilden  die  beiden  Seiten  AA^^  A[A^  eines  an 
die  Seite  AA^  gezeichneten  beliebigen  Dreiecks  die  Gomponenten, 
deren  Besultante  AA^  ist  AUgemein  können  die  Strecken  eines 
beliebigen  Streckenzuges,  der  durch  AAp  geschlossen  wird,  als  die 
Gomponenten  betrachtet  werden,  deren  Besultante  die  Geschwin- 
digkeit AA„  ist 

2* 
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8.  Bestimmung  des  Pols.  Die  Gesamtheit  aller  in  einer 
Ebene  liegenden  Punkte,  welche  ihre  gegenseitige  Lage  nicht 
iLndenii  nennen  wir  ein  starres  ebenes  System,  oder  auch 
kurz  ein  ebenes  System. 

Wird  ein  starres  ebenes  System  S  in  einer  festen  Ebene  aus 
^iner  Lage  Sj  in  eine  andere  Lage  Sn  bewegt,  dann  repräsentiren 
diese  beiden  Lagen  in  der  festen  Ebene  zwei  gleichartige  congraente 
ebene  Systeme,  welche  wir  wie  diese  Lagen  mit  /S/,  Su  bezeichnen. 
Sind  in  Fig.  0  zwei  beliebige  Punkte  AiBi  des  Systems  Si  nnd 
die  homologen  Punkte  AuBn  des  Systems  Su  gegeben,  dann  ist 
AjBi  =  BuAu  nnd  wir  erhalten  zn  jedem  beliebigen  dritten 
Pnnkte  Q  in  5/  den  homologen  Cn  in  5;/,  wenn  wir  zu  dem 
Dreieck  Ai  Bi  Ci  das  gleichartig  congruente  Dreieck  Au  Bu  Qi 
constmiren.  Ist  also  die  Bewegung  von  zwei  Punkten  AB  des 
Systems  S  durch  die  verschiedenen  anf  einander  folgenden  Lagen 
derselben  gegeben,  so  ist  dadurch  die  Bewegung  aller  System- 
pnnkte  nnd  damit  die  des  ganzen  ebenen  Systems  bestimmt 

Errichten  wir  anf  den  Verbindnngsstrecken  der  homologen 
Pnnkte  ^/,  Au  nnd  £/,  Bu  in  den  Mitten  Ma,  Mb  resp.  die  Senk- 
rechten Ma%  iffr^y  welche  sich  im  Pnnkte  $  treffen,  so  sind  die 
Dreiecke  AjBj^  nnd  AuBu^  wegen  Gleichheit  der  analog  be- 
zeichneten Seiten  gleichartig  congruent;  demnach  fallen  zwei  homo- 
loge Punkte  der  Systeme  £/,  Su  in  dem  Punkte  $  zusammen,  der 
Doppelpunkt  der  beiden  congruenten  Systeme  SiSu  genannt 
wird.  Fallen  insbesondere  zwei  Paar  im  Endlichen  liegende  homo- 
loge Pnnkte  zusammen,  so  findet  dies  bei  allen  homologen  Punkten 
statt ;  die  beiden  Systeme  sind  dann  identisch,  und  folglich  besitzen 
zwei  in  einer  Ebene  liegende  gleichartig  congruente  ebene  Systeme 
im  Allgemeinen  nur  einen  Doppelpunkt.  Dem  gemäss  gehen  alle 
in  den  Mitten  auf  den  Yerbindungsstrecken  homologer  Punkte  er- 
richteten Senkrechten  durch  den  Doppelpunkt  der  beiden  con- 
gruenten Systeme.  Nach  dieser  Darlegung  kann  das  System  iS 
durch  Drehung  um  den  Doppelpunkt  $  aus  der  einen  der  Lagen 
<8/,  Su  in  die  andere  gebracht  werden;  und  hinsichtlich  dieser 
Eigenschaft  wird  der  Doppelpunkt  $  auch  der  Pol  der  beiden 
Systemlagen  'S/,  Su  genannt. 

Liegen  die  homologen  Strecken  AiBi  und  AuBu  in  Fig.  10 
80,  dass  die  auf  AjAu^  BiBu  in  den  Mitten  if^,  Mt  errichteten 
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Senkrechten  zusammenfallen ,  dann  wird  zwar  jene  Bestimmung 
des  Doppelpunktes  $  ungiltig;  aber  in  diesem  besonderen  Falle 
ergiebt  sich  derselbe  als  Schnitt  der  durch  die  Strecken  AiBj^ 
-^iiBn  bestimmten  homologen  Geraden,  denn  es  ist  wegen  der 
Gleichheit  dieser  Strecken  und  des  Parallelismus  der  Geraden 
AjAu,  BiBu  auch  ^/^  =  -4//^. 

Sind  zwei  homologe  Strecken  AjBi ,  AnBn  der  congruenten 
Systeme  SiSn  in  Fig.  11  parallel  und  gleichgerichtet,  dann  sind 
die  auf  AiAu  und  BiBu  in  den  Mitten  Ma^  Mi,  errichteten  Senk- 
rechten parallel  und  der  Schnittpunkt  ^'^  derselben  liegt  im  Un- 
endlichen. Die  Verbindungsstrecken  aller  homologer  Punkte  sind 
gleich  und  parallel;  die  auf  denselben  errichteten  Senkrechten 
gehen  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  $'^;  das  System  S  kann 
in  diesem  besonderen  Falle  durch  Parallelbewegung  (Translation) 
aus  der  einen  Lage  in  andere  geftthrt  werden,  und  wir  können  die 
Parallelbewegung  als  eine  Drehung  um  den  unendlich  fernen  Pol  ^"^ 
betrachten.    Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  innerhalb  einer 
Ebene  aus  einer  Lage  in  eine  andere  ist  äquivalent 
einer  Drehung  um  den  Pol  der  beiden  Systemlagen. 

Ein  ebenes  System,  welches  sich  in  einer  festen  Ebene  aus 
einer  Lage  Si  in  eine  andere  Su  bewegt  hat,  kann  demnach  stets 
durch  Drehung  um  den  Pol  $  dieser  Systemlagen  aus  der  einen 
Lage  in  die  andere  gebracht  werden ;  liegt  der  Pol  $  im  Unend- 
lichen, so  geht  die  Drehung  in  eine  Parallelbewegung  über.  Bei 
der  Parallelbewegnng  beschreiben  die  Punkte  des  Systems  in  jedem 
Zeitelemente  gleiche  und  parallele,  also  auch  homologe  Elemente 
congruenter  Bahnen. 

Bewegt  sich  das  starre  ebene  System  S  beliebig  in  einer 
festen  Ebene,  und  sind  £/,  Sn  zwei  während  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  auf  einander  folgende  Lagen  desselben,  dann  sind 
die  unendlich  kleinen  Verbindungsstrecken  AjAu^  BjBn . .  der 
homologen  Punkte  beziehlich  die  von  den  Systempunkten  Ay  B .. 
durchschrittenen  Bahnelemente,  welche  die  Geschwindigkeitsrich- 
tungen dieser  Punkte  in  dem  betre£Fenden  Zeitmomente  bestimmen. 
Die  auf  diesen  Bahnelementen  in  den  Mitten  errichteten  Senk- 
rechten, die  nach  obiger  Darlegung  durch  den  Pol  $  gehen,  sind 
die  Normalen  der  Bahncurven,  welche  von  den  Systempunkten 
beschrieben  werden;  und  die  unendlich  kleine  Bewegung  des  Sy- 
stems S  können  wir  durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  den 
Pol  $,  den  momentan  festen  Systempunkt,  ersetzen. 
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9.  Geschwindigkeitszustand  eines  bewegten  ebenen  Systems. 

Nehmen  wir  an^  es  bewegen  eich  in  Fig.  18  die  zwei  Punkte  A, 
B  eines  in  einer  festen  Ebene  bewegten  ebenen  Systems  S  resp. 
auf  den  gegebenen  Bahncurven  a,  ß^  so  ist  ftlr  einen  bestimmten 
Zeitmoment  der  Schnittpunkt  $  der  Curvennormalen  A^^  B^ 
der  Fol,  und  die  diesem  Zeitmomente  entsprechenden  Geschwin- 
digkeiten A  Ay^  BBv . .  •  aller  Systempunkte  A^B ...  sind  bezieh- 
lich  senkrecht  auf  dem  von  diesen  Punkten  nach  dem  Pol  $ 
gehenden  Geraden.  Da  die  Bewegung  des  Systems  während  eines 
Zeitelementes  als  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  den  Pol  ^ 
angesehen  werden  kann,  so  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten 
AAvf  BBv ...  der  Punkte  A^B...  wie  die  entsprechenden  Bahn- 
elemente, und  demnach  auch  wie  die  Polabstände  ^A^  ^B . . . 
dieser  Punkte;  und  fttr  den  momentan  mit  dem  Pol  $  coincidirenden 
Systempunkt  ist  die  Geschwindigkeit  gleich  Null.  Wegen  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  ^^^v,  ^BB„  sind  auch  die  Dreiecke  ^AB 
und  ^A„Bv  gleichartig  ähnlich.    Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

Das  ebene  System  Sv  der  Endpunkte  A^^  B^...  der 
Geschwindigkeiten  ist  dem  bewegten  System  S^  dessen 
Punkte  Aj  B...  diese  Geschwindigkeiten  besitzeUi 
gleichartig  ähnlich  und  der  Pol  $  ist  der  Doppelpunkt 
dieser  ähnlichen  Systeme. 

Wenn  man  also  die  Geschwindigkeiten  AA^^  BBp  zweier 
Systempunkte  A^  B  kennt,  so  ergiebt  sich  zu  jedem  dritten  System- 
punkte C  die  Geschwindigkeit  CCr,  in  Grösse  und  Richtung,  indem 
wir  zu  dem  Dreieck  ABC  das  gleichartig  ähnliche  Dreieck 
AfBvCv  construiren;  und  demnach  ist  durch  die  Geschwindig- 
keiten zweier  Systempunkte  der  Geschwindigkeitszustand  des  gan- 
zen bewegten  Systems  gegeben.  Wenn  aber  der  Pol  $  bekannt  ist, 
so  sind  die  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  durch  die  ge- 
gebene Geschwindigkeit  eines  einzigen  Systempunktes  bestimmt 

Da  die  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  auf  den  von 
diesen  Punkten  nach  dem  Pole  gehenden  Geraden  senkrecht 
stehen,  so  liegen  alle  Systempunkte,  deren  Geschwindigkeitsrieh- 
tungen  durch  einen  angenommenen  Punkt  gehen,  auf  einem 
Kreise,  für  welchen  dieser  Punkt  und  der  Pol  Durchmesserend- 
punkte sind.  Alle  Systempunkte,  welche  gleichen  Abstand  von  dem 
momentanen  Pol  haben,  also  auf  einem  um  den  Pol  $  beschrie- 
benen Kreise  liegen,  besitzen  momentan  gleiche  Geschwindigkeit; 
und  die  Geschwindigkeit  derjenigen  Systempunkte,  deren  Abstand 
von  dem  momentanen  Pol  $  gleich  der  Längeneinheit  ist,  nennen 
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wir  die  Drehgeschwindigkeit  des  Systems  S  in  dem  be* 
treffwden  Zeitmomente.  Bezeichnen  ?mr  mit  oi  die  Drehgeschwin* 
digkeity  mit  v  die  Geschwindigkeit  eines  Systempnnktes  nnd  mit 
r  dessen  Abstand  von  dem  momentanen  Pol|  so  ist  die  Drehge- 
schwindigkeit 

V 

r 

Die  Punkte  auf  einer  durch  den  Pol  gehenden  Systemgexaden 
besitzen  Geschwindigkeiten,  deren  Endpunkte  auch  anf  einer  durch 
den  Pol  gehenden  Geraden  liegen;  und  die  Geschwindigkeit  der 
beiden  Punkte  der  Systemgeraden,  die  vom  Pole  um  die  LBageiH 
einheit  entfernt  sind,  wird  auch  die  Drehgescbwindigkeit 
dieser  Systemgeraden  genannt 

Denken  wir  uns  in  Fig.  12  die  Geschwindigkeiten  AA^j  BB^^ 
CCf, . .  der  Punkte  ^,  £,  C.  •  des  Systems  S  in  gleichem  Sinne 
um  einen  rechten  Winkel  gedreht,  so  dass  auf  den  durch  den  Pol 
gehenden  Geraden  AA^^AA,,  BBt^^BB^,  CC»^CC„..  ist; 
dann  wollen  wir  die  Strecken  AA^^  BB^^  00^..  die  loth- 
recbten  Geschwindigkeiten  der  betreffenden  Punkte  A^  B^  (7.. 
nennen.  Da  sich  nun  die  Geschwindigkeiten  wie  die  Polabst&nde 
der  betreffenden  Punkte  yerhalten,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Das  System  S^  der  Endpunkte  A,  A,  Cf  der  loth- 
rechten  Geschwindigkeiten  ist  ähnlich  und  ähnlich 
liegend  zu  dem  System  S^  dessen  Punkte  A^  B^  C  .  . 
diese  lothrechten  Geschwindigkeiten  besitzen,  und 
der  Pol  $  ist  der  Aehnlichkeitspunkt  dieser  beiden 
Systeme. 

Ist  in  einem  Zeitmomente  die  Drehgeschwindigkeit  des  Sy- 
stems gleich  der  angenommenen  Längeneinheit,  fällt  also  der 
Endpunkt  von  der  lothrechten  Geschwindigkeit  eines  einzigen 
Systempunktes  in  den  Pol,  dann  schrumpft  das  System  S^  im  Pol 
zu  einem  Punkte  zusammen  und  es  liegen  die  Endpunkte  der  loth- 
rechten Geschwindigkeiten  aller  Systempunkte  im  Pol.  Durch  die 
Einftthrung  der  lothrechten  Geschwindigkeit  wird,  wie  die  später 
folgenden  Darlegungen  zeigen,  die  Constmction  der  Geschwindig- 
keiten in  vielen  Fällen  erleichtert 

10.  Bewegung  einer  Geraden.  Bezeichnen  f%  f'j  /'',  /''' . . 
in  Fig.  18  die  in  unendlich  kleinen  Zeiten  auf  einander  folgenden 
Lagen  der  in  einer  Ebene  bewegten  Geraden  /,  so  können  wir 
die  durch  die  Schnittpunkte  7,  //,  /// . .  entstandenen  unendlich 
kleinen  Strecken  ///,  II III .  .  als  die  Elemente  einer  Curve  (p 
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ansehen,  welche  von  diesen  Lagen  nmhttUt  wird;  and  die  Bewe- 
gung der  Geraden  an  sich  kann  betrachtet  werden  als  eine  Folge 
nnendlich  kleiner  snccessiyer  Drehongeni  um  /von/®  nach/^, 
nm  //  von  f^  nach  /''  u.  s,  w.  Wenn  wir  aber  die  Gesamtheit 
aller  Punkte  der  Geraden  als  eine  starre  Punktreihe  anfiEassen, 
welche  wir  als  solche  auch  eine  starre  Gerade  nennen,  so  kann 
die  nnendlich  kleine  Bewegung  der  starren  Geraden  /  mit  dem 
Punkte  F  youf'F'  nach  f"F^^  betrachtet  werden  als  eine  un- 
endlich kleine  Drehnng  um  den  mit  //  identischen  Punkt  F^^  und 
gleichzeitige  unendlich  kleine  Verschiebung  in  sich  selbst  um  die 
unendlich  kleine  Grösse  F^F'^'j  oder  auch  als  eine  gleiche  unend- 
lich kleine  Drehung  um  F^  und  eine  gleichzeitige  gleiche  unend- 
lich kleine  Verschiebung  in  sich  selbst  In  diesem  letzten  Falle 
gelangt  die  Gerade  /'  nach  der  zu  f  parallelen  Geraden  /'  und 
hat  sich  gleichzeitig  in  sich  selbst  um  die  mit  F^F^^  gleiche  Strecke 
verschoben.  Der  senkrechte  Abstand  F^  D  der  beiden  Parallelen 
ist  in  dem  unendlich  kleinen  Dreieck  F'DF^^  die  Seite,  welche 
dem  unendlich  kleinen  Winkel  f'F"f  gegenüberliegt,  und  als 
solche  anch  verschwindend  klein  gegen  die  unendlich  kleine 
Strecke  F^F"-^  demnach  ist  /'  als  mit  /'  identisch  anzusehen. 
Im  Vergleich  mit  endlichen  Strecken  können  wir  die  unendlich 
kleine  Strecke  F^F^'  so  wie  das  Curvenelement  IF"  als  Berüh- 
rungspunkt der  Tangente  /'  betrachten.  Durch  diese  Ueberlegung 
ist  der  folgende  Satz  begründet: 

Die  Bewegung  der  in  einer  Ebene  bewegten  starren 
Geraden,  deren  Lagen  eine  Curve  umhüllen,  kann  in 
jedem  Zeitelemente  betrachtet  werden  als  eine  unend- 
lich kleine  Drehung  um  den  jeweiligen  Berührungs- 
punkt und  eine  gleichzeitige  unendlich  kleine  Ver- 
schiebung in  sich  selbst. 

11.  Geschwindigkeiten  der  Punicte  einer  bewegten  starren  Ge- 
raden. Ist  in  Fig.  14  auf  einer  starren  Geraden  /  des  bewegten 
ebenen  Systems  S  eine  Punktreihe  ABC . .  gegeben,  dann  bilden 
die  Endpunkte  ^to^^C«..  der  lothrechten  Geschwindigkeiten  dieser 
Punkte  eine  ähnliche  Punktreihe  auf  der  zu  /  parallelen  Geraden 
^,  die  Endpunkte  A^B^C^ . .  der  Geschwindigkeiten  eine  ähnliche 
Punktreihe  auf  einer  Geraden  /p,  und  die  Geschwindigkeitsrich- 
tungen sind  beziehlich  senkrecht  auf  den  von  ABC.  nach  dem 
momentanen  Pol  $  des  Systems  S  gehenden  Geraden.  Ist  F  der 
Berührungspunkt,  welchen  die  Gerade  /  momentan  mit  der  um- 
hüllten Curve  q>  bildet,  so  mnss  die  Geschwindigkeit  FF^  oder 
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die  BewegongsrichtoDg  derselben  mit  der  Geraden  /  zusammen- 
fallen; demnach  ist  der  Bertthrungspnnkt  F  aaoh  der  Fosspunkt 
der  vom  Pol  $  auf  die  Gerade  /  gefällten  Senkrechten,  und 
femer  ist  der  Endpunkt  F^  seiner  Geschwindigkeit  der  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  /,  fv.  Zerlegen  wir  jede  der  Geschwin- 
digkeiten AAf,^  BBrj  CCv..  in  zwei  Componenten,  von  denen 
die  eine  auf  der  Geraden  /  senkrecht  steht,  die  andere  in  der- 
selben liegt,  so  sind  die  letzteren  Gomponenten  AA[^  BBf^^  CCl . . 
die  senkrechten  Projectionen  dieser  Geschwindigkeiten  auf  die  Ge- 
rade/, gleich  dem  Abstände  FF^  der  Parallelen  /  ^,  oder  gleich 
der  Geschwindigkeit  FF^,  des  Fnsspunktes  F^  und  die  Endpunkte 
A^B^Cv. .  der  auf  /  senkrechten  Componenten  liegen  auf  einer 
durch  F  gehenden  Geraden  /iT,  welche  zu  /«  parallel  ist  und  auf 
^Ft,  senkrecht  steht,  weil  der  Winkel  "^FJ^  —  ^i^  ein  rechter 
ist  Der  zur  starren  Geraden  /  gehörende  Fusspunkt  F,  der  mit 
dem  Berührungspunkte  momentan  zusammenfällt,  zeichnet  sich 
dadurch  aus,  dass  seine  Geschwindigkeit  in  der  Geraden  /  liegt 
Somit  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  senkrechten  Projectionen  von  den  Geschwindig- 
keiten der  Punkte  einer  bewegten  starren  Geraden  im 
Bezug  auf  diese  Gerade  sind  in  einem  jeden  Zeitmo- 
mente von  gleicher  Grösse  und  gleich  der  Geschwindig- 
keit desjenigen  Punktes  dieser  Geraden,  der  momentan 
mit  ihrem  an  der  umhttllten  Curve  gebildeten  Bertth- 
rungspunkte  coincidirt. 

Es  ist  der  Winkel  /F/,"  gleich  dem  Winkel  F^F„  weil 
die  Gerade//  auf  ^F^,  senkrecht  steht;  demnach  können  wir 
die  unendlich  kleine  Bewegung  der  Geraden  /  betrachten  als  eine 
unendlich  kleine  Drehung  um  den  Berührungspunkt  F  mit  der- 
selben Drehgeschwindigkeit,  welche  das  momentan  um  den  Pol  $ 
rotirende  System  S^  besitzt,  und  als  eine  gleichzeitige  Verschie- 
bung der  Geraden  in  sich  selbst  mit  der  Geschwindigkeit  des 
momentan  mit  F  coincidirenden  Systempunktes.  Geht  insbesondere 
die  Gerade  /  durch  den  Pol  %  so  findet  in  dem  betreffenden  Zeit- 
elemente keine  Verschiebung  der  Geraden  in  sich  selbst,  sondern 
nur  Drehung  um  den  Pol  statt,  und  in  diesem  Falle  liegen  die 
Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  von  den  Punkten  der  bewegten 
starren  Geraden  auf  einer  durch  den  Pol  gehenden  Geraden.  >) 


1)  Die  Bewegung  einer  Geraden  in  der  Ebene  ist  ausfUhrlich  behandelt  in 
Wittenbauer,  Kinematik  des  Sirahles.    1883. 
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Sind  in  Fig.  15  die  Bahneurven  a,  ß  zweier  Punkte  A^  B 
eines  in  einer  festen  Ebene  bewegten  Systems  gegeben  nnd  neh-» 
men  wir  an:  es  sei  AAv  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ul, 
dann  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  BB^  des  Punktes  B  auf 
seiner  Bahncurye  /?,  wenn  wir  A^Av  senkrecht  AB  zieheUi  BB^^ 
gleich  AA[  machen  und  von  B[  auf  ^jS  die  Senkrechte  B^tBv 
ziehen,  welche  die  in  J3  an  die  Gurve  ß  gelegte  Tangente  faiflt 
Sind  ASßj  BSfi  die  Gurvennormalen  und  ist  mt  ASß  die  Strecke 
AA^'^AAv  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  A^  dann  bestimmt 
die  zu  AB  gezogene  Parallele  ^»Bt»  auf  A^  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit BB^  des  Punktes  B. 

12.  Allgemeine  Beatimmungen  der  Bewegung  eines  ebenen  Sy« 
Sterne.  —  Normalenziehung  an  die  Bahneurven  und  Huiibahncnrven 
mittelst  des  Pols.  Die  Bewegung  eines  in  einer  festen  Ebene  be- 
wegten starren  Systems  S  ist  durch  die  Bewegung  zweier  System- 
punkte AB  bestimmt;  denn  sind  a,  /S  in  Fig.  le  die  Bahneurven 
dieser  beiden  Punkte  und  AA^A^..^  BB^B^ . .  verschiedene  Lagen 
derselben ,  so  erhalten  wir  die  Lagen  C^C^. .  und  die  hierdurch 
bestimmte  Bahncurve  y  eines  beliebigen  Systempunktes  C,  indem 
wir  die  Dreiecke  -4,5^(7,,  A^B^C^..  dem  Dreieck  ABC  con- 
gruent  machen;  und  in  analoger  Weise  ergeben  sich  die  Lagen 
/i^i . .  einer  Systemcurve  /,  wenn  wir  zu  dem  Gebilde  ABf  die  • 
congruenten  Gebilde  A^  B^f^ ,  A^  BJ^^ . .  construiren.  Die  auf  ein- 
ander folgenden  Lagen  der  Systemcurve  /  umhttllen  in  der  festen 
Ebene  eine  Curve  9),  welche  wir  die  HUllbahncurve  der  be- 
wegten Gurve  /  nennen.  Der  Schnittpunkt  $  der  beiden  Gurven- 
normalen A%  B%  ist  fär  die  Systemlage  ABf  der  Pol  und  die 
Bewegungsrichtung  jedes  Systempunktes  ist  in  dem  betreffenden 
Zeitmomente  senkrecht  auf  der  von  diesem  Punkte  nach  dem  Pol 
gehenden  Geraden.  Der  Systempunkt  F^  in  dem  die  Systemcurve  / 
die  HUllbahncurve  q)  berührt,  bewegt  sich  in  der  auf  F^  senk- 
rechten Richtung  y  welche  momentan  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Elemente  der  berührenden  Curven  fy  (p  zusammenfällt.  In  den  auf' 
einander  folgenden  Lagen  der  Gurve  /  treten  im  Allgemeinen 
successive  andere  Punkte  dieser  Gurve  momentan  als  Berührungs- ' 
punkte  auf  und  demnach  berührt  die  HUllbahncurve  9  alle  von 
solchen  Punkten  der  Gurve/ beschriebenen  Bahneurven.  Schrumpft 
die  Gurve  /  zu  einem  Punkte  zusammen,  dann  geht  die  HUllbahn- 
curve (p  in  die  Bahncurve  dieses  Punktes  über.  Es  ergiebt  sich 
demnach  der  wichtige  Satz: 

Bewegt  sich  ein  starres  ebenes  System  in  einer 
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Ebene,  so  gehen  die  Normalen  der  Gurvenelemente, 
welche  in  einem  Zeitelemente  von  den  Systempnnkten 
oder  Systemcnrven  beschrieben  werden,  dnrch  den  mo- 
mentanen Pol  des  Systems. 

Gleiten  in  Fig.  17  zwei  Corven  /,  /  eines  starren  ebenen  Sy- 
stems S  resp.  anf  den  in  einer  festen  Ebene  liegenden  Gnrven  %  i^ 
so  ist  die  Bewegnng  dieses  Systems  bestimmt,  nnd  der  momentane 
Pol  $  ergiebt  sich  als  Schnittpunkt  der  in  den  beiden  Bertthmngs- 
punkten  anf  die  Gurren  errichteten  Normalen.  Ist  in  dem  bewegten 
System  S  ein  Punkt  D  gegeben,  so  ist  die  Verbindungsgerade  ^D 
die  Normale  an  der  vom  Punkte  D  beschriebenen  Bahncurve  d]  ist 
femer  im  System  S  eine  Gurve  e  gegeben,  und  wird  von  $  an 
die  Gurve  e  eine  Normale  $  S  gezogen,  so  ist  (S  ein  Berührungs- 
punkt der  Gurve  c  an  der  von  ihr  erzeugten  Gurve  y  und  $S 
auch  die  Normale  an  der  Gurve  /.  ^) 

Betrachten  wir  das  System  S  als  fest  und  die  vorhin  feste 
Ebene  als  ein  bewegtes  starres  System  S,  dessen  Gurven  %  l  be- 
ziehlich  auf  den  jetzt  festen  Gurven  /,  /  gleiten ,  so  erhalten  wir 
nach  dieser  Wechselung  filr  die  momentane  Bewegung  des  Systems 
S  in  dem  festen  System  S  denselben  Pol  %  Es  ist  denmach  $ 
der  Pol  vom  bewegten  System  S  gegen  das  feste  2  und  umgekehrt 
vom  bewegten  System  2  gegen  das  feste  S.  Wir  werden  auch 
sagen,  $  ist  der  Pol  des  bewegten  Systems  S  im  festen  £  und 
umgekehrt,  $  ist  der  Pol  des  bewegten  Systems  S  im  festen  S] 
femer  $  ist  der  Pol  der  beiden  Systeme  5,  2,  gleichviel  ob  das 
eine  dieser  Systeme  raht  oder  ob  beide  sich  gleichzeitig  in  einer 
festen  Ebene  bewegen. 

Aus  der  betrachteten  Bewegung  des  Systems  S  gegen  das 
feste  System  £  ergeben  sich  alle  besonderen  Fälle.  Schmmpft 
die  Gurve  /  zu  einem  Punkte  zusammen,  dann  bewegt  sich  dieser 


1)  Die  erste  Bestimmung  der  Tangenten  oder  Normalen  mittelst  des  Pols 
wurde  von  Descartes  an  der  Cycloide  ausgeführt  und  durch  die  Betrachtung 
eines  Vielecks  abgeleitet,  welches  auf  einer  Geraden  wälzt.  Descartes,  Epi- 
stolae  1683.  T.  III.   Epist  57.  p.  213. 

Fttr  die  allgemeine  ebene  Bewegung  wurde  der  Pol  von  Joh.  Bernoulli 
bestimmt.  Opera  omnia  1742.  T.  lY.  p.  250.  De  centro  sponianeo  rotatioms. 
Die  fundamentale  Bedeutung  des  Pols  für  die  Bestimmung  der  Normalen  der- 
jenigen Gurven,  welche  die  Punkte  eines  in  einer  Ebene  bewegten  ebenen  Sy- 
stems beschreiben,  hat  Ghasles  zuerst  hervorgehoben  und  die  betreffenden 
Constructionen  ausgeführt  in  einer  der  Sod^tä  phüomathique  am  1.  August  1829 
überrdchten  Abhandlung,  die  abgedruckt  ist  im  Bulletin  de  la  Society  matM- 
matique  1877—1878.  T.  6.  p.  208. 
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auf  der  festen  Cnrve  %  während  die  Systemcurve  /  anf  der  festen 
Curve  l  gleitet;  degeneriren  beide  Curven  /  nnd  /  zu  Punkten, 
dann  bewegen  sich  diese  anf  den  Bahncnrven  %  l ;  wenn  dagegen 
die  feste  Cnrye  q>  sich  zn  einem  Punkte  zusammenzieht,  dann 
gleitet  die  Systemcurve  /  über  diesen  festen  Punkt,  während  die 
Systemcurve  /  auf  X  gleitet;  und  wenn  schliesslich  beide  Curven 
q>j  l  zu  Punkten  zusammenschrumpfen,  dann  gleiten  beide  System- 
curven  /,  /  über  diese  festen  Punkte.  Andere  specielle  Fälle  er- 
halten wir,  wenn  eine  oder  beide  Curven  der  Paare//,  g^ity/A, 
lq>  in  Gerade  übergehen. 

13.  Das  Geienkviereck.  Sind  in  Fig.  18  die  Systemcurven  /,  / 
in  dem  bewegten  System  aS,  so  wie  die  HttUcurven  %  l  in  dem 
festen  System  2  Kreise,  deren  Mittelpunkte  wir  beziehlich  mit 
F^  X,  4>,  A  bezeichnen ,  und  betrachten  wir  die  Mittelpunkte  F^  L 
als  Punkte  des  bewegten  Systems,  so  bewegen  sich  diese  resp. 
in  dem  festen  System  auf  den  Kreisen  qfj  l\  deren  Mittelpunkte 
4>,  A  sind;  demnach  ist  in  diesem  Falle  die  Bewegung  des  Sy- 
stems S  bestimmt  durch  die  Bewegung  der  Systempunkte  /",  L 
auf  den  Kreisen  9)',  V  und  unabhängig  von  der  OrOsse  der  Ra- 
dien der  vier  Kreise/,  l^  tp^  l.  Das  durch  die  Punkte  ^ALF 
gebildete  ebene  Viereck,  dessen  Seitenlängen  während  der  Bewe- 
gung unveränderlich  sind,  wird  ein  Oelenkviereck  genannt; 
die  Seiten  <t>F,  AX  desselben  drehen  sich  in  der  festen  Ebene 
beziehlich  um  die  Endpunkte  <I>,  A  der  festen  Seite  4>A,  und  durch 
die  Bewegung  der  dritten  beweglichen  Seite  FL^  welche  die 
Koppel  des  Oelenkvierecks  heisst,  ist  auch  die  Bewegung  des 
Systems  S  in  diesem  Falle  gegeben. 

Betrachten  wir  in  Fig.  19  ein  Gelenkviereck  <I>AZ/^,  dessen 
Seite  4>  A  fest  ist,  so  ist  der  Schnittpunkt  $  der  Seiten  4>F,  A£, 
die  sich  resp.  um  die  festen  Punkte  4>,  A  drehen ,  der  momentane 
Pol  fUr  das  durch  die  Koppel  FL  bestimmte,  bewegte  System.  Ist 
FFti  die  auf  F<P  liegende  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  F 
und  ziehen  wir  durch  F^  zu  FL  eine  Parallele  i^öit,  die  AZ 
in  Xd  trifft,  dann  repräsentirt  L  L^  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
des  Punktes  L.  Fttr  einen  beliebigen  auf  der  Koppel  liegenden 
Punkt  D  ergiebt  sich  die  lothrechte  Geschwindigkeit  i>i?o,  in- 
dem wir  die  nach  dem  Pol  $  gerichtete  Gerade  DD^i  bis  an  jene 
Parallele  ziehen.  Für  einen  beliebigen  mit  der  Koppel  verbun- 
denen Punkt  E  erhalten  wir  die  zugehörige  lothrechte  Geschwin- 
digkeit EEt^y  wenn  wir  zu  FE  und  LE  resp.  die  Parallelen 
F^E^^  L^E^  ziehen. 
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14.  Definition  des  KrOmmungsmitteipunlctes  und  der  Evoiute. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  in  Fig.  20  anf  einer  Garve  q>  zwei  nn- 
endlieh  nahe  Punkte  FiFu  nnd  ein  beliebiger  dritter  Punkt  Fm 
gegeben,  es  sei  femer  die  Gerade  a  in  der  lütte  auf  dem  Curven- 
elemente  FiFn  und  die  Gerade  ^  in  der  Mitte  auf  der  Strecke 
FnFui  senkrecht  y  dann  ist  der  Schnittpuiikt  4>'  dieser  beiden 
Senkrechten  der  Mittelpunkt  des  durch  FiFnFln  gehenden  Kreises. 
Denken  wir  uns  den  Paukt  Flu  auf  der  Curve  (p  bewegt  bis  der- 
selbe nach  Fui  unendlich  nahe  an  Fu ,  die  Senkrechte  V  nach  der 
in  der  Mitte  auf  dem  Elemente  FuFm  senkrechten  Geraden  b  ge- 
langt ist,  die  a  im  Punkte  ^  schneidet;  dann  bewegt  sich  auch 
der  Schnittpunkt  ^  stetig  auf  a  bis  nach  4>.  Dieser  Punkt  <E> 
ist  demnach  der  Mittelpunkt  des  durch  die  drei  unendlich  nahen 
Punkte  Fi^  Fu^  Fm  der  Curve -9)  gehenden  Kreises  q>^.  Eine  un- 
endlich kleine  Bewegung  des  Punktes  Fm  auf  der  Curve  (p  be- 
wirkt eine  unendlich  kleine  Aenderung  des  Punktes  4>'  auf  der 
Geraden  a.  Wird  also  die  Lage  des  unendlich  nahe  an  Fu  blei- 
benden Punktes  Fm  auf  der  Curve  q>  geändert,  so  wird  dadurch 
nur  eine  unendlich  kleine  Lagenänderung  des  Mittelpunktes  4>  auf 
a  bewirkt,  die  gegen  endliche  Grössen  verschwindet  Ebenso  er- 
folgt auf  der  Geraden  b  eine  unendlich  kleine  Lagenänderung  des 
Punktes  4>,  wenn  der  unendlich  nahe  an  Fu  bleibende  Punkt  F/ 
auf  q>  seine  Lage  ändert  Da  nun  die  Elemente  FiFu^  FuFm 
gegen  endliche  Grössen  verschwindend  klein  sind  und  ihre  Grösse 
auf  die  endliche  Entfernung  des  Punktes  4>  von  der  Curve  q>  ohne 
Einfluss  ist,  so  bezeichnen  wir  die  Curvenstelle  der  unendlich 
nahen  drei  Punkte  Fi  FuFm  mit  einem  Punkte  F  und  nennen 
den  durch  diese  unendlich  nahen  Punkte  gehenden  Kreis  q>^  den 
Krttmmungskreis  und  den  Mittelpunkt  4>  desselben  den  Krttm- 
mungsmittelpunkt  der  Curve  q>  fUr  den  Punkt  F.  Der  Krflm- 
mungsmittelpunkt  4>  ist  demnach  auch  der  Schnittpunkt  zweier 
unendlich  naher  Normalen  der  Curve  (p.  Die  Curve,  welche  von 
sämtlichen  Krflmmungsmittelpunkten  einer  Curve  q>  gebildet,  also 
auch  von  den  Normalen  derselben  umhüllt  wird,  heisst  die  Evo- 
lute*)  der  Curve  9. 

Liegen  an  einer  Curvenstelle  F  die  Nachbarelemente  FiFuj 
FuFm  in  einer  Geraden,  dann  befindet  sich  der  Krttmmungsmittel- 
punkt  im  Unendlichen;  und  umgekehrt,  wenn  4>  ein  unendlich 


1)  Die  Evoluten  worden  zuerst  Ton  Hnygens  behandelt  in  seinem  Horo- 
logium  osciUaiorium.   1673. 
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ferner  Punkt  ist,  dann  liegen  die  drei  nnendlich  nahen  Punkte 
Fl  ^11 F in  auf  einer  Geraden.  In  diesem  Falle  wird  der  Punkt -P 
ein  Wendepunkt  der  Curve  genannt.  Bilden  dagegen  die  beiden 
Curvenelemente  an  einer  Gurvenstelle  F  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  Fif^uFm^  so  ist  der  durch  FiFuFm  gehende  Erttmmungs- 
kreis  unendlich  klein  und  der  Krttmmungsmittelpunkt  fällt  mit 
dem  Guryenpunkt  F  zusammen;  liegt  umgekehrt  bei  einer  stetig 
verlaufenden  Curve  der  Ejrttmmungsmittelpunkt  in  der  Curve,  so 
findet  jenes  statt  und  in  diesem  Falle  wird  der  Punkt  F  ein 
Bttckkehrpunkt  der  Curve  genannt. 

15.  Drei  unendlich  nahe  Lagen  eines  ebenen  Systems.  Gleiten 
in  Fig.  17  zwei  Curven  /,  /  eines  bewegten  Systems  S  resp.  auf 
den  festen  Curven  %  A,  und  sind  FL^A.  beziehlich  die  Erflm- 
mungsmittelpunkte  dieser  Curven  für  die  betreffenden  Berührungs- 
punkte, dann  hat  jeder  hierdurch  gegebene  Erttmmungskreis  mit 
der  zugehörigen  Curve  an  den  Bertthrungsstellen  zwei  Nachbar- 
elemente gemeinsam.  Bewegt  sich  das  System  S  aus  einer  System- 
lage in  zwei  unendlich  nahe  folgende  Lagen,  so  kommen  bei  dieser 
Bewegung  nur  jene  zwei  Nachbarelemente  der  bewegten  Curven 
/,  /  und  der  festen  Curven  %  l  m  Betracht  Demnach  können  wir 
fUr  diese  drei  unendlich  nahen  Systemlagen  die  berührenden  Curven 
durch  die  zugehörigen  Erttmmungskreise  ersetzen,  und  die  vier  Erflm- 
mungsmittelpunkte  FZ4>A  bilden  fttr  diese  drei  unendlich  nahen 
Systemlagen  ein  Gelenkviereck.    Aus  diesen  Erörterungen  folgt: 

Die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  S  aus  einer 
Lage  in  zwei  unendlich  nahe  folgende  Lagen  kann 
auch  hervorgebracht  werden  durch  die  Bewegung  der 
als  Systempunkte  betrachteten  Erttmmungsmittel- 
punkte  Fj  L  auf  den  um  die  festen  Erümmungsmittel- 
punkte  4>,  A  beschriebenen  Ereisen.  Oder:  die  Be- 
wegung des  ebenen  Systems  aS  aus  einer  Lage  in  zwei 
unendlich  nahe  folgende  Lagen  ist  bestimmt  durch 
die  Bewegung  der  als  Systemstrecke  betrachteten 
Eoppel  FL  des  durch  die  vier  Erttmmungsmittel- 
punkte  FL^A  gebildeten  Gelenkvierecks. 

16.  Die  Polbahn  und  Poicurve.  In  Fig.  21,  Taf.  n,  sind  durch 
AiBjy  AiiBiij  Am  Billy  AivBiv . .  beliebige  Lagen  zweier  Punkte 
AB  eines  in  einer  festen  Ebene  bewegten  starren  Systems  ^S  ge- 
geben. Construiren  wir  den  Doppelpunkt  oder  Pol  $/  //  der  ersten 
und  zweiten  Lage  durch  die  in  den  Mitten  auf  AiAn^  BiBu  er- 
richteten Senkrechten,  in  analoger  Weise  die  Pole  $/////,  %niv  > . 
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fttr  je  zwei  auf  einander  folgende  Lagen,  dann  bilden  diese  Pole 
in  der  festen  Ebene  ein  Polvieleck,  und  die  Bewegung  des  Systems 
üS  kann  duroh  snccessive  Drehungen  um  diese  Pole  ersetzt  werden. 
Bestimmen  wir  femer  die  Ecken  $///  ^nin  Vunv  • .  eines  zweiten 
Vielecks  durch  congruente  Dreiecke,  so  dass: 

AiBi^u    ^AiBi^iu 

AiBi^nm  ^  AuBu^nu 
AiBi%iiiv  ^  AiiiBiii^uiiv 

•  • 

ist,  so  sind  nach  dieser  Gonstruction  $///  $/////  %üiv*  .  die  Lagen, 
welche  die  betreffenden  Pole  in  dem  bewegten  System  S  einneh- 
men, und  das  von  den  Punkten  $/  //  $1/  ///  $///  ly  •  .  gebildete  Viel- 
eck gehört  demnach  zu  dem  System  S.  Zunächst  können  die 
Systempunkte  AB  durch  Drehung  um  den  Pol  $///,  der  mit 
%u  identisch  ist,  von  AiBi  nach  AnBn  bewegt  werden;  der 
Punkt  $/////  gelangt  dann  wegen  der  Congruenz  der  oben  in 
zweiter  Zeile  genannten  Dreiecke  nach  %im  und  die  Strecke 
$///  $/////  des  bewegten  Systems  ^S  fällt  mit  der  festen  Strecke 
$///  $1/ /// zusanmien.  In  gleicher  Weise  können  wir  hierauf  durch 
Drehung  um  ^niu  die  Systempunkte  AB  von  AuBu  nach  AmBiu 
bringen,  dabei  fällt  dann  wegen  der  Congruenz  der  oben  in  dritter 
Zeile  genannten  Dreiecke  die  Strecke  %im^nnv  mit  ^nm^iiuv 
zusammen  u.  s.  w.  Durch  diese  auf  einander  folgenden  Dreh- 
ungen des  Systems  S  kommen  die  Seiten  des  bewegten  Vielecks 
$///  ^niii  ^'miv  • .  successiye  mit  den  Seiten  des  festen  Vielecks 
^///  ^um  ^/ü/v . .  zur  Deckung. 

Betrachten  wir  umgekehrt  das  System  S  als  fest,  dagegen  die 
vorhin  feste  Ebene  mit  den  Vielecken  '^///  %niu%niv . .,  Ai  An 
Am . . .,  BiBuBui ...  als  ein  bewegtes  starres  System  2,  und  be- 
zeichnen wir  jetzt  die  beiden  mit  AjBi  zusammenliegenden  Punkte 
des  Systems  S  der  Unterscheidung  wegen  mit  AsBs;  dann  erhal- 
ten wir  die  verschiedenen  Lagen  von  S  in  /S,  wenn  wir  die  Eck- 
punkte AuBji^  Am  Bin. .  snccessive  auf  die  festen  Punkte  AsBs 
gelegt  denken.  Werden  also  die  zum  System  2  gehörenden  Punkte 
AnBn  durch  Drehung  um  den  Punkt  $/  n  nach  AsBs  gebracht, 
dann  fällt  die  bewegte  Strecke  %  n  $//  ///  mit  der  jetzt  festen  Strecke 
$///$/////  zusammen.  In  gleicher  Weise  können  wir  hierauf  Am 
Bni  durch  Drehung  um  $//  ///  nach  As  Bs  legen  und  dadurch  ge- 
langt die  Strecke  ^nm^niiv  mit  der  festen  Strecke  ^nm^'miv 
zur  Deckxmg  u.  s.  w.    Die  hier  auftretenden  Wechselbeziehungen 
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der  Bewegung  des  Systems  S  gegen  S  und  der  Bewegung  des 
Systems  2  gegen  S  sind  ftir  die  kinematische  Untersuchung  der 
Bewegung  von  fundamentaler  Bedeutung,  und  die  Bewegung  des 
einen  Systems  wird  als  die  Umkehrung  der  Bewegung  des 
anderen  Systems  bezeichnet.^) 

Denken  wir  uns  die  betrachteten  Systemlagen  AiBi^  AnBn^ 
Am  Bill .  .  unendlich  nahe  an  einander  gelegt ,  dann  gehen  die 
Vielecke  AiAnAm . .  und  BiBnBm. .  in  die  mit  a,  ß  bezeichne- 
ten Bahncurven  der  Systempunkte  ^,  B  über;  und  femer  entstehen 
aas  den  beiden  Vielecken  %ii  %iiii  ^nüv  . .,  %u%iiii  %niv  . ., 
deren  entsprechende  Seiten  bei  der  Bewegung  zusammenfallen, 
resp.  die  Gurven  /r,  py  welche  sich  in  dem  betreffenden  Pol  be- 
rühren, und  von  denen  demnach  die  eine  auf  der  anderen  rollt. 

Bei  der  stetigen  Bewegung  des  Systems  S  in  dem  als  fest  an- 
genommenen System  S  rollt  die  zu  S  gehörende  Gurve  p  (Fig.  21) 
auf  der  festen  Gurye  fc  des  Systems  2  und  der  Berührungspunkt 
dieser  Gurven  ist  der  momentane  Pol  des  bewegten  Systems.  Die 
Gurve  /r,  welche  von  dem  veränderlichen  Pol  ^  in  dem  festen  Sy- 
stem S  durchschritten  wird,  heisst  die  Pol  bahn,  und  die  Gurve  ;?, 
welche  der  Pol  $  in  dem  bewegten  System  S  durchläuft,  heisst 
die  Polcurve.    Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in 
einer  festen  Ebene  ist  bestimmt  durch  das  Bollen  der 
in  diesem  System  befindlichen  Polcurve  auf  der  in 
der  festen  Ebene  liegenden  Polbahn,  und  der  jeweilige 
Berührungspunkt  ist  der  momentane  Pol. 

Betrachten  wir  dagegen  in  Fig.  21  das  System  S  in  einer  Lage 
As  Bsp  als  fest,  das  System  S  mit  den  Gurven  aßjt  i\&  beweg- 
lich, dann  gleiten  die  Gurven  a,  ß  resp.  durch  die  festen  Punkte 
Asj  Bsy  sie  umhüllen  diese  Punkte;  und  die  Gurve  n  rollt  dann 
auf  der  jetzt  festen  Gurve  p.  Bei  dieser  Umkehrang  der  Bewe- 
gung wird  also  n  die  Polcurve  und  p  die  Polbahn.  Diese  durch 
Ruhe  und  Bewegung  gegebene  Unterscheidung  der  beiden  Gurven 
TT,  p,  welche  in  Wechselbeziehung  stehen  und  in  gleicher  Weise 
in  den  Systemen  5,  S  erzeugt  werden,  hört  auf,  wenn  diese  Sy- 
steme sich  beide  in  einem  dritten  System  bewegen;  daher 
wollen  wir  die  beiden  Gurven  ^,  p  gemeinschaftlich  die  Roll- 
curven  der  beiden  Systeme  S,  S  nennen. 

1)  Auf  die  UmkehruDg  der  Bewegung  und  auf  die  fundamentale  Bedeu- 
tung derselben  hat  Ghasles  hingewiesen  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie, 
deutsch  von  Sohncke.  1837.  S.  450. 
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Erzengt  eine  Systemcurve  /  des  bewegten  Systems  aS  eine 
Httllbahn  €p  in  dem  festen  System  S,  dann  beschreibt  bei  der  Um- 
kehmng  der  Bewegung  die  zu  S  gehörende  Systemcurve  q>  im 
System  S  als  Httllbahn  die  Curve  /;  und  zieht  sieh  insbesondere 
die  Gorve  /  zu  einem  Punkte  zusammen,  dann  gleitet  bei  dieser 
Umkehrung  der  Bewegung  die  Gurre  (p  über  diesen  Punkt,  und 
wir  sagen,  derselbe  wird  von  den  Lagen  der  Gurve  q>  umhttllt. 
Auch  hier  hört  die  Unterscheidung  der  Systemcurve  und  Hüllbahn 
auf,  wenn  sich  die  Systeme  £,  £  beide  in  einem  dritten  System 
bewegen;  daher  sollen  zwei  solche  Gurven  gemeinschaftlich  Gleit- 
curven  genannt  werden. 

Nehmen  wir  an,  es  bewegen  sich  in  Fig..  22  die  Punkte  A^  B 
des  Systems  S  auf  den  Bahncurven  a,  ß  in  dem  festen  System  £, 
und  machen  wir  die  Strecken  A^B^^  A^B^^  A^B^, .,  deren  End- 
punkte beziehlich  auf  diesen  Gurven  liegen,  gleich  der  System- 
strecke AB^  dann  erhalten  wir  hierdurch  verschiedene  auf  ein- 
anderfolgende  Lagen  des  bewegten  Systems.  Die  Schnittpunkte 
^i>  ^j>  ^3  •  •  der  auf  den  Gurven  a,  ß  errichteten  Senkrechten-Paare 
A*i,  ^1*1?  A?.,  ^«*2;  A?3,  ^8*3 . .  sind  die  Pole  ftlr  diese 
Systemlagen  und  bilden  in  denr  festen  System  die  Polbahn  n. 
Bestimmen  wir  nun  die  Punkte  ^'  ^\  ^\  . .  so ,  dass 

A,B,^\^A,B,% 

A,B,^\  ^  A,B,^, 

ist,  dann  liefern  diese  Punkte  in  der  Lage  A^B^  des  bewegten 
Systems  S  die  Polcurve  p^  welche  die  Polbahn  tz  in  dem  mit  ^' 
identischen  Punkt  ^^  berührt. 

17.  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  zweier  Gleitcurven. 
Beschreibt  in  Fig.  28  die  Gurve  /  des  bewegten  Systems  S  die 
Gurve  q)  als  Hüllbahn  in  dem  festen  System  £  und  ist  p  die  Pol- 
curve, ^  die  Polbahn,  $  der  Berührungspunkt  derselben,  dann  ist 
die  Gerade  $f$,  welche  durch  den  Pol  ^  und  den  Berührungs- 
punkt %  der  Gurven  /,  q)  geht,  die  gemeinsame  Normale  dieser 
Gurven,  deren  Krümmungsmittelpunkte  auf  dieser  Normalen  be- 
ziehlich F,  4>  sein  mögen.  Der  Berührungspunkt  §  bewegt  sich 
auf  der  Hüllbahn  (p  im  festen  System  £  und  auf  der  System- 
curve /  im  beweglichen  System  S.  Die  Geschwindigkeiten,  welche 
dieser  Berührungspunkt  §  in  diesen  beiden  Systemen  besitzt,  kön- 
nen wir  bestimmen,  wenn  wir  annehmen,  es  sei  durch  die  auf 
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^F  senkrechte  Strecke  FF^  die  Geschwindigkeit  gegeben ,  mit 
welcher  sich  der  zn  S  gehörende  Pankt  i^  in  £  bewegt.  Der 
Pankt  F^  des  Systems  S^  welcher  momentan  mit  dem  Bertthrnngs- 
pnnkt  ^  zusammenliegt,  besitzt  dann  in  S  die  anf  Sj^F  senkrechte 
Geschwindigkeit  F^FS,  deren  Endpnnkt  Fi  anf  der  Geraden  ^F, 
liegt.  Die  Gerade  ^  ^  vollzieht  während  einer  nnendlich  kleinen 
Bewegung  des  Systems  S  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  den 
festen  Pnnkt  4>  in  dem  ruhenden  System  S,  und  da  der  auf  dieser 
Geraden  befindliche  Pnnkt  F  die  Geschwindigkeit  FF^  im  System 
S  besitzt,  so  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit  3Sp,  mit  wel- 
cher der  Bertlhrungspunkt  S  sich  auf  q>  in  dem  festen  System  S 
bewegt,  durch  den  Schnitt  f^v  der  Geraden  4>f;  und  ^FS.  Der 
zum  System  S  gehörende  Pnnkt  F°  bewegt  sich  im  festen  System  2 
mit  der  Geschwindigkeit  F^Fi  ^=^v^^  und  der  mit  F^  momentan 
zusammenliegende  Bertthrungspunkt  t$  besitzt  die  Geschwindigkeit 
t^Sp»»))^  ^^  System  S;  demnach  mnss  i^So^^t)^  nach  Grösse 
und  Richtung  die  Geschwindigkeit  sein,  mit  welcher  der  Punkt  3 
sich  auf  der  Curve  /  im  System  S  bewegt.  Es  ist  somit  in 
Zeichen: 

Wenn  man  fttr  den  Bertthrungspunkt  3  verschiedene  Lagen  auf 
der  Geraden  ^F  annimmt,  so  liefert  uns  die  Fig.  23  ein  Bild 
von  den  Veränderungen  der  Geschwindigkeiten  b^,  t>^,  v^^  welche 
resp.  den  Abständen  ($^,  t$F,  ^^  proportional  sind;  denn  die 
Gerade  %  %  verschiebt  sich  dann  senkrecht  stehend  anf  4>  F  und 
die  Schnitte  g,,  F^  wandern  auf  den  Geraden  4>Fr,  ^Ft,.  Ge- 
langt 3  nach  dem  Pol  $  und  damit  ^^  nach  3^,  dann  ist 

^2  =  0,  »2  =  0^  — ?g;. 

Die  Geschwindigkeiten  b^,  b^,  mit  denen  sich  momentan  der  Be- 
rührungspunkt f$  beziehlich  auf  den  Gurven  %  f  bewegt,  sind 
fttr  diese  Lage  des  Punktes  ^  gleich  und  gleichgerichtet ;  demnach 
durchschreitet  derselbe  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  auf 
diesen  Curven  in  gleicher  Richtung  Elemente  von  gleicher  Grösse, 
und  in  diesem  Falle  rollt  die  Systemcurvey  momentan  auf  der 
HttUbahn  q>.  Fällt  aber  der  Bertthrungspunkt  $  beständig  mit  dem 
Pol  ¥  zusammen,  dann  findet  beständiges  Rollen  statt  und  3  durch- 
schreitet in  S  die  Polbahn,  in  ä  die  Polcurve,  und  die  Gleitcurven 
werden  in  diesem  besonderen  Falle  RoUcnrven. 

Betrachten  wir,  um  dies  noch  in  anderer  Weise  zu  begründen, 
die  Carventangente  F^Fi  zum  System  S  gehörend ,  so  ist  nach 
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Art  11  die  Strecke  jF^jP?  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  diese 
Tangente,  so  wie  das  Bertthnmgselement  der  Carve/sich  während 
einer  nnendlich  kleinen  Zeit  in  sich  selbst  verschiebt;  nnd  gleich* 
zeitig  dreht  sich  während  dieser  unendlich  kleinen  Verschiebnng 
die  Tangente  nebst  der  Carve  /  nm  den  Bertthnmgspnnkt  mit 
derselben  Drehgeschwindigkeit,  welche  das  System  S  momentan 
darch  die  Drehnng  nm  den  Pol  $  erhält  Hiemach  besteht  das 
Oleiten  während  jedes  Zeitmomentes  in  einer  anendlich  kleinen 
Verschiebnng  des  berührenden  Elementes  der  Carve /in  sich  selbst 
nnd  in  einer  gleichzeitigen  nnendlich  kleinen  Drehnng  am  den 
Berflhrangspnnkt  Das  Gleiten  geht  in  Bollen  tlber,  wenn  die 
Geschwindigkeit  F^Fi  gleich  Nnll  ist,  also  nnr  Drehang  am  den 
jeweiligen  Bertthmngspnnkt  stattfindet  Aus  diesen  Darlegangen 
folgt: 

Eine  Systemearve  rollt  momentan  anf  der  zage- 
hörigen Httllbahncnrve,  wenn  der  Berührnngspnnkt 
der  beiden  in  den  Pol  fällt 

Die  Bollcnrven  sind  die  beiden  einzigen  Cnrven, 
welche  bei  der  gegenseitigen  Bewegnng  der  Systeme 
beständig  anf  einander  rollen. 

Fällt  der  Bertthrangspnnkt  f$  mit  dem  Erttmmangsmittelpnnkte 
F  der  Systemearve  /  zusammen,  dann  degenerirt  die  Carve  /  za 
einem  Punkte  des  bewegten  Systems  /S;  es  wird  dann 

Liegt  dagegen  S  im  Erttmmungsmittelpunkt  ^  der  HttUbahn- 
carve  %  dann  zieht  sich  die  HttUbahncurve  ^  zu  einem  Punkte 
des  festen  Systems  S  zusammen;  es  wird: 

t)^_0,  —  »^  =  rj. 

In  diesem  Falle  gleitet  die  Curve  /  durch  den  festen  Punkt  4> 
mit  der  Geschwindigkeit,  welche  gleich  aber  entgegen  gerichtet  ist 
der  Geschwindigkeit  des  momentan  mit  ^  zusammenliegenden 
Punktes  des  Systems  S. 

Wird  die  HttUbahncurve  q>  momentan  in  einem  Wendepunkte 
berührt  oder  ist  sie  eine  Gerade,  dann  liegt  der  zugehörige  Erttm- 
mungsmittelpunkt ^  im  Unendlichen,  und  die  Gerade  ^Fp  wird 
parallel  zu  F%  Dem  zufolge  ist,  wenn  wir  dem  Bertthrungspunkte  S 
auf  der  Geraden  F^  verschiedene  Lagen  geben,  in  diesem  Falle 
die  Geschwindigkeit  f$f$r,  mit  welcher  derselbe  sich  auf  q>  im 
System  S  bewegt,  constant  und  gleich  der  Geschwindigkeit  FF^ 
des  Erttmmungsmittelpunktes  F. 

3* 
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Die  Gerade  ^FS  trägt  die  Endpunkte  der  Oesohwindigkeiten 
aller  auf  der  Geraden  $/^  liegenden  Punkte  des  Systems  S  nnd 
die  Gerade  S^FS  ist  also  durch  die  Geschwindigkeit  eines  sol- 
chen Systempunktes  bestinmit.  Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  die 
Gerade  $/?  gezeichnet  und  es  befände  sich  der  Krümmungs- 
mittelpunkt  F  der  Systemcurve/  im  Unendlichen ,  was  eintritt, 
wenn  die  Gurve  /  in  einem  Wendepunkte  berührt  wird  oder  eine 
Gerade  ist,  dann  geht  die  Gerade  4>jP«  parallel  zu  ^FS,  Dem 
zufolge  ist|  wenn  wir  für  den  Berührungspunkt  f$  verschiedene 
Lagen  auf  $4>  annehmen ,  in  diesem  Falle  die  Geschwindigkeit 
FS^v  =  ^gy  mit  welcher  sich  der  Berührungspunkt  8  auf  der  Curve 
/  im  System  S  bewegt,  constant. 
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18.  Elliptische  Bewegung  eines  ebenen  Systems.  Bewegen 
sich  in  Fig.  24  zwei  Punkte  F^  L  eines  ebenen  Systems  S  resp. 
auf  den  Geraden  qfy  l',  die  sich  im  Punkte  11  schneiden,  so  er- 
halten wir  den  Pol  ^  als  Schnittpunkt  der  in  F,  L  resp.  auf 
q>'y  V  errichteten  Senkrechten,  und  der  durch  die  Punkte  F%L 
gelegte  Kreis  ;?,  dessen  Mittelpunkt  P  auf  der  Geraden  11  $  liegt, 
geht  auch  durch  den  Punkt  11.  Dieser  Kreis  ist  fllr  alle  Lagen 
der  Systemstrecke  FL  von  gleicher  Grösse,  weil  die  Sehne  FL^ 
sowie  der  Winkel  F^L  constant  ist.  Diese  Beziehung  bleibt 
auch  bestehen,  wenn  sich  die  Strecke  FL  innerhalb  der  anderen 
von  den  Geraden  qf  und  V  gebildeten  Winkel  bewegt.  Wir  können 
uns  demnach  den  Kreis  f  mit  der  Systemstrecke  FL  fest  ver- 
bunden denken  und  als  einen  in  dem  bewegten  System  S  liegen- 
den Kreis  betrachten,  der  während  der  Bewegung  durch  den 
Punkt  n  des  festen  Systems  S  gleitet.  Der  Pol  $  befindet  sich 
also  fttr  alle  Lagen  von  FL  auf  dem  Kreise  p;  folglich  ist  der- 
selbe die  Polcurve  in  dem  bewegten  System  S.  Femer  ist  die 
Strecke  11$  der  constante  Durchmesser  des  Kreises  jf?,  und  dem- 
nach ist  der  mit  diesem  Durchmesser  als  Radius  um  11  beschrie- 
bene Kreis  tt  die  Polbahn  in  dem  festen  System  S.  Nehmen  wir 
auf  dem  im  Kreise  n  rollenden  Kreise  p  einen  beliebigen  System- 
punkt A  an,  und  ziehen  wir  von  demselben  nach  11  eine  Gerade, 
so  wird  der  Winkel  LWA  während  der  Bewegung  von  A  nicht 
geändert;  denn  dieser  Winkel  ist,  weil  der  Kreis  p  beständig 
durch  den  Punkt  11  geht,  als  Peripherie- Winkel  über  dem  Bogen  ^i 
constant.    Dasselbe  gilt  auch,  wenn  L  und  A  durch  11  hindurch- 
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gegangen  sind.  Demnach  durchläuft  der  Punkt  A^  wenn  der 
Kreis  p  seine  Rollnng  im  Kreise  it  ringsherum  vollendet  hat,  in 
der  einen  und  der  anderen  Bichtung  den  durch  AW  gehenden 
Durchmesser  des  festen  Kreises  ^.  0  Ist  femer  C  ein  beliebiger 
Punkt  des  bewegten  Systems,  AB  der  durch  C  gehende  Durch- 
messer des  rollenden  Kreises  f^  dann  bewegen  sich  ^,  J3  als 
Punkte  einer  starren  (Geraden  resp.  auf  den  durch  AW^  BH  be- 
stimmten rechtwinkeligen  Durchmessern  des  Kreises  n\  und  die 
auf  diese  Weise  vom  Punkte  C  der  Geraden  AB  beschriebene 
Gurre  y  ist  eine  Ellipse.  2)  Ihre  grosse  Halbaxe  11 G  geht  durch 
A  und  ist  gleich  BC\  ihre  kleine  Halbaxe  WK  geht  durch  B 
und  ist  gleich  AC.  Demnach  beschreiben  alle  Systempunkte, 
welche  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Hittelpunkt  P  ist,  con- 
gruente  Ellipsen.  Die  Gerade  C$,  welche  den  Punkt  G  mit  dem 
Pol  verbindet,  ist  die  Normale  im  Punkte  C  an  der  Ellipse  y. 
Wird  der  beschreibende  Punkt  C  in  den  Mittelpunkt  P  des  rol- 
lenden Kreises  f  gelegt,  dann  geht  die  Ellipse  y  in  den  um  11 
mit  dem  Radius  IIP  beschriebenen  Kreis  nf  Über;  und  es  ist  dieser 
Kreismittelpunkt  P  der  einzige  Systempunkt,  der  einen  Kreis  er- 
zeugt liegt  der  Punkt  C  auf  dem  rollenden  Kreise  /?,  dann  de- 
generirt  die  Ellipse  y  zu  einem  Durchmesser  des  festen  Kreises  n. 
Aus  der  Betrachtung  dieser  Bewegung,  die  eine  elliptische 
Bewegung  genannt  wird,  folgt  der  Satz: 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  ebenen  Systems 
auf  zwei  festen  Geraden,  so  kann  die  Bewegung  dieses 
Systems  auch  durch  Bollen  eines  Systemkreises  in 
dem  Innern  eines  doppelt  so  grossen  festen  Kreises 
erzengt  werden;  und  jeder  Systempunkt  beschreibt 
eine  Ellipse,  die  zu  einem  Durchmesser  des  festen 
Kreises  degenerirt  oder  in  einen  Kreis  übergeht,  je- 
nachdem  der  Systempunkt  auf  dem  rollenden  Kreise 
oder  in  dem  Mittelpunkte  desselben  liegt 

Aus  dieser  Erzeugung  der  Ellipse  ergiebt  sich  die  bekannte, 

')  Diese  Besiehong  findet  sich  schon  in  Cardanns,  0^^  navum  de  pro' 
portiombus  numerorum.   1570.  prop.  173  p.  186. 

■)  Die  Erzeugung  einer  EUipse  durch  eine  Ecke  eines  Dreiecks,  dessen 
beide  andere  Ecken  sich  auf  sswei  Geraden  bewegen,  die  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  wurde  zuerst  ausführlich  behandelt  in  F.  Schooten,  De 
Organica  canteamm  seetionum  in  piano  descriptiane.  1646;  und  war  schon  den 
Mathematikem  des  Alterthums  bekannt.  Yergl.  Chasles,  Geschichte  der  Geo- 
metrie, deutsch  yon  Sohncke.  1839.  S.  86,  Anmerkung. 
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wichtige  By  tz'sche  Constmction  der  EUipsenaxen,  wenn  zwei  con« 
jugirte  EbJbmesser  einer  Ellipse  gegeben  sind.  In  Fig.  26  ist  die 
Ellipse  y  gezeichnet,  die  der  Punkt  C  der  starren  Geraden  FL 
beschreibt,  während  die  Funkte  F^  L  resp.  auf  den  Geraden  q>'^  k' 
gleiten.  Die  Normale  $  (7  an  der  Ellipse  y  schneidet  den  rollen* 
den  ELreis  p  noch  in  einem  zweiten  Funkte  iV;  und  da  die  Gerade 
IIN  auf  dieser  Ellipsennormale  senkrecht  steht,  so  ist  11  iV  die 
Richtung  des  zu  HC  gehörenden  conjugirten  Halbmessers.  Um 
die  Länge  UJ  dieses  conjugirten  Halbmessers  zu  erhalten,  be- 
trachten wir  C  als  einen  Punkt  der  bewegten  starren  Strecke  NO^ 
deren  Endpunkt  0  momentan  mit  dem  Pol  $  coincidirt.  Die  End- 
punkte 0,  N  bewegen  sich,  während  der  Kreis  p  in  dem  festen 
Kreise  7t  rollt,  resp.  auf  den  Geraden  no,  ü«/,  nnd  wenn  0  nach 
n  gelangt,  legt  sich  die  Strecke  0  C  nach  11 J;  demnach  ist  der 
conjugirte  Halbmesser  11 J^^^  CO.  Durch  die  Mitte  F  der  Strecke 
nO  und  den  Funkt  C  geht  der  Kreisdurchmesser  ABy  der  die 
Ellipsenaxen  HGj  HK  bestimmt  Machen  wir  femer  Hz  gleich 
nnd  senkrecht  IIJ,  so  liegt,  weil  m#  CO  ist,  auch  der  Punkts 
auf  diesem  Kreisdurchmesser  und  der  Mittelpunkt  F  des  Kreises  p 
ist  die  Mitte  von  Ct.  Hiernach  ergiebt  sich  die  folgende  Bytz'sche 
Construction  der  Axen  einer  Ellipse  aus  den  conjugirten  Halb- 
messern nC,  HJ. 

Wir  errichten  anf  lUdie  Senkrechte  ITisall«/,  ziehen 
durch  iC  eine  Gerade,  beschreiben  um  die  Mitte  F  der 
Strecke  tC  einen  durch  11  gehenden  Kreis,  der  diese 
Gerade  in  den  Funkten  A^  B  schneidet,  und  machen 
auf  den  Geraden  H^,  115  die  Strecken  liO^BC,  HK 
^AC]  dann  sind  UG,  UK  die  Halbazen  der  Ellipse.^ 

In  Fig.  26  sind  die  Ellipsen  ^,  ö  gezeichnet,  welche  die  Punkte 
(7,  D  der  starren  Geraden  AB  beschreiben,  wenn  die  Funkte  A^  B 
derselben  resp.  auf  den  rechtwinkeligen  Geraden  a,  ß  gleiten.  Die 
Mitte  F  der  Strecke  A  B  beschreibt  den  Kreis  ^.  Der  Schnitt  *$ 
der  in  A  auf  a  und  der  in  B  auf  ß  errichteten  Senkrechten  ist 
der  Pol  dieser  starren  Geraden,  der  mit  (7,  JD  verbunden  die 
Ellipsennormalen  C^^  D^  bestimmt.    Der  tlber  ^jB  als  Durch- 


')  Diese  ConBtraction  findet  sich  in  Mossbragger,  GrÖssteniheiU  neue 
Aufgaben  aus  dem  Gebiete  der  Gdomätrie  descriptive  etc.  1845.  p.  123.  Diese 
kinematische  Ableitung  stammt  von  Mannheim,  und  ist  mitgetheilt  in  dessen 
Geometrie  descriptive.  1880.  p.  166,  femer  Nouveües  Annales  de  mathematiques. 
1857.  p.  188.  Eine  rein  geometrische  Begründung  dieser  Construction  enthält 
L.  Burmester,  Grundzüge  der  Reliefperspective,  1883.  S.  8. 
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messer  beschriebene  Kreis  p  rollt  mit  der  starren  Geraden  AB 
verbunden  gedacht  auf  dem  um  II  mit  dem  Badios  11$  beschrie- 
benen festen  Kreise  7t. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  y  kann  aus  dieser  Erzeugung  leicht 
abgeleitet  werden«  Es  seien  liX^=^x^  XC^^y  die  rechtwinke- 
ligen Goordinaten  des  erzengenden  Punktes  C^  femer  liG^^BC^^^  a^ 
nK'^^AC^^b  die  Längen  der  Halbaxen  der  Ellipse  y ;  und  be- 
zeichnen wir  durch  v  den  Winkel,  welchen  die  Gerade  BA  mit 
der  Geraden  ß  bildet ,  so  ist 

siny  =  — I   cosy  =  -T-» 
a  b 

und  hieraus  folgt  die  Gleichung  der  Ellipse 

Diese  Eiwugung  der  Ellipse  kann,  wie  Fig.  27  zeigt,  praktisch 
ausgeführt  we)?den,  wenn  zwei  in  geraden  rechtwinkeligen  Nuten 
gleitende  Schlitten  in  den  Punkten  Ay  B  mit  der  Stange  AB  dreh- 
bar yerbunden  sind,  an  welcher  ein  schreibender  Stift  C  befestigt 
ist    Eine  derartige  Vorrichtung  heisst  elliptischer  CirkeL 

Die  betrachtete  Bewegung  jenes  Systems  S  kann  auch  erzeugt 
werden ,  wenn  sich  in  Fig.  28  ein  Systempunkt  L  auf  einer  Ge- 
raden V  und  ein  zweiter  Systempunkt  P  auf  einem  Kreise  rif  be- 
wegt, dessen  Mittelpunkt  11  auf  der  Geraden  V  liegt  und  dessen 
Badius  IIP  gleich  der  Strecke  LP  ist.  Der  Pol  $  ergiebt  sich 
als  Schnitt  des  verlängerten  Badius  IIP  und  der  in  X  auf  A'  er- 
richteten  Senkrechten,  oder  indem  wir  auf  IIP  die  Strecke  P$ 
gleich  nP  machen«  Die  Systempunkte  FAB^  welche  auf  dem 
über  n$  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  liegen,  bewegen 
sich  auf  Geraden  und  ein  beliebiger  Systempunkt  C  beschreibt 
die  Ellipse  /,  deren  Normale  im  Punkte  C  die  Gerade  $  C  ist. 

Dieselbe  Bewegung  wird  auch  erzeugt,  wenn  in  Fig.  29  zwei 
Systemkreise/,  /,  deren  Mittelpunkte  resp.  F^  L  sind,  beziehlich 
an  den  beiden  Geraden  %  X  gleiten;  denn  dann  bewegen  sich 
die  Mittelpunkte  F^  L  auf  den  zu  9),  X  parallelen  Geraden  9/,  A', 
die  sieh  im  Punkte  11  treffen.  Ist  FF9  die  Geschwindigkeit  des 
Mittelpunktes  F^  dann  liefert  die  Gerade  ^F^  auf  (p  die  Ge- 
schwindigkeit F^Fi  des  mit  dem  Berührungspunkte  S  von  /und  (p 
zusammenliegenden  Systempunktes  i^,  und  ziehen  wir  von  F^  auf 
die  Gerade  (p  eine  Senkrechte,  d.  h.  eine  Gerade  nach  dem  un- 
endlich fernen  Krttmmungsmittelpunkt  4>'°  der  Geraden  9,  so  ist 
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nach  Art  17  durch  den  Fusspunkt  t$v  die  Oeschwindigkeit  Fi^^ 
bestimmt,  welche  der  Bertthnmgspankt  f$  auf  dem  Systemkreise /^ 
besitzt.  Bewegt  sich  der  Systemponkt  P,  der  Mittelpunkt  des 
rollenden  Elreises  p^  mit  der  constanten  lothrechten  Geschwindig- 
keit P$  auf  seinem  Bahnkreise  7t\  dann  ist  die  Geschwindigkeit 
FF^  des  Punktes  F  gleich  P$;  folglich  anch  die  Geschwindigkeit 
/?!$»  gleich  3fP«9  und  so  gross,  wie  der  Badins  des  Kreises/. 
Bewegt  sich  also  der  Punkt  F  mit  constanter  Geschwindigkeit  auf 
dem  Kreise  n'y  so  bewegt  sich  auch  der  Berührungspunkt  S  mit 
constanter  Geschwindigkeit  auf  dem  Systemkreise  /  und  diese 
beiden  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die  Radien  dieser 
Kreise.  Dasselbe  gilt  von  der  Bewegung  des  Berührungspunktes  S 
auf  dem  Systemkreise  /. 

19.  Kardioidische  Bewegung  eines  ebenen  Systems.  Kehren 
wir  die  betrachtete  Bewegung  um,  nehmen  wir  in  Fig.  29  an:  die 
Kreise  /  /  des  Systems  S  seien  fest  und  die  Geraden  %  A  des 
vorhin  festen  Systems  S  gleiten  auf  diesen  Kreisen,  dann  rollt  der 
Kreis  ^  mit  seiner  inneren  Seite  auf  dem  Kreise  p^  die  beiden 
Geraden  q>\  if  des  Systems  ^  gleiten  resp.  durch  die  festen  Mittel- 
punkte F,  X,  und  der  Punkt  11  bewegt  sich  auf  dem  festen  Kreise  p. 

Ist  r  in  Fig.  80  ein  beliebiger  Punkt  des  bewegten  Systems  S 
und  ziehen  wir  durch  F  nach  11  die  Systemgerade  «,  welche  den 
Kreis  p  im  Punkte  E  trifft,  so  wird  dieser  Punkt  E  von  der  (Ge- 
raden e  umhüllt;  demnach  beschreibt  der  Punkt  F  der  durch  E 
gleitenden  starren  Geraden  «,  deren  Punkt  11  den  Kreis  p  durch- 
läuft, eine  Pascal'sche  Gurve  c,  die  auch  LimaQonO  genannt 
wird.  Die  Gerade  $F  ist  die  Normale  dieser  Curve  im  Punkte  F. 
Ziehen  wir  also  durch  E  eine  beliebige  Gerade,  die  mit  dem 
Kreise  p  den  Schnitt  ü^  bildet,  und  machen  wir  auf  derselben 
TlxTg.  a«  nF,  so  ist  Tx  ein  Punkt  der  Pascal'schen  Curve  e,  die 
von  der  Geraden  PE  symmetrisch  getheilt  wird.  Ist  die  Strecke 
IIF  gleich  dem  Durchmesser  des  festen  Kreises  p^  befindet  sich 
also  der  Punkt  F  auf  dem  rollenden  Kreis  tt,  dann  zieht  sich 
die  Gurvenschleife  in  £  zu  einem  Bttckkehrpunkte  zusammen.  In 
diesem  besonderen  Falle  wird  die  Gurve  eine  Kardioide  oder 
Herzcurve^)  genannt,  und  darnach  heisst  diese  Bewegung  eine 

*)  M^moires  de  iAcadämus  1730.  B.  VI.  p.  42,  wo  Rober yal  auch  eine 
Construction  der  Tangente  dieser  Garve  giebt. 

')  Carrä,  Mämoires  de  CAcademie  1705.  p.  56,  hat  in  dieser  Weise  diese 
Gurre  erzeugt.  Die  Benennung  Kardioide  stammt  von  Gastillione,  Philos. 
Transactions,  London  1741.  p.  778.  Ihre  Erzeugung  durch  Rollung  eines  Kreises 
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kardioidisohe  Bewegnng  des  Systems  S.  Wir  erhalten 
somit  den  Satz: 

Gleiten  zwei  Gerade  eines  ebenen  Systems  über 
zwei  feste  Punkte,  so  kann  die  Bewegung  dieses  Sy- 
stems auch  dadurch  erzengt  werden,  dass  ein  Kreis 
mit  seiner  inneren  Seite  auf  einem  halb  so  grossen 
Kreise  rollt;  jeder  Systempunkt  beschreibt  eine  Pas- 
cal'sche  Gurve,  die  in  eine  Kardioide  oder  in  einen 
Kreis  Übergeht,  je  nachdem  der  Systempunkt  auf  dem 
rollenden  Kreise  oder  in  dem  Schnittpunkt  jener  Ge- 
raden liegt 

Die  PascaTsche  Curve,  welche  ein  Punkt  F  des  bewegten 
Systems  £  in  dem  festen  System  S  erzeugt,  wird  auch,  wenn  wir 
das  System  S  als  fest  betrachten,  durch  den  in  S  liegenden  festen 
Punkt  r  in  dem  bewegten  System  S  beschrieben.  Dagegen  er- 
zeugt in  diesem  letzten  Falle  ein  Punkt  C  des  Systems  S  im 
festen  System  £  eine  Ellipse  y]  und  diese  Ellipse  wird  auch^ 
wenn  wir  das  System  aS  als  fest  ansehen,  durch  den  festen  Punkt  C 
in  dem  bewegten  System  S  beschrieben.  Auf  dieser  Erzeugungsweise 
der  Ellipse  beruht  das  Ovalwerk  von  Leonardo  da  Vinci.  ^) 

Betrachten  wir  also  zwei  in  einem  Punkte  S  coincidirende 
Punkte  Cy  F  zweier  ebener  Systeme  £,  S,  so  entsprechen  dem 
Punkte  (E  zwei  verschiedene  Curven  ;/,  c ;  die  erste  derselben  wird 
durch  den  Punkt  C  des  Systems  S  in  dem  System  £,  die  zweite 
durch  den  Punkt  F  des  Systems  S  im  System  S  erzeugt. 

Die  Beziehungen  der  kardioidischen  Bewegung,  welche  sich 
vermittelst  der  Umkehrung  jener  elliptischen  Bewegung  ergeben, 
können  auch  leicht  direct  abgeleitet  werden.  In  Fig.  81  gleiten 
die  beiden  Geraden  /,  /  eines  bewegten  ebenen  Systems  S  resp. 
durch  die  festen  Punkte  %  A;  und  dem  zufolge  beschreibt 
der  Schnittpunkt  P  dieser  Geraden  den  durch  P4>A  gehenden 
Kreis  tc  im  ruhenden  System  S.  Die  Punkte  4>,  A  können  wir 
auch  als  unendliche  kleine  Kreise  betrachten,  die  beziehlich  von 
den  Liagen  der  beispielsweise  senkrechten  Geraden  y)  /  umhüllt 

auf  einem  gleich  grossen  Kreise  findet  sich  in  Gramer,  Analyse  des  ügnes 
caurbes,  1750.  p.  431.  Eine  neuere  elementare  Behandlang  dieser  Cnrve  giebt 
Weinmeister  in  der  Zeitschrift  f,  math.u.natttn».  Unterricht  1884.  S.  245. 

')  Yergl.  Lomazzo,  Idea  del  tempio  della  pittura,  1590.  p.  17.  Ghas- 
les,  Geschichte  der  Geometrie,  deutsch  Yon  Sohncke.  1839.  NoteXXXIY. 
8.450  u.  626.  Libri,  Histoire  des  sciences  mathämatiques  en  Italie.  1840. 
T.  m.  p.  46—47. 
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werden;  und  demnach  ergiebt  sich  der  Pol  $  des  bewegten 
Systems  S  als  der  Schnitt  der  in  4>  auf/  und  der  in  A  auf  /  er- 
richteten Senkrechten.  Nach  dieser  Bestimmung  liegt  der  Pol  $ 
dem  Funkte  F  diametral  gegenttber  auf  dem  Kreise  n^  der  also 
im  ruhenden  System  £  die  Polbahn  bildet;  und  femer  befindet 
sich  der  Pol  $  im  bewegten  System  «S  auf  dem  um  P  mit  dem 
Badius  P$  beschriebenen  Kreise  p^  der  die  Polcurye  im  System  S 
ist)  und  mit  seiner  inneren  Seite  auf  dem  festen  Kreise  7t  rollt. 

Wie  die  beiden  Systemgeraden/,  l,  so  umhüllen  alle  durch 
den  Punkt  P  gehenden  Systemgeraden  Punkte,  die  auf  dem 
Kreise  u  liegen.  Die  Pascal'schen  Gurven,  welche  von  den  Sy- 
stempunkten erzeugt  werden,  besitzen  eine  Schleife  mit  einem 
Doppelpunkte  auf  dem  Kreise  7t ^  oder  keine  Schleife,  je  nachdem 
die  beschreibenden  Punkte  innerhalb  oder  ausserhalb  des  rollen- 
den Kreises  p  sich  befinden.  Für  alle  auf  dem  rollenden  fiLreise 
liegenden  Systempunkte  sind  die  Bahncurven  Kardioiden,  die  mit 
ihrem  Btickkehrpunkte  an  den  festen  Ejreis  ft  stossen.  In  Fig.  31 
sind  die  von  den  Punkten  C,  B  der  Geraden/  beschriebenen 
Pascal'schen  Guryen/,  ä  construui;  und  ferner  ist  die  vom  Punkte/ 
beschriebene  Kardioide  i  der  Unterscheidung  wegen  strichpunktirt 
gezeichnet.  Die  Geraden,  welche  die  Punkte  C,  i>,  «7  mit  dem 
Pol  $  verbinden,  sind  die  betreffenden  Normalen  an  diesen  Curven. 

Die  kardioidische  Bewegung  des  Systems  S  kann  auch  mittelst 
der  durch  den  Punkt  ^  gleitenden  Systemgeraden /hervorgebracht 
werden,  wenn  ihr  Punkt  P  auf  dem  Kreise  7t  geführt  wird.  In 
diesem  Falle  ergiebt  sich  der  Pol  $  als  Schnittpunkt  des  durch  P 
gehenden  Durchmessers  des  Kreises  7t  mit  der  in  4>  auf  /  er- 
richteten Senkrechten.  Um  die  Gleichung  der  Pascarschen  Curve, 
welche  beispielsweise  vom  Punkte  C  erzeugt  wird,  in  Polarcoordi- 
naten  zu  erhalten,  betrachten  wir  den  Punkt  ^P  als  Coordinaten- 
ursprung,  bezeichnen  den  Fahrstrahl  ^C  durch  ^,  den  Winkel» 
welchen  derselbe  mit  dem  Kreisdurchmesser  4>As=sa  bildet,  durch  d 
und  setzen  die  constante  Strecke  PC^=^  b^  dann  ist  die  Gleichung 
der  Pascal'schen  Gurve 

qz=z  a  cos  ö  +  *• 
Für  die  entgegengesetzt  gelegene  Sichtung  des  Fahrstrahles  er- 
hält cos  6  das  negative  Vorzeichen;  und  denmach  wird  die  be- 
trachtete Gurve  /  auch  von  dem  Systempunkte  C  beschrieben,  der 
auf  /  bezüglich  P  zum  Punkte  C  symmetrisch  liegt.  Ebenso  wer- 
den auch  die  Gurven  x,  6  resp.  von  den  Punkten  J'  U  erzeugt, 
die  in  gleicher  Weise  zu  den  Punkten  </,  D  symmetrisch  liegen. 
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20.  Erzeugung  der  Kreiskonchoide  und  der  Nicomediscben 
Konchoide.  Gleitet  eine  starre  Gerade  /  in  Fig.  83  durch  einen 
festen  Ponkt  4>  and  bewegt  sich  ein  Ponkt  L  derselben  anf  einem 
Kreise  A,  dessen  Mittelpunkt  A  ist,  dann  erzeugt  ein  Punkt  C 
der  Geraden/ eine  Curve/,  die  Kreiskonchoide  heisst  Die- 
selbe kann  also  leicht  construirt  werden,  indem  wir  durch  4>  ver- 
schiedene Geraden  ziehen,  welche  den  Kreis  A  schneiden  und  auf 
diese  Geraden  von  ihren  mit  dem  Kreise  A  gebildeten  beiden 
Schnittpunkten  aus  in  gleichem  Sinne  eine  constante  Strecke  gleich 
LC  abtragen.  Wird  diese  Strecke  auch  im  entgegengesetzten 
Sinne  abgetragen,  dann  erhalten  wir  die  feiner  gezeichnete  zweite 
Cur ve  /,  die  vom  Punkte  C  der  Geraden  /  erzeugt  wird ,  fttr 
welchen  i  C  =«  CL  ist ;  und  diese  beiden  Curven  y,  /  bilden  zu- 
sammen eine  vollständige  Elreiskonchoide.  Die  Kreiskonchoide 
erhält  eine  Schleife  mit  einem  Doppelpunkt  in  4>,  wenn  der  be- 
schreibende Punkt  durch  4>  hindurch  gehen  kann.  Die  Kreis- 
konchoide geht  in  die  Pascal'sche  Gurve  über,  wenn  der  Punkt  4> 
auf  dem  Kreise  l  liegt.  Der  Pol  $  ergiebt  sich  als  Schnitt  des 
verlängerten  Badius  Lh.  mit  der  in  4>  auf  /  errichteten  Senk- 
rechten; und  die  Geraden  Ciß,  0%  sind  die  Normalen  an  den 
Curven  y,  /. 

Bewegt  sich  in  Fig.  33  der  Punkt  L  der  starren  Geraden/, 
welche  durch  den  festen  Punkt  4>  geht,  auf  einer  Geraden  >l,  dann 
erzeugt  ein  Punkt  C  der  Geraden  /  eine  Curve  y,  die  unter  dem 
Namen  Nicomedisohe  Konchoide  bekannt  ist.  Die  feiner 
gezeichnete  Curve  y'  wird  von  dem  Punkte  C*  der  Geraden/  be- 
schrieben, fUr  welchen  £  C  »»  GL  ist ;  und  diese  beiden  Curven 
/,  /  bilden  zusammen  eine  vollständige  Nicomedisohe  Konchoide. 
Den  Pol  $  erhalten  wir  als  Schnitt  der  in  L  auf  X  und  der  in 
^  auf/  errichteten  Senkrechten;  dann  sind  die  Geraden  C%  C'$ 
die  Normalen  an  diesen  Curven  /,  /. 

21.  Erzeugung  äquidistanter  Curven.  Ist  in  einem  bewegten 
System  S  ein  beliebiger  Kreis/  in  Fig.  34  gegeben,  dessen  Mittel- 
punkt F  eine  Bahncurve  (p  beschreibt,  dann  erzeugt  der  Kreis/ 
eine  aus  zwei  Theilen  bestehende  HUllbahncurve  9'  9)".  Die  Ge- 
rade, welche  den  Pol  $,  den  Berührungspunkt  der  Polbahn  ^c  und 
Poicurve  p,  mit  dem  Kreismittelpunkte  F  verbindet,  schneidet  den 
Kreis  /  in  den  Berührungspunkten  F\  F'\  die  derselbe  mit  den 
beiden  Theilen  der  HUllbahncurve  bildet.  Diese  Gerade  F%  ist 
die  Normale  fKr  die  Bahncurve  qp,  die  der  Mittelpunkt  F  be- 
schreibt, und  für  die  HüUbahncurve  q>'  cp".    Da  nach  dieser  Er- 
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zengnngsweise  alle  Punkte  der  Curven  (p'j  q/^  beiderseits  auf  der 
Normalen  gleichen  Abstand  von  den  entsprechenden  Punkten  der 
Curre  q>  besitzen,  so  wird  jeder  der  Cnrrentheile  q>'  nnd  cp"  eine 
Aequidistante  der  Garve  (p  oder  eine  Parallelcurve  der- 
selben genannt 

22.  Erzeugung  der  Evolventen.  Die  Gurren  qf^  tp"^ . .,  welche 
in  Fig.  86  von  den  Punkten  F',  F'\ . .  einer  starren  Geraden  ;?,  die 
auf  einer  Gurve  tv  rollt,  beschrieben  werden,  heissen  Evolventen 
der  Gurve  tt.  Da  der  Berührungspunkt  von  p  und  tc  der  Pol  $ 
ist,  so  folgt,  dass  die  Normalen  der  Evolventen  die  Gurve  tc  um- 
hüllen und  dass  die  Evolventen,  die  derselben  Gurve  angehören, 
äquidistante  Gurven  sind.  Eine  Gurve,  die  von  den  Normalen 
einer  anderen  Gurve  umhüllt  wird,  heisst  nach  Art.  14  die  Evo- 
lute der  letzteren  Gurve;  demnach  giebt  es  zu  einer  Gurve  un- 
endlich viele  Evolventen,  dagegen  gehört  aber  zu  einer  Gurve 
nur  eine  Evolute.  Ist  in  einem  bewegten  System  S  die  Polcnrve 
eine  Gerade  /?,  die  auf  einer  Polbahn  tc  rollt,  dann  nennen  wir 
diejenigen  Gurven,  welche  die  nicht  auf  p  liegenden  Systempunkte 
erzeugen,  allgemeine  Evolventen  der  Gurve  7t. 

23.  Erzeugung  der  Fuespunktencurven.  BoUt  in  Fig.  86  eine 
Gurve  p  eines  ebenen  Systems  S  derart  auf  einer,  festen  sym- 
metrisch congruenten  Gurve  tt,  dass  stets  zwei  homologe  Punkte 
dieser  symmetrisch  liegenden  Gurven  Py  n  in  Berührung  treten ;  ist 
ferner  A  ein  beliebiger  Punkt  des  bewegten  Systems  Sj  der  die 
Bahncurve  a  beschreibt,  und  9(  der  zu  A  homologe  Punkt  in  dem 
symmetrisch  congruenten  festen  System,  so  steht  die  gemeinsame 
Tangente  ^  t  der  sich  in  $  berührenden  Gurve  J9,  tc  in  der  Mitte 
C  auf  9(  A  senkrecht  Hiemach  können  wir  die  Bahncurve  a  des 
Punktes  A  erhalten,  indem  wir  von  dem  festen  Punkte  3C  auf 
sämtliche  Tangenten  $t,  $iti,  .  .  der  Polbahn  7t  Lothe  81 C, 
91(7,..  fällen  und  dieselben  um  ihre  eigene  Länge  über  die  Fuss- 
punkte  (7,  C^..  verlängern,  so  dass  CA  =  äC,  C,^i  =  SIC,, . . 
ist;  dann  bilden  die  Punkte  AA^..  die  Gurve  a,  deren  Normale 
für  den  Punkt  A  die  Gerade  A"^  ist. 

Die  von  den  Fusspunkten  C,  C, . . . .  erzeugte  Gurve  y  wird  die 
Fusspunktencurve  der  Gurve  tt  in  Bezug  auf  den  Lothpunkt 
31  genannt  Diese  Fusspunktencurve  y  und  die  Bahncurve  a,  die 
der  Systempunkt  A  beschreibt,  sind  ähnlich  und  ähnlich  liegend, 
oder  wie  man  sagt :  sie  sind  homothetisch  ähnliche  Gurven  in  Bezug 
auf  31  als  Aehnlichkeitspnnkt  und  stehen  in  dem  Yerhältniss  1 : 2. 
Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 
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Bollt  einePolcurve  derart  auf  einer  symmetrisch 
congrnenten  Polbahn,  so  dass  stets  homologe  Punkte 
dieser  Gnrven  in  Berührung  treten,  dann  beschreibt 
jeder  Systempunkt  eine  Bahneurye,  die  derjenigen 
Fusspunktencurve  der  Polbahn  im  Verhältniss  2  :  1 
homothetisch  ähnlich  ist,  deren  Lothpunkt  im  festen 
System  zu  dem  beschreibenden  Punkt  symmetrisch 
ist;  und  dieser  Lothpunkt  ist  zugleich  der  zugehörige 
Aehnlichkeitspunkt. 

Gleitet  in  Fig.  37  von  zwei  rechtwinkeligen  Geraden/,  /  eines 
Systems  aS,  die  sich  im  Punkte  C  schneiden,  die  erste  durch  einen 
festen  Punkt  4>,  die  zweite  auf  einer  festen  Gurve  A,  so  ist  die 
Bahncnrve  /,  die  der  Systempunkt  C  beschreibt,  die  Fusspunkten- 
curve der  Curve  X  im  Bezug  auf  <E>  als  Lothpunkt.  Errichten  wir  in 
4>  auf/,  sowie  im  Bertthrungspunkte  S  von  /  und  X  auf  /  eine  Senk- 
rechte, dann  ist  ihr  Schnittpunkt  $  der  Pol  und  $  C  die  Normale 
der  Fusspunktencurve  /  im  Punkte  C.  Ist  umgekehrt  die  Bahn- 
curve  y  des  Punktes  C  gegeben,  also  die  Normale  C^,  welche 
die  auf/ in  4>  errichtete  Senkrechte  4>$  in  $  trifft,  bekannt,  dann 
ist  der  Fusspunkt  S  der  von  $  auf  die  Gerade  /  gefällten  Senk- 
rechten der  Berührungspunkt,  den  die  Gerade  /  mit  ihrer  Hfill- 
bahncurve  A  bildet 
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Systeme. 

24.  Beziehungen  der  Pole  und  der  Drehgeschwindigkeiten  dreier 
ebener  Systeme.  Bewegt  sich  in  Fig.  38  ein  ebenes  System  /S, 
in  einem  ruhenden  ebenen  System  S^^  so  dreht  sich  S^  momentan 
um  einen  Pol  ^^  im  System  S^.  Wird  dann  beiden  Systemen 
ausserdem  gleichzeitig  noch  eine  Bewegung  in  einem  festen  System 
S^  ertheilt,  so  drehen  sich  die  beiden  Systeme  aS,,  S^  im  System  S^ 
momentan  resp.  um  die  Pole  ^,3,  %^^  und  der  vorhin  ruhende 
Pol  $33  bewegt  sich  in  S^  als  ein  momentan  zu  beiden  Systemen 
^ii  "^3  gehörender  Punkt,  in  welchem  diese  Systeme  während 
eines  Zeitelementes  gleichsam  drehbar  an  einander  geschlossen 
sind.  Die  beiden  mit  $28  coincidirenden  Punkte  der  Systeme  S^ 
£3  sind  demnach  die  einzigen  beiden  Punkte,  welche  sich  mit 
ein  und  derselben  Geschwindigkeit  in  dem  System  S^  bewegen. 
Bepräsentirt  die  Strecke  A^A^^  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes 
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A^  des  Systems  S^  in  Bezog  auf  das  System  S^j  und  A^A[  die 
Geschwindigkeit,  welche  der  zn  S^  gehörende  mit  A^  coincidirende 
Pankt  in  5j  besitzt;  dann  repräsentirt  die  Besnltante  A^Ag  die 
Geschwindigkeit,  mit  der  sich  A^  im  festen  System  S^  bewegt. 
Die  auf  A^A^  errichtete  Senkrechte  ^,$13,  welche  ^saVi,  in  $1, 
schneidet,  ist  die  betreffende  Normale  der  von  A^  in  S^  beschrie- 
benen Bahncnrye,  femer  ist  ^u^is  die  betreffende  Normale  der 
Bahncnrve,  welche  von  dem  za  S^  gehörenden  mit  Sß^  momentan 
coincidirenden  Funkte  in  /S^  erzeugt  wird;  folglich  ergiebt  sich, 
dass  der  Schnittpunkt  $,3  dieser  Normalen  der  Pol  des  Systems  S^ 
in  Bezug  auf  das  feste  System  <S,  ist,  und  dass  demnach  die  drei 
Pole  $12,  $13,  $S3  in  einer  Geraden  liegen.  Hiemach  erhalten  wir 
den  wichtigen  Satz: 

Die  drei  Pole  dreier  ebener  Systeme  liegen  wah- 
rend eines  jeden  Zeitelementes  in  je  einer  Geraden-^y 

Sind  die  beiden  Pole  $,2,  $13  in  dem  festen  System  Si  und 
die  beiden  Geschwindigkeiten  ^3 ^r,  ^3 ^[gegeben,  dann  ist  die 
Geschwindigkeit  A^A'J^  sowie  die  auf  derselben  senkrechte  Ge- 
rade A^  $23  ^^^  damit  auch  der  dritte  auf  $1,  %,  liegende  Pol  $» 
bestimmt. 

Sind  in  Fig.  89  auf  den  Geraden  ^3  $23»  -^s^u  die  lothrechten 
Geschwindigkeiten  A^A'J^  ^s^l  gegeben,  welche  beziehlich  ^3  in 
^2  und  der  mit  A^  coincidirender  zu  S^  gehörender  Punkt  in  S^ 
besitzt,  und  wird  das  Parallelogramm  Al^A^A^JA^i  constrairt,  dann 
stellt  die  Diagonale  A^Ax,  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
Punktes  A^  in  Bezug  auf  das  feste  System  S^  dar,  und  der  Schnitt 
dieser  Diagonale  mit  %i^ij  ist  der  Pol  $,3. 

Nehmen  wir  eine  von  A^  nach  der  Geraden  $1,  $23  gehende 
Strecke  A^o  als  Längeneinheit  und  ziehen  wir  zu  $i2$s3  durch 
die  Punkte  -4J,  -4»,  A^^  Parallele,  die  A^o  resp.  in  den  Punkten 
a',  a,  a"  treffen,  so  ist,  gemäss  Art.  9,  wenn  10^ ^  cci^^,  €^3^  be- 
ziehlich die  Drehgeschwindigkeit  bezeichnet,  welche  S^  in  'S,,  S^ 
in  «S,  und  S^  in  S^  besitzt,  der  Grösse  nach 

«<^3a  =  ^a^"i   ^21  =  -^3  «S   ^31  =  ^3«- 

Da  die  Strecke  A^A^^  #  ^"^t>,  so  ist  auch  A^a^  ^=  af^a^  und  so- 
mit ergiebt  sich,  je  nachdem  die  Drehung  von  S^  zu  der  Ton  S^ 
in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne  erfolgt, 

««'s!   =   W«  +   ^M>      ^31  =  «^*l   —   «^32- 

Wird  fttr  eine  bestimmte  Drehrichtung  die  Drehgeschwindigkeit 
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als  positiv,  fttr  die  entgegengesetzte  als  negativ  genommen,  dann 
erhalten  wir  den  Satz: 

Bewegt  sich  ein  System  S^  im  System  S^  and  be- 
wegen sich  beide  gleichzeitig  in  einem  dritten  Sy- 
stem, so  ist  die  Drehgeschwindigkeit  von  S^  gegen  /S, 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  beiden  Drehge- 
schwindigkeiten von  S^  in  S^  und  von  S^  in  Si. 

Sind  in  Fig.  40  die  Pole  $i,,  $13,  nm  welche  die  Sjrsteme 
iS,,  iS,  sich  im  festen  System  S^  momentan  drehen;  sind  femer  in 
Bezng  auf  S^  die  Geschwindigkeiten  B^  B„ ,  C^  Ct  der  Punkte  ß,, 
(7„  die  resp.  den  Systemen  /S,,  ^3  angehören,  gegeben,  so  ist 
hierdurch  die  momentane  Bewegung  der  Systeme  S^^  S^  gegen  das 
System  S^  und  gegen  einander  bestimmt.  Um  den  Pol  ^^si  ^^^ 
sich  auf  der  durch  $1,^13  gehenden  Geraden  g  befindet,  zu  er- 
halten, construiren  wir  an  die  Gerade  g  den  Winkel  g^i^gji  gleich 
B^^^^Bpy  femer  den  Winkel  g^i^gjjj  gleich  C^^^^Cv  und  fallen 
von  dem  Schnittpunkte  ^s,,»  der  Schenkel  gjj,  gjjj  auf  die  Gerade  g 
die  Senkrechte  $s3.v$s3i  dann  ist  der  Fusspunkt  derselben  der 
Pol  $23  derJSysteme  S^^  S^  und  $^3  $23.  v  »=  f'  die  Geschwindigkeit 
dieses  Pols  in  dem  festen  System  S^.  Denn  die  Gerade  gjj  ent- 
hält die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  von  allen  auf  der  Ge- 
raden g  liegenden  Punkten  des  Systems  S^ ,  und  die  Gerade  gj^  trägt 
die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  von  allen  auf  g  befind- 
licben  Punkten  des  Systems  /S, ;  dem  zufolge  ist  der  Schnittpunkt 
$2s*  V  der  gemeinsame  Endpunkt  der  beiden  gleichen  Geschwindig- 
keiten, welche  die  mit  dem  Pol  ^^  coincidirenden  beiden  Punkte 
der  Systeme  S„  S3^besitzen.^!  Errichten  wir  um  die  Längeneinheit  von 
$1«!  ¥13  entfernt  auf  die  Gerade  g  Senkrechte,  die  resp.  in  den 
Geraden  g„^  g^  enden,  dann  repräsentiren  die  Längen  dieser  Senk- 
rechten beziehlich  die  Drehgeschwindigkeiten  cu,, ,  lo^i  der  Systeme 
£,,  ^3  im  System  S^.    Demnach  ist 


und 


'""'"?«$,.'   """"?« $.3 


^^%,%Ji. 


Diese  Beziehungen  bleiben  auch  bestehen,  wenn  das  System  Si 

nebst  den  beiden  Systemen  ^3,  iS,  in  einer  festen  Ebene  bewegt 

wird;  und  folglich  ergiebt  sich  aus  unseren  Darlegungen  der  Satz: 

Bewegen  sich  drei  ebene  Systeme  5^,  ^^9  '^3  beliebig 
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in  einer  Ebene,  so  liegen  die  drei  zngehttrigen  Pole 
$189  $139  $33  während  eines  jeden  Zeitelementes  auf  einer 
Geraden,  und  die  Drehgeschwindigkeiten  zweier  Sy- 
steme im  dritten  System  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Abstände  des  Pols  dieser  zwei  Systeme  von 
den  beiden  anderen  Polen,  welche  diese  beiden  Sy- 
steme gegen  das  dritte  besitzen. 

25.  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  von  einem 
System  im  Bezug  auf  zwei  andere.  Die  momentane  Bewegung 
der  beiden  Systeme  S^,  S^  in  dem  dritten  System  5,,  welches  wir 
der  leichteren  Vorstellung  wegen  als  ruhend  betrachten  wollen, 
ist  in  Fig.  41  durch  die  drei  Pole  '^^^y  ^i,,  ^^  und  durch  eine  an- 
genommene Geschwindigkeit  ^js^«,»,  die  der  Pol  ^^  in  dem 
System  S^  besitzt,  bestimmt.  Die  drei  zu  den  Systemen  ^S^ ,  aS,  ,  S^ 
gehörenden  Punkte,  welche  in  einem  beliebigen  Punkte  A  coin- 
cidiren,  wollen  wir  resp.  mit  A^,  ^4,,  A^  bezeichnen.  Jedem  dieser 
Punkte  entsprechen  zwei  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  der- 
selbe in  den  beiden  anderen  Systemen  bewegt.  Demnach  er^ 
scheinen  hier  sechs  Geschwindigkeiten,  von  denen  aber  je  zwei 
gleich  und  entgegengesetzt  sind;  denn  die  Geschwindigkeit,  mit 
der  sich  z.  B.  der  zu  S^  gehörende  Punkt  A^  im  System  S^  be- 
wegt, ist  gleich  und  entgegengesetzt  der  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  zu  S^  gehörende  Punkt  A^  in  S^  fortschreitet.  Um 
das  Verständniss  unserer  Darlegung,  bei  der  vornehmlich  die  loth- 
rechten  Geschwindigkeiten  in  Betracht  kommen,  zu  erleichtern, 
wollen  wir  in  consequenter  Weise  z.  B.  die  Endpunkte  der  loth- 
rechten  Geschwindigkeiten  des  zu  S^  gehörenden  Punktes  A^  in 
Bezug  auf  die  Systeme  S^,  S^  resp.  mit  -4J*,  -4"  bezeichnen,  und 
eine  analoge  Bezeichnung  fär  die  Endpunkte  der  anderen  loth- 
rechten  Geschwindigkeiten  der  coincidirenden  Punkte  anwenden. 

Ziehen  wir  durch  den  Endpunkt  $«3,^  der  lothrechten  Ge- 
schwindigkeit ^23^23,»  des  Pols  ^j3  zu  ^43-4  eine  Parallele,  so 
bestimmt  diese  auf  $12-^9  ^13^  die  lothrechten  Geschwindigkeiten 
AAi\  AA^^y  welche  beziehlich  die  Punkte  -4„  A^  im  System  S^ 
besitzen ;  ausserdem  ist  aber  auch  die  Strecke  Ai^  Ai^  entgegen- 
gesetzt genommen  gleich  der  auf  $23  ^  liegenden  lothrechten  Ge- 
schwindigkeit AAi^y  mit  der  sich  A^  als  Punkt  von  S^  im  System 
S3  bewegt.  Machen  wir  nun  AAi^,  J-4i*,  AAi^  resp.  gleich  und 
entgegengesetzt  AAi^,  AAi\  ^-4",  so  erhalten  wir  die  sechs 
lothrechten  Geschwindigkeiten,  deren  Endpunkte  ein  Sechseck 
bilden,  dessen  gegenüberliegende  Seitenpaare  beziehlich  den  von 
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A  nach  den  Polen  $.,,  $^»9  l^sa  gehenden  Geraden  parallel  sind.  0 
Hierans  folgt  der  Satz: 

Ist  eine  von  den  sechs  lothrechten  Geschwindig- 
keiten der  drei  in  einem  Punkte  coincidirenden  Sy- 
stempunkte bekannt,  so  ergeben  sich  die  tlbrigen  auf 
den  Yon  diesem  Punkte  nach  den  drei  Polen  der  drei 
Systeme  gehenden  Geraden  durch  entsprechende  Pa- 
rallelziehung zu  diesen  Geraden. 

26.  Hervorbringung  der  momentanen  Bewegung  zweier  ebener 
Systeme  in  einem  dritten  durch  ein  Gelenicvierecic.  Sind  in  Fig.  42 
wieder  ?,„  ^u,  ^^s  die  Pole  der  drei  Systeme  S^,  5^,  aS,;  ist  F 
ein  beliebiger  Punkt  des  Systems  S^^  der  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit FFri  in  Bezug  auf  das  System  S^  besitzt,  und  nehmen  wir 
auf  der  Geraden  F'^^  einen  beliebigen  Pankt  L  als  zu  dem  System 
S^  gehörend  an,  so  bestimmt  die  durch  F^  zu  /^^^s  parallele  Ge- 
rade auf  $13  $23  di^  lothrechte  Geschwindigkeit  $23$2s.t>  des  Pols  $.^ 
und  auf  ^^^L  die  lothrechte  Geschwindigkeit  LL^  des  Punktes  L 
gegen  das  System  S^.  Betrachten  wir  nun  $,s$i8  ^^  als  ein  Ge- 
lenkyiereck,  so  repräsentiren  FFx,^  LL^  auch  die  lothrechten  Ge- 
schwindigkeiten der  Punkte  F^  L  der  starren  bewegten  Seite  FL 
desselben;  und  demnach  können  wir  annehmen,  es  seien  die 
Systeme  S^j  S^  während  eines  Zeitelementes  resp.  in  den  Pmikten 
F,  Zr  an  diese  starre  Seite  drehbar  angeschlossen.  Hiernach  er- 
halten wir  den  Satz: 

Während  eines  Zeitelementes  kann  die  Bewegung 
zweier  Systeme  £„  S^  in  einem  dritten  System  S^  durch 
ein  Gelenkviereck  bewirkt  werden,  welches  gebildet 
wird  durch  die  Pole  $^3,  $„  und  durch  zwei  bezieh- 
lich  den  Systemen  'S,,  S^  angehörende,  beliebige 
Punkte,  deren  Verbindungsgerade  durch  den  Pol  $^3 
geht 

Bei  einem  Gelenkviereck ,  welches  in  Fig.  43  dargestellt  ist, 
vertreten  die  vier  Seiten  Si^  S^^  S^^  S^  vier  gleichbezeichnete  ebene 
Systeme,  die  in  den  Ecken  oder  Polen  ^i«,  $2,,  '^a«,  $13  drehbar  an 
einander  geschlossen  sind.  Ausser  diesen  vier  Polen,  die  in  den 
entsprechenden,  drehbar  verbundenen  Systemen  ihre  Lage  nicht 
ändern,   giebt  es  noch  zwei  Pole  ^j,,  ¥14,  welche  auch  in  den 


0  Diese  Bestimmungs weise  wurde  von  Schadwill  mitgetheilt  in  den 
Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen. 
Jahigangl876.  8.412. 
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angehörigen  Systempaaren  S^  Ä,,  S^  S^  wandern.  Der  Pol  ^^  liegt 
nach  dem  Satze  S.  46  in  den  beiden  Geraden  $ta?,s,  ^m?84>  iß* 
also  der  Schnittpunkt  derselben,  und  ebenso  ist  auch  der  Pol  %^ 
der  Schnittpunkt  der  Geraden  ^,2^24,  ^is^ar 


Constrnctionen  der  Geschwindigkeiten  und  der  Tan- 
genten oder  Normalen  an  den  Bahncmven. 

27.  Construction  der  Geschwindigkeit  des  Sclinittpunktes,  den 
eine  bewegte  Curve  mit  einer  festen  Curve  bildet.  Vermittelst  des 
Parallelogramms  der  Geschwindigkeiten  kann  die  Geschwindig- 
keit leicht  bestimmt  werden,  mit  welcher  sich  der  Schnittpunkt 
bewegt,  den  eine  bewegte  Cnrve  mit  einer  festen  Curve  bildet. 
Wir  nehmen  an,  es  bewege  sich  in  Fig.  44,  Tat  III  die  Curve  g^ 
welche  die  feste  Curve  a  stetig  in  einem  mit  A  bezeichneten  Punkte 
schneidet,  und  es  sei  AA^  die  Geschwindigkeit  des  mit  A  mo- 
mentan coincidirenden  Punktes  der  bewegten  Curve  9;  es  seien 
femer  im  Schnittpunkte  A  an  den  beiden  Curven  g^  a  resp.  die 
Tangenten  gtj  at  gegeben.  Ziehen  wir  A^A^  parallel  der  Tan- 
gente gt  bis  an  die  Tangente  at  und  Ar,Al^  parallel  A^A  bis  an 
die  Tangente  <7/;  dann  repräsentirt  die  Diagonale  ^^  ^v  des  erhal- 
tenen Parallelogramms  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  der 
Schnittpunkt  A  momentan  auf  der  festen  Curve  a  bewegt,  und 
A  A[^  stellt  die  Geschwindigkeit  dar,  die  der  Schnittpunkt  A  auf 
der  bewegten  Curve  g  besitzt  Wir  erhalten  also,  indem  wir  zu  gt 
die  Parallele  A^^Av  bis  an  at  ziehen,  in  dem  Dreieck  ^^^^p  durch 
die  Seiten  AA„^  A^A^  die  Geschwindigkeiten  dargestellt,  mit 
denen  der  Schnittpunkt  A  sich  resp.  auf  den  Curven  a,  g  bewegt 
Diese  einfache  Bestimmung,  aus  der  wir  viele  wichtige  Folge- 
rungen ableiten  werden,  wollen  wir  noch  in  folgendem  Satze  zu- 
sammenfassen : 

Bewegt  sich  eineCurve^,  welche  mit  einer  festen 
Curve  a  einen  Schnittpunkte  bildet,  ist  AA[  die  Ge- 
schwindigkeit des  mit  dem  Schnittpunkte  e  momentan 
coincidirenden  Punktes  der  Curve  9,  sind  gt^  at  im 
Punkte  A  die  Tangenten  an  den  Curven  9,  a,  und  wird 
parallel  zur  Tangente  91  durch  den  Punkt  A^  die  Strecke 
AlAv  bis  an  die  Tangente  at  gezogen,  so  repräsentirt 
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AAp  die  Geschwindigkeit  des  Schnittpunktes  A  auf 
der  festen  Curve  a,  und  A'^A^,  die  Geschwindigkeit 
desselben  auf  der  bewegten  Cnrve  g. 

Zerlegen  wir  in  Fig.  44  die  Geschwindigkeit  AA[  in  zwei 
Componenten  ^^;,  AA*^^  von  denen  die  erste  mit  der  Normalen 
gnj  die  zweite  mit  der  Tangente  gt  der  bewegten  Curve  g  zusam- 
menfällty  so  erkennen  wir,  dass  die  Geschwindigkeit  AA^^  die  der 
Schnittpunkt  A  auf  der  festen  Cnrve  a  besitzt ,  durch  die  in  der 
Normalen  gn  liegende  Componente  AA^  bestimmt  wird,  und  un- 
abhängig ist  von  der  in  der  Tangente  gt  befindlichen  Compo- 
nente AA[, 

Durch  gleichsinnige  Drehung  der  Geschwindigkeiten  um  einen 
rechten  Winkel  erhalten  wir  die  lothrechten  Geschwindigkeiten» 
Wenn  also  in  Fig.  45  die  lothrechte  Geschwindigkeit  AA^^  des 
mit  dem  Schnittpunkte  A  momentan  coincidlrenden  Punktes  der 
bewegten  Curve  g  gegeben  ist,  so  bestimmt  die  zur  Normalen  Ag^ 
dieser  Curve  parallele  Gerade  A^^Ax^  auf  der  Normalen  Aan  der 
festen  Curve  a  die  lothrechte  Geschwindigkeit  ^.4d,  mit  welcher^ 
der  Schnittpunkt  A  sich  auf  der  festen  Curve  a  bewegt. 

Um  diese  abgeleitete  Bestimmungsweise  noch  zu  verallge- 
meinern, wollen  wir  in  Fig.  46  annehmen,  es  gehöre  die  Curve  g^ 
welche  die  feste  Curve  a  in  ^1  schneidet,  zu  einem  bewegten 
starren  ebenen  System  S^j  welches  sich  in  einem  gedachten 
System  S^  bewegt,  und  es  sei  fttr  einen  Punkt  B  dieses  Systems, 
der  auf  der  Normalen  AB  der  Cnrve  g  liegt,  die  Geschwindig- 
keit BBv  und  damit  auch  die  lothrechte  Geschwindigkeit  BBi 
gegeben.  Wenn  nun  die  Geschwindigkeit,  welche  der  mit  A 
coincidirende  Punkt  des  bewegten  Systems  S^  besitzt,  auch  nicht 
gegeben  ist,  so  kennen  wir  doch  die  mit  der  Normalen  AB  zu- 
sammenfiülende  Componente  A  A'iy  welche  wegen  der  Starrheit  der 
Systematrecke  AB  gleich  ist  der  auf  AB  senkrechten  Projection 
Bffi  von  der  Geschwindigkeit  BB^  des  Systempunktes  B  oder 
gleich  ist  dem  Abstände  der  Parallelen  B^  A^^  BA]  und  die  andere 
mit  der  Tangente  der  Curve  g  zusammenfallende  unbekannte  Com- 
ponente hat  auf  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Schnitt- 
punkt A  sich  auf  seiner  Bahncurve  a  bewegt,  keinen  Einfluss» 
Machen  wir  also  auf  der  Curvennormalen  AB  die  Strecke  AA'i 
SB  B^  und  errichten  wir  auf  derselben  in  Ai  die  Senkrechte 
AtAp^  dann  bestimmt  diese  auf  der  in  ^  an  die  Curve  a  ge- 
legten Tangente  Aat  die  Geschwindigkeit  AAv  des  Punktes  A  auf 
dieser  Curve  a.   Einfacher  kann  diese  Bestimmung  noch  vermittelst 

4* 
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der  lothrechten  Geschwindigkeit  BB^i  ausgefilhrt  werden,  indem 
wir  durch  B^  zur  Caryennormalen  BA  die  Parallele  B^A^^  ziehen, 
welche  auf  der  Normalen  Aan  der  Corve  a  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit AAii  liefert,  die  A  anf  dieser  CorTe  a  besitzt. 

Die  momentane  Bewegung  des  Systems  S^  ist  erst  vollständig 
bestimmt,  wenn  in  Fig.  47  ausser  der  lothrechten  Geschwindigkeit 
BBti  noch  auf  der  Geraden  BB^  der  Pol  ¥,2  dieses  Systems  S^ 
in  Bezug  auf  das  feste  System  S^  gegeben  ist,  dann  schneidet  die 
VI  BA  Parallele  jB»^«,  auf  der  Geraden  A^^^  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  AAl^  ab,  welche  A  als  Punkt  des  Systems  S^ 
im  ruhenden  System  S^  besitzt;  und  es  ist  Al^A^  die  lothrechte 
Geschwindigkeit,  mit  der  sich  der  Schnittpunkt  A  auf  der  Gurve  g 
in  dem  System  S^  bewegt. 

28.  Constniction  der  Geschwindigkeit  des  Schnittpunktes  zweier 
bewegter  Curven.  Betrachten  wir  in  Fig.  48  den  Schnittpunkt  A 
zweier  in  einem  festen  System  S^  stetig  bewegter  Curven  ^,  A 
und  nehmen  wir  an,  dass  die  Gurve  g  zu  einem  bewegten  starren 
ebenen  System  «S,,  die  Curve  h  zu  einem  bewegten  starren  ebenen 
System  aS,  gehöre.  Es  sei  BB^  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
von  einem  Punkte  B  des  Systems  «S^,  der  auf  der  Normalen  AB 
der  Curve  g  liegt,  und  CC»  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von 
einem  Punkte  C  des  Systems  S^^  der  auf  der  Normalen  AC  der 
Ourve  h  liegt;  dann  muss  nach  der  eben  gegebenen  Darlegung 
der  Endpunkt  il»  der  lothrechten  Geschwindigkeit  AA^^  welche 
der  Schnittpunkt  A  der  beiden  bewegten  Curven  ^,  h  auf  seiner 
entstehenden  Bahncurve  a  besitzt,  einerseits  auf  der  Geraden  B^  Ax^^ 
die  parallel  BA  ist,  anderseits  auch  auf  der  Geraden  C^A^i^  die 
parallel  CA  ist,  liegen.  Demnach  ergiebt  sich  der  Endpunkt^)} 
dieser  lothrechten  Geschwindigkeit  AA^i  als  der  Schnittpunkt  der 
durch  B^  und  (^  resp.  zu  J3^  und  CA  parallel  gezogenen  Ge- 
raden, und  die  Gerade  Ax^A  ist  die  Normale  der  Curve  a.  Wird 
AAa  im  entsprechenden  Sinne  um  einen  rechten  Winkel  nach 
AA^  gedreht,  dann  repräsentirt  AA,,  nach  Grösse  und  Richtung 
die  Geschwindigkeit  von  A  auf  der  Curve  a,  und  AA^  ist  die 
Tangente  an  derselben.    Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

Bewegen  sich  gleichzeitig  zwei  Curven  9,  A,  welche 
sich  stetig  in  einem  Punkte  A  schneiden,  in.  einem 
ruhenden  System;  ist  für  einen  mit  g  starr  verbun- 
denen Punkt  B^  der  in  der  zur  Curve  g  gehörenden 
Normalen  AB  liegt,  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
BB^  gegeben;  ist  ebenso  für  einen  mit  h  starr]verbnn- 
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denen  Pnnkt  C,  der  in  der  zur  Carve  h  gehörende^n 
Kormalen  AC  liegt,  die  lothrechte  Oeschwindigkeit 
^^t>  gegeben:  so  ergiebt  sich  der  Endpunkt  A  der  loth- 
rechten  Geschwindigkeit  ^  A,  mit  welcher  der  Schnitt- 
punkt A  sich  auf  seiner  Bahncurve  bewegti  als  der 
Schnitt   der    resp.    zu   BA^    CA   parallelen    Geraden 

Befinden  sich  in  Fig.  49  beide  Punkte  B\  C  im  Schnitt- 
punkte A  der  bewegten  Curven  g^  A,  und  sind  AAl^^  AAl^  resp. 
die  lothrechten  Geschwindigkeiten  der  beiden  mit  A  coincidiren- 
den  Punkte  der  Gurren  g,  h^  der  Systeme  S^^  /S,,  dann  ist  in 
diesem  besonderen  Falle  durch  den  Schnittpunkt  A^^  der  durch 
Al\  Al^  resp.  zu  den  in  A  errichteten  Normalen  g^^  hn  der 
Curyen  g^  h  parallel  gezogenen  Geraden  Al^A^^^  Al^A^  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  AA^  des  auf  der  Curve  a  wandernden 
Punktes  A  bestimmt;  und  femer  werden  durch  Al^At,^  Al^A^^  die 
lothrechten  Geschwindigkeiten  repräsentirt,  die  der  Schnittpunkt  A 
beziehlich  auf  den  bewegten  Curven  g^  h  besitzt. 

Wenn  in  Fig.  50  zu  dem  Schnittpunkte  A  als  Punkt  der 
Curve  g  die  Geschwindigkeit  AAl^  und  als  Punkt  der  Curve  h 
die  Geschwindigkeit  iJ^r  gehOrt,  so  erhalten  wir  die  Geschwin- 
digkeit AA^  des  auf  der  Curve  a  bewegten  Punktes  Ay  indem 
wir  durch  Ai^,  Al^  resp.  zu  den  in  A  an  die  Curven  g^  h  gelegten 
Tangenten  g^^  ht  Parallele  ziehen ,  diese  treffen  sich  im  Endpunkte 
^p  der  Geschwindigkeit  AA^^  und  die  Gerade  ^4^^,  ist  auch  die 
Tangente  an  der  Bahncurve  a. 

Die  momentane  Bewegung  der  beiden  im  festen  System  S^ 
bewegten  Systeme  aS,,  /S,,  welche  resp.  die  Curven  g^  h  enthalten, 
ist  erst  vollständig  bestimmt,  wenn  in  Fig.  61  auf  der  Geraden 
BB^  der  Pol  ^j,  des  Systems  S^  und  auf  der  Geraden  C(^  der 
Pol  $13  des  Systems  S^  gegeben  ist,  dann  erhalten  wir  auf  der 
Geraden  $,, -4 ,  $,3-4,  indem  wir  5»^»*  parallel  BA  und  Q^Äl^ 
parallel  CA  ziehen,  die  lothrechten  Geschwindigkeiten  AÄl\  AAl^^ 
welche  beziehlich  der  Punkt  A  als  Punkt  der  Systeme  aS,,  S^  im 
System  S^  besitzt;  und  femer  sind  ^JM»,  Al^A^  die  lothrechten 
Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  der  Schnittpunkt  A  resp.  in 
dem  System  aS,,  ^3  auf  den  Curven  g^  h  bewegt. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  die  lothrechte  Geschwindigkeit  Al^A^ 
des  Schnittpunktes  A  auf  der  Curve  g  im  System  S.^  beständig 
gleich  Null,  also  der  Punkt  Al^  falle  mit  A^^  zusammen,  dann 
ist  A  ein  Punkt  dieses  starren  Systems  S^  und  wir  erhalten  den 
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folgenden  in  Fig.  62  dargestellten  besonderen  Fall.  Ein  Pankt  B 
des  Systems  S^  bewegt  sich  mit  der  lothrechten  Geschwindigkeit 
BB^  anf  einer  festen  GurTe  ß  und  ein  Punkt  A  dieses  Systems 
wird  auf  einer  zu  einem  bewegten  System  S^  gehörenden  Ourve  h 
geftlhrty  auf  deren  Normale  A  C  ein  beliebiger  mit  h  starr  ver- 
bundener Punkt  C  nebst  seiner  lothrechten  Geschwindigkeit  CQ, 
gegeben  ist.  Die  durch  B^t,  (^  resp.  zu  B  A,  CA  parallelen  Ge- 
raden Bx^A^^  CoAti  bestimmen  durch  ihren  Schnittpunkt  At^  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  AA^  des  Systempunktes  A  auf  seiner 
Bahncurre  a  und  der  Schnittpunkt  ^i,  der  Geraden  AA^,  BB^ 
ist  der  Pol  ^i^  des  Systems  S^  in  Bezug  auf  das  feste  System  Si. 
Durch  gleichsinnige  Drehung  der  lothrechten  Geschwindigkeiten 
nm  einen  rechten  Winkel  ergeben  sich  die  entsprechenden  Ge- 
schwindigkeiten AAtfj  BBcf  CCv. 

Liegt  insbesondere  der  Punkt  C  im  Schnittpunkte  A  oder  ist 
in  Fig.  53  die  lothrechte  Geschwindigkeit  AA!^  des  mit  A  zusam- 
menfallenden Punktes  der  bewegten  Curve  A,  dann  ergiebt  sich 
in  gleicher  Weise  yermittelst  der  durch  B^y  A'^  beziehlich  zu  BA 
und  zur  Normalen  kn  der  Curve  h  parallel  gelegten  Geraden 
jBtt-4»,  A^A^  der  Punkt  A  und  der  Pol  ^^  des  Systems  5,.  *) 
Femer  erhalten  wir  durch  Drehung  des  Dreiecks  AA<,yA^^  in  die 
rechtwinkelige  Lage  AA^A^  die  Geschwindigkeiten  AA^^  ^5-4^, 
welche  der  Schnittpunkt  A  resp.  auf  seiner  Bahncurve  a  und  auf 
der  bewegten  Curve  k  besitzt. 

29.  Construction  der  Geschwindigkeit  und  der  Pole  iiei  einem 
bewegten  Gelenke.  Um  noch  eine  wichtige  Specialisirung,  welche 
sich  auch  leicht  direct  ableiten  lässt,  aus  der  allgemeinen  Be- 
ziehung hervorzuheben,  nehmen  wir  an:  es  seien  die  in  Fig.  61 
auftretenden  lothrechten  Geschwindigkeiten  Ai^Ay^^  Ai^Ax^  des 
Schnittpunktes  A  auf  den  beiden  bewegten  Curven  g,  h  beide  be- 
ständig gleich  Null,  d.  h.  die  Punkte  Al\  Al^  fallen  beide  mit 
dem  Punkt  A^o  zusammen ;  dann  hat  der  Punkt  A  in  den  beiden  Sy- 
stemen 1S2,  ^3  keine  Bewegung,  es  ist  also  A  ein  Punkt,  der  diesen 
beiden  Systemen  zugleich  angehört.  Demnach  können  wir  den 
Punkt  A  in  Fig.  54  als  einen  Gelenkpunkt  betrachten,  in  dem  die 
starren  Strecken  AB^  AC  der  Systeme  S^^  S^  drehbar  verbunden 
sind.  Bewegen  sich  die  Punkte  B^  C  des  Gelenkes  beziehlich  auf 
den  Curven  ß,  y  mit  den  lothrechten  Geschwindigkeiten  BB^^y  CCtj 


>)  FOr  diesen  speciellen  Fall  giebt  Resal  eine  umständlichere  Bestim- 
mung in  seinem  T?ait(f  de  cinematique  pure.  1862.  p.  117. 
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dann  bestimmen  die  Geraden  B^A^^  C«^»,  welche  resp.  parallel 
J3Aj  CA  sind,  durch  ihren  Schnittpunkt  ^  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit AA^  des  Gelenkpunktes  A  und  die  Normale  der 
Bahncurve  a  desselben.  Die  Schnittpunkte  %^y  $,3,  welche  AA^^ 
mit  jBSö  und  CC^  bildet,  sind  die  Pole  der  Strecken  AB^  BC 
oder  der  durch  dieselben  gegebenen  Systeme  aS,,  S^ 

Um  für  diesen  besonderen  Fall  die  ausgeführte  Gonstruction 
direct  zu  begründen,  haben  wir  in  Fig.  54  nur  zu  beachten,  dass 
die  Endpunkte  der  lothrechten  Geschwindigkeiten  aller  in  der 
Geraden  BA  enthaltenen  Punkte  des  Systems  S^  in  der  zu  jB^ 
parallelen  Geraden  j&o ^t)  liegen,  und  dass  ebenso  die  Endpunkte 
der  lothrechten  Geschwindigkeiten  aller  in  der  Geraden  B^A^ 
enthaltenen  Punkte  des  Systems  S^  in  der  zu  CA  parallelen  Ge- 
raden CtiAxi  sich  befinden;  dem  zufolge  ist  der  Schnitt  A^  dieser 
Parallelen  der  Endpunkt  der  lothrechten  Geschwindigkeit  A  A^  und 
die  Gerade  AA^  bestimmt  die  Pole  $,a,  $„. 

Diese  Bestimmung  der  Pole  ist  nicht  ausführbar,  wenn  der 
Gelenkpunkt  A  im  Unendlichen  liegt.  Es  yerschiebt  sich  dann 
das  eine  der  beiden  Systeme  /S^,  ^3  geradlinig  in  den  anderen. 
In  Fig.  55  ist  dies  praktisch  dadurch  herbeigeführt,  dass  sich  in 
einer  Hülse  i  eine  Stange  Cc  verschiebt,  während  die  Punkte 
jB,  C  der  Systeme  5,,  S^  sich  auf  den  Bahnen  /?,  y  bewegen  und 
momentan  die  gegebenen  lothrechten  Geschwindigkeiten  BB^^  CC^ 
besitzen.  Dieser  Fall  erfordert  eine  besondere  Gonstruction  der 
Pole  $12,  ^j3.  Um  dieselbe  abzuleiten,  betrachten  wir  diese  Pole 
zunächst  als  gegeben,  die  in  einer  nach  A^  gerichteten,  also  auf 
Cc  senkrechten  Geraden  liegen  müssen.  Wir  ziehen  von  dem 
momentanen  Fusspunkte  X  des  von  B  auf  Cc  gefällten  Lothes 
Gerade  nach  ^«,  %^,  und  ferner  B^XV  i  BX,  C^Xl'  ||  CZ,  resp. 
bis  an  diese  Geraden;  dann  repräsentirt  XXi^^  XXi^  die  loth- 
rechten Geschwindigkeiten,  welche  die  mit  X  momentan  coinci- 
direnden  Punkte  des  Systems  S^^  S^m  dem  festen  System  S^  be- 
sitzen, und  folglich  stellt  Xi^  Xl^  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
dar,  mit  welcher  sich  X  als  Punkt  des  einen  der  Systeme  £„  S^ 
betrachtet  in  dem  anderen  bewegt.  Diese  lothrechte  Geschwin- 
digkeit muss  aber  senkrecht  stehen  auf  Cc  und  liegt  daher  in 
der  Geraden  B^Xl\  Nach  dieser  Erkenntniss  erhalten  wir  die 
folgende  Gonstruction.  Wir  ziehen  B^Xl^  senkrecht  (7e,  femer 
C^Xl'  parallel  Cc,  dann  die  Gerade  XXl\  die  auf  CC;,  den  Pol  ^„ 
bestinunt  und  hierauf  senkrecht  zu  Cc  die  Gerade  "^i,  $^3,  die 
J55»  im  Pol  ^^»3  trifft. 
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30.  Construction  der  Geschwindigkeit  dee  Schnittpunktes  zweier 
bewegter  Curven  mittelst  der  Pole,  nebst  Construction  der  Nor- 
malen oder  Tangente  an  seiner  Bahn.  Die  momentane  Bewegung 
der  beiden  Systeme  S^,  S,,  welche  resp.  die  Curven  g^  h  ent- 
halten, ist  in  dem  festen  System  S^  vollständig  bestimmt,  wenn 
in  Fig.  66  die  drei  Pole  ^j,,  "ißia,  ^^  nebst  der  lothrechten  Ge- 
schwindigkeit $23  $23,  t>  des  Pols  $33  gegeben  sind.  Ziehen  wir 
durch  $33  eine  beliebige  Gerade,  welche  die  Normalen  gnj  ha  der 
Curven  </,  A  resp.  in  den  Punkten  5,  C  trifft,  femer  durch  $„.»> 
zu  dieser  Geraden  eine  Parallele,  so  liefert  diese  Parallele  auf 
der  Geraden  $12 -B  die  lothrechte  Geschwindigkeit  -05»,  welche 
der  zu  S^  gehörende  Normalenpunkt  B  im  festen  System  S^  be- 
sitzt, und  auf  der  Geraden  $13  C  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
CCo^  mit  welcher  sich  der  zu  S^  gehörende  Normalenpunkt  C  im 
festen  System  S^  bewegt.  Demnach  ergiebt  sich  der  Endpunkt  ^t> 
der  lothrechten  Geschwindigkeit  AA^  des  Punktes  A  als  Schnitt- 
punkt der  durch  S»,  Ci,  resp.  zu  den  Normalen  BA^  CA  parallel 
gezogenen  Geraden.  Geht  insbesondere  die  zvl  BC  Parallele  Bi  (^ 
durch  den  Schnittpunkt  J  der  Geraden  $ia-B,  $,sC,  dann  fällt 
der  Punkt  -4»,  welcher  auf  der  Normalen  der  von  A  beschriebenen 
Curve  a  liegt,  mit  dem  Punkte  J  zusammen  und  demnach  geht 
diese  Normale  auch  durch  den  Punkt  «7.    Hieraus  folgt: 

Um  die  Normale  AJ  an  der  Bahncurve  c  zu  con- 
struiren,  welche  der  Schnittpunkt -4  zweier  resp.  den 
Systemen  AS2,  aS,  angehörenden  Curven^,  ä  in  dem  festen 
System  S^  beschreibt,  ziehe  man  durch  $3,  eine  belie- 
bige Gerade,  welche  die  Normalen  dieser  Curven  in 
By  C  trifft,  und  ferner  die  Geraden  $12^,  $13^',  deren 
Schnittpunkt  J  mit  A  verbunden  jene  Normale  AJ  an 
der  Bahncurve  giebt. 

Eine  speciellere  Construction  der  lothrechten  Geschwindigkeit 
AA^i  des  Schnittpunktes  A  der  beiden  Curven  ^,  h  ergiebt  sich 
in  Fig.  57  durch  die  Benutzung  der  lothrechten  Geschwindigkeit 
AAl^  und  AAl^^  die  A  resp.  als  Punkt  des  Systems  S^  oder  5, 
besitzt.  Wir  ziehen  durch  $23, »  zu  $23-4  eine  Parallele;  diese 
trifft  die  Geraden  $ia-4,  $j3-4  in  den  Punkten  Al\  Al^  und  fällen 
von  diesen  Punkten  resp.  auf  die  Tangenten  ^^,  ht  der  Curven  g^  k 
Senkrechte,  dann  treffen  sich  diese  in  dem  Punkte  -4»,  der  mit  A 
verbunden  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  und  die 
Normale  an  der  Bahncurve  a  desselben  giebt.  Soll  bloss  diese 
Normale  bestimmt  werden,  so  kommt  der  Punkt  $33,»  nicht  in 
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Betracht  und  wir  brauchen  nur  zu  ^^A  in  beliebigem  Abstände 
die  Parallele  Al^Al^  zu  ziehen. 

In  Fig.  68  ist  diese  Construction  für  den  besonderen  Fall 
ausgeführt,  dass  anstatt  der  beiden  Curven  in  den  beiden  Systemen 
aS,,  -Sj  die  Geraden  </,  k  gegeben  sind,  welche  sich  im  Punkte  A 
schneiden  und  resp.  durch  die  Pole  $is,  %3  gehen.  Der  Punkt 
A^  ergiebt  sich  also,  indem  wir  durch  ^^,t>  zn^^^A  die  Parallele 
-45MJ*  ziehen,  femer  in  ^5*  und  ^»*  resp.  auf  ^  und  h  Senkrechte 
errichten,  welche  sich  in  A^  treffen.  Der  über  AA^}  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis  geht  durch  die  Punkte  Ai\  A^^  und 
berflhrt  in  A  die  Tangente  A  t  der  Bahncurve  a  des  Punktes  A. 
Der  Tangentenwinkel  ^^At  ist  gleich  dem  Peripheriewinkel 
AVAl^Ay  und  der  Winkel  ^13  A ^^  ist  wegen  der  parallelen  Ge- 
raden Ai^Ai\  A^^  gleich  AAl^Ai^]  demnach  ist  der  Winkel 
^^At  entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel  $13 -4  $^3,  und  hieraus 
folgt: 

Um  die  Tangente  At  an  der  Bahncurve  a  zu  con- 
struiren,  welche  im  festen  System  S^  der  Schnitt- 
punkt A  zweier  Geraden  beschreibt,  die  resp.  zu  den 
Systemen  5^,  5,  gehörend  durch  die  Pole  ^j«,  ^31  gehen, 
mache  man  den  Winkel  ^i^At  entgegengesetzt  gleich 
dem  Winkel  ^,^A^^. 

Nehmen  wir  auf  einer  durch  $^  gehenden  Geraden  in  Fig.  58 
zwei  beliebige  resp.  zu  den  Systemen  S^,  S^  gehörende  Punkte  F^  L 
an,  und  denken  wir  uns  diese  Systeme  mit  der  starren  Strecke  FL 
drehbar  verbunden,  so  wird  nach  Art.  26  die  momentane  Bewegung 
der  beiden  Systeme  5,,  S^  durch  das  Gelenkviereck  ^^J^^^^LF 
hervorgebracht 

Betrachten  wir  nun  in  Fig.  68  das  Gelenkviereck  ^u^igX-P 
als  gegeben,  an  dessen  Seiten  $13^9  ^13^1  welche  sich  um  die 
festen  Punkte  $^2,  $13  drehen,  beziehlich  die  Geraden  g^  h  befestigt, 
und  ist  FFt,  die  Geschwindigkeit  des  Gelenkpunktes  i^;  dann 
bestimmt  die  zu  FL  parallele  Gerade,  welche  durch  den  auf '^ijl^ 
liegenden  Endpunkt  F»  der  zu  F  gehörenden  lothrechten  Geschwin- 
digkeit geht,  auf  $i3$s3  die  lothrechte  Geschwindigkeit  ^ss^its.» 
des  Pols  $j3>  der  sich  als  Schnitt  der  Geraden  ^u^ia,  FL  er- 
giebt Femer  liefert  die  durch  $,3,0  zu  ^^A  parallele  Gerade 
die  lothrechten  Geschwindigkeiten -4ilJ*,  AAl^^  welche  A  resp.  als 
Punkt  der  Geraden  g  oder  h  besitzt,  und  mittelst  welcher  wir,  wie 
oben  angegeben  wurde,  die  lothrechte  Geschwindigkeit  A  ^»  des 
Schnittpunktes  der  Geraden  jr,  h  erhalten.    Drehen  wir  A  A^  um 
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einen  rechten  Winkel  im  Sinne  Fo  F„  nach  AA^,  so  ist  A  A^,  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  A  und  die  Tangente  an  seiner  Bahn- 
curve.  Ohne  Benutzung  des  Pols  ^^^  erhalten  wir  auch  die 
Punkte  Ai\  Ai\  indem  wir  F^Lt^  parallel  FL,  dann  F^Al\ 
L^Ai^  resp.  parallel  FA,  LA  ziehen.  Diese  letzte  Bestimmung 
versagt  aber,  wenn  die  Geraden  g,  h  beziehlich  mit  %^F,  $,3^ 
zusammenfallen,  wenn  also  der  Punkt  A  mit  dem  Pol  $  coinci- 
dirt,  den  das  durch  die  Koppel /"i  bestimmte,  bewegte  System 
gegen  das  feste  System  besitzt. 

31.  Construction  der  Polgeschwindigkeit  und  der  Normalen  oder 
Tangente  an  der  Polbahn.  Wir  betrachten  in  Fig.  69  ein  bewegtes 
starres  ebenes  System  >S,  dessen  Curven  /,  /  resp.  auf  den  HüU- 
bahncurven  (py  l  eines  festen  ebenen  Systems  S  gleiten,  und 
nehmen  an,  es  seien  F,  Z,  <I>,  A  beziehlich  die  Erümmungsmittel- 
punkte  dieser  Gurren  ilir  die  betreffenden  Berilhrungspunkte ; 
dann  können  wir  die  momentane  Bewegung  des  Systems  «S  nach 
Art.  15  durch  das  Gelenk  Viereck  ^FKL  hervorbringen,  dessen 
Ecken  4>,  A  in  dem  festen  System  Z  liegen  und  dessen  Ecken  F,  L 
Punkte  des  bewegten  Systems  S  sind.  Der  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden ^F,  KL  ist  der  Pol  $  dieser  beiden  Systeme.  Um  nun 
die  Tangente  $t  an  der  Polbahn  zu  construiren,  verbinden  wir 
den  Schnittpunkt  O  der  Geraden  4>A,  FL  mit  dem  Pol  $  und 
machen  den  Winkel  ^$t  entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel  A 'iß O. 

In  Fig.  60  ist  diese  Construction  noch  für  den  Fall  ausgeführt, 
wenn  der  Pol  $  sieh  zwischen  den  Elrünmiungsmittelpunkten  <E>,  F 
und  A,  L  befindet.  Diese  ans  unseren  allgemeinen  Darlegungen 
hervorgegangene  elegante  Construction  der  Polbahntangente  $t, 
welche  bekanntlich  zugleich  die  Polcurve  in  %  berührt,  wnrde  in 
anderer  Weise  zuerst  von  Bobillier^  abgeleitet;  diese  Con- 
struction ist  fbr  unsere  weiteren  Betrachtungen  von  grosser  Wich- 
tigkeit und  daher  wollen  wir  das  Resultat  unserer  Ableitung  noch 
in  folgendem  Satz  aussprechen: 

Um  die  gemeinsame  Tangente  $t  der  Polbahn  und 
Polcurve  zweier  ebener  Systeme  aS,  S  zu  erhalten, 
verbinde  man  die  Erttmmungsmittelpunkte  i^,  X  zweier 
Curven  des  bewegten  Systems  5,  sowie  die  zugehöri- 
gen Erümmnngsmittelpunkte  ^,  A  der  entsprechenden 
Hüllbahncurven  in  dem  festen  System  2,  ziehe  von 
dem  Schnittpunkte  O  dieser  Verbindungsgeraden  FZ, 


")  Bobillier,  Cours  de  ge'ometrie.  1870.  p.  232. 


Constractionen  der  Greschwindigkeiten  und  der  Tangenten  oder  Normalen.    59 

4>A  nach  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  4>F,  AZ^  dem 
Pol  ?,  die  Gerade  O^  und  mache  den  Winkel  <l>^t 
entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel  A$0. 

Errichten  wir  in  Fig.  59  auf  0$  die  Senkrechte  *$d  und 
machen  wir  den  Winkel  A  $  ^  entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel 
4><^d,  so  ist  $$»  die  Kormale  der  Polbahn. 

Ist  für  einen  Pankt  des  Systems  S  z.  B.  für  F  die  Geschwin- 
digkeit FFj,  und  damit  die  lothrechte  Geschwindigkeit  FFx^  des- 
selben gegeben  y  so  erhalten  wir  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
$  ^y  mit  welcher  sich  der  Pol  $  auf  der  Polbahn  bewegt,  in  der 
bekannten  Weise.  Wir  ziehen  durch  F»  zu  FL  die  Parallele 
i^»0^,  welche  <I>A  in  Q^  trifft,  dann  durch  Q^  zu  Q$  die  Pa- 
rallele %  W^  und  errichten  in  ihren  Schnittpunkten  ^;,  $;'  auf 
den  betreffenden  Geraden  <I>jP,  Ai  resp.  Senkrechte,  die  sich  in 
^^  schneiden.  Drehen  wir  hierauf  $  $^  im  Sinne  F^y  F^  um  einen 
rechten  Winkel  nach  $$„,  dann  repräsentirt  $$^  die  Polge- 
schwindigkeit.  Nehmen  wir  an,  es  sei  F^  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  F^  dann  coincidirt  F«,  mit  $  und  in 
diesem  Falle  müssen  wir  durch  $  zu  FL  eine  Parallele  ziehen, 
die  den  entsprechenden  Ponkt  O^  bestimmt. 

32.  Construction  der  Geschwindigkeiten  bei  der  Bewegung  des 
Schnittpunktes  zweier  rotirender  Geraden.  Wir  denken  uns  in 
Fig.  61  den  Schnittpunkt  A  der  beiden  um  die  festen  Punkte  4>,  A 
rotirenden  Geraden  9,  h  auf  seiner  Bahncurve  a  in  dem  durch 
<[>A  bestimmten  ruhenden  ebenen  System  S  geführt;  und  es  sei 
AAj,  momentan  seine  Geschwindigkeit  auf  a.  Die  von  A^  auf 
g^h  gefällten  Lothe  AlA^^  a!IAo  repräsentiren  die  Geschwindig- 
keiten, mit  denen  die  beiden  in  A  coincidirenden  resp.  zu  g  und  h 
gehörenden  Punkte  sich  in  ^  bewegen.  Ferner  ist  AAl  die  Ge- 
schwindigkeit des  Schnittpunktes  A  auf  der  Geraden  g  oder  die 
Geschwindigkeit  der  Längenänderung  von  4>^;  ebenso  ist  AA!^ 
die  Geschwindigkeit  des  Schnittpunktes  A  auf  der  Geraden  h 
oder  die  Geschwindigkeit  der  Längenänderung  von  A^l.  Sind 
umgekehrt  diese  Geschwindigkeiten  gegeben,  so  erhalten  wir  durch 
die  in  Al^  ^'^  resp.  auf  g^  h  errichteten  Senkrechten,  die  sich  in 
A^  schneiden,  die  Geschwindigkeit  AA^^  welche  ^  in  2  besitzt. 
Zeichnen  wir  die  lothrechte  Geschwindigkeit  A  A^^  gleich  und  senk- 
recht AAvy  und  fällen  wir  von  Ax^  resp.  auf  9,  h  die  Lothe  A^^A^^ 
A^Axiy  so  ist: 

^j)  jA^  ^"  jA.  Jxq  ,    Ji'Q  A)^  *=  A  Jxx 


IJO    ^^  i^lp  i/li;  ,        .^1,  ^)}     ^^  ,^a.j| 


JLJxiü    — —  An  An  ^       AA\\    ö^  An  An, 
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Es  reprftsentirt  also  A^A^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  der 
Längenändernng  von  ^A,  ebenso  A?Ati  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit der  Längenändemng  von  AA]  femer  ist  AA^  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  des  mit  A  coincidirenden  Punktes  der 
Geraden  g^  ebenso  AA?  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  mit 
A  coincidirenden  Punktes  der  Geraden  h. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  Fig.  62  die  beiden  Geraden  g^  h  um 
die  festen  Punkte  ^,  A  momentan  mit  den  Drehgeschwindigkeiten 
iOfff  iOh  rotiren  und  dass  diese  Drehgeschwindigkeiten  im  con- 
stanten  Verhältnisse 

lOff 

— »L  c=  n 

stehen ,  so  können  wir  die  Normale  an  der  Bahncurye  des  Schnitt- 
punktes A  der  rotirenden  Geraden  leicht  construiren.  Die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  AA^  des  mit  A  momentan  coincidirenden 
Punktes  der  Geraden  g  ergiebt  sich,  wenn  wir  der  Einfachheit 
wegen  lOh  «=  1  setzen  aus  der  Gleichung 

AA? 

Je  nachdem  nun  die  Drehung  der  Geraden  g^  h  in  gleichem  oder 
entgegengesetztem  Sinne  erfolgt,  ist  n  als  positiv  oder  negativ  zu 
betrachten.  Da  wir  die  Drehgeschwindigkeit  der  Geraden  h  gleich 
der  Einheit  gesetzt  haben,  so  repräsentirt  A  A  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit des  mit  A  coincidirenden  Punktes  der  Geraden  A; 
und  nehmen  wir  in  Fig.  62  die  Drehungen  entgegengesetzt,  dann 
ist  die  lothrechte  Geschwindigkeit 

AAi  =  —  n.A^ 

auch  entgegengesetzt  von  A  4>  auf  g  aufzutragen.  Wir  erhalten 
demnach  die  Normale  AA^^  an  der  Bahncurve  a,  indem  wir  auf 
-4A  die  Senkrechte  AA^  und  auf  ^A^  die  Senkrechte  A^A^  er- 
richten und  den  Schnittpunkt  A^  dieser  beiden  Senkrechten  mit  A 
verbinden.  Nehmen  wir  an,  es  rotire  die  Gerade  g  mit  der  Dreh- 
geschwindigkeit gleich  der  Einheit;  dann  machen  wir  auf  ^A  die 

H  1 

Strecke  A%o  = A\,  errichten  auf  *-4  die  Senkrechte  4>2l», 

auf  A9(f  die  Senkrechte  ^f  9(»  und  erhalten  somit  die  Normale 
-421»  der  Bahncurve  a. 

Um  die  Polargleichung  der  Bahncurve  a  aufzustellen,  wenn 
die  Drehungen  der  beiden  Geraden  ^,  h  gleichzeitig  von  der  Ge- 
raden 4>A  ausgehen,  bezeichnen  wir  die  Strecke  ^PA  mit/?,  setzen 
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den  Fahrstrahl  ^A«^  Qj  den  Winkel  A4>Ass  d;  dann  ist  der 
negatiy  genommene  WiiÜLel 

—  <P^A  —  —  ö  nnd  *2a  =  180^  -  ^^—^  6. 

n  n 

Demnach  ergiebt  sich  ans  dem  Sinnssatze  die  Polargleichung: 

—  sm  —  0 
n 

sin d 

n 

In  Fig.  62  ist  beispielsweise  der  Werth  von  »  «=  —  2  genom- 
men, und  in  diesem  besonderen  Falle  ergiebt  sich  hieraus  die 
Polargleichnng 

,^  P 

^        l  +  2cosö' 

welche  eine  Hyperbel  darstellt,  deren  eine  Brennpunkt  4>  ist  und 
deren  eine  Scheitel  in  A  liegt  Es  ist  die  Hauptaxe  A/sa§ct>A 
nnd  der  Halbparameter  /^  »>  4>A.    Somit  folgt: 

Wenn  zwei  Gerade  entgegengesetzt  um  je  einen 
festen  Punkt  rotiren,  so  dass  ihre  Drehgeschwindig- 
keiten sich  wie  1:2  verhalten  und  gleichzeitig  von 
der  Verbindungsgeraden  der  Drehpunkte  ausgehen, 
dann  ist  die  Bahn  des  Schnittpunktes  dieser  Geraden 
eine  Hyperbel. 

33.  Constructionen  der  Geschwindigkeiten  bei  einer  bewegten 
fieraden,  und  Bestimmung  ilires  Berulirungspunktes  an  der  HQIi- 
bahncurve.  a)  Botirt  in  Fig.  63  eine  Gerade  g^  die  eine  feste 
Cnrve  a  in  ^  schneidet,  um  einen  festen  Punkt  4>  und  ist  BBc  die 
(jeschwindigkeit  eines  Punktes  B  dieser  Geraden  9,  so  liegen 
die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  von  g  auf  der 
Geraden  4>j5^,  und  dieselbe  bestimmt  die  auf  g  senkrechte  Ge- 
schwindigkeit AA'i  des  mit  dem  Schnittpunkte  A  coincidirenden 
Punktes  der  rotirenden  Geraden  g.  Die  zu  g  parallele  Gerade 
A^Av  schneidet  auf  der  an  die  Curve  a  gelegten  Tangente  die 
Geschwindigkeit  AA^  ab,  mit  welcher  sich  der  Schnittpunkt  A 
auf  a  bewegt,  und  A^A,  repräsentirt  die  Geschwindigkeit  des 
Schnittpunktes  A  auf  der  rotirenden  Geraden  9,  resp.  die  Ge- 
schwindigkeit der  Längenänderung  der  Strecke  ^A. 

Errichten  wir  auf  ^A  die  Senkrechte  4>iV^,  welche  die  Nor- 
male AN  der  Curve  a  ia  N  trifft,  dann  sind  die  Dreiecke  AAvAiy 
A^N  ähnlich;  und  diese  Dreiecke  werden  congruent,  wenn  ins- 
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besondere  die  Drehgeschwindigkeit  der  Geraden  g  gleich  der 
Einheit  genommen  wird.  In  diesem  Specialfalle  ist  ^  4>  die  loth- 
rechte  Geschwindigkeit  des  mit  A  coincidirenden  Punktes  der  Ge- 
raden yj  femer  AN  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Schnitt- 
punktes A  auf  der  Cnrve  a  and  ^N  die  lothrechte  Geschwindigkeit, 
welche  der  Schnittpunkt  A  auf  der  Geraden  g  besitzt 

Denken  wir  uns  in  Fig.  63  die  Gerade  g  um  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  -4<E>^'  =  rfX  gedreht,  dann  durchläuft  der  Punkt  A 
auf  der  Curve  a  die  unendlich  kleine  Strecke  AA'  ^^  ds.  Die 
Gerade  ^A'  schneidet  die  auf  ^A  senkrechte  Gerade  -4-4J  in 
einem  Punkte  a  unter  einem  Winkel,  der  von  einem  rechten 
Winkel  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  abweicht.  Demnach 
kann  das  unendlich  kleine  Dreieck  A  A!a  als  ein  rechtwinkeliges 
betrachtet  werden  und  ist  dem  Dreieck  AN^  ähnlich. 

Da  nun 

ds         AN 

ist,  so  ergiebt  sich  die  unendlich  kleine  Winkeländerung 

ds 


dt 


AN 


In  Fig.  64  bewegt  sich  ein  Punkt  A  einer  starren  Geraden  Ag 
auf  einer  Curve  a  mit  der  Geschwindigkeit  AAv,  während  diese 
Gerade  berührend  an  einer  Curve  y  entlang  gleitet  Wir  bezeichnen 
mit  %  den  Berührungspunkt,  mit  F  den  betreffenden  Krttmmungs- 
mittelpunkt  der  Curve  y*  Um  die  Geschwindigkeit  der  Längen- 
änderung der  Strecke  oder  Tangente  @^  zu  erhalten,  zerlegen 
wir  Geschwindigkeit  AA^  m  die  Componenten  A%^^  ^^U  von 
denen  die  erste  senkrecht  auf  A  F  steht  und  die  zweite  in  der 
Geraden  Ag  liegt.  Denken  wir  uns  die  starre  Gerade  Ag  mo- 
mentan um  den  festen  Erümmungsmittelpunkt  F  gedreht,  so  dass 
der  mit  A  coincidirende  Punkt  9[  der  Geraden  g  die  auf  V% 
senkrechte  Geschwindigkeit  A%^  erhält,  und  verschieben  wir  zu- 
gleich die  starre  Gerade  Ag  m  sich  selbst  mit  der  Geschwindig- 
keit ^9(^,  dann  repräsentirt  die  aus  diesen  beiden  Geschwindig- 
keiten hervorgehende  Besnltante^^v  die  Geschwindigkeit,  welche 
A  auf  seiner  Bahn  a  besitzt  Da  nun  aber  die  Strecke  %%  wäh- 
rend einer  unendlich  kleinen  Drehung  um  F  constant  bleibt,  so 
stellt  A  %,\  die  Geschwindigkeit  der  Längenändemng  von  ®  A  dar. 
Diese  Geschwindigkeit  wird  also  erhalten,  wenn  AA^  gegeben 
ist,  indem  wir  A^%,y  senkrecht  ^F  ziehen. 
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Der  Fasspunkt  A[  des  von  A^,  auf  g  gefällten  Lothes  bestimmt 
die  Geschwindigkeit  AA\^  des  momentan  mit  &  coincidirenden 
Punktes  der  Geraden  g]  demnach  stellt  "ä^A^  die  Geschwindig- 
keit dar,  mit  welcher  der  Berührungspunkt  (S>  sich  auf  der  Curve  y 
bewegt. 

Einfacher  ergeben  sich  noch  diese  Beziehungen,  wenn  wir  in 
Fig.  64  die  lothrechte  Geschwindigkeit  A  A^,  des  auf  a  bewegten 
Punktes  A  als  gegeben  betrachten.  Ziehen  wir  von  A^  auf  g  die 
Senkrechte  ^»-i^,  die  -4r  in  81^,  schneidet,  dann  repräsentirt  ^JSl^ 
*=  ®®g  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Bertlhrungspunktes  ® 
auf  der  Curve  y  und  %Ati  die  lothrechte  Geschwindigkeit  der 
Längenänderung  von  ®Sl.  Wenn  insbesondere  der  Endpunkte» 
der  lothrechten  Geschwindigkeit  des  auf  a  bewegten  Punktes  A 
in  der  Geraden  &  F  liegt,  dann  coincidirt  ®t>  mit  F  und  die  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  ®  auf  der  HüUbahncurve  y 
ist  gleich  dem  Krümmungsradius  @F  derselben. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  A  in  Fig.  64  auf  einer  Bahncurve  a 
mit  einer  Geschwindigkeit  AAv  und  ein  zweiter  Punkt  ®  mit 
einer  Geschwindigkeit  ®®ij  die  beständig  nach  A  gerichtet  ist, 
so  wird  der  Punkt  @  bei  einer  gegebenen  Beziehung  dieser  Ge- 
schwindigkeiten eine  Curve  y  beschreiben,  die  eine  Verfolgungs- 
curve^)  genannt  wird.  Wenn  die  genannten  Geschwindigkeiten 
oder  beziehlich  die  entsprechenden  lothrechten  Geschwindigkeiten 
AAttj®®t>  gegeben  sind,  können  wir  nach  dieser  Darlegung  leicht 
auf  der  Geraden  ®®t>  den  Erümmungsmittelpunkt  F  der  Verfol- 
gungscurve  y  bestimmen.  Wir  fällen  von  A^,  auf  ®A  das  Loth 
^x)  -4  J ,  machen  auf  demselben  -4 J  51^  =  @  ®j,  oder  ziehen  @^^  II  ®  ^» 
dann  schneidet  A  %  die  auf  @  A  senkrechte  Gerade  ®  ©t»  in  dem 
gesuchten  Krümmungsmittelpunkte  F  der  Verfolgungscurve  y.  ^) 

Wenn  insbesondere  die  Strecke  A®  constant  ist,  dann  wird 
die  von  ®  beschriebene  Curve  die  Trajectorie  des  Punktes® 
bezüglich  der  Curve  a  genannt.  Die  Trajectorie  vrird  also  von 
dem  einen  Endpunkte  ®  der  constanten  Strecke  ®A  erzeugt,  wenn 
wir  den  anderen  Endpunkt  A  auf  einer  Curve  a  führen.  In  diesem 
Falle  ist  die  lothrechte  Geschwindigkeit  %A^  der  Längenände- 
rung von  (&A  gleich  Null;    dem  zufolge  ist  der  Schnittpunkt 

*)  DieVerfolgangscurve  stammt  von  Bouguer,  Memoires  de  rÄca- 
dornte.  1732.  p.  1. 

3)  Eine  nmständlichere  Bestimmung  des  Krttmmangsmittelpunktes  der  Ver- 
iölgangBeurve  hat  D*Orcagne  mitgetheilt  im  Buileiin  de  la  Soeiete  mathe- 
matique.  1&84.  T.XI.  p.  134. 
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von  ®®))  und  AAt^  der  KrfImmnngsmittelpQnkt  der  Trajectorie, 
und  dieser  Schnittpunkt  ist  auch  der  Pol  der  bewegten  starren 
Strecke  ®A. 

b)  In  Fig.  65  gleitet  eine  Gerade  g  als  Tangente  an  einer 
Gurve  /  und  schneidet  zwei  feste  Curven  a,  ß  stetig  in  den 
Punkten  A^  B.  Es  sei  die  Geschwindigkeit  BB^^  mit  welcher 
sich  der  Schnittpunkt  B  auf  der  Curve  ß  bewegt,  und  der  Be- 
rflhrungspunkt  ®,  den  g  mit  y  bildet,  gegeben.  Um  nun  die  Ge- 
schwindigkeit ^^«  zu  bestimmen,  die  der  Schnittpunkt  ^  auf  der 
Curve  a  besitzt,  stützen  wir  uns  darauf,  dass  wir  nach  Art.  10 
die  Bewegung  der  Geraden  g  während  eines  Zeitelementes  ansehen 
können  als  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  den  Berührungs- 
punkt ®  und  eine  gleichzeitige  unendlich  kleine  Verschiebung  in 
sich  selbst,  welche  auf  die  Bewegung  der  Schnittpunkte  keinen 
Einfluss  hat  Wir  bestimmen  mittelst  der  zu  g  parallelen  Geraden 
B„B^  die  auf  g  senkrechte  Componente  BB^  der  Geschwindig- 
keit BBi-  femer  mittelst  der  Geraden  ®Bo  die  auf  g  senkrechte 
Componente  AA'i  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  und  ziehen 
durch  A'i  zu  g  die  Parallele  ^Md,  die  auf  der  Tangente  der 
Curve  a  die  Geschwindigkeit  AA„  giebt  Die  Bestimmung  dieser 
Geschwindigkeit  können  wir  noch  in  folgender  Weise  vereinfachen* 
Wir  ziehen  die  Gerade  ®B,,^  dann  parallel  zu  BBo  die  Gerade 
AA'  bis  Bü  ®Bo  und  ferner  durch  A'  zu  g  die  Parallele  A^A^. 
Diese  liefert  die  Geschwindigkeit  AA^,  wie  sich  leicht  aus  den 
ähnlichen  Dreiecken  AA'Al,  BB,B^  ergiebt  i) 

Aus  dieser  Darlegung  erfolgt  die  analoge  Bestimmungsweise 
bezüglich  der  lothrechten  Geschwindigkeiten.  In  Fig.  66  ist  durch 
BBt,  die  lothrechte  Geschwindigkeit  gegeben,  mit  welcher  sich 
der  Schnittpunkt  B  auf  der  Curve  ß  bewegt  Wir  ziehen  die  Ge- 
rade @i?fi9  dann  zu  BB^  die  Parallele  AA^  bis  an  (S^i?»  und  femer 
auf  9  die  Senkrechte  A'A^y  welche  auf  der  Normalen  der  Curve  a 
die  lothrQchte  Geschwindigkeit  AA^  abschneidet  Durch  gleich- 
sinnige Drehung  der  lothrechten  Geschwindigkeiten  AA^^  BB^ 
um  einen  rechten  Winkel  erhalten  wir  die  betreffenden  Geschwin- 
digkeiten AA^^  BBt  der  Schnittpunkte  A^  B. 

Sind  in  Fig.  65  die  beiden  Geschwindigkeiten  AA„^  BBo  der 
Schnittpunkte  A^  B  gegeben,  welche  die  bewegte  Gerade  g  mit 
den  Bahncurven  a,  ß  bildet,  so  können  wir  auf  Grund  der  abge- 


>)  J.  Somoff,  Theoretische  Mechanik ,  I.Theil:  Kinematik,  deutsch  Toa 
Ziwet  1878.  S.  406. 
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leiteten  Beziehung  den  Berührnngspunkt  ®  construiren,  den  die 
Gerade^  mit  ihrer  Hüllbahncnrye  y  bildet.  Wir  ziehen  A^A^  ||  ^, 
A  A!  II  BB^  und  ferner  die  Gerade  ßp  A\  die  g  im  gesuchten  Be- 
rührungspunkte %  trifft  Wenn  dagegen  in  Fig.  66  die  beiden 
lothreohten  Geschwindigkeiten  AA^,^  BB^  gegeben  sind,  ziehen 
wir  AxiA^l^g^  A  A'  ||  BB^  und  hierauf  die  Gerade  Bt^A^,  welche 
auf  g  den  Berührungspunkt  ®  bestimmt. 

c)  Um  die  Bestinunung  des  Berührungspunktes  oder  der  be- 
treffenden Geschwindigkeit  noch  in  anderer  Weise  auszuführen, 
denken  wir  uns  in  Fig.  67  die  Gerade  g,  deren  Schnittpunkte  -4,  B 
auf  den  Gurren  a,  ß  die  Geschwindigkeiten  AA^^  BB^  besitzen, 
so  bewegt,  dass  ^,  j5  als  Schnittpunkte  der  Geraden  g  mit  den 
Gurventangenten  a^,  ß^  auf  diesen  die  constanten  Geschwindig- 
keiten AAf>j  BBx,  besitzen;  dann  sind  die  Punktreihen,  welche 
Yon  den  zu  verschiedenen  Zeitmomenten  gehörenden  Lagen  der 
gleichzeitig  bewegten  Punkte  A^  B  auf  den  Tangenten  a^,  ß^  ge- 
bildet werden,  ähnliche  Punktreihen.  Die  Verbindungsgeraden 
ihrer  entsprechenden  Punkte  oder  die  verschiedenen  Lagen  der 
so  bewegten  Geraden  g  umhüllen  eine  Parabel,  an  welcher  die 
vier  Geraden  j,  A^B^,  a^,  ß^  Tangenten  sind.  Diese  Bewegung 
der  Geraden  g  in  eine  unendlich  nahe  Nachbarlage  ist  aber  die- 
selbe, als  wenn  ihre  beiden  Schnittpunkte  Ay  B  sich  während 
einer  unendlich  kleinen  Zeit  auf  den  Curven  a,  ß  bewegen.  Dem 
zufolge  ist  der  Berührnngspunkt  ®,  den  die  Gerade  g  mit  der 
durch  jene  vier  Tangenten  bestimmten  Parabel  bildet,  auch  iden- 
tisch mit  dem  Berührungspunkte  von  g  an  der  erzeugten  HüUbahn- 
curve  y. 

Nach  den  Lehren  der  projectiven  Geometrie  ergiebt  sich  aus 
einer  Specialisirung  des  Brianchon'schen  Satzes  eine  einfache 
Bestimmung  dieses  Berührungspunktes.  Sind  in  Fig.  68  fünf  Tan- 
genten /,  //,  ///,  IVy  V  eines  Kegelschnittes  gegeben,  so  er- 
halten wir  den  Berührungspunkt  ®  auf  einer  Tangente,  z.  B.  auf  /, 
indem  wir  die  Schnittpunkte/.//,  IV.V^  sowie  Fl/,  IL III  Yer- 
binden,  dann  durch  den  Schnittpunkt  Cl  dieser  beiden  Verbin- 
dungsgeraden  und  durch  den  Schnittpunkt  III.  IV  eine  Gerade 
ziehen,  die  /  im  Berührungspunkte  ®  trifft.  Wir  haben  bei  dieser 
Construction  nur  zwei  der  vier  Schnittpunkte  verwendet,  welche 
die  Tangente  /  mit  den  vier  übrigen  Tangenten  erzeugt ;  da  aber 
aus  diesen  vier  Punkten  sechs  Combinationen  zu  zweien  Punkten 
gebildet  werden  können,  so  folgen  hieraus  sechs  verschiedene  Be- 
stimmungsweisen des  Berührungspunktes  ®. 

Bnrmeiter,  Kiaenuiiik.  I.  5 
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Der  durch  die  fttnf  Tangenten  bestimmte  Kegelschnitt  ist 
eine  Parabel ,  wenn  eine  von  diesen  Tangenten,  z.  B.  IV  im  Un- 
endlichen liegt.  Dann  befinden  sich  auch  die  beiden  Punkte 
III. IV^  /F. Firn  Unendlichen  und  die  betreffenden  Constructions- 
geraden  sind  beziehlich  zu  ///  und  zu  V  parallel.  Uebertragen 
wir  diesen  Fall  in  Fig.  67  auf  die  vier  Parabeltangenten  «/,  a^,  ß^^ 
AvBej  die  wir  entsprechend  mit  /,  //,  ///,  V  bezeichnen  wollen; 
so  ergiebt  sich  der  Berührungspunkt  ®  auf  g^  indem  wir  die  Ver- 
bindungsgerade  V.I — IL  III ^  femer  bis  an  dieselbe  ACl^A^Bv 
und  dann  Q®  ||  j9£v  ziehen. 

Durch  eine  andere  Combination  gewinnen  wir  die  folgende 
Construction.  Wir  bestimmen  den  Schnittpunkt  0  der  Geraden  ABo 
und  der  za  AAp  Parallelen  BO^  ziehen  dann  die  Gerade  0® 
parallel  Aj,B„  und  erhalten  so  durch  dieselbe  auf  g  den  Berüh- 
rungspunkt ®.  Wenn  umgekehrt  der  Berührungspunkt  ®  und  die 
Geschwindigkeit  BBv  gegeben  ist,  liefert  diese  letzte  Beziehung 
auch  die  Geschwindigkeit  ^.^v.  Denn  mittelst  der  Geraden  ^jS« 
und  der  zu  a^  Parallelen  B  0  ergiebt  sich  der  Punkt  0  und  durch 
die  zu  0®  Parallele  Bt,A„  wird  die  Geschwindigkeit  AA„  auf  a^ 
bestimmt.  In  Fig.  67  ist  noch  eine  dritte  Construction  ausgeführt 
und  durch  punktirte  Linien  gekennzeichnet.  Die  Gerade  AO  ist 
parallel  g^  die  Gerade  V.I — O  parallel  BB^  gezogen  und  der 
Schnittpunkt  O  mit  //.  III  verbunden.  Dann  bestimmt  diese  Ver- 
bindungsgerade II.  III —  O  auf  g  den  Berührungspunkt  ®.  Umge- 
kehrt liefert  diese  Construction,  wenn  ®  und  A„  gegeben  sind, 
die  Geschwindigkeit  BB^, 
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fflr  die  Gonstniction  der  Tangenten  oder  Normalen 

und  der  Erfimmongsmittelpankte  Termittelst 

Geschwindigkeiten. 

34.  Mechanische  Erzeugung  der  Kegelschnitte  und  Construction 
ihrer  Tangenten.  Bei  einer  Ellipse,  Fig.  69  Taf.  IV,  ist  die  Summe 
der  Abstände  eines  Punktes  A  derselben  von  den  Brennpunkten 
4>,  A  gleich  der  Hauptaxe  DE\  also  in  Zeichen: 

<S?A  -^APl^  de. 

Die  Ellipse  a  wird  demnach  auch  mechanisch  beschrieben,  in- 
dem wir  einen  Faden  <I>-4A,  dessen  Länge  gleich  DE  ist,  mit 
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seinen  Enden  in  4>,  A  befestigen,  oder  einen  geschlossenen  Faden 
von  der  Gesamtlänge  4>-4 +.4A  +  A<I>  =  2?jE+A4>  ttber  zwei 
in  4>,  A  eingeschlagene  Nadeln  legen  und  einen  schreibenden  Stift 
A  so  bewegen,  dass  durch  denselben  der  Faden  straff  angezogen 
wird.  Bei  dieser  Bewegung  sind  die  Längenänderungen  der  Faden- 
theile  ^A^KA  entgegengesetzt  gleich  und  demnach  sind  auch  die 
Geschwindigkeiten  A  A\  AA''  dieser  Längenänderungen  gleich,  aber 
auf  ^4>,  ^A  in  ungleichem  Sinne  zu  nehmen.  Tragen  wir  auf  die 
Verlängerung  von  4>-4  und  auf  A^  die  gleichen  Strecken  AA'j  AA^' 
ab  und  errichten  wir  auf  ^Aj  \A  resp.  die  Senkrechten  A'Ag^ 
A'^Avy  so  liefert  deren  Schnitt  Av  mit  A  verbunden  die  entspre- 
chende Geschwindigkeit  AAt,  des  Punktes  A  auf  der  Ellipse  a  und 
damit  zugleich  die  Tangente  an  derselben.^)  Wenn  umgekehrt 
diese  Geschwindigkeit  AAv  gegeben  ist,  werden  durch  die  Senk- 
rechten die  gleichen  Geschwindigkeiten  jener  Längenänderungen 
bestimmt.  Wegen  der  symmetrisch  congruenten  Dreiecke  AA'A^^ 
AA"Av  halbirt  die  Ellipsentangente  AAv  den  Winkel  Ä^AÄl  und 
die  Ellipsennormale  an  den  Winkel  4>  ^  A ,  welchen  die  beiden  von 
den  Brennpunkten  ausgehenden  Fahrstrahlen  4>  ^ ,  A  ^  bilden. 

Bei  der  Hyperbel  in  Fig.  70  ist  die  Differenz  der  Abstände 
eines  Punktes  A  derselben  von  den  Brennpunkten  4>,  A  gleich 
der  Hauptaxe  I)E\  also  in  Zeichen: 

4>^  —  i4A  =  DE. 

Dreht  sich  eine  Linealkante  O  C/^  um  den  Brennpunkt  4>  und  ist 
ein  Faden  mit  seinem  einen  Ende  in  einem  Punkte  U  dieser  Kante, 
mit  seinem  anderen  Ende  in  dem  Brennpunkte  A  befestigt  und 
um  die  die  Länge  I)E  kürzer  als  die  Strecke  ?74>,  so  wird 
mittelst  eines  schreibenden  Stiftes  A^  der  an  dem  rotirenden  Lineal 
gefilhrt  den  Faden  straff  zieht,  die  Hyperbel  er  mechanisch  erzeugt. 
Bei  dieser  Bewegung  sind  die  Geschwindigkeiten  AA!^  AA^'  der 


^)  DieMethode,  Yermittelst  Geschwindigkeiten  Tangenten  zu  bestimmen,  gab 
Personier  ans  Roberral,  der  allgemein  nach  seinem  Gebartsorte  Roberval 
genannt  wird,  in  seiner  Abhandlang:  Sur  la  composition  des  mouvemens,  ei 
sur  le  moyen  de  trouver  les  touchantes.  Mdmoires  de  rAcad^mie.  1730.  T.  6. 
p.  1.  Aber  seine  Begründang  der  Construction  der  Eegelschnitttangenten  ist 
nicht  richtig,  weil  er  die  Geschwindigkeit^^«  als  die  Resultante  aus  den  Ge- 
schwindigkeiten AA^y  AA^'  betrachtet  und  als  Diagonale  des  durch  A'  AA^f 
bestimmten  Parallelogramms  erh&lt.  Yergl.  P  o  n  c  e  1  e  t ,  Applications  d'analyse 
et  de g^om^trie,  1862.  T. I.  p.  452.  ~  OliTier,  Applications  de  la  g^omärie 
descriptive.  1847.  p.  100.  —  Bour,  Cours  demecanique  et  machines,  l«r  fasc. 
Gnemaiique.  1865.  p.  49. 

5* 


68  I.  Abschnitt.  Grundlegende  Beziehungen  der  Bewegungen. 

Längenändemngen  der  Strecken  ^A^  AA  gleich  und  demnach 
bestimmen  die  auf  diesen  Strecken  errichteten  Senkrechten  A^A,., 
A^'Ac  durch  ihren  Schnitt  A„  die  entsprechende  Geschwindigkeit 
A  A„  des  Punktes  A  auf  der  Hyperbel  a  resp.  die  Tangente  an 
derselben.  Die  Hyperbeltangente  AA^  halbirt  somit  den  Winkel 
4>u4A,  welchen  die  beiden  von  den  Brennpunkten  ausgehenden 
Fahrstrahlen  ^A,  AA  bilden,  und  die  Hyperbelnormale  an  halbirt 
den  Winkel  AAU. 

Wenn  bei  der  Hyperbel  in  Fig.  70  der  Brennpunkt  4>  auf  der 
Geraden  AE  im  Unendlichen  liegt,  dann  geht  die  Hyperbel  in 
eine  Parabel  über,  und  anstatt  der  Drehung  des  Lineals  um  4> 
tritt  eine  senkrecht  zu  AE  gerichtete  Parallelbewegung  des  mit 
AE  parallel  gelegenen  Lineals.  In  Fig.  71  wird  diese  Parallel- 
bewegung durch  das  bei  Z  rechtwinkelige  Winkeldreieck  TZU 
erzeugt ,  dessen  Kante  Z  T  sich  an  dem  festen  Lineal  HJ  senk- 
recht zu  AE  verschiebt.  Der  beschreibende  Stift -4  wird  dann  bei 
straffer  Anziehung  des  Fadens  die  Parabel  a  mechanisch  erzeugen. 
In  diesem  Falle  sind  die  Geschwindigkeiten  A  A\  A  -4"  der  Längen- 
änderungen der  Strecken  ZA^  AA  gleich,  und  die  auf  den  Geraden 
ZA^AA  errichteten  Senkrechten  A'A„^  A"Av  bestimmen  durch 
ihren  Schnitt  A^  die  Geschwindigkeit  A  A„  des  Punktes  A  auf  der 
Parabel  resp.  die  Tangente  an  derselben.  Die  Parabeltangente 
AAti  halbirt  den  Winkel  ZAA\  und  wenn  0  ihren  mit  der  Axe 
A  E  gebildeten  Schnitt  bezeichnet,  so  folgt,  dass  A  0  =  A  ^  ist. 
Bezeichnet  N  den  Schnittpunkt,  welchen  die  Normale  Aan  der 
Parabel  mit  der  Axe  EA  derselben  bildet,  so  ist  wegen  des 
rechten  Winkels  ,@AN  auch  die  Strecke  AiV^=  A-4.  Wenn  die 
auf  EA  senkrechte  Linealkante  HJ  so  gelegt  wird,  dass  ^Z  =«  ^A 
ist,  dann  sind  ftlr  jeden  Parabelpunkt  die  Abstände  desselben  von 
dem  Brennpunkte  A  und  der  Geraden  HJ  gleich ,  und  der  Parabel- 
scheitel E  halbirt  den  Abstand  A  A  des  Brennpunktes  A  von  der 
Geraden  HJ^  so  wie  die  Strecke  von  0  bis  zum  Fusspunkte  S 
des  von  A  auf  die  Axe  gefällten  Lothes.  Die  Gerade  HJ  heisst 
in  dieser  besonderen  Lage  die  Leitlinie  der  Parabel. 

35.  Constructive  Erzeugung  des  Cartesischen  Ovals  und  Con- 
struction  der  Tangente  an  demselben.  Wir  wollen  zuförderst  einen 
allgemeineren  Fall  betrachten ,  aus  dem  die  Construction  der  Tan- 
gente an  dem  Cartesischen  Oval  als  besonderer  Fall  hervorgeht 
Sind  in  Fig.  72  zwei  Curven  A',  *"  gegeben  und  ist  die  Curve  a 
der  geometrische  Ort  eines  Punktes  A^  dessen  Abstände  AA\  AA'' 
von  den  Curven  A:',  k"  in  dem  constanten  Verhältnisse 
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AA' 


a 


AA'' 

stehen,  so  kann  die  Construction  der  Tangente  an  der  Garve  a 
durch  die  folgende  Ueberlegnng  abgeleitet  werden.  Wir  denken 
ans  den  Punkt  A  unendlich  wenig  bewegt,  und  bezeichnen  die 
entsprechenden  unendlich  kleinen  Längenänderungen  der  Abstände 
AA\  AAl*  resp.  mit  dAA!^  dAA^'.    Demnach  ist: 

AA'  +  dAA' 


ÄA''  +  dAÄ''  ~  ^' 

und  somit 

dAA'  _ 

dAA^'  ~  ^' 

Die  unendlich  kleinen  Längenänderungen  verhalten  sich  wie  die 

Geschwindigkeiten  v'^  t/'  der  Längenänderungen  der  Abstände,  und 

folglich  ist 

V*         AA' 


v"         AA" 

Errichten  wir  also  auf  AA^  die  Senkrechte  A'A^^  auf  AA"  die 
Senkrechte  A^'A^,  und  verbinden  wir  ihren  Schnitt  Ay  mit  A^  dann 
ist  AA„  die  Tangente  an  der  Gurve  a. 

Das  Oval  des  GartesiusO»  welches  Fig.  73  darstellt,  ist  ein 
specieller  Fall  der  betrachteten  Gurve,  und  wird  dadurch  definirt, 
dass  die  Abstände  eines  Punktes  A  desselben  von  zweien  Brenn- 
punkten 4>,  A  in  der  folgenden,  die  zwei  Gonstanten  a,  b  ent- 
haltenen Beziehung 

<PA  —  a.AA  =  b 

stehen.  Behufs  der  Gonstruction  des  Gartesischen  Ovals  a  be- 
schreiben wir  um  4>  mit  dem  gegebenen  Radius  b  ^^<PA'  einen 
Kreis  ^,  und  femer  um  4>  mit  einem  angenommenen  Fahrstrahle 
^A  als  Radius  einen  Kreisbogen;  dann  ist  durch 

<PA  —  b        A'A 


AA  = 


a 


der  zweite  entsprechende  Fahrstrahl  A^  bestimmt.  Mit  diesem 
so  erhaltenen  Fahrstrahle  wird  um  A  ein  Kreisbogen  beschrieben, 
der  jenen  Kreisbogen  im  Punkte  A  des  von  der  Geraden  4>A 
symmetrisch  getheilten  Ovals  a  schneidet,  bei  welchem  beispiels- 
weise a  a»  i  genommen  ist. 


1)  DescarteSy  Geometrie.  1705.  p.  86.  —  ChhBleSj  Geschichte  der  Geo- 
metrie, deutsch  von  Sohncke.  1839.  8.369. 
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Somit  ergiebt  sich  die  Tangente  AA^  an  dem  Oval,  indem 
wir  auf  ^A  die  Senkrechte  A! A^^  auf  A^  die  Senkrechte  A^^ 
errichten  und  ihren  Schnitt  A^  mit  A  verbinden.  0 

Geben  wir  der  Gonstante  b  das  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
dann  erhalten  wir  ein  zweites  Oval/?.  Bei  diesem  ist,  wenn  B^ 
den  zweiten  Schnitt  bezeichnet,  welchen  ^A  rückwärts  verlängert 
mit  dem  Ejreise  V  bildet,  ein  Ponkt  B  des  Ovals  bestimmt  durch 
die  folgende  Beziehung 

a  a 

In  diesem  Falle  errichten  wir  auf  4>i?  die  Senkrechte  B^B^^  auf 
A^  die  Senkrechte  A^i,,  dann  giebt  der  Schnitt  Bv  dieser  Senk- 
rechten mit  B  verbunden  die  Tangente  BB^  ^fi  dem  Oval  ß. 

Bezeichnen  wtp^  wi  die  Winkel,  welche  die  beiden  Fahr- 
strahlen ^4>,  ^A  mit  der  Normalen  Aan  des  Ovals  a  bilden, 
dann  ergiebt  sich,  weil  ^AA^^A* ^^w^  und  ^AAvh^^=^  w^  ist, 

sin  ww        A'A 

sin  wx         ri,A 

Hieraus  folgt,  wenn  das  Gartesische  Oval  zwei  Medien  trennt, 
welche  die  Lichtstrahlen  in  einem  bestimmten  Brechungsverhält« 
nisse  brechen,  so  werden  alle  von  dem  einen  Brennpunkte,  z.  B. 
von  ^,  ausgehenden  Lichtstrahlen  derart  gebrochen,  dass  die  ge- 
brochenen Lichtstrahlen  durch  den  anderen  Brennpunkt  A  gehen. 
Aus  dem  Gartesischen  Oval  gehen  als  Specialfälle  die  Ellipse 
und  Hyperbel  hervor,  wenn  die  Gonstante  a  resp.  gleich  —  1  oder 
+  1  genommen  wird.  Ist  insbesondere  6  »»  0,  dann  vereinigen 
sich  die  beiden  Ovale  a,  /^  zu  einem  Kreise. 

36.  Constructive  Erzeugung  des  Cassinischen  Ovals  und  Con- 
struction  der  Tangente  an  demselben.  Wir  betrachten  zunächst 
einen  allgemeineren  Fall,  aus  dem  die  Gonstruction  der  Tangente 
an  dem  Gassinischen  Oval  als  besonderer  Fall  hervorgeht.  Sind 
in  Fig.  74  zwei  Gurven  Ar',  A"  gegeben  und  ist  die  Gurve  a  der 
geometrische  Ort  eines  Punktes  A^  dessen  Abstände  AA'^  AA" 
von  den  Gurven  A',  k^'  ein  constantes  Product 

AA'.AA'^a^ 

bilden,  so  kann  die  Gonstruction  der  Tangente  an  der  Gurve  a 
in  folgender  Weise  abgeleitet  werden.  Wir  denken  uns  den 
Punkt  A  unendlich  wenig  bewegt,  und  bezeichnen  die  entspre- 


*)  Vergl.  P.  Serret,  Methodes  en  g^om^trie,  1855.  p.  79. 
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chenden  unendlich  kleinen  L&ngenändernngen  der  AbsiUnde  A  A\ 
AM*  resp.  mit  rfA4',  dAA!\    Demnach  ist: 

{AAI  +  dAA!)  {AA!*  +  dAM')  =  a* 

AA!.  AA!'-\-  AA'.  dAA"+AA'\  dAA'+  dAA'.  dAA"  =  o*. 

Hieraus  folgt,  weil  das  letzte  unendlich  kleine  Glied  zweiter  Ord- 
nung gegen  die  unendlich  kleinen  Glieder  erster  Ordnung  yer- 

schwindet, 

dAA  AA 


dAA"  AA" 

Da  die  Geschwindigkeiten  v^  t/'  der  Längenänderungen  der  Ab- 
stände AA'j  AA'  sich  wie  die  entsprechenden  unendlich  kleinen 
Längenänderungen  verhalten,  so  ist 

v'  ^       AA 

t>"  AA" ' 

Um  die  Tangente  AA„  an  der  Gurve  a  zu  erhalten,  errichten 
wir  hiemach  auf  AA  die  Senkrechte  AA„^  verlängern,  weil  der 
Quotient  negativ  ist,  die  Strecke  A"A  um  ihre  eigene  Länge^ 
machen  also  AA^'  «=  A^'Ay  und  errichten  auf  AA^^  die  Senkrechte 
A"Ac]  dann  wird  durch  den  Schnitt  A^,  dieser  beiden  Senkrechten 
die  Tangente  AA^  bestimmt. 

Das  Oval  a  des  Gassini  i),  welches  Fig.  75  darstellt,  ist  ein 
besonderer  Fall  der  betrachteten  Gurve  und  dadurch  definirt,  dass 
das  Product  der  Abstände  eines  Punktes  A  derselben  von  zweien 
festen  Punkten  4>,  A  constant  ist;  also  in  Zeichen 

^A.\A^a\ 
Um  das  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Gassinische  Oval  a  zu 
construiren,  beschreiben  wir  über  4>A  als  Durchmesser  den  Kreis  x, 
dessen  Mittelpunkt  mit  M  bezeichnet  ist.  An  diesen  Kreis  legen 
wir  die  Tangente  ÜT=  a  und  machen  auf  der  Geraden  4>A,  die 
das  Oval  symmetrisch  theilt,  die  Strecke  MD^^ME^^  Mü. 
Wenn  wir  femer  durch  D  eine  beliebige  Gerade  ziehen,  die  den 
Kreis  x  in  den  Punkten  X,  Y  schneidet ,  dann  ist  das  Product 
der  Abschnitte  DX.DY^^a\  und  folglich  erhalten  wir  einen 
Punkt  A  des  OvaLs  a,  indem  wir  ^A  —  Z?X,  A-4«=  JD  Y  machen. 

Die  Tangente  AAv  viXL  dem  Gassinischen  Oval  a  ergiebt  sich 
hiemach,  indem  wir  auf  dem  Fahrstrahle  ^A  die  Senkrechte  ^A^ 
errichten,  dann  auf  der  Verlängerung  des  anderen  Fahrstrahles 
A-4  die  Strecke  -4-4'^=-=  A^  machen  und  auf  A^''  die  Senk-* 

^)  Yeigl.  den  Artikel  ^Sur  VelUpse  astronomique  de  M.  Cassini*.  Histaire 
de  VÄcadämM.  1703.  p.  67. 
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rechte  A^^An  errichten.  Der  Schnittpunkt  A^  dieser  beiden  Senk- 
rechten liefert  mit  A  verbanden  die  Tangente  AA^.^) 

Das  Cassinische  Oral  besteht  ans  einem  Oval  a  oder  ans  zweien 
symmetrisch  congruenten  Ovalen  y,  y',  je  nachdem  a:^i<l>A  ist; 
und  es  geht  in  eine  Lemniscate /S^  ttber,  wenn  a=3i<I>A  ist. 

37.  Constnictive  Erzeugung  der  Niveaulinien  und  Kraftlinien 
zweier  electrisch  geladener  Punkte  und  Conetruction  der  Tan- 
genten. Wir  betrachten  zuerst  einen  allgemeineren  Fall,  in  wel- 
chem die  Niveaulinien  als  Specialfall  enthalten  sind.  In  Fig.  76 
sei  die  Curve  a  der  geometrische  Ort  eines  Punktes  A^  dessen 
Abstände  AA'^  AA!*  von  den  beiden  gegebenen  Curven  A',  A"  die 
Bedingung 

AA!  "^  AA!'  ~  c 

erfüllen,  in  der  a,  b^  c  constante  Grössen  sind,  und  der  wir  auch 
die  folgende  Form  geben  können: 

c 

Wir  denken  uns  den  Punkt  A  unendlich  wenig  bewegt,  und  be- 
zeichnen die  entsprechenden  unendlich  kleinen  Längenänderungen 
der  Abstände  AA^^  AA*'  resp.  mit  dAA'^  dAA'\  Demnach  er- 
halten wir  die  Gleichung 

a  {AA!'  +  dAA'f)  +  *  {AA'  +  dAA')  = 

—  {AA'  +  dAA')  {AA"  -f  dAA"), 

aus  welcher  nach  Weglassung  der  unendlich  kleinen  GrOsse  zweiter 

Ordnung 

dAA'  _        a.c  —  AA' 

dAA"  ~        b.c  —  AA" 

folgt.  Bezeichnen  v'^  v"  die  Geschwindigkeiten  der  Längenände- 
rungen  der  Abstände  AA'j  AA"  und  wird  c  mittelst  der  ersten 
Gleichung  eliminirt,  dann  ergiebt  sich 

v'  a.c  —  AA'  b.AA^ 


V 


n 


b.c  —  AA"  a.AA"* 


Behufs  der   Construction  der  Tangente  ^^4^,   an   der   Curve  a 

1)  Eine  umständlichere  Construction  der  Tangente  an  dem  Gassini'schen 
Oyal  giebt  schon  Varignon,  Memoires  deVAcad^mie.  1703.  p.  181.  Die  ab- 
geleitete einfachere  Construction  stammt  Ton  Boblllier,  Cours  de  gSom^irie, 
1870.  p.  216.  Yergl.  auch  Steiner*s  Gesammelte  Werke.  1882.  B.  2.  S.  19,  und 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  1835.  B.  XTV.  S.  80. 
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machen  wir  hiemach  auf -4-4'  die  Strecke  AÄ'^==^b.AA'  ,  femer 
auf  der  Verlängerang  von  A^'A  die  Strecke  AA^^  «^a.A A" *,  und 
errichten  auf -4-4'  die  Senkrechte  -40lp,  auf  AA^^  die  Senkrechte 
^'Mf,  dann  ist  der  Schnitt  A^  dieser  beiden  Senkrechten  ein  Punkt 
der  Tangente  an  der  Curve  «• 

Bei  den  Niveaulinien  erfüllen  die  Abstände  eines  Punktes  -4 
derselben  von  zwei  festen  Punkten  4>y  A  die  Gleichung: 

b  1 


<I>^  "^  A^        c' 

aus  welcher 

^A  a.A-4 


c  KA  —  b  .c 

folgt.  Hiemach  können  wir  zu  jedem  angenommenen  Fahrstrahle 
^A  den  entsprechenden  A-4  ohne  Schwierigkeit  construiren,  und 
somit  mehrere  Punkte  der  Niveaulinie  bestimmen.  Diese  Niveau- 
linie hat  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre  Punkte  bezüglich  zweier 
im  Verhältnisse  a :  b  electrisch  geladener  oder  magnetischer  Punkte 
gleiches  Potential  besitzen.  0 

In  Fig.  77  sind  fttr  a  —  +  1 ,  *  =»  —  1  die  bezüglich  <!>  A 
symmetrischen  Niveaulinien  a^,  a,,  a,,  0?«^  denen  die  Werthe  von 
c«:i(I>Ay  1.4>A,  2.4>A,  oo  entsprechen,  nach   der  aus  der 

Gleichung 

_1 1_  ^Ji^ 

^A  ,   A^         c 

hervorgehenden  Beziehung 

4^4  ^      A^ 
c  A-4  +  c 

zur  Hälfte  construirt.  Für  c^^oo  erhalten  wir  die  in  der  Mitte 
auf  4>A  senkrechte  Gerade  a«. 

Bei  diesen  Niveaulinien  ist  demnach 


V 


I 


4>^" 


ü"        A^' 


Um  z.  B.  die  Tangente  AA^  an  der  Niveaulinie  a^  zu  erhalten, 
betrachten  wir  den  einen  Fahrstrahl,  etwa  A^,  als  Einheit;  machen 
dann  auf  -4  A  die  Strecke  ^S  «=  ^<I>,  ziehen  durch  B  zu  A4>  die 
Parallele  S-4'  bis  an  ^<I>,  dem  zufolge  ist  -4-4'™  <I>-4'.   Hierauf 


>)  Yergl.  Zecli*s  MittheUang  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik.  1867.  B.  12.  S.  277.  —  Maxwell,  Lehrbuch  der  Electricität  und  des 
Magnetismus,  deutsch  von  Weinstein.  1883.  B.  I.  Cap.YII. 
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errichten  wir  auf  AA'  die  Senkrechte  A'A^^  auf  ^A  die  Senk- 
rechte A^4t,,  dann  liefert  der  Schnittpunkt  A„  dieser  Senkrechten 
mit  A  verbunden  die  Tangente  AA^  an  der  Niveaulinie  a,. 

Eine  zweite  Gonstruction  dieser  Tangente  ergiebt  sich,  weil 
auch  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten 

v'   c  —  A^ 

~v^  ~  c  +  A\ 

ist,  indem  wir  auf  A^  die  Strecke  -481^  =  c  —  -ä4>,  ferner  auf 
AA  die  Strecke  AW^^^c  +  AA  machen,  dann  auf  AW  die  Senk- 
rechte Wävj  auf  AW^  die  Senkrechte  W^^v  errichten,  und  somit 
erhalten  wir  vermittelst  des  Schnittpunktes  9(o  dieser  Senkrechten 
die  Tangente  A'&o.  Diese  zweite  Gonstruction  der  Tangente  er- 
fordert die  Gonstante  c,  während  die  erste  nur  allein  die  Lagen- 
beziehung der  drei  Punkte  *,  -4,  A  verlangt. 

Eine  Kraftlinie  wird  dadurch  definirt,  dass  ihre  Tangente 
eines  jeden  Punktes  mit  der  Richtung  der  resultirenden  Kraft 
zusammenfällt.  Eine  Kraftlinie  durchschneidet  die  Niveaulinien 
rechtwinkelig  und  demnach  liefert  jene  erste  Gonstruction  der 
Tangente  an  der  Niveaulinie,  weil  die  Gonstante  c  nicht  zur  Ver- 
wendung kommt,  zugleich  die  Normale  AA^  an  der  betreffenden 
Kraftlinie. 

Wenn  wir  die  Winkel  -4<E>/,  -4A/,  welche  die  Fahrstrahlen 
<l>-4,  A-4  mit  der  durch  4>,  A  gehenden  Geraden  /  bilden,  resp. 
mit  %  k  bezeichnen,  dann  sind  die  Punkte  einer  Kraftlinie  durch 
die  Gleichung 

a  cos  9)  +  *  cos  A  =  € 

bestimmt.  In  dem  angenommenen  Falle  a  =  +  l,  b  =  —  1  er- 
halten wir  die  Beziehung 

cos  9)  =  6  4-  cos  A , 

nach  derselben  sind,  indem  die  Strecke  4>A  als  Einheit  be- 
trachtet wurde,  fttr  die  Werthe  €  =  f,  f,  i,  J,  2  die  entsprechen- 
den Kraftlinien  x^,  x^^,  x^^^,  x^,,,  Xy  in  Fig.  77  gezeichnet.  Die 
Kraftlinie  x^,,  welche  dem  Werthe  €  =  2  entspricht,  ist  die  Ver- 
bindungsgerade der  Punkte  4>,  A.  Die  gezeichneten  Niveaulinien 
und  Kraftlinien  treten  auf  bei  zwei  mit  gleicher  entgegengesetzter 
Electricität  geladener  Punkte  4>,  A  oder  bei  einem  Hagnet,  dessen 
Pole  *,  A  sind. 

38.  Constructive  Erzeugung  der  zweitheiligen  Focaicurve  und 
Gonstruction  der  Normalen  an  derselben.  In  Fig.  78  sind  die  drei 
festen  Punkte  4>,  H^  J  gegeben ;  auf  der  Verbindungsstrecke  EJ 
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ist  in  der  Mitte  Q  eine  Gerade  C  senkrecht  gezogen.  Wenn  sich 
nnn  die  Gerade  ^g^  die  ^  in  if  schneidet,  um  4>  dreht  und  auf 
derselben  beiderseits  von  M  die  beiden  Strecken  MA^  MB  gleich 
dem  Abstände  MH  gemacht  werden ,  so  sind  A^  B  Punkte  der 
zweitheiligen  Focalcurve  a/?J)  Der  Punkt  A  erzengt  ein 
durch  die  Punkte  ^j  B  gehendes  Oval  a,  der  Punkt  B  einen 
getrennten  durch  J  gehenden  Ast  ßj  der  sich  ins  Unendliche  er- 
streckt. Diese  Focalcurve  ist  also  das  Erzeugniss  eines  Kreis- 
bttschels,  dessen  reelle  Grundpunkte  ^«7 sind,  und  eines  Strahlen- 
bttschelSy  dessen  Strahlen  von  4>  aus  durch  die  betreffenden 
Ereismittelpunkte  gehen. 

Um  im  Punkte  A  an  der  Focalcurve  die  Normale  zu  con- 
struiren,  nehmen  wir  an:  der  momentan  mit  M  coincidirende 
Punkt  der  um  ^  rotirenden  Gerade  ^g  besitze  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  Af  <I>.  Da  aber  der  Schnittpunkt  M  sich  auf  der 
Geraden  C  bewegt,  so  ist,  wenn  wir  auf  ^g  die  Senkrechte  ^M», 
auf  ^  die  Senkrechte  MM^  errichten,  welche  die  erste  in  M^ 
schneidet,  durch  MM^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  in  C 
bewegten  Punktes  M  dargestellt ;  und  4>  Mt^  repräsratirt  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  M  sich  auf  der 
rotirenden  Geraden  4>^  bewegt.  Ferner  stellt  das  von  M^  auf 
HM  gefällte  Loth  M^N  die  lothrechte  Geschwindigkeit  der  Längen- 
änderung der  Strecke  HM  dar ;  und  demnach  ist  auch  M^  N  gleich 
der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Strecke  MA  resp.  der 
Badius  des  mit  k  bezeichneten  Kreises  verändert  Der  Punkt  M 
bewegt  sich  auf  der  rotirenden  Geraden  ^Pg  ia  gleichem  Sinne 
wie  der  Punkt  A ;  denn  wenn  M  in  der  gezeichneten  Lage  z.  B. 
nach  rechts  schreitet,  vergrössert  sich  die  Strecke  MH  oder  der 
Badius  MA,  während  die  Strecke  M^  sich  verkleinert.  Demnach 
ist  die  lothrechte  Geschwindigkeit  4)^4^,  die  der  Punkt  A  auf  4>9 
besitzt,  in  der  auf  4></  Senkrechten  ^M^  durch 

*)  Die  Focalcurven,  welche  bei  bestimmten  Schnitten  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung  auftreten,  stammen  yon  Qaetelet  und  van  Bees.  S.  Chaeles, 
GeschickU  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohn  cke.  1839.  NotelY.  S.  287.  £ine 
analytische  Untersuchung  der  Focalcurven  bat  Fleischer  mitgetheilt  ün  Jahres^ 
bericht  über  die  Landesschule  zu  Grimma.  1851.  Die  Focalcurve  ist  auch  der 
geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Kegelschnitte,  die  vier  Gerade  be- 
rühren, und  wurde  als  solche  eingehend  untersucht.  Salmon,  KegelschniUe, 
deutsch  von  Fiedler.  1873.  3.  Aufl.  S.369.  Eckart,  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik u.  Physik.  1865.  B.  10.  S.  321.  Schröter,  Math.  Jnnalen.  1872.  B.5. 
S.  50.  B.6.  S.85.    Duröge,  Math.  Annalen.  1872.  B.5.  S.83. 
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bestimmt.  Somit  ist  AA^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  ftir  den 
auf  der  Carve  a  bewegten  Punkt  A  und  folglich  auch  die  Normale 
im  Punkte  A  an  der  Focalcnrve.  Die  beiden  Punkte  M  und  B 
bewegen  sich  auf  der  Geraden  ^g  im  entgegengesetzten  Sinne  und 
daher  wird  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  B  auf  ^g  durch 

dargestellt.  Dem  zufolge  ist  BBx^  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
für  den  auf  der  Curve  ß  bewegten  Punkt  B  und  somit  auch  die 
Normale  im  Punkte  B  an  der  Focalcnrve. 

Nach  dieser  Darlegung  ergiebt  sich  also  die  folgende  Con- 
struction  der  beiden  Normalen  AA^,  BB^^  dieser  Focalcnrve.  Wir 
ziehen  durch  <P  auf  die  Gerade  ^M  eine  Senkrechte  ^i/»|  welche 
die  in  M  auf  ^  errichtete  Senkrechte  in  3/«  schneidet,  fällen  von 
Mm  auf  HM  das  Loth  M^N  und  beschreiben  mit  demselben  als 
Radius  um  M^  einen  Kreis,  der  auf  jener  Senkrechten  ^M^  die 
Schnittpunkte  ^o,  B^  bildet.*) 

39.  Mechanische  Erzeugung  der  doppelpunktigen  Focaicurve 
und  Construction  der  Normalen  an  derselben.  Wenn  in  Fig.  78 
die  Grundpunkte  H^  J  des  Ereisbilschels  auf  der  Geraden  ^  in 
einem  Punkte  Q  zusammenfallen,  erhalten  wir  die  doppel- 
punktige Focaicurve.  Dieselbe  besteht  aus  einem  Gurven- 
zuge,  der  eine  Schleife  mit  einem  Doppelpunkte  in  Q  besitzt. 
In  diesem  speciellen  Falle  vereinfacht  sich  die  Gonstruction  der 
Normalen;  denn  es  coincidiren  dann  die  Punkte  N^  M  und  wir 
brauchen  nur  mit  M^M  um  M^  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der 
auf  der  zu  ^M  senkrechten  Geraden  4>i/t  die  Normalenpunkte 
Am^  Bm  bestimmt.  Die  in  Fig.  79  gezeichnete  doppelpunktige 
Focaicurve  kann  auch  mechanisch  durch  den  Scheitel  eines  be- 
wegten starren  Winkels  beschrieben  werden.  Wird  der  starre 
Winkel  gBZ  gleich  dem  Winkel  *QC  gemacht,  femer  so  gelegt, 
dass  der  Schenkel  g  durch  4>  geht  und  auf  den  anderen  Schenkel 
die  constante  Strecke  -BZ  =  QtI>  ist;  wird  nun  der  Schenkel- 
punkt Z  auf  der  Geraden  C  bewegt,  während  der  Schenkel  g 
durch  4>  gleitet,  dann  beschreibt  der  Scheitel  B  die  doppel- 
punktige Focaicurve  o;  denn  es  ist  wegen  der  congruenten  Drei- 
ecke Q*Ai,  BZM  die  Strecke  MB  =  MQ.  Da  es  hier  nur 
darauf  ankommt,  dass  der  Abstand  des  Punktes  Z  von  der  Ge- 


^)  Eine  andere  Gonstruction  der  Normalen  resp.  der  Tangenten  an  der 
Focaicurve  hat  C.  Pelz  abgeleitet  in  den  Sitzungsberichten  der  k,  Academie 
der  Wissenschaften,  Wien  1880.  B.82.  S.  1207. 
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raden  g  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  4>  von  der  Geraden  t, 
isty  so  wird  bei  der  Gleichheit  dieser  Abstände  von  jedem  Punkte 
der  Geraden  g  eine  doppelpunktige  Focalcurve  beschrieben.  ^) 

Nach  der  abgeleiteten  Construction  ergeben  sich  in  diesem 
Specialfalle  für  die  beiden  auf  ^g  liegenden  Gurvenpunkte  A^  B 
die  Normalen  AA^^  BB^  der  doppelpunktigen  Focalcurve,  indem 
wir  MMx,  ±  r,  4>i/ü  ±  4>g  ziehen  und  -%  A  —  M^^B^  =  AUM 
machen.  Nach  der  letzteren  Erzengungsweise  erhalten  wir  auch 
die  eine  Normale  BB^i^  wenn  wir  den  Pol  des  bewegten  Winkels 
bestimmen.  Dieser  Pol  ist  aber  der  Schnittpunkt  B^  der  in  4> 
auf  ^g  und  der  in  Z  auf  ^  errichteten  Senkrechten. 

Ist  insbesondere  der  bewegte  Winkel  gAZ  ein  rechter,  der 
begrenzte  Schenkel  AI,  also  gleich  dem  senkrechten  Abstände 
des  festen  Punktes  ^  von  der  Geraden  ^,  dann  beschreibt  der 
Scheitel  J3  die  symmetrische  doppelpunktige  Focalcurye, 
welche  Strophoide^)  genannt  wird,  und  die  Mitte  von  AZ  er- 
zeugt die  Gissoide  des  Diocles. ^) 

40.  Constructive  Erzeugung  der  eintheiligen  Focalcurve  und 
Construction  ihrer  Normalen.  In  Fig.  80  ist  ein  Kreis  x,  eine  durch 
seinen  Mittelpunkt  Q  gehende  Gerade  C  nnd  ein  fester  Punkt  ^ 
gegeben,  um  den  sich  eine  Gerade  ^g  dreht.  Von  dem  Schnitt- 
punkte M^  den  diese  Gerade  mit  ^  bildet,  ziehen  wir  an  den 
Kreis  x  die  Tangente  MT  und  machen  auf  ^g  beiderseits  von  M 
die  Strecken  MA^  MB  gleich  der  Tangentenlänge  MT^  dann  sind 
A^B  Punkte  der  eintheiligen  Focalcurve.  Dieselbe  besteht 
aus  einem  Gurvenzuge,  der  durch  den  Punkt  ^  geht  und  sich  ins 
Unendliche  erstreckt.  Der  um  den  Punkt  M  mit  dem  Radius  M  T 
beschriebene  Kreis  k  schneidet  den  Kreis  x  rechtwinkelig  und 
die  Gesamtheit  aller  derartigen  Kreise  bildet  demnach  ein  Kreis- 
büschel, dessen  Grundpunkte  imaginär  sind.  Die  eintheilige  Focal- 
curve ist  also  das  Erzeugniss   dieses  Kreisbtlschels   und   eines 


')  Ghasles,  (^schichte  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohncke.  1639. 
Note  XXXIV.  S.451. 

')  Die  Chuve  kommt  schon  in  Gramer,  Analyse  des  Ugnes  courhes.  1750. 
p.  411  vor.  Ihre  Benennong  Strophpide  findet  sich  in  einer  Abhandlung  von 
Ritt,  Nouvelles  AniiaUs  de  MaiMmaiigues.  1846.  T.  V.  p.  470.  Diese  Oarve 
wird  auch  logocyklische  Curve  genannt  und  hat  wegen  ihrer  vielen  interes- 
santen Eigenschaften  vielfache  Behandlung  gefunden.  Yergl.  S.  Günther, 
Parabolische  Trigonometrie.  1882.  S.  80. 

*)  Diese  Erzeugung  der  Gissoide  giebt  Newton  in  seiner  Arithmetica 
universalis.  1732.  p.  130.  Prob.  XXXIV. 
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Strahlenbtlschels,  dessen  Strahlen  von  4>  aus  durch  die  betreffen- 
den Ereismittelpnnkte  gehen. 

Um  im  Pnnkte  A  an  dieser  Focalcorve  die  Normale  zu  con- 
strniren,  nehmen  wir  an:  der  momentan  mit  M  coincidirende 
Punkt  der  um  ^  rotirenden  Geraden  ^g  besitze  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  M<P,  Dem  zufolge  repräsentirt,*  wenn  wir  auf 
4>9  die  Senkrechte  ^M^^^  auf  C  die  Senkrechte  MM^  errichten, 
die  Strecke  MM^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  M  auf  t 
und  ^  iü/t)  die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit  welcher  M  sich  auf 
der  rotirenden  Geraden  4>^  bewegt.  Ziehen  wir  von  Jf»  auf  die 
Tangente  TM  die  Senkrechte  3/d  ^^  bis  an  C,  so  ist  die  Strecke 
MtiWt)i  nach  S.  63  gleich  der  lothrechten  Geschwindigkeit  der  Län- 
genänderung der  Tangente  TM.  Mit  der  Bewegung  des  Punktes 
M  nach  links  vergrössert  sich  in  Fig.  80  die  Tangentenlänge  TM 
oder  der  Kreisradius  MÄ  und  gleichzeitig  vergrössert  sich  auch  die 
Strecke  ^M.  Demnach  wird  die  lothrechte  Geschwindigkeit, 
die  der  Punkt  A  auf  der  rotirenden  Geraden  ^g  besitzt,  in  der 
auf  ^g  Senkrechten  ^M^  durch 

^A^  —  ^M^  —  M^fOti, 
bestimmt;  und  es  ist,  indem  wir  auf  ^M^  die  Strecke  M^A^  = 
J/oSDI«)  machen,  AA^,  die  lothrechte  Geschwindigkeit  Ton  A  auf 
der  Focalcurre  a  und  die  Normale  im  Punkte  A  an  derselben. 
Analog  ergiebt  sich,  wenn  wir  auf  ^My,  die  Strecke  M^B^  »» 
Mt,  Wlü  machen ,  für  den  Gunrenpunkt  B  die  entsprechende  Nor- 
male BB'c* 

Wenn  der  Radius  des  Kreises  x  gleich  Null  ist,  wird  dieser 
durch  den  Mittelpunkt  Q  yertreten.  In  diesem  Falle  erhalten  wir 
die  doppelpunktige  Focalcurve.  Es  fällt  dann  M^Wlt^  mit  M^M 
zusammen  und  es  ergiebt  sich  dieselbe  Gonstruction  der  Normalen, 
wie  in  Art.  39. 

41.  Mechanische  Erzeugung  der  Kranioide  und  Construction 
der  Normalen  an  derselben.  In  Fig.  81  sind  y^  d  zwei  concen- 
trische  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  4>,  und  (3  ist  ein  fester  Punkt. 
Wird  durch  <I>  eine  Gerade  gezogen,  welche  die  Blreise  y,  8  resp. 
die  Punkte  C,  D  schneidet,  durch  die  Pnnkte  ® ,  C  eine  Gerade  g 
gelegt  und  werden  auf  derselben  die  Punkte  A^  B  %o  bestimmt, 
dasB  BA^^BB  gleich  einer  gegebenen  constanten  Strecke  ist; 
dann  sind  A^  B  Punkte  einer  aus  zwei  Theilen  a,  ß  bestehenden 
Gurre,  die  wir  wegen  ihrer  in  Fig.  81  auftretenden  schädelförmigen 
Gestalt  Kranioide  0  genannt  haben.  Bei  einer  Schraubenfläche, 

^)  Von  xQavlov,  Sch&del. 
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welche  Ton  einer  zu  ihrer  Axe  senkrechten  Ebene  in  einer  cjcli- 
achen  Gurve  geschnitten  wird,  ist  die  Eranioide  die  auf  einer 
solchen  Ebene  senkrechte  Projection  der  Selbstschattengrenze.  0 
Die  SIranioide,  welche  eine  Fülle  interessanter  Eigenschaften  be- 
sitzt, kann  leicht  mechanisch  erzeugt  werden.  Eine  Stange  4>i> 
rotirt  um  eine  feste  Axe  4>.  Auf  dieser  Stange  befinden  sich 
zwei  Zapfen  C,  i?;  um  den  letzteren  D  ist  ein  Arm  DA  dreh- 
bar, der  in  A  einen  Zapfen  trägt.  Ferner  befindet  sich  auch  in 
®  ein  fester  Zapfen,  und  die  drei  Zapfen  (S,  C^  A  werden,  wäh- 
rend die  Stange  ^D  rotirt,  durch  einen  geradlinigen  Schlitz  einer 
Schiene  beständig  in  gerader  Linie  gehalten.  Bei  dieser  Be- 
wegung beschreibt  ein  in  A  angebrachter  Stift  die  Gurve  a\  und 
die  zweite  Gurve  ß  wird  beschrieben,  wenn  der  Arm  DA  nach 
DB  gelegt  wird. 

Um  die  Normale  an  der  Eranioide  zu  construiren,  nehmen 
wir  an:  es  sei  1>4>  die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
der  Punkt  D  sich  auf  dem  Kreise  ö  bewegt.  Dann  ist  auch  C^ 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  C  auf  dem  Kreise  y^  und  der 
Endpunkt  A'q  der  lothrechten  Geschwindigkeit  von  dem  Punkte  A 
der  starren  Strecke  DA  liegt  auf  der  durch  ^  zvl  DA  parallel 
gezogenen  Geraden  4>^j,.  Ziehen  wir  femer  durch  A  zu  I>4> 
die  Parallele  AA\  welche  *®  in  -4^  trifft,  und  durch  A^  auf  g 
die  Senkrechte  ^Mt>;  dann  liefert  der  Schittpunkt  A^  mit  A  ver- 
banden die  Normale  der  Gurve  a  und  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit A  Am  des  Punktes  A  auf  derselben.  Denn  der  in  unserer 
Figur  nicht  bezeichnete  Fusspunkt  der  Senkrechten  A^A^  ist  der 
Endpunkt  der  lothrechten  Geschwindigkeit  von  dem  mit  A  zu- 
sammenliegenden Punkt  der  um  ®  rotirenden  starren  Geraden  g. 
Der  Schnittpunkt  $  des  Radius  i>4>  und  der  Curvennormalen 
AA^  ist  der  Pol  der  bewegten  starren  Strecke  DA.  Drehen  wir 
AAn  xxm  einen  rechten  Winkel,  etwa  nach  AA^y  so  ist  hierdurch 
die  Geschwindigkeit  AAr,  von  A  auf  der  Gurve  a  bestimmt  und 
die  Richtung  dieser  Drehung  wird  durch  die  Richtung  der  Be- 
wegung, welche  wir  dem  Punkte  A  zuweisen  wollen,  bedingt.  Die 
Construction  der  Normalen  A  A^  der  Gurve  a  erfordert  also  nur  das 
Ziehen  dreier  Geraden,  nämlich  O^»  parallel  DA^  femer  AA^  pa- 
rallel D^  und  A^Aa  senkrecht  g. 


')  Yergl.  Burmestery  EinematiBch  -  geometrische  Constructionen  der 
Parallelpro jection  der  Scbraubenfi&chen  und  insbesondere  des  Schattens  der- 
selben.   ZeiUchrift  fOr  Mathematik  und  Physik.  1873.  B.  18.  S.185,  198. 
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Eine  andere  eben  so  einfache  Gonstruction  dieser  Normalen 
ergiebt  sich  durch  die  folgende  Ueberlegnng.  Wir  nehmen  an: 
es  sei  C(^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  dem  mit  C  coin- 
cidirenden  Funkte  der  um  ®  rotirenden  starren  Geraden  g^  dann 
ist  auch  ^®  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  A  als  Punkt 
dieser  Geraden.  Die  in  ®  auf  g  errichtete  Senkrechte  bestimmt 
auf  4>(7  die  lothrechte  Geschwindigkeit  (7Ci,  welche  der  Punkt 
C  auf  dem  Kreise  y  besitzt,  und  enthält  auch  den  Endpunkt  ^« 
der  in  diesem  Falle  auftretenden  lothrechten  Geschwindigkeit  des 
auf  der  Curve  a  bewegten  Punktes  A.  Den  Endpunkt  2>b  der 
lothrechten  Geschwindigkeit,  mit  der  D  sich  auf  dem  Kreise  S 
bewegt,  würden  wir  erhalten,  wenn  wir  l/^d^  ähnlich  DC<P 
machen,  dann  befindet  sich  A[y  auch  auf  der  durch  B^o  gehenden 
zu  DA  parallelen  Geraden  Z>(>^[»,  und  demnach  wttrde  sich  der 
Punkt  ^0  als  Schnitt  dieser  Parallelen  mit  der  in  ®  auf  g  er- 
richteten Senkrechten  ergeben.  Wir  können  aber  die  Bestimmung 
des  Punktes  J?»  vermeiden ;  denn,  wenn  wir  in  C  auf  g  die  Senk- 
rechte errichten,  welche  AD  in  J  trifft,  so  sind  die  Gebilde 
<1>G;i/ö4  und  <1>C2?J  ähnlich,  und  folglich  liegt  ^^  auch  auf 
der  Geraden  J<P.  Nach  dieser  Darlegung  ergiebt  sich  die  fol* 
gende ,  drei  Gerade  erfordernde  Gonstruction  der  Normalen  A  A^^ 
der  Curve  a.  Wir  errichten  auf  die  Gerade  g  in  den  Punkten 
®,  C  Senkrechte ;  ziehen  durch  den  Schnittpunkt «/,  den  die  Senk- 
rechte CJmit  AD  bildet,  und  durch  den  Punkt  ^P  die  Gerade  J*, 
welche  die  Senkrechte  ®  A^,  in  aI^  trifft.  Dann  ist  A  A'^y  die  Nor- 
male an  der  Curve  a ,  und  die  Strecke  A  ^^  repräsentirt  zugleich 
die  betreffende  lothrechte  Geschwindigkeit,  die  A  auf  der  Curve  a 
besitzt.  Analoge  Constructionen  liefern  die  Normale  an  der  von 
dem  Punkte  B  beschriebenen  Curve  ß. 

Die  Kranioide  kann,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  noch  in 
anderer  Weise  mechanisch  erzeugt  werden.  Bezeichnen  wir  mit 
r  und  A  die  Schnittpunkte,  welche  die  zn  DA  parallele  Gerade 
^Ati  resp.  mit  g  und  AA^  bildet,  so  folgt,  weil  ^AAD  ein 
Parallelogramm  ist,  die  Proportion 

4>(7:A^  =  r<l>:rA, 

und  demnach  sind  r4>,  <PA,  A^  constante  Strecken. 

Wir  ersetzen  nun  die  Gerade  TA  durch  eine  um  4>  drehbare 
Stange  und  die  Strecke  A  A  durch  einen  mit  dieser  Stange  in  A 
gelenkig  verbundenen  Arm.  Auf  dem  Arme  ist  in  A  und  an  der 
Stange  in  F  ein  Zapfen  befestigt,  und  die  drei  Zapfen  A(S^T 
werden  durch  den  geradlinigen  Schlitz  jener  vorhin  erwähnten 
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Sehiene  in  gerader  Linie  gehalten,  während  die  Stange  TA  um 
die  feste  Axe  4>  rotirt.  Bei  dieser  Bewegung  wird  vom  Punkte  A 
dieselbe  Curve  a  beschrieben ;  und  wenn  wir  den  Ann  A  A  nach 
A93  legen,  erzeugt  der  Punkt  ^  die  Curve  /?.  Diese  zweite 
mechanische  Erzeugung  vollzieht  sich  in  analoger  Weise  wie  die 
erste;  dem  gemäss  erhalten  wir  noch  zwei  neue  analoge  Con- 
structionen  für  die  Normale  in  einem  Punkte  A  an  der  Kranioide. 
Es  sei  nur  die  zu  jener  ersten  symmetrischen  Construction  er- 
wähnt Wir  verlängern  die  zu  A<I>  parallele  Gtorade  AD  bis  zu 
ihrem  Schnittpunkte  A^^  den  sie  mit  4>®  bildet,  ziehen  von  A^^ 
auf  g  die  Senkrechte  ^^$,  welche  CO  in  $  trifft;  dann  ist  ^4$ 
die  Normale  und  $  der  Pol  jener  bewegten  starren  Strecke  A  D. 
Da  w^en  der  Bestimmung  des  Curvenpunktes  A  schon  die  Ge- 
raden 4>(7  und  g  vorhanden  sind,  so  erfordert  diese  Oonstruotion  der 
Normalen  A^  nur  das  Ziehen  zweier  neuer  Geraden  AD^  A^^% 

42.  Mechanische  Erzeugung  der  Capricomoide  und  Construction 
der  Normalen  an  derselben.  Wird  bei  der  vorhin  betrachteten 
ersten  Erzeugung  der  Kranioide  der  Gelenkpunkt  D  in  Fig«  81  auf 
der  Geraden  4>  C  ins  Unendliche  verlegt,  so  muss  auch,  wenn  der 
Endpunkt  B  des  Armes  DB  sich  im  Endlichen  befinden  soll,  der 
Arm  DB  »«  DA  unendlich  lang  sein.  In  diesem  Falle  rttckt  die 
von  A  erzeugte  Curve  o  ins  Unendliche,  und  es  kommt  nur  die 
vom  Punkte  B  beschriebene  Curve  ß  in  Betracht.  Der  Punkt  B 
bewegt  sich  dann  in  Bezug  auf  die  rotirende  Gerade  <I>  C  in  einer 
auf  4>  C  senkrechten  Geraden  h.  Dies  wird  in  Fig.  82  dadurch 
bewirkt,  dass  wir  an  die  um  4>  rotirende  Stange  4>  C  einen  recht- 
winkeligen Schlitz  anbringen,  in  welchem  sich  der  Zapfen  B  ver- 
schiebt. Dieser  Zapfen  B  wird,  während  der  Drehung  der  Stange 
<I>C,  durch  den  Schlitz  einer  Schiene  in  gerader  Linie  mit  den 
beiden  Zapfen  ®,  C  gehalten  und  beschreibt  somit  eine  specielle 
Kranioide,  die  wir  nach  ihrer  Gestalt  Capricomoide  nennen.  0 
Diese  Curve  besteht,  wenn  der  Punkt  (£$  ausserhalb  des  von  C 
beschriebenen  Kreises  /  liegt,  aus  zwei  sich  ins  Unendliche  er- 
streckenden Aesten,  deren  Asymptoten  die  von  &  an  den  Kreis  y 
gelegten  Tangenten  sind.   Liegt  aber  ®  innerhalb  dieses  Kreises, 

>)  In  dem  besonderen  durch  Flg.  88  dargestellten  Falle,  bei  welchem  die 
MitteUlnie  A  des  auf  4»(7  senkrechten  Schlitses  durch  4>  geht,  ist  diese  Gnnre 
▼OD  Poncelet  in  seinen  Applications  tPanalyse  ei  de  gäomätrie,  1862.  T.  I. 
p.  447  schon  Vor  dem  Jahre  1822  behandelt  und  die  Construction  der  Tangente 
▼ermittelst  der  Bobervarschen  Methode  ausgefohrt.  Derselbe  sagt  p.  460  da- 
selbst:  „Getto  courbe  du  quatriöme  degr^,  que  nous  avions  baptis^e,  dans  la 
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dann  vereinen  sich  diese  beiden  Aeste  zn  einem  Onryenznge.  Die 
Capricomoide  ist  bei  der  Scbranbenregelfläche  die  senkrechte  Pro- 
jection  der  Selbstschattengrenze  in  Bezng  auf  eine  zur  Schrauben- 
axe  senkrechte  Ebene. 

Bei  dem  in  Fig.  83  dargestellten  besonderen  Falle  geht  die 
Mittellinie  h  jenes  auf  ^C  senkrechten  Schlitzes  durch  ^.  Die 
Gestalt  der  Capricomoide  specialisirt  sich  dann  in  der  Weise, 
dass  die  Gurve  sich  selbst  im  Punkte  4>  berührt.  Wenn  in  Fig.  M 
durch  weitere  Specialisirung  der  Punkt  ®  auf  den  Kreis  y  gelegt 
wird,  degenerirt  der  eine  Bestandtheil  der  Capricomoide  zu  einer 
Geraden,  nnd  der  andere  schleifenförmige  Bestandtheil  geht  in  die 
Strophoide  über.  Denn  ziehen  wir  auf  4>®  die  Senkrechte  ®iif, 
welche  die  anf  den  Ereisdurchmesser  (7C'  in  4>  errichtete  Senk- 
rechte in  Jf  schneidet,  so  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  MB^^ 
MB^^M®  ist.  Die  Geraden  C®,  C®  schneiden  <l>lf  in  den 
Punkten  J9,  B'  der  Capricomoide  und  somit  sind  die  Dreiecke 
Af®J5,  <I>®C'  und  die  Dreiecke  M%B\  *@C  ähnlich;  und  da- 
mit ist,  weil  <I>®C',  ^%C  gleichschenkelige  Dreiecke  sind,  die 
Gleichheit  jener  Strecken  bewiesen. 

Die  zweifache  Erzeugungsweise  der  Eranioide  fällt  bei  der 
Capricomoide  in  eine  einzige  zusammen.  Die  Constmction  der 
Normalen  an  der  Capricomoide  specialisirt  sich  in  folgender  Weise. 
Wir  ziehen  in  Fig.  82  zu  C^  die  Parallele  BB^  bis  an  ®4>  und 
durch  B^  auf  die  Gerade  g  die  Senkrechte  B^Bt^^  welche  C4>  im 
Punkte  B^  der  Normalen  BB^  schneidet.  Dieselbe  Constmction 
ist  auch  in  den  Specialfällen  Figg.  83,  84  ausgeführt 

43.  Momentane  Bewegung  eines  ebenen  Gelenkvielecke,  a)  In 
Fig.  85 ,  Taf.  V  ist  ein  ebenes  geschlossenes  Gelenkvieleck  ge- 
zeichnet, beispielsweise  ein  Viereck,  dessen  starre,  mit  1,  2,  3,  4 
bezeichnete  Seiten  wir  uns  in  den  Ecken  Ay  B^  C^  D  gelenkig 
verbunden  denken.  Wenn  nun  die  Ecken  A^  By  C  sich  resp. 
auf  den  gegebenen  Curven  o,  /?,  y  in  einem  mhenden  System  S^ 
bewegen,  so  ist  damit  auch  die  Curve  ^,  die  von  der  letzten 
Ecke  D  beschrieben  wird,  bestimmt.  Die  Pole  $oii  ¥os  der  starren 
Seiten  AB^  BC  in  Bezug  auf  das  System  ^o  ergeben  sich  als 

salle  no  6,  du  nom  de  capricorne;  courbe  remarqnable  ä  plus  d*un  titre,  par 
sa  forme  sym^trlqae,  ^l^gante  mSme,  et  douäe  de  nombreuseB  propriöt^s  g^o- 
m^triques  jusqu'ici  encore  peu  ^tadi^es;  mais  qui,  si  je  ne  me  trompe,  m^ri- 
teraient  toat  autant  de  Tdtre  que  Celles  qui  appartiennent  aux  courbes  m^ca- 
uiques  des  anciens  et  ä  diverses  autres  plus  modernes  etc."  Vergleiche  auch 
011  vier,  Applications  de  la  g^amätrie  descriptive.  1847.  p.  95. 
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die  Schnittpunkte  der  Normalen  der  Gurven  a,  ß,  y.  Ist  nun  ftlr 
einen  der  Eckpunkte,  z.  B.  fttr  A^  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
AA^  gegeben  und  zeichnen  wir  durch  Parallele  zu  den  Seiten 
des  Gelenkvielecks  das  Vieleck  A-B»^^»;  dessen  Ecken  A» 
B^y  Ct  beziehlich  auf  den  Normalen  der  Gurven  a^  ß^  y  liegen, 
dann  wird  nach  Art.  29  durch  die  Schlussecke  jDt>  die  Normale 
DD^  an  der  Gurre  d  bestimmt.  0  Diese  Normale  liefert  die  beiden 
Pole  $03  9  $01»  welche  den  Seiten  CJD^  DA  angehören;  und  die 
Strecken  AAx,^  BB^^  CCn^  DD^  stellen  die  lothrechten  Geschwin- 
digkeiten der  betreffenden  Ecken  dar.  Wenn  wir  insbesondere 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  AA^  ^^  A^^  nehmen,  fällt  die 
Seite  ^D  B^  weg  und  es  werden  demnach  bei  der  Gonstruction  der 
Normalen  DD^  die  Htllfslinien  um  eine  vermindert.  Diese  ftlr 
ein  Gelenkvieleck  von  vier  Ecken  ausgeffthrte  Gonstruction  gilt 
allgemein  fttr  ein  Gelenkvieleck  von  n  Ecken,  wenn  die  Bahn- 
curven  für  n  —  1  Ecken  gegeben  sind. 

Speciell  bei  dem  Gelenkviereck  ergiebt  sich  eine  interessante 
Beziehung,  die  zu  einer  viel  einfacheren  Gonstruction  der  zur 
Gurve  d  gehörenden  Normale  und  der  beiden  nicht  gegebenen 
Pole  $03,  $ot  führt.  Es  ist  der  Schnittpunkt  $,,  der  Seiten  2,  4 
der  Pol  der  beiden  Seiten  1,  3  und  der  Schnittpunkt  $2«  der 
Seiten  1 ,  3  der  Pol  der  beiden  Seiten  2,4;  und  nach  dem  Satze 
auf  S.  46  liegen  die  drei  Pole  $i„  $oii  $039  bo  wie  die  drei  Pole 
$14  >  $04  9  $os  &uf  je  einer  Geraden.  Demnach  erhalten  wir  die 
Normfde  i?$09  9  erstens,  indem  wir  die  eine  neue  Gerade  $is$oi 
ziehen,  welche  die  Normale  C^^  in  dem  Pol  $03  trifft,  und  zwei- 
tens, indem  wir  die  eine  neue  Gerade  $14  $02  ziehen,  welche  die 
Normale  ^$0,  in  dem  Pol  $0,  schneidet.  Hieraus  folgt  femer, 
beziehlich  der  Dreiecke  BC^^^  AD^^^^  deren  entsprechende 
Ecken  auf  Geraden  liegen,  die  durch  ^^^  gehen,  und  deren  ent- 
sprechende Seiten  sich  in  drei  auf  einer  Geraden  befindlichen 
Punkten  $„,  $019  $03  schneiden,  der  bekannte  Desargues'sche 
Satz: 

Gehen  die  Verbindungsgeraden  von  je  zwei  ent- 
sprechenden Ecken  zweier  Dreiecke  durch  einen 
Punkt,  so  schneiden  sich  je  zwei  entsprechende  Sei- 
ten derselben  in  drei  Punkten,  die  auf  einer  Geraden 


<)  Eine  andere,  aber  bei  grösserer  Eckenzahl  des  Vielecks  nicht  so  ein- 
fache und  abersichtliche  Gonstruction  dieser  Normalen  hat  Nico  Iaidos  in 
seinen  AnalecUs  i&^  Livraison.  1874.  p.  415  abgeleitet. 

6* 
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liegen;  und  umgekehrt,  befinden  sich  die  drei  Schnitt- 
punkte der  entsprechenden  Seiten  auf  einer  Geraden, 
so  gehen  die  drei  Verbindungsgeraden  der  entspre- 
chenden Ecken  durch  einen  Punkt. 

b)  In  Fig.  86  ist  ein  offenes  Gelenkyieleek,  beispielsweise  ein 
Viereck  AB  CD,  dessen  Ecken  A^B^C^D  sieh  resp.  auf  den  in 
einer  festen  Ebene  gegebenen  Carven  Uj  ß^y^  d  bewegen.  Wenn 
für  die  eine  Eeke,  z.  B.  ftlr  ^,  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
AA^  bekannt  ist,  ergeben  sich  durch  das  Vieleck  A^yB^C^D^, 
dessen  Seiten  den  Seiten  des  Gelenkvieleeks  parallel  sind  und 
dessen  Ecken  besiehlich  auf  den  Normalen  der  Cunren  o,  /?,  /,  d 
liegen,  die  lothreehten  Geschwindigkeiten  AA^^  BB^^  CC^y  DD^ 
aller  Ecken;  und  die  Schnittpunkte  ^i,  ¥2,  $,  der  betreffenden 
Normalen  sind  die  Pole  der  starren  Seiten  -45,  BC^  CD  in  Be- 
zug auf  die  feste  Ebene.  Um  nun  den  Bertthrnngspunkt  @  zu 
erhalten,  den  die  Verbindungsgerade -4 i>,  deren  Länge  veränder- 
licb  ist,  mit  ihrer  HttUbahncurve  bildet,  ziehen  wir  Dy^D^  senk- 
recht A  i>,  femer  DD^  parallel  Ax^  A  und  rerbinden  ihren  Schnitt 
D^  mit  An]  dann  schneidet  D^A^  die  Gerade  AD  nach  S.  65 
in  dem  gesuchten  Berührungspunkte.  Bei  dieser  Bestimmung  wird 
eine  Httlfsgerade  gespart,  wenn  wir  die  lothrechte  Geschwindig- 
keit AAxi  B»  ^  $i  nehmen.  Nach  dieser  Construction  können  wir 
auch,  wenn  der  Bertthrnngspunkt  ®  und  die  Normalen  der  Curyen 
^j  ß^yy  ^ ' '  l>is  auf  eine  gegeben  sind,  diese  letzte  Normale  be- 
stimmen. 

c)  In  Fig.  87  ist  die  Construction  auf  das  Gelenk  -4  j5  C  an- 
gewendet; und  nur  zur  Abwechselung  ist  bei  der  Bestimmung 
des  Berührungspunktes  ®,  den  die  Gerade  AC  mit  ihrer  HttU- 
bahn  bildet,  A^^A^  senkrecht  AC,  ferner  AA^  parallel  C^C"  ge- 
zogen, so  dass  A^Ct^  auf^C  den  Bertthrnngspunkt®  liefert. 

Ist  in  diesem  Falle,  Fig.  88 ,  der  Bertthrnngspunkt  ®  bekannt 
und  sind  fttr  die  Cnrven  a,  ß  die  Normalen  ^ 9(o ,  C(^  gegeben, 
welche  die  in  ®  auf  A  C  errichtete  Senkrechte  in  den  Punkten 
8(»,  @»  sehneiden,  so  können  wir  A%,  CS»  als  die  lothreehten 
Geschwindigkeiten  der  Paukte  A ,  C  betrachten.  Wenn  wir  nun 
Sit) 8»  parallel  AB,  femer  (^9»  parallel  CB  ziehen,  dann  ist  nach 
Art.  29  der  Schnittpunkt  33»  ein  Punkt  der  Normalen  B^  der  von 
B  beschriebenen  Curve/?,  und  BSÖm  repräsentirt  zugleich  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  dieses  Punktes. 

Denk^  wir  uns  fttr  den  Bertthrnngspunkt  ®  verschiedene 
Lagen  auf  der  Geraden  AC  angenommen,   dann  sind  die  vom 
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Punkte  9(t>  anf  der  Ganrennormalen  AK  und  die  vom  Punkte  S»  auf 
der  CurvennorHialen  CK  erzengten  Pnnktreihen  %  . . .,  (S« . .  •  ähn- 
lich ,  tind  besitzen  den  Scfanittpnnkt  K  dieser  Giiryeanormalen  als 
selbstentsprechenden  Punkt  Der  Pnskt  ^  beschreibt  demnach 
eme  dnrch  K  gehende  Gerade;  folglich  ist  die  ron  der  Geraden 
BSb^  auf  CK  erzengte  Ponktreihe  $, . . «  der  Pnnktreihe  ^t»  . . . 
projectiv  0  tmd  K  ist  ein  selbstentsprechender  Punkt  dieser  beiden 
Punktreihen«  Die  Verbindungsgeraden  8«  $21 . .,  ihrer  entsprechen- 
den Punkte  gehen  hiernach  durch  einen  Punkt  •/•  Derselbe  ist 
aber  der  Schnittpunkt,  den  die  Gterade  A  B  mit  der  in  C  auf  A  C 
errichteten  Senkrechten  CJ  bildet;  denn^  wenn  ®  nach  A  gelangti 
fUlt  die  Gerade  9»^,  mit  AB,  und  wenn  ®  sich  in  (7  befindet, 
mit  (?«/ zusammen.  Wir  erhalten  demnach  den  Bertthrungspunkt  (^ 
auch,  indem  wir  auf  ^C  die  Senkrechte  CJ  errichten,  die  ^^  in 
J  schneidet,  dann  J^,  bis  zu  ihrem  mit  A^^  gebildeten  Schnitt 
%i  ziehen  und  von  %i  ml  AC  das  Loth  %^(S>  fällen.  Wenn  da- 
gegen der  Bertthrungspunkt  ®  gegeben  ist,  erhalten  wir  durch 
diese  Beziehung  umgekehrt  auf  CK  den  Pol  $,  und  die  Normale 
^^,  der  von  B  beschriebenen  Ourve  ß. 

Di^e  einfache  Bestimmung  wurde  von  NicolaYdös  a.  a.O.  mit- 
getheilt  und  von  ihm  in  der  folgenden  Weise  abgeleitet.  Die  durch 
J,  C  gehende  Gerade,  auf  der  sich  die  Strecke  A  C  verändert,  be- 
trachten wir  als  einem  gedachten  starren  System  S  angehörend,  be- 
zeichnen sie  mit  Ag  und  nehmen  an,  dass  A  ein  Punkt  dieses  Sy- 
stems sei.  Wir  denken  uns  nun  zunächst  auch  das  Dreieck  ABC  als 
ein  starres  und  ertheilen  demselben  eine  unendlich  kleine  Drehung 
um  $a,  dann  bleiben  B^  C  auf  ihren  Bahneurven  /?,  y^  während 
A  seine  Bahncurve  a  verlässt  Hierauf  denken  wir  uns  wieder 
AB  gegen  BC  beweglich  und  um  B  gedreht,  so  dass  A  in  die 
Ourve  a  gelangt.  Demnach  hat  das  gedachte  System  S  mit  der 
Geraden  Ag  erstens  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  $,  und 
zweitens  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  J,  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  AB  und  der  auf  AC  Senkrechten  CJ^  vollzogen. 
Aus  diesen  beiden  unendlich  kleinen  Drehungen  resultirt  nach 
Art.  24  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  einen  Punkt,  der  in  der 
Geraden  ^^J  liegt.  Ausserdem  muss  aber  der  Pol  fttr  die  Ge- 
rade Ag,  weil  ihr  Punkt  A  sich  auf  der  Curve  a  bewegt,  auch 
auf  der  Ourvennormale  A  $,  liegen ;  folglich  ist  der  Schnittpunkt  %> 


0  Wir  haben  nach  dem  Vorschlage  von  R.  Sturm  (Math,  AnnaUn.  1876. 
B.  10.  S.  118)  ^eBenennuDg  „projecti?'*  fOr  «projectiYifich''  angenommen. 
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von  ^$1,  J^j  der  Pol  der  Geraden  Ag^  und  das  von  ?[»  auf  ^C 
gefällte  Loth  %(ä  bestimmt  den  Berührungspunkt  (3.  Ebenso 
findet  eine  symmetrische  Beziehung  auch  andererseits  statt.  Wenn 
wir  auf  ^  C  in  ^  die  Senkrechte  A  H  errichten  j  von  ihrem  mit 
CB  gebildeten  Schnittpunkte  H  die  Gerade  ^^^  ziehen ,  so  trifft 
diese  C%  im  Punkte  ^  jenes  Lothes  %%.  NicolaYdös  hat 
diese  Betrachtungen  auch  auf  das  offene  Gelenkvieleck  von  n  Seiten 
ausgedehnt;  dann  wird  aber  die  Ableitung  schwieriger  und  die 
Construction  bietet  nicht  mehr  die  Einfachheit  und  Uebersicht- 
lichkeit)  wie  die  oben  fUr  diesen  allgemeinen  Fall  angegebene 
Construction. 

44.  Momentane  Bewegung  eines  veränderlichen  Dreiecics.  a)  Die 
momentane  Bewegung  eines  veränderlichen  Dreiecks  ABC  ist  in 
Fig.  89  bestimmt  durch  die  Tangenten  a,  6,  c  an  den  von  den 
Ecken  A^  B^  C  beschriebenen  Bahncurven  ccy  ßj  y  nnd  durch  die 
Berührungspunkte  ®aö ,  (^be  auf  den  zu  den  beiden  Seiten  AB^BC 
gehörenden  HtlUbahncurven  da»,  06«.  Um  den  Bertthrungspunkt 
®ea  auf  der  zur  dritten  Seite  CA  gehörenden  Htlllbahncarve  dca 
zu  erhalten,  betrachten  wir  jene  beiden  Berührungspunkte  (^a&,  ®bt 
als  feste  Drehpunkte  der  Geraden  AB,  BC  und  denken  uns  den 
Schnittpunkt  B  dieser  Geraden  auf  der  Tangente  b  bewegt;  dann 
erzeugen  die  Punkte  A^  C  resp.  auf  den  Tangenten  a,  c  pro- 
jective  Punktreihen  und  die  veränderliche  Verbindungsgerade  A  C 
umhüllt  einen  Kegelschnitt,  der  von  der  betreffenden  Lage  AC 
in  dem  zu  bestimmenden  Punkte  (&ea  berührt  wird.  Wir  bezeichnen 
mit  ^,  ®,  S  die  Ecken  des  durch  die  Tangenten  a^  b^  c  gebil- 
deten Dreiecks  und  verschieben  den  Punkt  B  auf  b  zunächst  nach 
rechts,  so  dass  (7 nach  $B,  femer  A  nach  (S  gelangt;  und  dem  zufolge 
legt  sich  die  Gerade  CA  als  Kegelschnitttangente  in  die  Gerade  a 
und  dann  in  die  Gerade  (S®6c.  In  analoger  Weise  legt  sich  die 
Gerade  CA  bei  einer  Verschiebung  des  Punktes  B  nach  links  in 
die  jGierade  c  und  femer  in  die  Gerade  ^®a« .  Demnach  ist,  wenn 
wir  mit  U  den  Schnittpunkt  der  Geraden  SKS^a^,  S®6c  bezeichnen, 
U%CA^  ein  TangentenfUnfeck  jenes  Kegelschnittes;  und  gestützt 
auf  eine  Specialisirung  des  Brianchon 'sehen  Satzes  ergiebt  sich 
somit  der  Berührungspunkt  ®cay  indem  wir  durch  den  Schnittt 
der  Diagonalen  A%^  C(i  die  Gerade  UCi  ziehen,  die  CA  in  dem 
Berühmngspunkte  (S>ca  trifft.  Die  Construction  des  Berührungs- 
punktes (S^M  auf  der  dritten  HüUbahncurve  dca  erfordert  das  Ziehen 
der  fünf  gestrichelten  Geraden  d,  e,  k^  i,  z. 

Die  momentane  Bewegung  des  veränderlichen  Dreiecks  ABC 
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ist  aach  bestimmt,  wenn  in  Fig.  90  die  Berührungspunkte  ®aby 
<Sbbe9  ®ca  auf  den  drei  HtHIbahncurven  daby  Oba  6ca  und  die  Tan- 
genten a,  e  an  den  beiden  Bahncurven  a,  y  gegeben  sind.  Um 
in  diesem  Falle  die  Tangente  b  an  der  dritten  Bahncurve  ß  zu 
erhalten  I  können  wir  einfach  von  den  dualen  Beziehungen  aus- 
gehen,  die  der  vorigen  Construetion  entsprechen.  Wir  ziehen  dem- 
nach durch  ®ab(äcaj  (^be&ca  die  Geraden  a,  c,  die  beziehlich  auf  den 
Dreiecksseiten  B  (7,  BA  die  Punkte  J7,  Jj  auf  den  Tangenten  c,  a 
die  Punkte  JD,  E  bestimmen.  Hierauf  ziehen  wir  durch  HJ  die 
mit  (o  bezeichnete  Gerade,  durch  DE  die  mit  u  bezeichnete  Ge- 
rade ;  dann  liefert  der  Schnittpunkt  Z  dieser  beiden  Geraden  mit  B 
verbunden  die  Tangente  b  an  der  Bahncurve  ß.  Diese  Construetion 
der  Tangente  erfordert  demnach  das  Ziehen  von  fünf  Geraden. 

b)  Ist  in  dem  betrachteten  Falle  die  Geschwindigkeit  eines 
der  Eckpunkte  des  veränderlichen  Dreiecks  ABC  in  Fig.  91  ge- 
geben, so  kann  man,  nachdem  die  Tangente  an  der  Bahncurve  ß 
construirt  ist,  die  Geschwindigkeit  der  zweiten  und  der  dritten 
Ecke  leicht  in  bekannter  Weise  bestimmen.  Um  aber,  wenn 
z.  B.  die  Geschwindigkeit  AAp  der  Ecke  A  bekannt  ist,  ohne 
Benutzung  der  angegebenen  Construetion  der  Tangente  die  Ge* 
seh  windigkeit  BBv  der  Ecke  B  und  damit  zugleich  die  Tangente 
an  der  Bahncurve  ß  zu  erhalten ,  construiren  wir  zuerst  die  Ge- 
schwindigkeit CQ,  der  Ecke  C.  Wir  ziehen  A®«a  bis  zum 
Schnitt  C  der  zu  AA^  Parallelen  CC,  femer  zu  CA  die  Pa- 
rallele C'Cv,  die  auf  der  Tangente  CCi,  die  Geschwindigkeit  CCv 
bestimmt.  Hierauf  ziehen  wir  die  Geraden  ^«©a&y  Ci,®be  und  bis 
an  diese  ftlhren  wir  beziehlich  J55'||^-4„  55"  ||  CG,;  femer 
B'B,  II  BA ,  5"5„  II  BC.  Demnach  ist  BB,  die  Geschwindigkeit 
der  Ecke  B  und  die  Tangente  an  der  Bahncurve  ß. 

In  Fig.  92  ist  dieselbe  Construetion  für  den  Fall  ausgeführt, 
in  welchem  jede  der  beiden  Dreiecksseiten  AB^  BC  sich  parallel 
verächiebt.  Es  liegen  dann  auf  diesen  Dreiecksseiten  die  Be- 
rührungspunkte ®ab,  ®bc  im  Unendlichen  und  folglich  ergiebt  sich 
in  einfacher  Weise  die  Geschwindigkeit  BB^y  indem  wir  Aj,Bo  ||  AB, 
C^B,  g  CB  ziehen. 

In  Fig.  98  sind  die  Normalen  an  den  Bahncurven  cc,  ß,  y 
gezeichnet  und  in  den  Berührungspunkten  (&ab »  ®be ,  ®ea  auf  den 
Dreiecksseiten  die  Senkrechten,  resp.  die  Normalen  der  Hüll- 
bahnen errichtet.  Diese  sechs  Normalen  bilden  ein  Sechseck 
übOcieia  CaCb.  Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeiten  der  Ecken 
Aj  By  C  resp.  mit  Wa,  «ö,  »<?,  so  bestehen  die  Verhältnisse: 
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Vg    AOe  Vb    Big         ^e    CCh 

Vb  Bhe    '      Ve  CCa    '      »«  -4  0*   ' 

und  hieroach  ist 

-4  oft  ,  ßie  .  CCa 

Vermittelst  dieser  Besiehung  kann  man  aueh  die  Normale  an 
der  dritten  Bahncurve  bestimmen;  aber  die  AosfHhrmig  ist  nicht 
so  einfach  nnd  übersichtlich,  wie  jene  oben  angegebene  erste  Con- 
struction  der  Tangente  an  der  dritten  Bahncnrve.  In  gleicher 
Weise  lässt  sich  leicht  die  analoge,  allgemeinere  Beziehnng  für 
ein  veränderliches  n  -  Eck  ableiten  nnd  vermittelst  derselben  kann 
dann  die  Normale  an  der  nf^  Bahncurve  bestimmt  werden. 

c)  Die  bisherigen  Gonstructionen  sind  nicht  anwendbar,  wenn^ 
wie  in  Fig.  94,  die  Bahncurven  a,  y  der  Ecken  A^  C  zugleich  die 
Httllbahncurven  der  Dreiecksseiten  ABy  BC  sind ;  denn  in  diesem 
Falle  mttssen,  damit  die  momentane  Bewegung  des  Dreiecks  ABC 
bestimmt  ist,  ausser  dem  Berührungspunkte  ®ea  noch  die  betreffen- 
den Erttmmungsmittelpnnkte  A,  T  der  Bahnonrven  a,  y  gegeben 
sein.  Um  nnn  die  Normale  an  der  dritten  Bahncurve  ß  zu  con* 
struiren,  nehmen  wir  an,  es  sei  C(X  anf  CT  die  lothrechte  6e* 
schwindigkeit  der  Ecke  (7;  dann  erhalten  wir  durch  die  Gerade 
Co®caj  welche  die  zu  CT  Parallele  AA^  'm  A^  trifft,  und  durch 
die  von  A^  auf  A  C  Senkrechte  A^A^  die  lothrechte  Geschwindig- 
keit AAxi  der  Ecke  A.  Ziehen  wir  nun  C^^  parallel  CB  bis  an 
r^,  und  AS^  parallel  ^j8  bis  an  A£,  so  mnss  nach  S.  63  der 
Endpunkt  Bx^  der  lothrechten  Geschwindigkeit  von  B  in  der  auf 
B  C  senkrechten  Geraden  ^'i  Bt>  und  ebenso  in  der  auf  A  B  senk- 
rechten  Geraden  Sdt>B\>  liegen.  Demnach  ergiebt  sich  der  Punkt 
Bti  als  der  Schnitt  dieser  beiden  Geraden,  und  BB^  ist  die  Nor- 
male an  der  Bahncurve  ß. 

Die  Construction  dieser  Normalen  vereinfacht  sich ,  wenn  wir 
in  Fig.  95  annehmen,  dass  CT  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
von  C  sei.  Wir  ziehen  dann  die  Gerade  r®eai  welche  die  zu  CT 
Parallele  AA'  in  A^  trifft,  femer  A^A^y  senkrecht  -4(7  bis  an  Afi^ 
hierauf  zu  AB  die  Parallele  -4ö©i  bis  an  A5  und  auf  AB  die 
Senkrechte  ©i5»,  die  CT  im  Punkte -B^,  der  Normalen  BB^  der 

')  Diese  Gleichung  findet  sich  in  Poncelet,  Jpplications  cTanalyse  et  de 
geome'irie.  1862.  p.  502,  von  Mannheim  auf  Grand  einer  in  Newton,  Opus- 
cala,  1754.  T.  I.  p.  206  g^benen  Formel  abgeleitet.  Vergl.  aach  Bour,  Cours 
de  mScanique  et  machines,  1»  fasc.  Cinämatique  1865.  p.  58,  und  Mobius^ 
Statik,  1837.  II.  TheU.  S.  260. 
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Bahneorve  ß  schneidet  Ist  die  Normale  BB^^  der  fiahncnnre  ß^ 
der  Bertthmngspunkt  ®m  und  der  KrUmmimgsmittelpnnkt  F  be- 
kannt, so  kann  auch  vermittelst  dieser  Beziehung  der  andere 
Erttmmungsmittelpunkt  A  bestimmt  werden.  Oder,  wenn  die  Nor- 
male BBq  und  die  beiden  Erttmmnngsmittelpunkte  A,  T  gegeben 
siadi  so  kann  man  auch  hiemach  den  Berührungspunkt  <§(ea  er- 
halten. 

Eichten  wir  in  Fig.  86  auf  der  Dreieckflseite  AC  im  Be- 
rtthrungsponkte  <&m  dne  Senkrechte,  die  ^A,  CT  resp.  in  den 
Punkten  A^^  (^  schneidet;  dann  kennen  wir  AA^^  CC^  als  die 
lothrechten  Geschwindigkeiten  der  Ecken  A ,  C  betrachten.  Dem 
zufolge  erhalten  wir  eine  symmetrische  Construction  der  Nor- 
malen BBn  der  Bahncurve  ß.  Wir  ziehen  zu  ^^  die  Parallele 
A^^  bis  an  A£,  femer  zu  BC  die  Parallele  C,,^  bis  an  T^; 
hierauf  S«^»  senkrecht  AB  und  ^"B^  senkrecht  BC.^) 

In  Fig.  97  ist  diese  Constmction  der  Normalen  BB^^  für  den 
besonderen  Fall  ausgeführt,  wenn  der  Krümmungsmittelpunkt  F 
in  der  Geraden  A  C  liegt ;  dann  repräsentirt  C(§>ca  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  von  (7,  und  die  autBC  senkrechte  Gerade  Sdi^B^ 
ist  parallel  zu  CA. 

Bei  dem  noch  specielleren  Falle  in  Fig.  98  ist  die  Httllbahn- 
curve  6ca  der  Geraden  CA  die  Evolute  der  Bahncurve  yj  und  der 
Erümmungsmittelpunkt  F  ist  zugleich  der  Berührungspunkt  auf 
der  Hüllbahncurve.  In  diesem  Specialfalle  ergiebt  sich  die  Nor- 
male BBxtf  indem  wir  auf  AC  die  Senkrechte  F^«,  bis  an  ^  A, 
dann  auf  ^A  die  Senkrechte  A^^  bis  an  AB  errichten  und  zu 
^A  die  Parallele  Sb[>B^  ziehen,  die  CA  in  B^  trifEL 

Fällen  wir  vom  Erümmungsmittelpunkte  A  auf  CA  die  Senk- 
rechte A^,  femer  vom  Punkte  H  auf  ^A  die  Senkrechte  HJ 
so  ist  TJ  parallel  BB^,  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  für 
A  verschiedene  Lagen  auf  der  Normalen  AA^  der  Bahncurve  o{ 
dann  entspricht  der  von  A  auf  AA^  gebildeten  Punktreihe  ein 
von  der  betreffenden  Geraden  TJ  erzeugtes  projectives  Strahlen- 
bttschel,  dessen  Scheitelpunkt  F  ist,  und  ebenso  ein  von  der  betref- 
fenden Geraden  BB^  erzeugtes  projectives  Strahlenbüschel,  dessen 
Scheitelpunkt  B  ist.  Coincidirt  A  mit  ^t>,  dann  ist  der  Strahl  FJ 
senkrecht  AAy,^  und  der  Strahl  BB^,  fällt  mit  BA  zusammen; 
befindet  sich  A  in  ^,  dann  liegt  F«7in  CA  und  BB^^  ist  parallel  CA ; 

*)  Diese  Aufgabe  ÜBdet  Bich  schon  in  DerHospital,  Analyse  des  in- 
fhkiment  peüts,  1715.  p.  141;  aber  vollBt&ndig  gelöst  wurde  dieselbe  in  anderer 
Weise  erst  von  Mannheim,  Annali  di  MatemaÜca.  1859.  T.IL  p.  208. 
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rückt  A  ins  Unendliche,  dann  ist  der  Strahl  TJ  sowie  der  Strahl 
BB^  zu  AAr^  parallel.  Demnach  sind  bei  den  betrachteten  drei 
Lagen  von  A  die  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  projecti?en 
Bttschel  parallel,  und  folglich  sind  alle  entsprechende  Strahlen 
dieser  Bttschel  parallel.  Es  ergiebt  sich  also  in  diesem  besonderen 
Falle  die  Normale  BB^  der  Bahncurve  ß  in  einfacherer  Weise, 
indem  mr  AHLCA,  ferner  HJLAfK  und  jBS»  ||  TJ  ziehen. 

45.  Anwendung  auf  die  Construction  des  Krümmungsmittel- 
punktes  der  Curve,  deren  Punktabstände  von  zwei  gegebenen  Cur- 
ven  im  constanten  Verliältnisse  stehen.  In  Fig.  99  sei  die  Onrve  a 
der  geometrische  Ort  des  Punktes  A ,  dessen  Abstände  AC^  AC' 
von  zwei  gegebenen  Gnrven  y^y^  m  einem  constanten  Verhältnisse 
stehen.  Die  Tangente  CB  an  y  und  die  Tangente  C^B  an  y' 
bestimmen  durch  ihren  Schnitt  B  nach  Art.  35  die  Tangente  A  B 
an  der  Curve  a.  Sind  F,  F',  A  resp.  die  Krümmungsmittelpunkte 
der  Curven  y,  y',  «,  so  ist,  wenn  wir  AfT  senkrecht  AC  und  HJ 
senkrecht  ^  A  ziehen,  die  Verbindungsgerade  TJ  nach  der  obigen 
Darlegung  parallel  zur  Normalen  der  vom  Punkte  B  beschrie- 
benen Curve.  Das  Gleiche  gilt  von  der  Verbindungsgeraden  T'J\ 
die  wir  erhalten,  indem  wir  A^f'  senkrecht  ^C  und  H'J'  senk- 
recht  ^A  ziehen.  Es  ist  demnach  FJ||F'J'.  Durch  diese  Be- 
ziehung wird,  wenn  der  Erttmmungsmittelpunkt  A  und  einer  von 
den  Erümmungsmittelpunkten  F,  F'  bekannt  ist,  der  andere  dieser 
beiden  letzteren  gefunden.  Um  aber  den  Erttmmungsmittelpunkt  A 
zu  erhalten,  wenn  die  beiden  Erümmungsmittelpunkte  F,  F'  ge- 
geben sind,  mttssen  wir  noch  die  feigende  Beziehung  beweisen. 
Errichten  wir  auf  A  T  die  Senkrechte  TD  bis  an  A  A,  ebenso  auf 
^F'  die  Senkrechte  T'D^  bis  an  -4A,  femer  auf  -4A  die  Senk- 
rechten DEj  i?'-E',  welche  die  Geraden  -4 C,  AC  resp.  in  den 
Punkten  ß,  E'  treffen,  dann  schneidet  die  Gerade  EE^  die  Nor- 
male A  A  der  Curve  a  in  dem  Erttmmungsmittelpunkte  A.  Denn 
betrachten  wir  die  beiden  Geraden  AA^  AT  als  einen  geradlinigen 
Eegelschnitt,  so  ist  AHJTDE  ein  demselben  eingeschriebenes 
Seckseck,  und  da  sowohl  die  Seiten  A  fl,  TD  als  die  Seiten  Jff^ 
DE  parallel  sind,  so  müssen  nach  dem  Satze  von  Pascal  auch 
die  beiden  Seiten  £A,  TJ  parallel  sein.  Aus  demselben  Grunde 
ist  E'A  parallel  F' J'  und  weil  FJ,  F'J'  Parallele  sind,  liegen 
die  Punkte  AEE'  auf  einer  Geraden.  0 

>)  Diese  Construction  des  Erammungsmittelpunktes  wurde  von  Mann- 
heim mitgetheiit  in  Annali  di  Matematica.  185S.  T.  I.  p.  364.  Yergl.  auch 
Mannheim,  Cours  de  giomitrie  descripiive.  1880.  p.  207. 
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Wenn  in  Fig*  99  die  Curven  y,  y^  Kreise  sind,  oder  wenn 
insbesondere  einer  dieser  Kreise  za  einem  Punkte  znsammen- 
schrampft,  dann  ist  die  Curare  a  ein  Cartesisches  Oval;  und  jene 
Gonstrnction  liefert  demnach  den  Krttmmnngsmittelpunkt  A  des 
Gartesischen  Ovals.  Ist  die  eine  Gnrve  /  durch  eine  Gerade,  die 
andere  /'  durch  einen  Punkt  vertreten ,  dann  ist  die  Curve  a  ein 
Kegelschnitt;  und  durch  jene  Oonstruction,  die  sich  in  diesem  Falle 
vereinfacht,  erhalten  wir  den  Krümmungsmittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts. 

46.  Betrachtung  einer  veränderlichen  Punlctgruppe  auf  einer 
bewegten  Geraden,  a)  Eine  bewegte  Gerade  9,  welche  ihre  Htlll- 
bahncurve  g,  Fig.  100,  im  Punkte  %  bertthrt,  schneidet  die  vier 
Gurven  ay  ß,  yy  d  resp.  in  den  Punkten  A,  B^  Cj  i>,  die  eine 
veränderliche  Punktgruppe  bilden.  Die  im  Berührungspunkte  ® 
auf  g  errichtete  Senkrechte  schneidet  die  Normalen  dieser  Gurven 
beziehlich  in  den  Punkten  ^t),  j5«,  (^,  JD^.  Nehmen  wir  an,  es 
rotire  die  Gerade  g  momentan  mit  einer  Drehgeschwindigkeit 
gleich  der  Einheit  um  den  Punkt  ®,  dann  repräsentiren  die 
Strecken  ®^t>,  ®B^y  ®(^,  ®A  die  lothrechten  Geschwindig- 
keiten der  Längenänderungen  der  Strecken®^,  ®jS,  ®C,  ®D. 
Sollen  nun  die  Strecken  AB^  CD  während  der  Bewegung  der 
Geraden  g  in  constantem  Verhältnisse  bleiben,  so  muss  auch  die 
Proportion 

A^By,  ^   AB 
a,D^  ~    CD 

bestehen.  Hiernach  ist,  wenn  der  Berührungspunkt  ®  und  die 
Normalen  von  dreien  der  Gurven  a,  /?,  /,  d  gegeben  sind,  die  Nor- 
male der  vierten  Gurve  leicht  zu  construiren. 

Dreht  sich  in  Fig.  101  die  Gerade  g  um  den  festen  Punkt  ®, 
ist  auf  dieser  Geraden,  welche  die  Gurven  cc^  ßj  y  resp.  in  d^n 
Punkten  A,  Bj  C  schneidet,  ®  C—  BA]  und  sind  -4»,  -B»,  C»  die 
Schnittpunkte,  welche  die  in  ®  auf  g  errichtete  Senkrechte  mit 
den  Normalen  dieser  Gurven  bildet,  so  ist  auch  ®  6^  »=  £»  ^t. 

In  Fig.  102  ist  beispielsweise  a  eine  Gerade,  ß  ein  Kreis  mit 
dem  Hittelpunkte  M.  Um  nun  die  Normale  CÖ>  an  der  von  C 
erzeugten  Curve  y,  wenn  ®C^=^BA  ist,  zu  erhalten,  errichten 
wir  in  ®  auf  g  eine  Senkrechte,  welche  BMin  B^^  und  die  in  A 
auf  a  errichtete  Senkrechte  in  A^^  trifft,  und  nehmen  auf  jener 
Senkrechten  ®Ci,  =  -B»^t.  Wenn  insbesondere  der  Kreis  ß  un- 
endlich gross  ist,  wenn  also  die  um  ®  rotirende  Gerade  g  zwei 
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fegte  Gerade  o,  ß  schneidet,  dann  ist  die  vom  Punkte  C  auf  diese 
Weise  erzeugte  Cnrre  eine  Hjrperbel. 

Befindet  sich  in  Fig.  103  der  Punkt  ®  auf  dem  Kreise  ß  und 
berührt  die  Gerade  a  diesen  Kreis,  dann  ist  die  vom  Punkte  C 
erzeugte  Curve  y  eine  allgemeine  Cissoide,  welche  in  die  Gissoide 
des  Diocles  übergeht,  wenn  ®  dem  Berührungspunkte  diametral 
gegenüber  liegt.  Die  Normale  CC^  ergiebt  sich  also,  weil  (^C^^BA 
ist,  indem  wir  ®  Q> «»  £«>  ^t)  machen. 

Liegt  der  Punkt  ®  in  Fig.  104  auf  dem  Kreise  ß  und  geht 
die  Gerade  a  durch  den  Mittelpunkt  M  desselben;  dann  ist  die 
von  C  erzeugte  Curve  y  eine  doppelpunktige  Focalcurve,  deren 
Doppelpunkt  (&  ist.  Da  der  Curvenpnnkt  C  auf  der  Geraden  g 
erhalten  wird,  indem  wir  ®C^=^BA  machen,  und  der  Curven- 
pnnkt O  auf  der  durch  den  Kreismittelpunkt  M  gehenden  Geraden 
sich  ergiebt,  indem  wir  ®<I>  »»Sif  abtragen,  so  sind  die  Drei- 
ecke ABMf  C®^  congrnent.  Bezeichnet  fi  den  Schnittpunkt, 
welchen  <I>  (7  mit  der  zu  a  Parallelen  ®  ^  bildet,  so  sind  denmach 
in  dem  Dreieck  C®  fi  die  Winkel  bei  C  und  ®  gleich,  es  ist  also 
liC^^lJi(S>\  und  dies  ist  die  Beziehung,  welche  in  Art  39  zur 
Construction  der  doppelpunktigen  Focalcurve  gedient  hat.  Die 
Normale  CC^  an  dieser  Curve  wird  somit  erhalten,  wenn  wir 
®  Ci)  SB  ^D  ^t,  machen.  0 

b)  In  Fig.  105  bewegt  sich  eine  Gerade  9,  welche  die  Curven 
a,  ß^  y  in  den  Punkten  A^B^C  schneidet,  derart,  dass  die  Punkt- 
gruppe ABC  ähnlich  bleibt.  Bezeichnet  ®  den  Berührungspunkt 
auf  der  HüUbahncurve  g,  der  Geraden  g^  und  wird  in  ®  auf  g  eine 
Senkrechte  errichtet,  welche  die  Normalen  der  Curven  a,  /?,  y 
resp.  in  den  Punkten  A^^  B'o  Co  schneidet,  so  ist  A^q  B^  Co  ähnlich 
ABC\  und  es  besteht  also  die  Proportion  Ati  B^  :  B\,  Co  *=  AB :  BC, 
Fällt  insbesondere  eine  der  Curvennormalen ,  z.  B.  AA^  mit  der 
Geraden  g  zusammen,  dann  coincidiren  die  Punkte  ^0,  ®;  dem 
zufolge  ist  in  diesem  Specialfalle  ®BoCm  ähnlich  ABC  und 
®-Bt, :  5öCi  =  AB\  BC.  Sind  a,  b,  c  die  Tangenten  an  den 
Curven  a^  ß,  y  und  denken  wir  uns  diese  Curven  durch  diese 
Tangenten  ersetzt,  dann  würde  die  bewegte  Gerade  g^  auf  der 
die  Punktgruppe  ABC  ähnlich  bleiben  soll,  eine  Parabel  um- 
hüllen. Dem  zufolge  ist  der  Berührungspunkt  ®  der  bewegten 
Geraden  g  auf  ihrer  HüUbahncurve  g  identisch  mit  dem  Berüh- 


')  TAskJxnheim^  Nouveltes  Annales  de Math^matiques.  1857.  T.  16.  p.  322, 
nnd  femer  D'Ocagne,  daselbst.  1880.  2^me  Serie.  T.  19.  p.  289. 
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rnngspnnkte  &  auf  dieser  Parabel,  an  der  die  yier  Geraden  djitC^g  i 

Tangenten  sind  und  die  hierdarch  bestimmt  ist  Vermittelst  jener 
Proportion  kann  die  auf  ff  senkrechte  Gerade  leicht  constrnirt 
werden,  deren  Fusspunkt  der  Bertthrangspnnkt  ®  ist.  Wir  können 
aber  aach  in  rerschiedener  Weise,  wie  in  Art.  33  c)  gezeigt  wurde, 
gestützt  anf  eine  Specialisimng  des  Brian chon'schen  Satzes  den 
Punkt  ®  als  Bertthrangspnnkt  an  der  genannten  Parabel  yermit- 
telst  dreier  Httlfsgeraden  constrniren.  Um  beispielsweise  zwei 
dieser  Gonstnictionen  des  Berührungspunktes  ®  in  Fig.  IM  aus- 
zufahren, ziehen  wir  t  C,  femer  zu  c  die  Parallele  BCl  und  durch 
den  Schnittpunkt  Cl  dieser  Geraden  zu  a  die  Parallele  H  @ ;  oder 
wir  ziehen  die  Gerade  A  m ,  femer  die  zu  a  parallele  Gerade  B  0 
und  durch  den  Schnitt  0  dieser  Geraden  zu  c  die  Parallele  0®. 
47.  Anwendung  auf  die  Construction  des  Krümmungsmittel- 
punktes der  Kegelschnitte  und  der  cyclischen  Curven.  a)  Die 
Ellipse  a  ist  in  Fig.  106  durch  den  Punkt  A  der  starren  Geraden 
SS  erzeugt,  deren  Punkte  93,  @  sich  auf  Axen  der  Ellipse  be- 
wegen. Die  Ellipsennormale  A^  wird  durch  den  Pol  $,  den  Schnitt- 
punkt $  der  resp.  in  Sd  und  S  auf  den  Axen  errichteten  Senk- 
rechten, bestimmt  und  schneidet  die  Axen  in  den  Punkten  A^  B. 
Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ABSbj  A^iS.  folgt  die  Proportion 

AB:AS^^A^:A(S.i 

und  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  A^Sd^  ACd  ergiebt  sich  die 

Proportion 

AS^:AC=ASb:A(i. 

Da  die  Strecken  A^y  AQ.  resp.  gleich  den  Halbaxen  mb^  ma 
der  Ellipse  sind,  so  ist  das  Verhältniss 

AB  ^  mb^ 

AC        ma^ 

constant  und  die  Punktgruppe  ABC  auf  der  Normalen  bleibt  für 
alle  Lagen  derselben  ähnlich.  Dieselbe  Beziehung  kann  in  anderer 
Weise  auch  leicht  bei  der  Hyperbel  nachgewiesen  werden.  Hier- 
nach erhalten  wir  den  Steiner'schen  Satz: 

Die  Tangente  a  und  Normale^  an  einem  beliebigen 
Punktet  eines  Kegelschnittes  a  und  die  beiden  Axen 
desselben  bestimmen  als  Tier  Tangenten  eine  Parabel, 
welche  die  Normale  g  im  Erflmmungsmittelpunkte 
berührt.  0 


*)  Steiner,   Vorlesungen  über  syniheiische  Geometrie,    II.  Theü  von 
Schröter.  1867.  §  37.  —  C.  Pelz  hat  in  einer  sehr  yoUst&ndigen,  überaichtlichen 
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Gemäss  der  oben  gegebenen  Constructionen  erhalten  wir  so* 
mit  erstens  den  Krttmmnngsmittelpunkt  (§>  in  Fig.  106,  indem  wir 
iC  ziehen,  ferner  Bü,  parallel  der  Axe  mc  nnd  O®  senkrecht  g 
resp,  parallel  der  Tangente  a;  zweitens,  indem  wir  Am  ziehen, 
dann  BO  senkrecht  g  oder  parallel  a  und  0®  parallel  mc.  0 

Nach  der  obigen  Darlegung  ist  @B^Ct^  ähnlich  ABCy  und 
es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  durch  die  ausgeführten  Con- 
structionen diese  Beziehung  erfüllt  wird.  Für  die  Scheitel  des 
Kegelschnittes  werden  die  Constructionen  unbrauchbar.  Wenn  A 
sich  z.  B.  in  dem  Scheitel  a  der  Ellipse  a  befindet,  coincidirt  der 
zum  Scheitel  a  gehörende  Krtlmmungsmittelpunkt  ©«  mit  dem  be- 
treffenden Punkte  Bj  und  C  ist  nach  m  gelangt,  so  dass  AC'^ma 
wird.    Nach  jenem  constanten  Verhältnisse  ergiebt  sich  dann 

ma  ' 

und  hiernach  kann  man  den  Krtlmmungsmittelpunkt  ®a  in  fol- 
gender Weise  construiren.  Wir  ziehen  an  die  Scheitel  a,  *  die 
Tangenten,  welche  sich  im  Punkte  J  treffen  und  von  J  auf  die  Ver- 
bindungsgerade ab  die  Senkrechte  J®a ,  welche  die  Axe  ma  in  ®a 
schneidet;  und  die  Verlängerung  dieser  Senkrechten  liefert,  wie  aus 
der  Symmetrie  dieser  Construction  hervorgeht,  zugleich  auf  der 
Axe  mb  den  zum  Scheitel  b  gehörenden  Krümmungsmittelpunkt. 

b)  Wenn  in  Fig.  107  ein  Kreis  p  an  einem  festen  Kreise  7t 
rollt,  so  beschreibt  ein  mit  dem  rollenden  Kreise  p  verbundener 
Punkt  A  eine  cyclische  Curve  a  (Art.  57);  und  die  von  A 
nach  dem  Berührungspunkte  B  der  Kreise,  dem  Pol  %  gezogene 
Gerade  AB  ist  die  Normale  an  der  cjclischen  Curve. 

Verbinden  wir  A  mit  dem  Mittelpunkte  F  des  rollenden 
Kreises  p  und  ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  <I>  des  festen 
Kreises  7t  zu  AF  die  Parallele  ^ C,  die  ^ -B  in  C  trifft,  dann  ist 
wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  BAF,  BC^  das  Verhältniss 

AB  __  FB 
BC  ~  B<P 

constant;  und  femer  ist  auch  die  Strecke  ^C  constant  Demnach 
bewegt  sich  der  Schnittpunkt  C  auf  einem  mit  7t  concentrischen 

Zusammenstellung  gezeigt,  dass  die  vielen  bekannten  Constructionen  für  die 
Krümmungsmittelpunkte  der  Kegelschnitte  aus  diesem  St  ein  er 'sehen  Satse 
abgeleitet  werden  können.  Sitzungsberichte  der  königi,  böhm,  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  1879. 

^)  Vergl.  Mannheim  a.  a.  0.    Bour  a.  a.  0.  p.  53. 
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Kreise.  Ist  ®  der  entsprechende  Erttmmnngsmittelpankt  der  cycli- 
scben  Cnrye,  nnd  sind  B^j  (7«,  die  Schnittpunkte,  welche  die  in 
®  auf  A  C  errichtete  Senkrechte  resp.  mit  J54>,  C<I>  bildet,  so  ist 
nach  der  in  Art.  46.  b)  abgeleiteten  Beziehung 

®B^  ^  AB 
B^  C\)        B  C 

Um  hiemach  den  Erümmungsmittelpunkt  ®  zu  construiren,  er- 
richten wir  in  -B  auf  ^-B  die  Senkrechte  50,  die  AF  in  £l 
schneidet  und  ziehen  die  Gerade  £14>,  dann  trifft  diese  AB  im 
Erttmmungsmittelpunkte  ®.  Denn  bezeichnet  U  den  Schnitt  von 
Q5  und  C4>,  so  ist 

®B^  _  ZlB   _  AB    n 

Br^a  ~   BU    ~  BC 

Diese  Gonstruction  des  Krttmmungsmittelpunktes  kann  auch  auf 
die  Ellipse  angewendet  werden.  Denken  wir  uns  in  Fig.  106 
um  m  mit  dem  Radius  m$  einen  Kreis  beschrieben,  femer  auch 
ttber  m^  oder  9@  als  Durchmesser  einen  zweiten  Kreis,  der  in 
dem  ersten  festen  Kreise  rollt ;  dann  erzeugt  der  mit  dem  rollen- 
den Kreis  verbundene  Punkt  A  nach  Art  18  die  Ellipse  or.  Er- 
richten wir  also  auf  A^  die  Senkrechte  ^O,  die  ^3  in  O 
schneidet,  und  ziehen  wir  die  Gerade  ttiO,  so  trifft  diese  A^  in 
dem  Krttmmungsmittelpunkte  (3. 

c)  In  Fig.  108  nehmen  wir  an,  dass  bei  der  ähnlich- veränder- 
lichen Punktgruppe  ABC  auf  der  bewegten  Geraden  9,  der  Punkt 
C  beständig  der  Berühmngspunkt  auf  der  zur  Geraden  g  gehören- 
den Hüllbahncurve  y  sei,  deren  entsprechender  Krttmmungsmittel- 
punkt  mit  F  bezeichnet  ist.  Die  auf  g  errichtete  Senkrechte  CF 
schneidet  die  Normalen  der  von  A ,  B  beschriebenen  Bahncurven 
a,  ß  resp.  in  den  Punkten  ^t»  B^yj  und  wenn  diese  Punkte  als 
die  Endpunkte  der  lothrechten  Geschwindigkeiten  von  ^,  ^  be- 
trachtet werden,  dann  ist  nach  S.  63  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit des  auf  y  laufenden  Bertthmngspunktes  C  gleich  CF.  Da 
aber  die  Punktgmppe  ABC  auf  der  bewegten  Geraden  g  ähnlich 
bleibt,  so  ist  auch  A^FBt,  ähnlich  ACB.  Der  Krflmmungsmittel- 
punkt  F  der  Hilllbahncurve  y  theilt  also  in  diesem  Falle  die 
Strecke  A^  B^  in  demselben  Verhältnisse,  wie  der  Berühmngspunkt 
C  die  Strecke  AB. 


0  Auf  diese  Weise  hat  Mannheim  die  angegebene  Gonstruction  zuerst 
begründet.  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques,  1859.  T.  18.  p.  371.  —  Eine 
neue  directe  Ableitung  dieser  Gonstruction  ist  in  Art.  59  dargelegt. 
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Bewegen  sich  in  Fig.  109  zwei  Ponkte  A^  B  wat  einen 
Kreise  A,  dessen  Mittelpunkt  4>  ist,  so  dass  ihre  Geschwindigkeiten 
AA„^  BBg  in  jedem  Zeitmomente  in  eonstantem  Verhältnisse  stehen ; 
dann  theilt  der  Punkt  C,  in  welchem  die  Verbindnngsgerade  A  B 
ihre  HttUbahncnrve  y  berührt,  die  Strecke  AB  in  demselben  con- 
stanten  Verhältnisse.  Denn  ist  ^  £  in  die  nnendlich  nahe  Nachbar- 
lage A^B^  gelangt,  so  sind  die  nnendlich  kleinen  Dreiecke  CAA\ 
CBB'  ähnUch,  nnd  es  ist 

AC  ^  AA'        AA, 

BC        Bß'  "  BB„  ' 

Die  auf  diese  Weise  erzeugte  HttUbahncnrve  y  ist^  wie  in  Art  71 

bewiesen  wird ,  eine  cyclische  Cnrve ;  und  der  zu  C  gehörende 

Ertlmmungsmittelpunkt  F  derselben  ergiebt  sich  demnach,  wenn 

wir  in  C  auf  AB  eine  Senkrechte  errichten,  die  ^4>,  54>  resp. 

in  Atij  Bxy  schneideti  und  auf  dieser  Senkrechten  den  Punkt  F  so 

bestimmen,  dass 

A^T        AC 

B^T  "*  BC 

ist,  also  AüTBn  ähnlich  AGB  machen. 0 

c)  Ist  k  in  Fig.  109  eine  beliebige  Curve  und  sollen  die 
Punkte  A^  B  sich  auf  derselben  so  bewegen,  dass  die  unendlich 
kleinen  Dreiecke  CAA\  CBB'  stets  gleichen  Inhalt  haben;  dann 
muss  der  Berührungspunkt  C  der  zugehörigen  HflUbahncurye  in 
der  Mitte  von  AB  liegen.  In  diesem  Falle  ist  der  Inhalt  des 
Segmentes,  welches  die  Sehne  A  B  von  der  Curve  k  abschneidet, 
constant;  und  umgekehrt,  wenn  der  Inhalt  dieses  Segmentes  con- 
stanty  ist  C  die  Mitte  von  A  B. 

In  Fig.  110  bewegen  sich  die  beiden  Punkte  A ,  B  resp.  auf 
den  Geraden  a,  &,  die  sich  in  M  schneiden,  derart,  dass  der  In- 
halt des  Dreiec&s  MAB  constant  bleibt,  dann  ist  auch  das  Pro- 
duct  MA  .  MB  constant.  Dem  zufolge  beschreiben  die  beiden 
Punkte  A^  B  auf  den  Geraden  a,  b  projective  Punktreihen  und 
die  Verbindungsgerade  AB  umhttUt  dann  eine  Hyperbel  /,  deren 
Asymptoten  a,  b  sind.  Die  Gerade  A  B  berührt  mit  ihrer  Mitte  C 
die  Hyperbel  y  und  der  zum  Punkte  C  gehörende  Erflnmiungsmittel- 
punkt  F  ist  die  Mitte  der  Strecke  A^^  B^^  welche  die  beiden  in 
A^  B  auf  den  Asymptoten  a»  b  errichteten  Senkrechten  auf  der 
zu  C  gehörenden  Normale  der  Hyperbel  abschneiden. 

*)  £ine  andere  Ableitung  dieser  Gonstruction  hat  Mannheim,  Churs  de 
gdam^trie  descripHve.  1880.  p.  203,  mi<;getheilt. 
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Beziebnngen  der  Erümmnngsmittelpnnkte  der  Garren 
im  bew^ten  ebenen  System  nnd  der  erzengten  Cnrven 

im  festen  ebenen  System. 

48.  Die  Bobillier'schen  Constructionen  der  KrDmmungsmittel- 
punkte.  a)  Nachdem  wir  die  Gonstmction  der  Tangenten  nnd 
Normalen  an  den  Cnryen  ansftthrlich  behandelt  haben ,  müssen 
wir  anch  die  Beziehungen  anfsnchen^  welche  die  Grundlage  bilden 
für  die  Gonstmction  der  Erümmnngsmittelpnnkte  der  darch  die 
Pnnkte  und  Gurven  eines  bewegten  ebenen  Systems  erzeugten 
Bahncurven  und  Hüllbahncurven. 

Wir  bezeichnen  in  Fig.  111,  Taf.  VI  mit  aS/,  S//,  Sm  drei 
discrete  Lagen  eines  ebenen  Systems  S^  welches  sich  in  einem 
festen  ebenen  System  S  bewegt;  femer  mit  fiyfn^fiu  die  drei 
Lagen  eines  dem  System  S  angehörenden  Kreises/,  dessen  Mittel- 
punkt F  sein  möge,  und  nehmen  an,  es  seien  $[/,  S9;/,  S///  die 
Berührungspunkte,  welche  die  drei  congmenten  Kreise  fi^  fi^  fm 
mit  einem  zum  System  £  gehörenden  Kreise  (p  an  derselben  Seite 
liegend  bilden.  Die  Mittelpunkte  i^/,  i^//,  Fm  dieser  drei  Kreise 
befinden  sich  beziehlich  auf  den  vom  Mittelpunkte  ^  des  Kreises 
€p  nach  den  Berühmngspunkten  %,  J8//,  Sm  gehenden  Radien  und 
auf  dem  um  O  beschriebenen  Kreise  (p\  Nehmen  wir  femer  an, 
es  sei  t  eine  gegebene  Gerade,  welche  die  noch  unbekannten 
Pole  ^///,  ?/////  der  Systemlagen  5/,  Sn  und  S//,  Sm  enthalten  soll, 
so  ergeben  sich  diese  Pole  auf  t ,  indem  wir  von  4>  nach  den  Mitten 
^///>  ^iiiii  ^®^  Strecken  F/F//,  FnFm  Gerade  ziehen.  Hiemach 
sind  jene  drei  Systemlagen  bestimmt;  denn  das  System  S  wird 
von  &i  nach  S/j  gebracht,  wenn  wir  die  Systemstrecke  ^ii\Fi 
nach  %iiFii  und  dann  die  Systemstrecke  %//// -F//  nach  ^imFiu 
drehen.  Dadurch  gelangt  der  Systemkreis/  von/^  nach  y}^,  dann 
nach  y)y;,  und  zu  den  Berührungspunkten  9/,  ®//,  (S///  ergeben 
sich  auf  den  entsprechenden  Kreisen  beziehlich  die  homologen 
Pnnkte  9l//3l/if,  S3/S3///,  S/S//.  Diese  ausgeführte  Bestimmung  der 
drei  Systemlagen  5/,  5//,  Sm  erfordert  nur  die  Mittelpunkte  4>, 
//,  F//,  Fm  und  die  Gerade  t,  demnach  dind  diese  Lagen  von 
der  Grösse  des  Systemkreises  /  und  des  Kreises  q>  unabhängig. 
Diese  Beziehungen  bleiben  bestehen,  wenn  die  drei  Systemlagen 
^iy  ^lu  ^iii  nnendlich  nahe  auf  einander  folgen,  wenn  also  die 
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drei  Punkte  ä/,  ö//,  S///,  sowie  die  drei  Fankte  J^/,  F//,  Fm  un- 
endlich nahe  liegen;  dann  geht  die  Gerade  t  in  die  Tangente 
der  Polbahn  und  der  Kreis  q>'  in  den  Erttmmungskreis  der  Bahn- 
curve  des  Punktes  F  über. 

Betrachten  wir  nun  den  Kreis /als  den  Krtlmmungskreis  einer 
Gurre  des  Systems  S^  dann  ist  bei  nnendlich  nahen  Systemlagen  der 
Kreis  q>  der  Krümmungskreis  der  entsprechenden  Hüllbahncurve. 
Denken  wir  uns  noch  einen  Systempunkt  LmS  angenommen,  der 
ein  Elrümmungsmittelpunkt  einer  Gurve  des  Systems  S  ist,  und  sind 
i/,  i//,  Lui  in  den  drei  Systemlagen  die  drei  entsprechenden  unend- 
lich nahen  Punkte,  so  ist  auch  der  Mittelpunkt  A  des  durch  diese 
drei  Punkte  gehenden  Kreises  der  Krümmungsmittelpunkt  für  die 
Bahncnrve  des  Punktes  L  nnd  zugleich  für  die  zugehörige  Hüll- 
bahncurve.  Wohl  können  die  drei  aufeinander  folgenden  Punkte  jP/, 
Fuj  Flu  auf  dem  Kreise  q>^  in  yerschiedener  Weise  nnendlich  nahe 
gelegt  werden,  dem  entsprechend  erhalten  dann  auch  die  Punkte 
Z/,  Luy  Liu  auf  der  Bahncunre  des  Punktes  L  verschiedene  un- 
endlich kleine  Abstände  LjLu  und  LuLni]  aber  solche  Aende- 
rungen  dieser  unendlich  kleinen  Abstände  bewirken  nur  eine  un- 
endlich kleine  Lagenänderung  des  Krümmungsmittelpunktes  A,  die 
gegen  endliche  Grössen  verschwindet 

Liegen  auf  dem  Kreise  q)\  dessen  Mittelpunkt  4>  ist,  die  drei 
Punkte  Fiy  Fu^  Fm  unendlich  nahe  und  ist  die  Gerade  t  die  be- 
treffende Polbahntangente,  dann  liefert  die  für  discrete  Lagen 
angegebene  Bestimmung,  hier  angewendet,  auf  der  Tangente  t  der 
Polbahn  die  unendlich  nahen  Pole  $///,  $/////,  welche  mit  den 
Punkten  i'/,  F/j,  Fm  zusammen  drei  unendlich  nahe  Lagen  des 
bewegten  Systems  S  und  damit  auch  die  Krümmungsmittelpunkte 
bestimmen.  Nennen  wir  nun  die  Krümmungsmittelpunkte  F,  4> 
einer  Systemcurve  und  der  zugehörigen  HüUbahncurve  entspre- 
chende Krümmungsmittelpunkte  dieser  beiden  Gleitcurven; 
und  beachten  wir,  dass  wir  die  Punkte  i^/,  i^//,  Fm  in  beliebigen 
nnendlich  kleinen  Abständen  folgend  auf  dem  um  4>  beschrie- 
benen Kreise  q>'  bei  der  Bestimmung  der  Krümmungsmittelpunkte 
annehmen  können,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Zwei  entsprechende  Krümmungsmittelpunkte  und 
die  betreffende  Polbahntangente  bilden  ein  Aequi- 
valent  für  drei  unendlich  nahe  Lagen  eines  bewegten 
ebenen  Systems  und  bestimmen  die  gegenseitige  Lage 
der  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkte  aller 
Gleitcurven. 
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Ist  in  Fig.  112  der  Erümmungsmittelpmikt  P  einer  Garve  / 
des  bewegten  ebenen  Systems  S^  femer  der  entsprechende  Krüm- 
mongsmittelpnnkt  4>  der  zugehörigen  Httllbahncnrye  (p  in  dem 
festen  System  £  und  die  betreffende  Polbahntangente  $t  gegeben, 
so  können  wir  zu  jedem  beliebig  angenommenen  Erttmmongs- 
mittelpnnkte  der  einen  Gleitcnnre  den  entsprechenden  der  anderen 
leicht  in  folgender  Weise  constrniren.  Es  sei  L  ein  beliebig  ange- 
nommener Krttmmungsmittelpnnkt  einer  Systemcurve  /,  so  ziehen 
wir  die  Gerade  $i^,  machen  den  Winkel  L^q  entgegengesetzt 
gleich  dem  Winkel  F^t^  verbinden  den  Schnittpunkt  Q  der  Ge- 
raden $q,  FL  mit  %  dann  treffen  sich  die  Geraden  «PO,  $X 
in  dem  entsprechenden  ErtUnmnngsmittelpnnkte  A  der  zugehörigen 
HtUlbahncurve  L  Denn  die  Punkte  Lj  A  liefern  in  der  That  als 
entsprechende  Erttmmungsmittelpunkte  zusammen  mit  den  ent- 
sprechenden Erümmungsmittelpunkten  Fy  4>  nach  dem  Satze  in 
Art.  31  wegen  der  entgegengesetzt  gleichen  Winkel  A^q,  4>$t 
die  vorhin  gegebene  Polbahntangente  $t;  und  die  beiden  Punkte 
<I>,  F  nebst  dieser  Tangente  $t  sind  nach  unserer  obigen  Dar- 
legung drei  unendlich  nahen  Systemlagen  äquivalent,  welche 
sämtliche  Erttmmungsmittelpunkte  bestimmen.  Ist  umgekehrt  der 
Punkt  A  als  Erttmmungsmittelpunkt  einer  HtUlbahncurve  in  dem 
festen  System  2  gegeben ,  dann  ergiebt  sich  in  analoger  Weise 
der  entsprechende  Erttmmungsmittelpunkt  L  der  zugehörigen  Sy- 
stemcurve.  Somit  erhalten  wir  die  folgende  wichtige  Construction : 

Ist  ein  Paar  entsprechender  Erttmmungsmittel- 
punkte <E>,  F  und  die  Polbahntangente  $t  gegeben,  und 
soll  zu  einem  beliebigen  Erttmmungsmittelpunkte  L 
der  entsprechende  A  construirt  werden,  so  machen 
wir  den  Winkel  L^(\  entgegengesetzt  gleich  dem 
Winkel  F^t,  ziehen  die  Gerade  jPX,  die  ^q  in  O  trifft, 
und  die  Gerade  <t>Q,  die  auf  ^L  den  gesuchten  ent- 
sprechenden Erttmmungsmittelpunkt  A  bestimmt. 

Nehmen  wir  im  System  <S  noch  einen  Erttmmungsmittelpunkt  D 
an  und  constrniren  wir  wieder,  indem  wir  den  Winkel  Z>  ^  q'  ent- 
gegengesetzt gleich  dem  Winkel  FSß  t  machen,  den  Schnitt  C  der 
Geraden  $  q',  FD  mit  4>  verbinden,  auf  ^  D  den  entsprechenden 
Erttmmungsmittelpunkt  A,  so  sind  die  Winkel  Z^^q  und  D^(\' 
gleich.  Durch  diese  Beziehung  erhalten  wir,  wenn  zwei  Paar 
entsprechende  Erttmmungsmittelpunkte  gegeben  sind,  ohne  Be- 
ntttzung  der  Polbahntangente  die  folgende  Construction  entspre- 
chender EjTttmmungsmittelpunkte. 

7* 
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SindOF,  AL  zwei  Paar  entsprechende  Erümmangs- 
mittelpunkte  und  soll  zu  einem  beliebigen  Erüm- 
mnngsmittelpankte  D  der  entsprechende  A  constrnirt 
werden,  so  bestimmen  wir  den  Pol  $,  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  4>F,  Ai,  ferner  den  Schnittpunkt 
)D  der  Geraden  4>A,  FL^  machen  den  Winkel  -D^q'  in 
gleichem  Sinne  gleich  dem  Winkel  jC^jQ,  ziehen  die 
Gerade  FD  bis  zum  Schnittpunkte  Q'  der  Geraden  ^q' 
und  verbinden  O'  mit  4>,  dann  ist  der  Schnittpunkt  A 
der  Geraden  0'4>,  ^D  der  gesuchte  entsprechende 
Erümmungsmittelpunkt. 

Diese  beiden  wichtigen  Constructionen,  aus  denen  viele  nütz- 
liche und  interessante  Besultate  hervorgehen,  wurden  zuerst  von 
Bobillier^)  in  anderer  Weise  abgeleitet ;  daher  werden  dieselben 
dieBobillier'schen  Constructionen  genannt.  IstderErtLm- 
mungsmittelpunkt  A,  Fig.  112,  im  festen  System  21  gegeben,  so 
erhalten  wir  in  analoger  Weise  umgekehrt  den  entsprechenden 
Erümmungsmittelpunkt  D  im  bewegten  System  S.  Aus  dieser 
Bestimmungsweise  der  entsprechenden  ErUmmungsmittelpunkte  er- 
giebt  sich,  dass  der  Berührungspunkt  der  betreffenden  Gleitcurven 
nicht  in  Betracht  kommt.  Anstatt  von  der  Geraden  ^F  können 
wir  auch  in  Fig.  112  von  der  Geraden  AZ  ausgehend  die  Be- 
stimmung der  entsprechenden  Punkte  D^  A  ausführen,  indem  wir 
den  Winkel  2?$q^  in  gleichem  Sinne  gleich  dem  Winkel  F^Q 
machen,  und  von  dem  Schnittpunkte  Of  der  Geraden  $q',  LD 
nach  A  die  Gerade  O'A  ziehen;  dann  trifft  dieselbe  die  Gerade  ^D 
in  dem  ErUmmungsmittelpunkte  A.  Da  die  entsprechenden  Ecken 
der  Dreiecke  <I>AA,  FLD  auf  Geraden  liegen,  die  durch  den 
Pol  $  gehen,  so  liegen  nach  dem  Desargues'schen  Satze  auf  S.  83 
auch  die  drei  Schnittpunkte  O,  C,  O'  der  entsprechenden  Seiten 
dieser  Dreiecke  auf  einer  Geraden. 

Die  ausgeführten  Constructionen  sind  gleichartig,  ob  wir  in 
dem  einen  oder  in  dem  anderen  der  Systeme  S^  Z  die  ErUm- 
mungsmittelpunkte annehmen  und  die  entsprechenden  bestimmen ; 
daher  sind  auch  alle  Beziehungen  der  entsprechenden  ErUmmungs- 
mittelpunkte in  den  beiden  Systemen  aS,  S  wechselseitig  und  sym- 

>)  Bobillier,  Cours  de  g^omäirie,  1870.  p.  232.  Die  von  diesem  Autor, 
sowie  später  von  Anderen  gegebene  Begründung  dieser  Constructionen  er- 
mangelt der  vollen  Strenge,  weil  vorher  nicht  bewiesen  wird,  dass  durch 
zwei  entsprechende  ErUmmungsmittelpunkte  und  durch  die  Polbahntangente 
die  Systeme  der  entsprechenden  Krammungsmittelpunkte  bestimmt  sind. 


•  •  •       •  .  . 
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metrisch.  Bewegt  sich  das  System  S  in  Fig.  112  mit  den  Corven 
f,  / . . . I  deren  Erfimmnngsmittelpnnkte  F^L ..  sind,  nnd  werden 
in  dem  festen  System  S  die  zagehörigen  Hüllbahncnrven  %X..  er- 
zengty  welche  die  entsprechenden  Erümmungsmittelponkte  4>y  A . . 
besitzen,  so  treten  bei  der  Umkehnmg  der  Bewegung,  d.  h.  wenn 
das  System  S  festgehalten  und  das  System  S  bewegt  wird,  die 
Corven  /, ' . .  als  HttUbahncnryen  auf,  die  dann  von  den  bewegten 
Cnrven  %  X..  erzengt  werden ;  nnd  den  bewegten  Ertlmmongs- 
mittelponkten  4>,  A, . .  entsprechen  somit  im  betrachteten  Momente 
die  in  Bnhe  befindlichen  Ejrtlmmnngsmittelpnnkte  F,  Z , . . 

b)  Durch  die  beiden  Paare  entsprechender  Erttmmnngsmittel- 
ponkte  4>F,  AL  ist  ein  Gelenkyiereck  gegeben,  dessen  festge- 
haltene Seite  4>  A  das  System  S  nnd  dessen  Koppel  FL  das  be- 
wegte System  S  vertritt.  Drei  unendlich  nahe  Lagen  dieser 
Koppel  liefern  drei  unendlich  nahe  Lagen  des  Systems  «S,  die  sämt- 
liche entsprechende  Krümmungsmittelpunkte  bestimmen.  Ebenso 
bilden  je  zwei  andere  Paare  entsprechender  Krtimmungsmittel- 
punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  ein  Oelenkyiereck, 
welches  als  ein  Aequivalent  für  drei  unendlich  nahe  Systemlagen 
betrachtet  werden  kann. 

In  Fig.  HS  liegen  die  drei  Krttmmungsmittelpunkte  A,  Z,  i^ 
in  einer  Geraden,  und  dem  zufolge  coincidirt  der  Pol  $  mit  F.  In 
diesem  Falle  ist  nur  die  eine  der  beiden  oben  angegebenen  Con- 
structionen  anwendbar,  um  zu  einem  gegebenen  Krflmmungsmittel- 
punkte  D  den  entsprechenden  A  zu  ermitteln.  Wir  machen  in 
gleichem  Sinne  den  Winkel  2>$q'  gleich  <I>$A,  ziehen  die  Ge- 
rade LD^  die  ^of  in  O'  trifft,  und  die  Gerade  O'A,  welche 
auf  ^D  den  entsprechenden  Krttmmungsmittelpunkt  A  liefert 

Betrachten  wir  wieder  die  Fig.  112  und  stellen  wir  uns  vor, 
der  Pol  $  rücke  ins  Unendliche ;  dann  werden  die  Geraden  ^F^ 
AX,  Ai>,  Qq,  O'q'  parallel;  und  aus  der  Gleichheit  der  Winkel 
J9$q',  Zr$q  geht  die  Gleichheit  der  Abstände  der  Geradenpaare 
Q'q',  A2?  und  Oq,  Ai  hervor. 

Sind  in  Fig.  114  die  Geraden  4>F,  AZ  parallel,  befindet  sich 
also  der  Pol  $  im  Unendlichen,  und  soll  zu  einem  gegebenen 
Krttmmungsmittelpunkte  D  der  entsprechende  A  bestimmt  wer- 
den; dann  ziehen  wir  Dd'  parallel  X A,  femer  O'q'  parallel  ZA, 
so  dass  auf  der  Geraden  4>A  die  Abschnitte  ^'q',  AO  oder  die 
Abschnitte  Qq',  A<2'  gleich  sind,  femer  ziehen  wir  die  Gerade 
FD  bis  O'  und  die  Gerade  0'4>,  welche  Dd'  m  l^  schneidet 
Aus  dieser  Constraction  ergiebt  sich,  dass  der  Abstand  2>A  con- 
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stant  ist,  welche  Lage  wir  auch  fttr  D  resp.  fttr  A  auf  der  Ge- 
raden Dd'  annehmen.  Demnach  sind  in  dem  betrachteten  Falle 
für  alle  Systempnnkte ,  die  auf  einer  zn  A  £  Parallelen  liegen ,  die 
Erttmmnngsradien  der  entsprechenden  Bahncarven  von  gleicher 
Grösse.  Für  die  Parallele  ww'^  bei  welcher  der  Abstand  ti;' <l>=AO 
ist,  fällt  die  zugehörige  Parallele  q^  mit  4>jP  zusammen;  und  wir 
erhalten  zu  jedem  entweder  im  System  S  oder  im  System  S  an- 
genommenen Punkte  jener  Parallelen  ww'  einen  unendlich  fernen 
entsprechenden  Punkt.  Denn  je  näher  wir  eine  gedachte  Paral- 
lele X  an  die  Parallele  w  w'  rücken  lassen,  desto  weiter  liegen  die 
entsprechenden  Punkte  auf  der  Parallelen  x  auseinander  und  die 
Entfernung  dieser  Punkte  wird  unendlich  gross,  wenn  x  mit  w  w' 
zusammenfällt. 

c)  Die  Erttmmungsmittelpunkte  n,  P  der  in  Fig.  115  gezeich- 
neten Polbahn  7t  und  Polcurve  p  fGlr  den  betreffenden  Berührungs- 
punkt oder  Pol  $  sind  entsprechende  Erümmungsmittelpunkte  in 
dem  festen  System  und  in  dem  bewegten  System;  denn  die 
Gurve  tc  ist  die  Hüllbahncurve  der  Systemcurve  p.  Diese  beiden 
Curven,  die  Polbahn  und  Polcurve,  unterscheiden  sich  jedoch 
ganz  besonders  von  jedem  anderen  Paare  der  Gleitcuryen  da- 
durch, dass  sie  stets  aufeinander  rollen,  während  diese  letzteren 
auf  einander  gleiten.  Ist  D  der  Erttmmungsmittelpunkt  einer  in 
dem  bewegten  System  liegenden  Gurre  d  für  den  mit  der  zuge- 
hörigen Hüllbahncurve  6  gebildeten  Berührungspunkt  S),  so  er- 
giebt  sich  der  entsprechende  Erümmungsmittelpunkt  A  der  Hüll- 
bahncurve Ä,  indem  wir  die  Gerade  DP  ziehen,  auf  D^  die 
Senkrechte  $Q  errichten,  die  DP  in  O  trifft,  dann  schneidet  die 
Gerade  OII  die  Gerade  D^  in  dem  entsprechenden  Erümmungs- 
mittelpunkte A.  Denn,  da  die  Polbahntangente  $t  mit  $11  einen 
rechten  Winkel  bildet,  so  muss  nach  der  Bob  illi  er 'sehen  Gon- 
struction  auch  der  Winkel  A  $  O  ein  Bechter  sein.  Die  ftlr  diesen 
besonderen  Fall  erhaltene  Construction  des  zu  D  gehörenden 
Erünunungsmittelpunktes  A  stimmt  mit  der  in  Art.  47  b)  (Fig.  107) 
abgeleiteten  Construction  ttberein. 

49.  Projective  und  maassliche  Beziehungen  der  entsprechenden 
Krummungsmittelpunkte  auf  einer  durch  den  Pol  gehenden  Geraden. 
Nehmen  wir  in  Fig.  116  auf  einer  durch  den  Pol  ^  gehenden 
Geraden  g  eine  Reihe  von  Erümmungsmittelpunkten  D^D^D^... 
an  und  constrniren  wir  in  der  angegebenen  Weise,  indem  wir  den 
Winkel  </$q'  =  i^O  machen,  die  Reihe  Aj  A^  A3 . .  der  entspre- 
chenden Erümmungsmittelpunkte,  so  sind  diese  beiden  Punktreihen 
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projectiv ;  denn  die  Strahlenbüschel  F(D^  2>,  Z>, . .),  *  (Aj  A,  A, . .) 
schneiden  sich  in  den  auf  der  Geraden  $q'  liegenden  Punkten 
^11  ^9  ^  •  •  Diese  Constmction  zeigt,  dass  nnr  im  Pol  $  zwei 
entsprechende  Pnnkte  dieser  projectiven  Beihen  coincidiren;  nnd 
da  die  beiden  Reihen  zwei  Doppelpunkte  besitzen,  so  liegen  diese 
yereint  in  dem  Pol.  Demnach  vertritt  der  Pol  in  geometrischer 
Beziehung  zwei  Paare  sich  selbst  entsprechender  Punkte.  Wenn 
also  auf  einer  durch  den  Pol  gehenden  Oeraden  ein  einziges  Paar 
entsprechender  Erttmmungsmittelpunkte  gegeben  ist,  so  sind  durch 
dasselbe  und  durch  den  Pol  die  beiden  entsprechenden  projectiven 
Punktreihen  auf  dieser  Geraden  bestimmt. 

Ist  in  Fig.  117  auf  einer  Geraden  g  der  Pol  $  und  das  Paar 
Dy  A  entsprechender  ELrttmmungsmittelpunkte  gegeben,  dann  kön- 
nen wir  zu  einem  Punkte  D^  den  entsprechenden  A^  in  folgender 
Weise  construiren.  Wir  ziehen  durch  $  zwei  beliebige  Gerade 
$0y  $u,  nehmen  auf  der  ersten  einen  beliebigen  Punkt  D  an, 
ziehen  die  Gerade  02>,  OA,  welche  $u  resp.  in  U/>,  U^  schnei- 
den, femer  die  Gerade  D^Mdj  die  $o  in  O,  trifft,  und  die  Ge- 
rade Ol  Ua  )  die  den  entsprechenden  Punkt  A^  liefert.  Umgekehrt 
ergiebt  sich  auf  diese  Weise  zu  A^  der  entsprechende  Punkt  D^. 
So  erhalten  wir  z.  B.  zu  dem  unendlich  fernen  Punkte  A^  den 
entsprechenden  i?»,  indem  wir  die  Gerade  U^O»  parallel  $A^ 
und  die  Gerade  OicUi)  ziehen,  die  D^,  bestimmt.  Dieser  Punkt 
Z>tf,  dem  der  unendlich  fernere  Punkt  A«  entspricht,  ist  der  Gegen- 
punkt in  der  Reihe  DD^...  Die  Systemcurve,  der  Du,  als  Erttm- 
mungsmittelpunkt  angehört,  bertlhrt  ihre  HüUbahncurve  momentan 
in  einem  Wendepunkte  auf  derselben ;  oder  wenn  D^,  als  ein  be- 
schreibender Punkt  des  bewegten  Systems  betrachtet  wird,  so 
durchschreitet  derselbe  momentan  einen  Wendepunkt  seiner  Bahn- 
curve.  Denken  wir  uns  ebenso  in  der  Punktreihe  A  A^ . .  den 
Gegenpunkt  Ay;  bestimmt,  dann  ist  auf  der  betreffenden  System- 
curve der  Bertlhrungspunkt  mit  der  Httllbahncurve  ein  Wende- 
punkt der  Systemcurve.  Die  beiden  projectiven  Punktreihen  sind 
hiemach  auch  bestimmt,  wenn  der  Pol  ^  und  einer  von  den  bei- 
den Gegenpunkten  Z>v,  Ay^  gegeben  ist. 

In  Fig.  118  ist  wieder  auf  einer  Geraden  </  der  Pol  $  und 
ein  Paar  entsprechender  ErtLmmungsmittelpunkte  Z>,  A  gegeben; 
zu  einem  beliebigen  Punkte  Di  ist  der  entsprechende  A«-  constmirt 
Wenn  wir  nun  zu  dem  mit  A^  coincidirenden  Punkte  Du  den  ent- 
sprechenden Punkt  Ai  bestimmen;  dann  bilden  die  bei  diesen 
Constmctionen  gebrauchten  Hülfsgeraden  die  sechs  Seiten  eines 
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Yollständigen  Vierecks  £)<£)iiUz)U^.  Bezeiehnen  wir  den  Pnnkt 
der  Geraden  g^  in  welchem  A^,  Dt  coincidiren,  mit  S),  so  sind 
X)  Di  $  Ai  vier  harmonische  Punkte ;  und  wenn  der  Punkt  S)  sich 
im  Unendlichen  befindet,  liegt  der  Pol  $  in  der  Mitte  zwischen 
den  Punkten  Z>i-,  A»,  die  dann  Gegenpunkte  der  entsprechenden 
projectiven  Punktreiheji  sind.    Hiemach  erhalten  wir  den  Satz : 

Die  Krümmungsmittelpunkte  Di^  A^^  welche  den 
beiden  in  einem  Punkte  S)  coincidirenden  Erttmmungs- 
mittelpunkten  A^,  Dm  entsprechen,  bilden  mit  dem 
Punkte  ^  und  dem  Pol  $  vier  harmonische  Punkte; 
und  die  Gegenpunkte  der  projectiven  Beihen  der  ent- 
sprechendenErflmmungsmittelpunkte  liegen  auf  yer- 
schiedenen  Seiten  des  Pols  in  gleichen  Abständen 
von  demselben. 

Sind  in  Fig.  119  auf  der  Geraden  y  der  Pol  $  und  zwei  ent- 
sprechende Punkte  Dj  A  gegeben,  so  erhalten  wir  die  beiden  Gegen- 
punkte Z>i0,  Ay  in  folgender  Weise.  Wir  ziehen  durch  ^  zwei  be- 
liebige Gerade  $u,  $o  und  durch  D  eine  beliebige  Gerade, 
welche  den  beiden  ersten  resp.  in  den  Punkten  VLd  i  O  begegnet, 
ziehen  femer  die  Gerade  £)  A ,  die  $  u  in  U^  trifft,  und  legen  zur 
Geraden  g  die  Parallelen  Uz)2?^,  U^  AJ,  welche  $0  resp.  in  Oy^, 
Dio  schneiden;  dann  bestimmen  die  Geraden  OwUz),  U^  Oyr  auf  g 
beziehlich  die  Gegenpunkte  D„y  Ayr. 

Eine  Vereinfachung  der  Bestimmung  der  Gegenpunkte  2>»,  Ay^ 
ergiebt  sich,  wenn  wir  die  eine  jener  Parallelen,  z.  B.  U^  A^  ins 
Unendliche  verlegen,  dem  zufolge  liegen  auf  den  Geraden  $tt,  $o 
auch  die  Punkte  U^»  O»  im  Unendlichen;  und  somit  erhalten  wir 
die  folgende  einfachere  Construction.  Wir  ziehen  in  Fig.  180  durch 
den  gegebenen  Punkt  D  eine  beliebige  Gerade,  durch  die  beiden 
gegebenen  Punkte  $,  A  zwei  beliebige  Parallele,  welche  diese 
Gerade  in  Uj>,  £)  schneiden,  und  femer  \XdD„  parallel  $£).  Der 
andere  Gegenpunkt  Ay  ergiebt  sich  dann  am  einfachsten,  indem 
wir  $Ay;  =»  j^«,$  machen.  Soll  in  Fig.  120  der  Gegenpunkt  Ay, 
zuerst  bestimmt  werden,  so  ziehen  wir  durch  A  eine  beliebige 
Gerade,  durch  $,  D  zwei  beliebige  Parallele,  welche  diese  Ge- 
rade in  U^,  O  treffen,  und  dann  U^Ay;  parallel  $D.  Nach  dieser 
Gonstmction  sind  die  Punktgruppen  $jDi?»,  AD^  ähnlich,  dem- 
nach besteht  die  Proportion: 

2?i?^  :^i?  =  *?/>:  2?  A, 

und  es  ist  

DD^.DA^S^D\ 
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In  gleicher  Weise  ergiebt  sich: 

und  demnach  

AAy;.  A2?  =  $A*. 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt  noch  eine  nützliche  geometrische 
Beziehung,  wenn ,  wie  in  Fig.  120,  die  beiden  gegebenen  entspre- 
chenden Erttmmungsmittelpunkte  D^  A  zu  beiden  Seiten  des  Pols 
$  liegen.  Wir  beschreiben  um  Z>,  A  Kreise,  die  sich  im  Pol  $ 
berühren,  und  beschreiben  femer  ttber  2>A  als  Durchmesser  einen 
dritten  Kreis,  der  die  beiden  ersten  Kreise  einerseits  resp.  in  den 
Punkten  Z,  S  schneidet,  dann  sind  die  Fusspunkte  !>»,  Ay  der 
von  Z,  S  auf  i?A  gefällten  Lothe  die  beiden  Gegenpunkte. 

Aus  den  ähnlichen  Punktgruppen  A  i>  $ ,  "^DD^in  Fig.  120 
folgt  auch 

Setzen  wir  nun  ?2)  =  r.,  A^  =  — ^A  =  — >^,  $D„  — b^,  so 

erhalten  wir 

n  :  —  p^  =  (r<  —  bi) :  b*. 

Hieraus  ergiebt  sich 

ri-Qi^  bi  {Qi  —  ri) 

und 

1         1  1 


•••.•• 


ri         Qi         \>i 

Nehmen  wir  in  dieser  Gleichung  r<  =  —  ?i  *=  t,  dann  ist 

t  — 2b<. 

Es  giebt  demnach  auf  jeder  durch  den  Pol  gehenden  Geraden 
ein  Paar  entsprechender  KrtUnmungsmittelpunkte,  welche  auf  yer- 
schiedenen  Seiten  des  Pols  von  demselben  gleiche  Abstände  be- 
sitzen. 

Unter  allen  durch  den  Pol  gehenden  Geraden  nimmt  aber 
in  Fig.  116  die  Tangente  $t  an  der  Polbahn  eine  Sonderhaltung 
ein ;  denn  nehmen  wir  auf  derselben  einen  beliebigen  Krttmmungs- 
mittelpunkt  im  bewegten  System  an,  so  fällt  nach  der  Bobillier'- 
sehen  Gonstruction  jene  Htüfsgerade  "^q'  mit  der  (Geraden  ¥4> 
zusammen,  und  dem  zufolge  coincidirt  der  entsprechende  Krttm- 
mungsmittelpnnkt  mit  dem  Pol  %  Hiemach  entspricht  jedem  auf 
der  Polbahntangente  befindlichen  KrUmmungsmittelpunkte  des  be- 
wegten Systems  S  stets  der  Pol  $  im  festen  System  S.  Und  analog 
ergiebt  sich,  dass  jedem  auf  der  Polbahntangente  liegenden  KrUm- 
mungsmittelpunkte des  festen  Systems  2  der  Pol  $  im  beweg- 
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liehen  System  S  entspricht  Umgekehrt  entsprechen,  wenn  wir 
den  Pol  als  einen  Punkt  des  einen  Systems  betrachten ,  demselben 
alle  Punkte  der  Polbahntangente  in  dem  anderen  System. 

50.  Constniction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahn  und 
Poicurve.  In  Fig.  121  sei  die  Bewegung  eines  Systems  S  wieder 
dadurch  bestimmt,  dass  die  beiden  Curven/,  /  desselben  resp.  auf 
den  Gurven  %  l  in  dem  festen  System  S  gleiten,  und  es  seien 
die  zu  diesen  Gurven/,  /,  %  l  gehörenden  Krümmungsmittel- 
punkte FjL^  <t>,  A  gegeben,  welche  momentan  die  Ecken  eines 
Gelenkvierecks  bilden.  Um  zur  Bestimmung  des  Erümmungs- 
mittelpunktes  II  der  Polbahn  7t  zu  gelangen,  nehmen  wir  an,  es 
sei  ®  der  Berührungspunkt,  den  die  Yerbindungsgerade  q  der  be- 
weglichen Punkte  $,  O  momentan  mit  der  zugehörigen  Hüllbahn- 
curve  bildet;  und  errichten  auf  ^4>,  ^A,  %(§>  die  Senkrechten  ^Nf^ 
A.Nxj  ®iVg,  welche  die  Normale  ^n  der  Polbahn  resp.  in  den 
Punkten  iVy,  ^Xy  -^s  schneiden.  Ziehen  wir  femer  die  auf  ^n 
senkrechte  Polbahntangente  $t,  und  bezeichnen  wir  den  Winkel 
A?ßq  mit  0,  so  ist  auch  der  Winkel  <P^t  =  ö,  und  dem  zufolge 
macht  die  Polbahnnormale  ^n  mit  •$<!>  den  Winkel  ^^n=W—d. 
Durchläuft  der  Pol  $  eine  unendlich  kleine  Wegstrecke  ds  auf  der 
Polbahn  tt;  und  betrachten  wir  zunächst  die  beiden  Geraden  A$, 
®$,  welche  sich  um  die  momentan  festen  Punkte  A,  @  im 
System  S  drehen,  und  bezeichnen  wir  die  entsprechenden  unend- 
lich kleinen  Drehungswinkel  dieser  Geraden  resp.  mit  dX^^  dX^\ 
so  ist  nach  der  Gleichung  auf  S.  62 

,y  ds        ,y  ds 


Femer  ist,  wenn  d6  die  unendlich  kleine  Aenderung  des  von 
den  Geraden  A$,  ®^  gebildeten  Winkels  6  bezeichnet, 

de  =  dXx  —  dX^; 

also 

Betrachten  wir  ferner  die  beiden  Geraden  *  ^,  11  ^,  welche  sich 
um  die  momentan  festen  Punkte  4>,  11  im  System  S  drehen  und 
den  Winkel  90°—  6  einschliessen,  so  ergiebt  sich  in  analoger  Weise 
die  unendlich  kleine  Aenderung  — dd  dieses  Winkels 


-''^={w^-w)'^' 
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nnd  somit  ist 

Durch  diese  Gleichung  ist  der  Erttmmungsradius  $n  der  Fol- 
bahn  n  bestimmt,  wenn  wir  den  Berührungspunkt  ®,  den  die 
Gerade  q  mit  ihrer  Hüllbahncurve  bildet,  kennen.  Behufs  der 
Gonstruction  dieses  Berührungspunktes  ®  können  wir  auf  LA 
eine  beliebig  angenommene  Strecke  LL^  als  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  L  betrachten.  Wir  ziehen  durch  L^ 
zu  FL  eine  Parallele,  die  $0  in  Q»  und  4>A  in  SX  trifft;  dann 
repräsentirt  die  Strecke  00)>  die  lothrechte  Geschwindigkeit, 
welche  der  mit  Q  coincidirende  Punkt  der  Geraden  FL  besitzt, 
und  OOt  die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  an  AZ 
geheftete  momentan  in  O  befindliche  Punkt  um  A  rotirt.  Wird 
femer  senkrecht  auf  FL  oder  OSO»  die  Gerade  O^Oi  gezogen, 
welche  die  auf  4>A  senkrechte  Gerade  OCü«  in  O»  schneidet,  so 
ist  OQto  die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  der 
Punkt  O  auf  der  Geraden  ^A  bewegt  Die  durch  DJ  zu  ^Q 
parallele  Gerade  bestimmt  durch  ihre  Schnittpunkte  2>',  I^'  auf 
den  Geraden  4>^,  A^  die  lothrechten  Geschwindigkeiten  ^D\ 
^D'^y  welche  beziehlich  der  mit  'iß  coincidirende  Punkt  der  roti- 
renden  Geraden  <E>F,  AZ  besitzt;  und  folglich  schneiden  sich  die 
auf  diesen  Geraden  errichteten  Senkrechten  D^D^  I/'  D  auf  der 
Polbahntangente  $n  in  dem  mit  D  bezeichneten  Endpunkte  der 
lothrechten  Geschwindigkeit  $  i>,  mit  welcher  sich  der  Pol  $  auf 
der  Polbahn  tc  bewegt.  Damit  wir  nun  den  Berührungspunkt  ® 
erhalten,  ziehen  wir  nach  Art.  33  a)  auf  $0  die  Senkrechte  Oi  9}, 
zu  $i?  die  Parallele  OQ',  welche  diese  Senkrechte  in  O'  trifft; 
und  dann  bestimmt  die  Gerade  D£i'  den  Berührungspunkt  ® 
auf  $£1. 

Wenn  wir  jene  zu  FL  Parallele  OSO»  nicht  durch  einen  be- 
liebigen auf  LA  angenommenen  Punkt  L^  ziehen,  sondern  erst, 
wie  in  Fig.  121,  durch  den  Schnittpunkt  Uz),  den  LF  mit  der 
auf  $0  errichteten  Senkrechten  $  d  bildet,  zu  $Q  die  Parallele 
U/)£^  legen,  dann  wird  hierdurch  die  Lage  jener  Parallelen  QSOt> 
bestimmt,  und  es  ergiebt  sich  eine  Beziehung,  durch  welche  die 
Bestimmung  des  Berührungspunktes  ®  vereinfacht  wird.  Denn 
machen  wir,  weil  UdO»  #  QO»  ist,  das  Dreieck  UdOSZ^ 
QO)>Otoy  und  betrachten  wir  das  entstandene  Dreieck  Ud^O,  so 
treffen  sich  die  von  den  Ecken  X,  Q  ausgehenden  Höhenlothe  in 
dem  Punkte  OS*    Dem  zufolge  ist  die  Gerade  XO,  welche  ^n 
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in  N(,  trifft,  anf  U^D«  und  ^Q  senkrecht,  nnd  es  ergiebt  sich, 
wenn  U^^  das  dritte  HOhenloth  bezeichnet, 


Femer  ist: 


nnd  hiemach 


1  1  1  2) 


^N,  ^N,         ^Z> 

Um  für  den  Krümmangsradins  $11  der  Polbahn  eine  Formel 
abzuleiten,  die  znr  möglichst  einfachen  Gonstruction  desselben 
führt,  bezeichnen  wir  mit  U^^  den  Schnitt  der  Geraden  A4>,  $U/>, 
mit  €^J  €^  die  Winkel,  welche  die  Geraden  $4>,  $A  mit  der  Pol- 
bahnnormalen  ^n  einschliessen,  mit  otj,  a^  die  Winkel,  welche  diese 
Geraden  mit  der  Geraden  OU^  bilden,  nnd  mit  y  den  Winkel 
$OU^  des  bei  $  rechtwinkeligen  Dreiecks  ^OU^,  dann  ist 

1  cosg,        cos  g|  sin  Oj 

"^Nf  ""$<!>""    ^U^  cosy   ' 

1      cosg, cosgg  sing, 

^Nx  ~  ^A   ~    $U^  cosy  ' 
nnd  ferner 

+  q>  xr    ==■  «rn (cos  «1  sin  a^  +  cos  e^  sin  a^. 


$iVy    »    ^Nx        ^U^cosy 

Da  $Ua  senkrecht  anf  $0  steht,  ist  anch  der  Winkel  4>$U^  «:  e„ 
nnd  wir  erhalten 

a,  =  90**  +  y  —  €„  o,  =  90^  +  y  —  «,. 

Dnrch  Einsetzung  in  die  erlangte  Gleichnog  ergiebt  sich 

f^  +  TO^^U^osy  f^'^'"*  cos(y-eJ  +  cose.  cos(y-€,)] 

=  m^   ^^g    [2  cos  «,  cos  €,  cos  y  +  sin  (c,  +  «J  sin  y] 

__  2  cos  €t  cos  g,    ,     sin  (f  i  +  g>)  Bin  y 
^U^,         "^        ^U^cosy 

Wenn  wir  dnrch  U^  zu  $Q  eine  Parallele,  d.  h.  anf  $U^  eine 
Senkrechte  ziehen,  welche  die  Geraden  $4>,  <$A  resp.  in  den 
Punkten  A',  A''  trifft,  nnd  anf  diesen  Geraden  in  den  erhaltenen 
Schnittpunkten  die  Senkrechten  A'A,  A"A  errichten,  so  schneiden 
sich  dieselben  auf  der  Polbabnnormalen  $n  in  einem  Punkte  A. 
Dem*zufolge  ist: 
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COS  61  COS  €,  1 


Beachten  wir,  dass  der  Winkel  0$n  =  90^  —  (c^  +  c,)  ist,   so 
erhalten  wir 


nnd  weil  femer 
ergiebt  sich 

und  somit 

1 


Sm  (£,  +  €,)=  -|^y- ; 

^  smy         ^     ' 

sin  (€,  +  g  J  sin  y 1^ 

^U^cosy       ~  ?A'q 


+  -ärxir  =  -oTÄ-  +  -önfT ^)- 


^A>      •      ^iV;i  ^A      ^    $A^q 

Hiemach  folgt  dnrch  Benntznng  der  Gleichungen  1),  2) 

"4^  'y  "~     •     •     •     •      */• 


Wenn  wir  in  Fig.  122  auf  der  Polbahnnormalen  $n  die  Strecke 
^D  im  entgegengesetzten  Sinne  vom  Pol  $  ans  abtragen,  also 
^J)= — ^l)  machen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

2  1^1 


$A      ^n  ^  $D' 

aus  welcher  durch  Umformung 

^n  — ^A      ^A— ^g) 

und  femer  das  Doppelverhältniss 

An      ASP       _ 

folgt.  Demnach  ist  der  Erttmmungsmittelpunkt  11  der 
Folbahn  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  den  drei 
Punkten  A,$,  S),  und  kann  als  solcher  mittelst  eines  vollstän- 
digen Vierecks  in  bekannter  Weise  constrairt  werden. 

Es  ergiebt  sich  jedoch  der  Erttmmungsmittelpunkt  11  auch 
ohne  Benutzung  des  Punktes  S)  in  folgender  Weise.  Wir  ziehen 
durch  D,  A  Parallele,  welche  eine  durch  $  gezogene  Gerade 
resp.  in  den  Punkten  Ud,  U^  schneiden,  legen  durch  den  Schnitt- 
punkt J  der  Diagonalen  des  Trapezes  ADUdUa  zu  den  parallelen 
Seiten  desselben  eine  Parallele  Ji,  die  $U^  in  i  trifft,  ziehen 
femer  die  Gerade  As,  die  auf  der  Diagonale  U^2>  den  Schnitt- 
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ptmkt  H  liefert,  und  zu  U^^  die  Parallele  Sil,  welche  auf  ?» 
den  Erttmmunggmittelpunkt  11  bestimmt.  Zum  Beweise  yerlängem 
wir  die  Gerade  At  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  d  mit  DVldj  als- 
dann ist  hinsichtlich  des  Trapezes  tVAU^  der  Punkt  Md  die  Mitte 
von  Dd^  und  da  auch  der  Pol  $  die  Mitte  von  D^  ist,  so  sind 
^^,  Uz)$  Parallele;  femer  sind  die  beiden  Punktgruppen  LHid^ 
An$S)  harmonisch  und  folglich  ist  auch  Hli  parallel  zu  \X^% 

Um  noch  eine  andere  Construction  des  Punktes  11  abzuleiten, 
ziehen  wir  zu  AU^  die  Parallelen  Hh^  Ilf)  bis  an  $U^  und  die 
Parallele  ^K  bis  an  U^n,  dann  sind  Vin  i  h  U^  vier  harmonische 
Punkte.    Dem  zufolge  ist 

2  1  1 

und  wegen  Proportionalität  in  dem  Trapeze  i/AU^  ergiebt  sich 
hiemach 


hH        iJ  ^  U^A 
Analog  ist  hinsichtiich  des  Trapezes  K^\X^L 

J i      ,       1 

und  da  A^«=^n,  so  erhalten  wir 

Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Constmction  des  Erttmmungs- 
mittelpunktes  ü.  Wir  ziehen  zu  den  parallelen  Seiten  des  Tra- 
pezes ADUdU^  die  Parallele  "Sß^,  durch  den  Schnittpunkt  J  der 
Trapezdiagonalen  zu  U^$  eine  Parallele  JK^  und  hierauf  die 
Gerade  U^jST,  welche  $7t  im  Krttmmungsmittelpunkte  11  schneidet. 

Wir  wollen  in  Fig.  128  der  besseren  Uebersicht  wegen  diese 
Constmction  des  Krttmmungsmittelpunktes  11  der  Polbahn  in  Voll- 
ständigkeit wiederholen.  Die  vier  Krttmmungsmittelpunkte  4>,  F^ 
A,  L  sind  gegeben  und  mit  denselben  die  Punkte  $,  O.  Die  in  $ 
auf  $0  senkrecht  gezogene  Gerade  ^U^  liefert  die  Punkte  Ui>,  U^; 
durch  den  einen  der  beiden,  z.  B.  durch  U^,  ziehen  wir  zu  $0 
eine  Parallele,  welche  die  Geraden  ^4>,  ^A  resp.  in  A',  A" 
schneidet ;  errichten  auf  diesen  Geraden  in  den  erhaltenen  Schnitt- 
punkten Senkrechte,  dann  ist  der  Schnitt  A  derselben  ein  Punkt 
der  Polbahnnormalen  $n.  Hierauf  ziehen  wir  zu  U^A  die  Parallele 
\XdI>  bis  an  ^«,  ferner  die  Parallele  $^;  bestimmen  den  Schnitt 
Jder  Trapezdiagonalen  UdA,  U^jD;  ziehen  JK  parallel  U^^  und 
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schliesslich  die  Gerade  U^^^,  welche  auf  $n  den  Erümmungs- 
mittelponkt  11  der  Polbahn  7t  liefert.  0 

Ziehen  wir  dnrch  VLd  zn  $0  eine  Parallele,  welche  die  Ge- 
raden $4>,  ^A  in  den  Punkten  i^,  2?"  schneidet,  und  errichten 
wir  in  denselben  anf  diesen  Geraden  Senkrechte,  die  sich  in  dem 
Punkte  D  auf  ^n  treffen,  dann  erhalten  wir  den  Punkt  A  durch 
die  zu  VLdJD  parallel  gezogene  Gerade  U^A.  Sind  so  die  beiden 
Punkte  2>,  A  bestimmt,  dann  kann  man  auch,  falls  die  Trapez- 
diagonalen Uz)A,  U^D  sich  unter  sehr  spitzem  Winkel  schneiden 
und  den  Schnittpunkt  J  nicht  genau  bestimmen,  durch  A,  !>,  $ 
beliebige  Parallele  ziehen  und  femer  durch  $  eine  Gerade  legen, 
so  dass  wir  ein  Trapez  erhalten,  dessen  Diagonalen  einen  genaueren 
Schnittpunkt  geben. 

Kehren  wir  die  Bewegung  um,  betrachten  wir  also  dag 
System  S  als  fest,  das  System  S  als  beweglich,  so  erfolgt  bei 
dieser  Gonstruction  eine  Yertauschung  der  Punkte  U/),  U^.  Wir 
erhalten  demnach  auf  $7i  den  Erttmmungsmittelpunkt  F  der  Pol- 
curye  p  durch  die  Gerade  Ud  K]  und  aus  der  Gleichung  4)  ergiebt 
sich  dem  gemäss 

-—         ■■  — i—  .  •  •  ,  ^  aj. 


^P        $Z>  ^   ?A 

Betrachten  wir  die  beiden  Krümmungsradien  $n,  ^P  der  Pol- 
bahn 7t  und  der  Polcurve  p  als  gegeben,  so  sind  durch  die  Glei- 
chungen 4),  4a)  die  Strecken  $A,  $i>  bestimmt;  und  allen  Ge- 
lenkv ierecken ,  welche  auf  der  gemeinsamen  Normale  $n  der 
Polbahn  und  Polcurve  die  beiden  Punkte  A,  D  liefern,  entspre- 
chen dieselben  Krümmungsmittelpunkte  11 ,  P. 

Die  Polbahn  7t  ist  die  HüUbahncurve  der  bewegten  Pol- 
curve/'; es  sind  also  11 ,  P  entsprechende  Krtlmmungsmittelpunkte 
in  den  Systemen  S,  S,  und  demnach  bestimmen  je  zwei  Gerade, 
welche  von  U^,  Ud  nach  einem  Punkte  der  Geraden  ^K  gezogen 
werden,  auf  9ßn  zwei  entsprechende  Krümmungsmittelpunkte.  Da 
die  Geraden  U^A,  VLdD  zur  Geraden  ^K  parallel  sind,  dieselbe 
also  im  unendlich  fernen  Punkte  schneiden,  so  sind  A,  D  ent- 
sprechende Krümmungsmittelpunkte  in  S,  £.  Femer  bestimmen  je 
zwei  Gerade,  welche  von  U^,  VLd  nach  einem  Punkte  der  Geraden 
^Q  gezogen  werden,  auf  $<I>  wie  auf  ^A  entsprechende  Krüm- 
mungsmittelpunkte;  und  da  die  Geraden  U^A",  Uz)2?"  zu  $Q 


*)  Diese  Gonstruction  wurde  zuerst,  aber  in  anderer  Weise,  Yon  Grübler 
abgeleitet  in  der  Zeitschrift  für  Math.  u.  Physik.  1884.  B.  29.  S.  212  a.  382. 
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parallel  sind,  so  sind  auch  A',  jy  und  A",  ly*  entspreehende  Krttm- 
mangsmittelpunkte.  Allen  Gelenkvierecken^  dessen  Eckpaare  in 
den  (Geraden  $<!>,  $A  liegen  nnd  dessen  nicht  in  diesen  Ge- 
raden liegende  Seiten  resp.  durch  U^,  Ui»  gehen  nnd  sich  auf 
$0  schneiden,  entsprechen  dieselben  beiden  Erttmmungsmittel- 
punkten  11,  P. 

Wenn  wir  in  Fig.  128  die  Punkte  A,  D  durch  die  Krlim- 
mungsmittelpunkte  11 ,  P  auf  der  Polbahnnormalen  $n  gegeben 
betrachten,  so  können  wir  nach  dieser  Darlegung  leicht  die  Ge- 
samtheit aller  Gelenkvierecke  ttberschauen,  denen  diese  Erttm- 
mungsmittelpunkte  11 ,  P  entsprechen.  Wir  beschreiben  über  $A 
und  $2>  als  Durchmesser  Kreise,  die  in  Fig.  183  nur  zur  Hälfte 
gezeichnet  sind,  ziehen  durch  den  Pol  $  zwei  beliebige  Gerade, 
die  diese  Kreise  resp.  in  den  Punkten  bJ  I/^  A"2>"  schneiden  und 
fällen  von  $  auf  die  erhaltenen  Parallelen  A'A",  B^iy^  eine 
Senkrechte,  so  bestimmt  diese  auf  den  Parallelen  die  betreffen- 
den Punkte  U^,  Ud,  die  mit  A,  2>  das  Trapez  A2>Uz)  Ua  bilden. 
Die  Gerade  ^Q  ergiebt  sich  als  parallel  zu  A'A"  oder  iyiy\ 
und  je  zwei  von  U^,  U/)  nach  einem  auf  $0  befindlichen  Punkte 
gezogene  Gerade  liefern  mit  jenen  beiden  beliebig  durch  den 
Pol  $  gezogenen  Geraden  ein  Gelenkyiereck,  dem  die  Krttmmungs- 
mittelpunkte  11 ,  P  der  Polbahn  und  Polcurve  entsprechen. 

51.  Construction  der  beiden  Pole,  welche  durch  zwei  Paare 
auf  einer  Geraden  gegebener,  entsprechender  KrQmmungsmittel- 
punkte  bestimmt  sind.  Werden  auf  einer  Geraden  die  entspre- 
chenden Krttmmungsmittelpunkte  P,  ^  und  X,  A  angenommen,  so 
sind  P,  4>,  und  i,  A  entsprechende  Punkte  zweier  projectiver 
Reihen,  bei  denen  die  beiden  Doppelpunkte  in  einem  Punkte,  dem 
Pol,  coincidiren.  Die  beiden  projectiven  Punktreihen  werden  aber 
durch  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  noch  nicht  bestimmt 
Unsere  Darlegungen  werden  jedoch  lehren,  dass  durch  die  Pnnkt- 
paare  P,  4>  und  X,  A  zwei  zugehörige  Pole  bestimmt  sind,  und 
wir  wollen  die  Construction  derselben  ableiten. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  in  Fig.  124  auf  einer  Geraden  g 
zwei  projective  Punktreihen  durch  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  DFL^  A<I>A  gegeben,  so  erhalten  wir  nach  den  Lehren 
der  projectiven  Geometrie  die  beiden  Doppelpunkte  $',  ^"  dieser 
Reihen,  indem  wir  einen  beliebigen  Kreis  k  beschreiben,  einen 
beliebigen  Peripheriepunkt  M  desselben  mit  jenen  Punkten  durch 
Gerade  verbinden,  die  den  Kreis  k  andererseits  beziehlich  in  den 
Punkten  du  fk  h  i  Sk  Vt  Aj»  treffen ,  femer  ziehen  wir  die  Geraden- 
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paare  Xidkj  h^k  und  Xkfk^  h^ky  die  sich  resp.  in  den  Punkten 
Jy  N  schneiden.  Die  Verbindungsgerade  JN  bestimmt  anf  dem 
Kreise  k  die  Schnittpunkte  ^\  p"j  und  dann  liefern  die  Geraden 
Jf  j>',  Mp"  auf  g  die  beiden  Doppelpunkte  ^',  $"  der  beiden  pro- 
jectiven  Reihen.  Sollen  aber  diese  Doppelpunkte  beide  in  einem 
Punkte  zusammenfallen,  so  mnss  die  Gerade  JN  den  Kreis  k 
berühren.  Sind  also  für  einen  solchen  besonderen  Fall  nur  die 
entsprechenden  Punktpaare  ^Fy  AL  gegeben,  dann  wird  hier- 
durch nur  der  Punkt  N  bestimmt,  von  dem  zwei  Tangenten 
an  den  Kreis  k  gezogen  werden  können.  Die  von  M  durch  die 
betreffenden  beiden  Berührungspunkte  gehenden  Geraden  liefern 
denmach  auf  g  zwei  Punkte,  welche  die  beiden  Doppelpunkte 
einer  durch  die  conjugirten  Punktpaare  4>Z  und  AF  bestimmten 
inYolutorischen  Beibe  sind  und  zu  diesen  Punktpaaren  harmo- 
nisch liegen. 

In  Fig.  IS^  sind  auf  einer  Geraden  g  zwei  Paare  entspre- 
chender Krttmmungsnüttelpunkte  <PF,  AL  gegeben.  Um  die  hier- 
durch bestimmten  beiden  Pole  $^  ^"  auf  der  Geraden  g  zu  er- 
halten, beschreiben  wir  einen  beliebigen  Kreis  k^  ziehen  von  einem 
beliebigen  Punkte  M  desselben  nach  den  Punkten  4>,  jP,  A,  Z 
Gerade,  die  k  in  den  Punkten  Vkffkf  ^a,  4  schneiden,  ziehen 
femer  die  Geraden  Vklkyfuhy  legen  dann  von  ihrem  Schnitt- 
punkte N  Tangenten  an  den  Kreis  k  und  ziehen  Ton  M  nach 
den  beiden  Berührungspunkten  p\  p^  der  Tangenten  Gerade  Mpi^ 
Mp"y  die  g  in  den  Polen  $',  ^"  treffen.  Anstatt  des  Ziehens  der 
beiden  Tangenten  können  wir  die  Berührungspunkte  p^j  p"  auch 
erhalten,  indem  wir  die  Paare  der  Yerbindungsgeraden  Vkfkf  hh 
jmdjklky  9k  h  ziehen,  die  sich  beziehlich  in  den  Punkten  t,  rj 
treffen,  femer  die  Gerade  C^  ziehen,  die  als  Polare  des  Punktes  N 
den  Kreis  k  in  jenen  Berührungspunkten  p'y  p^^  schneidet  Aus 
diesen  Darlegungen  folgt  der  Satz: 

Die  beiden  Pole  ^,  $'^  welche  bei  zwei  Paaren 
entsprechender  Krümmungsmittelpunkte  4>,  Fund  A,  L 
auftreten,  sind  die  Doppelpunkte  einer  durch  die  bei- 
den Paare  conjugirter  Punkte  4>,  L  und  A,  F  bestimm- 
ten, inTolutorischen  Punktreihe,  und  liegen  harmo- 
nisch zu  jedem  dieser  Punktpaare. ^) 


,  ')  Diese  Beziehung  hatAronholdin  anderer  AnfGassung  und  auf  einem 
anderen  Wege  gefunden.  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des 
Gewerbfleisses  in  Preussen.    1S72.  Jahrgang  51.  S.  140. 
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Einfacher  gestaltet  sich  die  Construction  der  Pole  ^^,  ^'', 
wenn  wir  die  Punkte  4>,  i,  oder,  wie  in  Fig.  126,  die  Punkte  A,  F 
als  Durchmesserendpnnkte  des  Kreises  k  nehmen.  Wir  ziehen 
von  einem  beliebigen  Ereispunkte  M  nach  <l>,  L  Gerade,  die  Ar  in 
y*,  h  treffen,  ziehen  ferner  die  Geraden  JP'y*,  A/*  und  dnrch 
deren  Schnittpunkt  ^  eine  auf  g  senkrechte  Gerade,  die  den  Kreis  k 
in  den  Punkten  )>',  )>''  schneidet;  dann  bestimmen  die  Geraden 
M>^\  Mp^'  auf  der  Geraden  g  die  Pole  ^^  S^".  Behufs  der  Aus- 
führung der  anderen  Construction  dieser  Pole  ziehen  wir  die  Ge- 
rade 9klkj  welche  g  in  N  schneidet,  und  bestimmen  die  Berüh- 
rungspunkte p\  p^^  der  Yon  N  an  den  Kreis  k  gehenden  Tangenten. 

Um  noch  eine  dritte  einfachere  Construction  der  beiden  zu 
den  Punktpaaren  <I>i,  AF  harmonisch  liegenden  Pole  ^^,  ^'' 
anzugeben,  beachten  wir,  dass  diese  Pole  auch  die  beiden  Grenz- 
punkte des  Kreisbüschels  sind,  das  durch  die  beiden  über  4>Z/ 
und  AF  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  bestimmt  ist. 
Beschreiben  wir  einen  beliebigen  Kreis  I,  so  bildet  derselbe  mit 
diesen  beiden  Kreisen  zwei  gemeinschaftliche  Secanten,  die  sich 
auf  der  Chordale  des  Kreisbüschels  schneiden.  Ziehen  wir  aber 
der  Einfachheit  wegen  den  Kreis  f  in  Fig.  126  durch  die  Punkte 
4>,  X,  darauf  die  mit  dem  Kreise  k  gebildete  gemeinschaftliche 
Secante  GH^  die  <I>X  im  Punkte  0  schneidet,  dann  ist  0  der 
Fnsspunkt  der  auf  4>  L  senkrechten  Chordale  oder  der  Mittelpunkt 
der  durch  die  conjugirten  Punktpaare  <PL,  AF  bestimmten  invo- 
lutorischen  Reihe.  Wird  nun  der  Berührungspunkt  T  einer  von  0 
an  den  Kreis  k  gehenden  Tangente  construirt,  so  ergeben  sich  die 
Pole  ?',  ^"j  indem  wir  auf  der  Geraden  g  die  Strecken  0^'  = 
0>ß''=  Or  machen. 

52.  Construction  der  Pole  bei  einem  Gelenkviereclc  in  beson- 
deren Lagen.  Die  Zweideutigkeit  der  Pollage  tritt  besonders  bei 
dem  Gelenkviereck  auf,  dessen  vier  Seiten  in  eine  einzige  Gerade 
zusammenfallen  können.  Dieser  Fall  erfolgt,  wenn,  wie  in  Fig.  127 
und  Fig.  128,  bei  dem  Gelenkviereck  ^AL^F^  die  Seitensumme 
A*  4-  4>F,  gleich  der  Seitensumme  AL^-\-  L^F^  ist;  denn  die 
Koppel  FjXj  gelangt  dann  nach  FL  in  die  Gerade  A4>.  In 
Fig.  127  ist  bei  dem  offenen  Gelenkviereck  für  die  nahe  an  FL 
befindliche  Lage  F^L^  der  Pol  ^\  als  Schnittpunkt  der  Seiten 
4>F,,  ALj  und  der  Punkt  D(  als  Schnittpunkt  der  Seiten  A4>, 
iiFj  bestimmt.  Fällt  aber  die  Koppel  F^L^  nach  Fi,  dann  liegt 
auch  für  diese  Durchgangslage  der  entsprechende  Pol  ^'  wie  der 
zugehörige  Punkt  D^  auf  der  Geraden  4>A ,  und  diese  Bestimmung 
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des  Pols  $'  nnd  des  Punktes  O'  versagt.  Da  ftlr  diesen  Grenz- 
fall die  Gerade  FX  sich  momentan  nm  den  auf  4>A  liegenden 
Pol  ^  dreht,  so  können  wir  auch  $^  gleichsam  als  Schnitt  der 
anendlich  nahen  Geraden  <>A,  FL  betrachten,  und  folglich  müssen 
^',  O'  coincidiren.  Ebenso  ergeben  sich  in  Fig.  128  bei  dem 
gekreuzten  Gelenkviereck  für  eine  nahe  an  FL  befindliche  Lage 
F,  L,  der  Pol  ^{^  und  der  Punkt  Q?,  welche  bei  der  Durch- 
gangslage auf  der  Geraden  4>A  coincidiren  und  dann  als  jene 
Schnittpunkte  nicht  mehr  bestimmbar  sind.  Hier  in  diesem  Falle, 
wo  also  die  gewöhnliche  Polbestimmtmg  yoUständig  versagt,  steht 
uns  die  abgeleitete,  in  Fig.  126  ausgeführte  Bestimmung  der  beiden 
Pole  ^,  ^"  helfend  zur  Seite  und  liefert  wegen  ihrer  Zweideutig- 
keit diese  beiden  Pole  durch  die  Vermittelung  des  Kreises  k. 

Bei  der  Bewegung  dieses  Gelenkvierecks  treten  zwei  Fälle  der 
UnStetigkeit  ein.  Es  kann  erstens  in  Fig.  127  die  Koppel  F^L^ 
nach  FL  gelangen,  hierauf  nach  derselben  Seite  zurtlckkehrend 
die  Lage  F^L^  in  Fig.  128  einnehmen,  dann  bewegt  sich  der 
Pol  ^(,  Fig.  127,  nach  ?^  springt  von  hier  nach  ^^,  Fig.  128, 
über  und  schreitet  nach  ${^.  Die  Polbahn  ist  also  in  diesem  Falle 
unstetig,  tmd  dasselbe  gilt  dann  auch  von  der  Polcurve.  Diese 
Unstetigkeit  zeigt  sich  auch  darin,  dass  die  Punkte  $(,  0{  oder  ^^, 
£l['f  mittelst  deren  V erbindungsgerade  die  Polbahntangente  construirt 
wurde,  zusammenfallen  und  dass  es  somit  an  den  beiden  ünstetig- 
keitsstellen  ^,  ^"  unendlich  viele  Polbahntangenten  giebt.  Es 
kann  zweitens  die  Koppel  F^  L^  in  Fig.  127  tlber  FL  schreitend 
so  auf  die  andere  Seite  der  Geraden  <I>A  gelangen,  dass  das  offene 
Gelenkviereck  in  ein  gekreuztes  übergeht;  dann  bewegt  sich  der 
Pol  von  '^\  nach  ^^  springt  nach  ^'^,  Fig.  128,  über  und  bewegt 
sich  von  dort  aaf  jener  anderen  Seite  der  Geraden  <]>A  weiter.  Zu 
jedem  dieser  beiden  Fälle  gesellt  sich  noch  eine  analoge  sym- 
metrische Bewegung.  Wenn  dagegen  die  Koppel  so  durch  die 
Gerade  <I>A  schreitet,  dass  zu  beiden  Seiten  derselben  das  Gelenk- 
viereck ein  offenes  oder  ein  gekreuztes  bleibt,  so  erhalten  wir 
eine  continuirliche  Polbahn,  die  durch  die  Gerade  4>A  sym- 
metrisch getheilt  wird,  und  eine  continuirliche  Polcurve,  welche 
durch  die  Koppel  F^  L^  symmetrisch  getheilt  mrd.  In  der  Durch- 
gangslage ist  demnach  die  Polbahntangente  senkrecht  zur  Ge- 
raden A<I>. 

Liegen  die  beiden  Punkte  4>,  i,  Fig.  129,  in  einem  Punkte  ^'^ 
zusammen,  dann  geht  nach  unserer  in  Fig.  126  ausgefährten  Gon- 
struction  jene  Kreissecante  Vuhy  welche  mit  AF  den  Schnitt  N 

8* 
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bildet,  in  die  Ereistangente  p"N  über;  demnach  ist  in  diesem 
Falle  der  Punkt  $'',  in  welchem  die  Pnnkte  *,  L  coincidiren, 
der  eine  Pol.  Nehmen  wir  nnn  insbesondere  in  Fig.  129  den 
Punkt  M  auf  dem  über  AF  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  k 
so  an,  dass  M^^'  senkrecht  AF  steht,  dann  fällt  auch  der  Be- 
rtthrungspnnkt  p'  der  zweiten  von  A^  an  A  gelegten  Tangente  mit 
dem  Punkte  M  und  der  andere  Pol  $^  mit  dem  Punkte  iV'  zu- 
sammen. Wir  erhalten  also  den  Pol  ^',  wenn  wir  in  ^,  wo 
<t>,  L  coincidiren,  auf  A  F  eine  Senkrechte  errichten,  die  den  ttber 
AF  als  Durchmesser  beschriebenen  Ejreis  A:  in  ilf  trifft,  an  M  die 
Kreistangente  M^  legen,  die  AF  in  dem  gesuchten  Pol  ^' 
schneidet.  In  Fig.  131  ist  eine  in  der  Nähe  von  FL  befindliche 
Lage  F^  L^  der  Koppel  dieses  Gelenkvierecks  nebst  zugehörigem 
Pol  ^[  construirt;  gelangt  L^  nach  L  oder  dem  Pol  ^^^,  dann 
können  sich  die  beiden  zusammengeklappten  Yierecksseiten  <E>F, 
ZF  um  den  Pol  %^^  drehen,  der  hier  als  ein  isolirter  Sonder- 
punkt der  Polbahn  auftritt,  und  der  Punkt  F  bewegt  sich  auf 
einem  um  $'^  beschriebenen  Ej'eise.  Hat  dieser  Punkt  eine  halbe 
Drehung  vollendet  und  die  in  Fig.  132  gezeichnete  Lage  einge- 
nommen, so  wird,  wenn  jetzt  das  Gelenkviereck  sich  öffnet,  wie 
es  in  Fig.  132  dargestellt  ist,  der  Schnittpunkt  ^J  von  4>Fi,  AZ, 
der  zugehörige  Pol  sein.  Um  aber  bei  der  Durchgangslage  ausser 
dem  Pol  ^  und  jenem  isolirten  Sonderpunkte  ^'  den  betreffen- 
den Pol  $'  zu  erhalten,  bestimmen  wir  in  Fig.  130  den  Bertlh- 
rungspunkt  M*  der  von  ^'^  ausgehenden  Tangente  auf  dem  tlber 
A  F  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  *',  und  fällen  von  M' 
auf  A  F  das  Loth  M'  $',  dessen  Fusspunkt  "iß'  in  diesem  Falle 
der  entsprechende  Pol  ist.  Denn  so  wie  in  Fig.  129  der  Pol  ^ 
und  der  isolirte  Sonderpunkt  ^^  die  Strecke  AF  harmonisch 
theilen,  so  wird  auch  in  Fig.  130  durch  den  Pol  $'  und  den  iso- 
lirten Sonderpnnkt  $'^  die  Strecke  AF  harmonisch  getheilt. 

Aus  den  in  Fig.  126  ausgeführten  Construotionen  der  beiden 
Pole  "Sß',  ^'^  ersehen  wir,  dass,  im  Falle  einer  der  Punkte*,  L 
sich  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  der  Strecke  AF  befindet, 
der  Punkt  N^  von  dem  die  Tangenten  an  den  Kreis  k  gelegt 
sind,  im  Innern  dieses  Kreises  liegt;  und  dass  dem  gemäss  die 
beiden  Pole  imaginär  sind.  In  diesem  Falle  kann  die  Koppel  FL 
sich  nicht  bewegen.  Betrachten  wir  z.  B.  für  die  beiden  in  Fig.  133 
dargestellten  Fälle  FL  als  die  Koppel  eines  Gelenkvierecks,  dessen 
feste  Seite  4>A  ist,  so  müsse  sich  F  auf  dem  um  4>,  und  L  auf 
dem  um  A  beschriebenen  Kreise  bewegen;  dies  ist  aber  unmög- 
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lieh,  weil  F^  L  die  beiden  einzigen  Punkte  dieser  Kreise  sind, 
deren  Abstand  gleich  der  Koppellänge  FL  ist.  In  den  beiden 
betrachteten  Fällen  liegt  der  eine  der  Punkte  4>,  L  innerhalb,  der 
andere  ausserhalb  der  Strecke  A  F,  und  demnach  ergiebt  sich  auch 
hieraus  direct,  dass  keine  Bewegung  möglich  ist. 

53.  Quadratische  Verwandtschaft  zwischen  den  Krümmungs- 
mittelpunlcten  in  dem  bewegten  System  und  in  dem  festen  System. 
Nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  134  Taf.  VII  die  Polbahntangente  $t 
und  ein  dieselbe  im  Pol  $  bertthrender  Kegelschnitt  k  zum  be- 
wegten System  >S  gehörend  gegeben,  es  sei  ferner  zu  einem  auf 
diesem  Kegelschnitt  liegenden  Krflnmiungsmittelpunkte  D  m  S 
der  entsprechende  Krttmmungsmittelpunkt  A  im  festen  System  £ 
bekannt  Dann  erhalten  wir,  gestfltzt  auf  die  entsprechenden 
Punkte  i^i  A,  zu  einer  auf  k  liegenden  Punktreihe  D^D^D^ . . 
nach  der  Bobillier'schen  Gonstruction  die  entsprechenden  Punkte 
A,^A, . .,  indem  wir  die  (Geraden  ^q^,  ^q,,..  so  ziehen,  dass  die 
WiJikel  A$<li>  A$4s)  ••  dem  Winkel  2>$t  entgegengesetzt  gleich 
sind,  und  hierauf  die  Schnittpunkte  0,£i,03..,  in  denen  die  Ge- 
radenpaare  ^q^,  DD^\  ^q,,  DD^] , .  sich  treffen,  mit  A  durch  die 
Geraden  AO„  AQ,,  AQ,. .  verbinden,  die  ? A,  ^ Ai  ¥ A •  •  in 
den  entsprechenden  Punkten  A^A^^A,..  schneiden.  Nach  dieser 
Gonstruction  sind  die  Strahlenbttschel  $(A  A  A  •  •)]  $  (qi  qtqs .  •> 
eongruent  und  die  Strahlenbttschel  ¥(AAA..),  i?(AAA-) 
projectiv;  folglich  sind  auch  die  Strahlenbüschel  ^Cqiqsqa-Oy 
D  ( A  A  A  •  •)  projectiy.  Da  in  der  Geraden  $Z>  zwei  entsprechende 
Strahlen  dieser  Bttschel  zusammenÜEÜlen,  so  liegen  die  Schnittpunkte 
Ol  Ol  Ob  •  •  der  entsprechenden  Strahlen  auf  einer  Geraden.  Dem- 
nach sind  auch  die  Strahlenbttschel  A(Oi 0,0,..),  $(AAA--) 
projectiy.  Diese  bestimmen  durch  ihre  entsprechenden  Strahlen  die 
Punkte  AjAjA,..,  welche,  weil  auch  A$  und  $t  entsprechende 
Strahlen  sind,  auf  einem  die  Polbahntangente  $t  im  Pol  berflhren- 
den  Kegelschnitt  x  liegen.  Da  die  Beziehungen  der  beiden  Systeme 
/S,  £  symmetrisch  wechselseitig  sind,  so  folgt,  dass  einem  Kegel- 
schnitt in  dem  einen  System,  der  die  gemeinsame  Tan- 
gente $t  der  Bollcurven  im  Pol  bertthrt,  ein  eben  sol- 
cher Kegelschnitt  in  dem  anderen  System  entspricht. 

Ist  insbesondere  der  Kegelschnitt  k  in  Fig.  135  ein  Kreis, 
dann  sind  jene  Strahlenbttschel  alle  eongruent,  die  Punkte  O^  O, . . 
befinden  sich  sämtlich  im  Unendlichen,  und  in  diesem  Falle  ist 
auch  der  entsprechende  Kegelschnitt  x  ein  Kreis.  Einem  Kreise 
in  dem  einen  System,  der  die  gemeinsame  Tangente 
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der  Bollcurven  im  Pol  berflhrt,  entspricht  demnach 
ein  eben  solcher  Kreis  in  dem  anderen  System. 

Nehmen  wir  in  Fig.  136  an ,  der  im  System  S  liegende  Kegel- 
schnitt bestehe  ans  zwei  Geraden ,  ans  der  Folbahntangente  $t 
nnd  aas  einer  beliebigen  nicht  durch  den  Pol  gehenden  Geraden  d^ 
welche  die  Punktreihe  D^D^D^.,  trägt;  dann  fällt  die  Gerade, 
auf  der  die  Punkte  O,  O«  O3 . .  liegen ,  mit  der  Geraden  d  zu- 
sammen, dabei  bleibt  die  projective  Beziehung  der  Strahlen- 
büschel A  (Oj  DjQj . .),  ^  (jPj  2?,  i?, . .)  bestehen,  und  dieselben  er- 
zengen durch  ihre  entsprechenden  Strahlen  die  Punkte  A^  A,  A3 . ., 
welche  auf  einem  die  Polbahntangente  im  Pol  berührenden  Kegel- 
schnitt 6  liegen.  Jedem  Punkte  der  Tangente  $  t  im  Systeme  S 
entspricht  aber  der  Pol  $  im  System  S.  Hieraus  ergiebt  sich, 
dass  einer  beliebigen  Geraden  in  dem  einen  System 
ein  Kegelschnitt  in  dem  anderen  entspricht,  der  die 
gemeinsame  Tangente  der  Rollcurven  im  Pol  berührt.0 

In  Fig.  137  sind  zu  den  beiden  sich  im  Punkte  D  schneiden- 
den Geraden  d\  d\  auf  denen  die  Punktreihen  D^D^D^.,  und 
Dl  Du  Dm . .  bezüglich  ^  perspectiv  liegen,  die  entsprechenden 
beiden  Kegelschnitte  ^*,  d^  gezeichnet;  zu  jenen  Punktreihen  sind 
auf  diesen  Kegelschnitten  beziehlich  die  entsprechenden  Punkt- 
reihen AjA^A,..  und  ^i^n^m..  in  der  angegebenen  Weise  con^» 
struirt  Nach  dieser  Construction  können  wir  die  Punktgruppen 
2?i>jA..  AA,A,..OiOi..  und  i?2?/Ai. .  AA/A//..  Q/Q//..  als 
entsprechende  Punktgruppen  in  zweien  centralcoUinearen  Systemen 
betrachten,  deren  Collineationscentrum  der  Pol  $,  und  deren  Gol- 
lineationsaxe  die  Gerade  $  A  ist  Es  sind  demnach  in  diesen  bei- 
den Systemen  auch  d',  <$'  entsprechende  Kegelschnitte,  und  für 
diese  ist  die  Gerade  $  A  eine  gemeinsame  Secante.  Da  aber  diese 
Kegelschnitte  auch  die  Polbahntangente  $t  im  Pol  $  berühren, 
und  die  genannte  gemeinsame  Secante  durch  den  Pol  $  geht,  so 
coincidiren  drei  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  d\  d^  im  Pol  $, 
und  schneiden  sich  ausserdem  nur  noch  in  dem  Punkte  A.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  den  Geraden  des  einen  der  Systeme  «S,  2 
Kegelschnitte  in  dem  anderen  System  entsprechen, 
die  drei  gemeinsame  im  Pol  coincidirende  Punkte 
besitzen.    Aus  diesen  Darlegungen  folgt  femer  das  Ergebniss: 

Die  beiden  Systeme  aS,  £  der  entsprechenden  Krüm- 


^)  Diese  Beziehung  wurde  von  Rivals  gefunden.    Journal  de  VEcole 
pohftechnigue.  1853.  T.XX,  cah.  35.  p.  112. 
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mangsmittelpankte  stehen  in  einer  speciellen  quadra- 
tischen Verwandtschaft 

Geht  insbesondere  eine  im  System  S  liegende  Gerade  d^  der 
im  System  ^  ein  Kegelschnitt  d  entspricht,  durch  den  Pol,  dann 
degenerirt  dieser  Kegelschnitt  zu  zwei  Geraden,  yon  denen,  wie 
wir  wissen,  die  eine  mit  d  zusammenfällt,  die  andere  mit  der 
Polbahntangente  identisch  ist,  weil  dem  Pol  als  Punkt  des  Sy- 
stems S  alle  Punkte  dieser  Tangente  im  System  S  entsprechen. 
Ebenso  entspricht  umgekehrt  einer  durch  den  Pol  gehenden  Ge- 
raden des  Systems  S  ein  aus  zwei  Geraden  bestehender  Kegel- 
schnitt im  System  5,  von  denen  die  eine  mit  jener  Geraden,  die 
andere  mit  der  Polbahntangente  zusammenfällt. 

Wird  in  Fig.  138  die  im  bewegten  System  S  befindliche  Ge- 
rade im  Unendlichen  angenommen,  dann  sind,  da  die  Punkte 
Oi  Q, . . .  im  Unendlichen  liegen,  die  entsprechenden  Strahlen  der 
Büschel  $(QiO«..)  und  A(jQ^Oa..)  parallel.  Demnach  sind  die 
Strahlenbüschel  A  (O,  O^ . .),  $  (!>,  i>, . .)  congruent  und  erzeugen 
einen  Kreis  )//,  der  die  Polbahntangente  $t  im  Pol  $  bertlhrt 
Den  unendlich  fernen  Punkten  2>,  D, . .  entsprechen  die  Punkte 
Aj  A, . .  auf  diesem  Kreise.  Wegen  der  symmetrischen  Wechsel- 
beziehungen der  beiden  Systeme  aS,  S  entspricht  auch  der  unend- 
lich fernen  Geraden  des  Systems  S  ein  Kreis  w  in  dem  System  S, 
der  die  Polbahntangente  im  Pol  bertlhrt.  Nach  S.  104  liegt  der 
Pol  $  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  zu  den  Systemen  ^S,  S 
gehörenden  Punkten,  die  einem  unendlich  fernen  Punkte  entspre- 
chen, dem  zufolge  sind  die  beiden  Kreise  tp^  w  congruent  und 
liegen  symmetrisch  bezüglich  der  Polbahntangente  $t.  Da  alle 
Kegelschnitte  in  S,  die  den  Geraden  in  /S  entsprechen,  drei  ge- 
meinsame im  Pol  coincidirende  Punkte  besitzen  und  der  Kreis  ifß 
mit  zu  diesen  Kegelschnitten  gehört,  so  ist  derselbe  am  Pol  ^ 
Krümmungskreis  für  alle  diese  Kegelschnitte.  In  analoger  Be- 
ziehung steht  der  Kreis  w  zu  den  betreffenden  Kegelschnitten  in  S. 
Da  jedem  Punkte  des  Kreises  w  im  System  S  ein  unendlich  ferner 
Punkt  im  System  S  entspricht,  so  folgt  hieraus,  dass  je  nachdem 
eine  Gerade  in  S  den  Kreis  w  schneidet,  nicht  schneidet  oder  be- 
rührt, der  entsprechende  Kegelschnitt  in  2  eine  Hyperbel,  Ellipse 
oder  Parabel  ist  Das  Analoge  gilt  bezüglich  des  Kreises  \p  von 
einer  im  System  S  liegenden  Geraden.     . 

54.  Folgerungen  aus  der  quadratischen  Verwandtschaft  der 
Systeme  der  entsprechenden  Krummungsmittelpunkte.  Betrachten 
wir  in  dem   bewegten  System  S  alle  Punkte  einer  beliebigen 
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Geraden  für  einen  Bewegangsmoment  als  Krümmongsmittelpmikte 
von  Systemcurven ,  so  erzeugen  diese  in  dem  festen  System  S 
Httllbahncnryen,  deren  entsprechende  Erümmungsmittelpunkte  sich 
auf  einem  die  Polbahn  im  Pol  berührenden  Kegelschnitt  be- 
finden. Nehmen  wir  dagegen  die  Punkte  einer  beliebigen  im 
System  S  liegenden  Geraden  ftlr  einen  Moment  als  Erttmmungs- 
mittelpunkte  von  HttUbahncurven  an,  so  befinden  sich  die  ent- 
sprechenden Erümmungsmittelpunkte  der  zugehörigen  System- 
curven  in  S  auf  einem  Eegelschnitt ,  der  die  Polcurye  im  Pol 
berührt  Wird  die  Bewegung  umgekehrt,  das  System  5  als  fest 
und  das  System  S  als  bewegt  angesehen ,  dann  tritt  Vertauschung 
der  Gleitcurven,  d.  h.  der  Systemcurven  und  Hüllbahncuryen, 
sowie  der  Polcurye  und  Polbahn  ein.  Wir  erhalten  somit  den 
Satz: 

Die  in  einem  System  befindlichen  Gleitcurven, 
deren  zu  den  Berührungspunkten  gehörende  Erüm- 
mungsmittelpunkte in  einem  Bewegungsmomente  auf 
einer  Geraden  liegen,  erzeugen  in  dem  anderen  Sy- 
stem Gleitcurren,  deren  entsprechende  Erümmungs- 
mittelpunkte einen  Eegelschnitt  bilden,  der  die  bei- 
den Bollcurven  im  Pol  berührt. 

Aus  diesem  allgemeinen  Satze  wollen  wir  noch  mehrere  wich- 
tige specielle  Sätze  ableiten.  Schrumpft  eine  Curve  des  bewegten 
Systems  zu  einem  Punkte  zusammen,  so  geht  die  HüUbahncurve 
derselben  in  die  Bahncurve  dieses  Punktes  über.  Hiemach  er- 
halten wir  den  specielleren  Satz: 

Die  Punkte  einer  Geraden  des  bewegten  Systems 
beschreiben  Bahncurven,  deren  zugehörige  Erüm- 
mungsmittelpunkte für  jeden  Bewegungsmoment  in 
dem  festen  System  einen  entsprechenden  Eegelschnitt 
bilden,  der  die  Polbahn  in  dem  Pol  berührt  und  seine 
Gestalt  mit  der  Bewegung  verändert. 

Reducirt  sich  eine  HüUbahncurve  zu  einem  Punkte,  so  gleitet 
die  zugehörige  Systemcurve  durch  diesen  Punkt,  oder  wir  sagen, 
dieser  Punkt  wird  von  der  bewegten  Systemcurve  umhüllt ;  dann 
ergiebt  sich  der  folgende  Satz,  der  die  Umkehrung  der  eben  be- 
trachteten Bewegung  enthält: 

Die  Erümmungsmittelpunkte  derjenigen  Curven 
eines  bewegten  Systems,  welche  die  Punkte  einer 
festen  Geraden  umhüllen,  bilden  für  jeden  Bewegungs- 
moment in  dem  bewegten  System  einen  Eegelschnitt, 
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der  die  Polcurve  in  dem  Pol  berührt  und  seine  Ge- 
stalt mit  der  Bewegung  verändert. 

Diejenigen  Garyenpunkte,  zu  denen  unendlich  ferne  Erttm- 
mungsmittelpunkte  gehören ,  welche  also  unendlich  grosse  Krüm- 
mungsradien besitzen,  sind  Wendepunkte  der  betreffenden  Gurren. 
Berührt  nun  eine  HüUbahncurve  die  zugehörige  bewegte  System- 
curve  momentan  in  einem  Wendepunkte,  dann  liegt  der  entspre- 
chende Sjümmungsmittelpunkt  dieser  HüUbahncurve  auf  jenem 
Kreise  i// ;  und  berührt  eine  Systemcurve  die  zugehörige  HüUbahn- 
curve momentan  in  einem  Wendepunkte,  dann  befindet  sich  der  ent- 
sprechende Krflmmungsmittelpunkt  dieser  Systemcurve  auf  jenem 
Kreise  w.    Hiemach  erhalten  wir  den  wichtigen  Satz: 

Die  Krümmungsmittelpunkte  aller  Hüllbahncurven, 
welche  die  zugehörigen  Systemcurven  des  bewegten 
Systems  S  momentan  in  Wendepunkten  berühren, 
liegen  in  dem  festen  System  ^  auf  einem  Kreise  ifj; 
und  die  Krümmungsmittelpunkte  aller  Systemcurven, 
welche  die  zugehörigen  Hüllbahncurven  des  festen 
Systems  momentan  in  Wendepunkten  berühren,  liegen 
in  dem  bewegten  System  aS  auf  einem  Kreise  w\  diese 
beiden  Kreise  sind  gleich  und  berühren  beiderseits 
die  Bollcurven  in  dem  Pol. 

Wenn  eine  Systemcurve  zu  einem  Systempunkt  zusammen- 
schrumpft, ist  ihr  Krümmungsradius  gleich  Null,  und  die  zuge- 
hörige HüUbahncurve  geht  dann  in  die  Bahncurve  dieses  System- 
punktes über.  Demnach  befinden  sich  alle  Systempunkte,  die 
momentan  Wendepunkte  ihrer  Bahncurven  durchschreiten,  auf  dem 
Kreise  w^  und  daher  wird  dieser  Kreis,  der  seine  Lage  und  Grösse 
in  dem  bewegten  System  S  mit  der  Bewegung  desselben  ändert, 
der  Wendekreis  genannt,  derselbe  wurde  zuerst  von  De  La 
HireO  gefunden  und  constrnctiv  bestimmt  Hiemach  erhalten 
wir  den  Satz: 

Die  Punkte  eines  bewegten  Systems,  welche  mo- 
mentan Wendepunkte  ihrer  Bahncurven  durchschrei- 
ten, liegen  auf  dem  Wendekreise. 

Die  an  den  momentan  erzeugten  Wendepunkten  der  Bahn- 
curven gelegten  Tangenten  gehen,  weU  die  betreffenden  Normalen 
der  Bahncurven  sich  im  Pol  schneiden,  dur^h  den  Punkt  des 
Wendekreises,  der  dem  Pol  diametral  gegenüber  liegt;  und  dieser 
Punkt  wird  der  Wendepol  genannt. 

»)  DeLaHire,  Tratte  des  roulettes,  M&moiresde  VÄcad&fnie.  1706.  p.340. 
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Wenn  alle  Erttmmungsmittelpunkte  einer  Curve  im  Unend- 
lichen liegen  y  dann  besteht  dieselbe  ans  lauter  Wendepunkten 
und  ist  demnach  eine  Gerade.  Aus  dem  ersten  Theil  des  Yor- 
letzten  Satzes  ergiebt  sich  somit,  dass  die  betreffenden  Erttm- 
mungsmittelpunkte der  Httllbahncurven,  welche  von  allen  Geraden 
des  bewegten  Systems  erzeugt  werden,  auf  dem  Kreise  ^  liegen. 
Die  Fusspunkte  der  von  dem  momentanen  Pol  auf  diese  Geraden 
gefällten  Lothe  sind  die  Berührungspunkte,  welche  diese  Geraden 
momentan  mit  den  zugehörigen  Httllbahncurven  bilden.  Fttr  die- 
jenigen Geraden,  welche  sich  auf  dem  Kreise  ip  in  dem  Punkte 
schneiden,  der  dem  Pol  diametral  gegenüberliegt  und  Bück- 
kehr pol  genannt  wird,  befinden  sich  die  Berührungspunkte  auf 
dem  Kreise  ip  und  fallen  demnach  mit  den  entsprechenden  Krüm- 
mungsmittelpunkten der  zugehörigen  Httllbahncurven  zusammen; 
solche  Punkte  der  HttllbahncurFen,  deren  Krümmungsradius  also 
gleich  Null  ist,  sind  Bttckkehrpunkte  dieser  Curyen,  und  deshalb 
wird  der  Kreis  ip  der  Bttckkehrkreis  genannt  Somit  ergiebt 
sich  der  Satz: 

Die  Krümmungsmittelpunkte  aller  Hüllbahnen, 
welche  von  den  Geraden  einei?  bewegten  Systems  um- 
hüllt werden,  liegen  für  jeden  Bewegungsmoment  in 
dem  festen  System  auf  dem  Bttckkehrkreise,  der  alle 
momentan  erzeugten  Bttckkehrpunkte  der  betreffen- 
den Hüllbahnen  enthält. 

Aus  diesem  Satze  folgt  durch  Umkehrung  der  Bewegung: 

Die  Krümmungsmittelpunkte  aller  Systemcurven 
eines  bewegten  Systems,  welche  Gerade  umhüllen, 
liegen  für  jeden  Bewegungsmoment  in  dem  be- 
wegten System  auf  dem  Wendekreise,  der  alle  die- 
jenigen Bttckkehrpunkte  dieser  Systemcurven  ent- 
hält, welche  momentan  auf  den  betreffenden  Geraden 
gleiten. 

Da  der  von  D  e  L  a  H  i  r  e  zuerst  gefundene  Wendekreis  durch 
Umkehrung  der  Bewegung  sofort  zur  Auffindung  des  Bttckkehr- 
kreises  führt,  so  sind  wir  berechtigt,  diese  beiden  wichtigen  Kreise 
gemeinsam  die  De  LaHire'schen  Kreise  zu  nennen. 

55.  ConstruGtion  der  De  La  Hire'achen  Kreise,  des  Wende- 
kreises und  Ruckkehrkreises.  Ist  in  Fig.  139  die  Polbahntangente 
$t  und  ein  Paar  entsprechender  Krümmungsmittelpunkte  i>,  A 
beziehlich  in  dem  bewegten  und  in  dem  festen  System  gegeben, 
dann  erhalten  wir  die  De  La  Hire 'sehen  Kreise  in  folgender  Weise. 
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Wir  ziehen  die  Geraden  $  A^  und  AjQ  senkrecht  zur  Tangente  ^t, 
femer  auf  $i>  die  senkrechte  Gerade  ^q,  die  AQ  in  O  trifft, 
nnd  dann  die  Gerade  £lD.  Diese  schneidet  $A^  in  dem  Wende- 
pol, dem  Endpunkte  Du,  des  zur  Tangente  $  t  senkrechten  Durch- 
messers des  Wendekreises  w]  denn  nach  dieser  Gonstruction  ist 
der  Winkel  A^^q  entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel  A^t,  und 
es  ist  Du,  der  Punkt  im  bewegten  System,  welcher  dem  unend- 
lichen fernen  Punkte  A^  entspricht.  Hiermit  ist  dann  auch,  indem 
wir  $Ay  ^  2>,0$  machen,  der  Rückkehrkreis  ip  gefunden.  Dieser 
Kreis  ergiebt  sich  aber  auch  direct  durch  eine  analoge  Gon- 
struction, wenn  man  durch  Z>  zu  $t  eine  Senkrechte  bis  zum 
Schnittpunkte  O'  der  Geraden  $q  zieht,  dann  bestimmt  die  Ge- 
rade AO'  auf  ^A:;  den  Bückkehrpol  Ay;. 

In  Fig.  140  sind  zwei  Paar  entsprechende  Ertlmmungsmittel- 
punkte  A,  A,  und  A>  ^s  gegeben.  Um  in  diesem  Falle  die  De  La 
Hire'schen  Kreise  zu  construiren,  bestimmen  wir  die  Schnitt- 
punkte ¥,  O  der  Geradenpaare  AjZ>j,  \D^  und  A^Aj,  D^D^J 
ziehen  ^U^  parallel  A  A  bis  zum  Schnittpunkte  U^  mit  AjA^, 
femer  durch  U^  zu  ^Q  die  Parallele,  welche  A,  i?,,  \D^  resp. 
in  den  Punkten  Ay,  A'^  trifft;  dann  ist  der  durch  diese  Punkte 
und  durch  den  Pol  gehende  Kreis  ip  der  Bflckkehrkreis.  Denn  nach 
dieser  Constmction,  die  mit  der  auf  S.  104,  Fig.  120,  gegebenen 
Constmction  tibereinstimmt,  sind  Ay;,  Ay;  diejenigen  Punkte  im 
festen  System  S,  die  den  zum  System  S  gehörenden  unendlich 
fernen  Punkten  der  betreffenden  Geraden  entsprechen.  Mit  diesem 
Rttckkehrkreise  xp  ist  auch  der  congmente  Wendekreis  w  gefun- 
den. Dieser  letzte  kann  jedoch  auch  in  analoger  Weise  wie  der 
erste  construirt  werden.  Wir  ziehen  $Uz)  parallel  A^A,  bis  zum 
Schnittpunkte  Uz>  mit  A  A>  ferner  durch  Uz>  zu  $0  die  Parallele, 
welche  auf  Aj  A,  \D^  resp.  die  Punkte  JOLf  iC  des  Wendekrei- 
ses w  liefert  Diese  Constmction  stimmt  auch  mit  jener  auf  S.  104, 
Fig.  120,  gegebenen  Gonstruction  fiberein.  Der  Schnittpunkt  9ß 
der  beiden  in  !>«,,  i?»  resp.  auf  ^2?»,  $2?»  errichteten  Senk- 
rechten ist  der  Wendepol. 

Wenn  die  Geraden  AjA,  A^A  parallel  sind,  liegt  der  Pol  ^  * 
im  Unendlichen,  und  in  diesem  besonderen  Falle  befinden  sich 
die  Krümmungsmittelpunkte,  denen  unendlich  feme  Krtlmmungs- 
mittelpunkte  entsprechen,  wie  S.  101  Fig.  114  gelehrt  wurde,  auf 
einer  zu  \Di  oder  \D^  Parallelen,  die  leicht  bestimmt  werden 
kann.  In  diesem  Falle  geht  der  Wendekreis  sowie  der  Rück- 
kehrkreis in  diese  Parallele  über. 
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Errichten  wir  in  den  Punkten  Ay;,  A^f  beziehlieh  auf  die  Ge- 
raden $A'y;,  $Ay  die  Senkrechten,  welche  sich  in  ^  treffen,  so 
ist  T  der  Bückkehrpol  und  ^^  der  zur  Polbahntangente  ^t  nor- 
male Durchmesser  des  Bückkehrkreises  xp,  nnd  nach  den  Dar- 
legungen in  Art.  31  zugleich  die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  Pol  $  sich  auf  der  Polbahn  bewegt,  wenn  wir  voraus- 
setzen, dass  D^^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  i>t 
sei,  dass  also  die  Endpunkte  aller  lothrechten  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  des  bewegten  Systems  ^  im  Pol  $  coincidiren.  Ist 
aber  für  einen  gedachten  Sjstempunkt  D  eine  beliebige  lothrechte 
Geschwindigkeit  va  gegeben,  und  in  diesem  Falle  u  die  entspre- 
chende lothrechte  Geschwindi^eit  des  Pols  $,  so  folgt,  weil  durdi 
eine  Aendemng  der  einen  dieser  Geschwindigkeiten  eine  propor- 
tionale Aenderung  der  anderen  bewirkt  wird, 

und 

Bezeichnen  wir  die  Drehgeschwindigkeit  des  bewegten  Systems  S 
durch  u)  und  den  Durchmesser  der  De  La  Hire 'sehen  Kreise, 
welcher  gleich  ^  T  ist,  durch  b,  so  erhalten  wir,  da  t^d  =  w .  A  % 

Der  Durchmesser  der  De  La  Hire'schen  Kreise  ist  hiemach  gleich 
der  Polgeschwindigkeit  dividirt  durch  die  Drehgeschwindigkeit  des 
bewegten  Systems. 

Nach  der  in  Art.  49  abgeleiteten  Gleichung  a)  ist,  wenn  r^,  ^j,  b^ 
beziehlich  die  Strecken  $Ai  ^\}  $^V'  ^^^  analog  r,,  q^^  b^ 
resp.  die  Strecken  ^Ay  ¥^>  ¥^y  bezeichnen, 

J L=^J_     J L^_L. 

r^  pi  b,  Tj  Q^  ba 

Sind  femer  f^,  e,  die  Winkel,  welche  die  Geraden  $A^,  ^Ay  mit 

der  Normale  ^T  der  Polbahn  oder  Polcurve  bilden,  so  ergiebt 

sich,  weil 

bi  —  b  cos  «i ,   bj  =  b  cos  «a 
ist, 

1  1\  /l  i\  1  w 

cos  6.  = COS  «o  ==  -r-  = • 

r,  qJ  *       Vr,  qj  »        b  u 

Diese  Formel  bildet  den  analytischen  Ausdmck  der  abgeleiteten 
mannigfaltigen  geometrischen  Beziehungen,  welche  die  Gonstraction 
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der  Krttmmnngsmittelpaiikte  anschaulich  entfalteten;  sie  hat  den 
meisten  Autoren  als  Grundlage  für  die  Bestimmung  und  Berech- 
nung der  Krümmungsradien  gedient  0  Diese  Formel  erhält  eine 
specielle  Form,  wenn  die  entsprechenden  Erümmungsmittelpunkte 
D^y  \  auf  der  Normale  der  Folbahn  liegen  und  ihre  Abstände  vom 
Pol  resp.  durch  r,  q  bezeichnet  werden ,  dann  ist  cos  «^ »» 1  und 
somit 


1  1  \  11 

cos  «1  = 


Koch  mehr  wird  diese  Formel  specialisirt,  wenn  insbesondere  die 
Punkte  i?s,  A,  resp.  mit  dem  Erümmungsmittelpunkte  der  Folbahn 
und  Polcurye  zusammenfallen ,  und  wenn  wir  in  diesem  Special- 
falle die  entsprechenden  Krümmungsradien  ^Ay  $^3  beziehlich 
durch  Tq,  q^  bezeichnen ;  dann  ist 

t  1  \  11 

cos  €.  = • 

Diese  specielle  Formel,  aus  der  die  obige  allgemeine  Formel 
sofort  wieder  hergestellt  werden  kann,  wurde  in  einer  anderen 
Form  zuerst  von  Euler^)  abgeleitet  und  von  ihm  zur  Bestim- 
mung der  Krümmungsmittelpunkte  der  Badzahncuryen  angewendet. 
Viel  später  hat  auch  Savary^)  diese  Formel  zu  diesem  Zwecke 
benutzt  und  daher  wird  dieselbe  oft  unrichtig  als  die  Savarj'sche 
Formel  bezeichnet. 

56.  Besondere  Fälle.  Conatnictionen  der  KrOmmungsmittel- 
punkte  für  Fuaepunktencurven ,  Kegelschnitte,  katakaustische  Cur- 
ven.  a)  In  Fig.  141  gleiten  die  Schenkel/,  /  eines  starren  Winkels 
fCl  auf  den  Curven  9),  l  und  berühren  dieselben  resp.  in  den 
Punkten  S,  S.  Die  zu  diesen  Gurvenpunkten  gehörenden  Krüm- 
mungsmittelpunkte sind  durch  <l>,  A  gegeben.  Der  Schnittpunkt  $ 
der  Curvennormalen  g4>,  8A  ist  der  Pol  und  die  Gerade  C^  die 
Normale  der  vom  Scheitel  C  des  Winkels  beschriebenen  Bahn- 
curve  y.  Da  die  Krümmungsmittelpunkte  F^^  L^  der  Geraden/,  / 
resp.  auf  *  g,  A  8  im  Unendlichen  liegen,  so  sind  4>,  A,  ^  drei 
Punkte  des  Rückkehrkreises  xpy  und  derselbe  ist  durch  diese 
Punkte  bestimmt    Sind  insbesondere  die  Curven  %  A  im  festen 

')  Mannheim,  Journal  de  tEcole  polytechnique,  1858.  T.  XXI,  cah.  37. 
p.  179. 

')  Novi  Commenlarii  Academiae  Petropolitanae  1765.  T.  XI.  p.  207.  Sup- 
plementom.  „De  figora  dentinm  rotaram." 

>)  Leroy,  Gäomdirie  descriptive,  1867.  p.  322. 
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System  ^  Ereisei  dann  ist  der  Bttckkehrkreis  xp  in  ^  nnyeränder- 
lieb,  und  naeh  Art  19  die  Polbahn;  dem  zufolge  umhüllen  alle 
Gerade  des  bewegten  Systems  S  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf 
dem  festen  Kreise  ip  liegen. 

Um  mittelst  der  zweiten  Bobillier'schen  Gonstruction  den 
Krtlmmangsmittelpnnkt  F  der  Bahncurve  y  für  den  Pankt  C  zu 
bestimmen,  ziehen  wir  DJ^^Q'^  parallel  4>A,  denn  der  Schnitt- 
punkt D'^  der  Geraden  F^  L^  und  4>A  befindet  sich  im  Unendlichen. 
Ferner  ziehen  wir  die  Gerade  ^  q',  die  F^  C  in  Q'  schneidet,  so 
dass  der  Winkel  C^q'  gleich  dem  Winkel  i^^Q'^  ist;  dann 
schneidet  die  Gerade  <l>0'  die  Curvennormale  C^  in  dem  ge- 
suchten Krttmmungsmittelpunkte  F.  In  analoger  Weise  erhalten 
wir  den  Punkt  F,  indem  wir  die  Gerade  $q',  die  L^C  in  O^ 
trifft,  so  ziehen,  dass  der  Winkel  C^q'  gleich  dem  Winkel  l^«?Oi 
ist,  dann  bestimmt  die  Gerade  AO'  auf  C^  den  Krümmungs- 
mittelpunkt  F.  Sind  dagegen  die  Krümmungsmittelpunkte  4>,  F 
gegeben  und  durchschreiten  wir  den  ersten  Constructionsweg  rück- 
wärts, so  erhalten  wir  den  Krümmungsmittelpunkt  A.  Da  nach 
S.  100  die  drei  Punkte  D'^  D'Q'  auf  einer  Geraden  liegen,  so 
sind  hier  die  Geraden  O'D^,  A*  parallel. 

In  Fig.  142  sind  dieselben  Constructionen  ausgeführt,  wenn 
der  bewegte  Winkel  fCl  ein  Rechter  ist.  In  diesem  besonderen 
Falle  ergiebt  sich  aus  jener  zweifachen  Bestimmung  eine  Be- 
ziehung, die  zu  einer  anderen  Gonstruction  führt,  welche  die 
Gleichmachung  jener  zweier  Winkel  nicht  erfordert  Es  ist  der 
Winkel  Q'^D'  =  jQ/^  C  +  C^O'  =  Q^,  ?}  /^^  +  i« ?Q'^  = 
-^oc^^oc»  Also  ein  Rechter.  Dem  zufolge  sind  die  Dreiecke  g^8, 
Q'^Q',  deren  Seiten  g8,  Q^D'  sich  im  Punkte  J  schneiden, 
ähnlich,  und  wegen  ihrer  gleichen  Winkel  an  den  Ecken  8,  Q' 
liegen  die  Punkte  0'8  J^  auf  einem  Kreise,  für  welchen  Q'^ 
ein  Durchmesser  ist;  folglich  steht  die  Gerade  ^J  senkrecht  auf 
D'D'  und  auf  der  Parallelen  4>A. 

Hieraus  ergiebt  sich ,  wenn  die  Krümmungsmittelpunkte  4>,  A 
gegeben  sind,  die  folgende  Gonstruction  des  Krümmungsmittel- 
punktes F.  Wir  fällen  von  $  auf  4>A  das  Loth,  welches  die 
Gerade  g8  in  J  trifft,  ziehen  auf  $J  die  Senkrechte  JD'  bis 
zum  Schnitt  Q'  der  Geraden  C8,  und  ferner  die  Gerade  Q'4>, 
die  C^  in  F  schneidet  Andererseits  können  wir  auch  die  auf  ^J 
Senkrechte  bis  zum  Schnitt  D'  der  Geraden  Cg  ziehen,  dann  be- 
stimmt O^A  auf  C^  den  Punkt  F.  In  Fig.  144  ist  diese  Gon- 
struction des  Krümmungsmittelpunktes  F  für  den  Fall  ausgeführt, 
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wenn  der  Schenkel/  durch  einen  festen  Punkt  4>  geht.  Es  ist 
^J  senkrecht  <1>A,  dann  JO'  senkrecht  ^J  und  femer  die  Ge- 
rade 0'4>  gezogen,  die  C^  in  T  trifft. 

Ist  in  Fig.  142  der  Ertlmmungsmittelpunkt  F  und  einer  von 
den  beiden  Erttmmungsmittelpunkten  4>,  A,  z.  B.  4>,  gegeben,  sind 
also  die  Erttmmungsmittelpunkte  der  beiden  Curyen  yj  q>  bekannt, 
so  erhalten  wir  den  anderen  Ertlmmungsmittelpunkt  A  in  folgen- 
der Weise.  Nachdem  wir  vom  Pol  ^  auf  Cl  die  Senkrechte  $8 
gefällt  haben,  ziehen  wir  4>F  bis  zum  Schnitt  O'  der  Geraden 
C8,  dann  auf  ^O'  die  Senkrechte  ?0^  welche  Cg  in  O'  trifft, 
und  hierauf  die  Gerade  O^F,  bis  sie  $8  in  A  schneidet. 

In  dem  Falle,  wenn  der  eine  Schenkel/  des  bewegten  starren 
Winkels /C/  in  Fig.  148  beständig  durch  einen  festen  Punkt  ^ 
geht,  der  andere  Schenkel  /  eine  Curve  k  umhüllt,  wollen  wir 
noch  andere  besondere  Bestimmungen  des  Erümmungsmittelpunktes 
F  oder  A  durch  die  folgenden  Betrachtungen  ableiten.  Errichten 
wir  in  4>  auf  4>  8  eine  Senkrechte,  die  ^  L^  im  Punkte  X  schneidet, 
und  betrachten  wir  X  als  Erttmmungsmittelpunkt  der  Curve  A, 
dann  ergiebt  sich  leicht  nach  obiger  allgemeiner  Construction,  dass 
der  zugehörige  Ertlmmungsmittelpunkt  der  von  C  beschriebenen 
Curve  /  mit  dem  Pol  $  zusammenfällt.  In  gleicher  Weise  folgt, 
wenn  wir  die  Punkte  8,  L^  als  Erttmmungsmittelpunkte  von  l 
ansehen,  beziehlich  die  Mitte  M  von  C^  und  der  Punkt  C  als 
zugehöriger  Erttmmungsmittelpunkt  der  betreffenden  Curve  /.  Den 
Punkten  Z,  8,  X<«  entsprechen  demnach  projectiv  resp.  die  Punkte 
$,  3/ ,  C,  und  folglich  können  wir  dann  zu  dem  Erttmmungsmittel- 
punkte A  der  Curve  l  als  Punkt  der  ersten  Punktreihe  durch 
die  bekannte  projective  Construction  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
den  Erttmmungsmittelpunkt  F  der  betreffenden  Curve  y  als  ent- 
sprechenden Punkt  der  zweiten  Punktreihe  erhalten.  Um  z.  B. 
eine  auf  diese  projective  Beziehungen  gegrttndete  Construction 
anzugeben,  denken  wir  uns  die  Punktreihe  XA iL^,.  senkrecht 
auf  die  Gerade  ^2  nach  ^H%L^ ..  projicirt  und  die  so  erhal- 
tene Punktreihe  wieder  parallel  4>  %  auf  die  Gerade  $  L^  nach 
$iV8I/«..  projicirt,  dann  sind  ?iV8i«,  und  ^FilfC  entspre- 
chende Punkte  zweier  perspectiv  liegender  Beihen,  und  die  Ver- 
bindungsgeraden  entsprechender  Punkte  derselben  treffen  sich  in 
dem  Schnittpunkte  S  der  Geraden  L^  C,  83/,  d.  h.  in  dem  vierten 
Eckpunkte  des  durch  $  8  C  bestimmten  Bechtecks. 

Ist  also  der  Erttmmungsmittelpunkt  A  der  Curve  X  gegeben, 
so  ziehen  wir  Äff  senkrecht  <1>8,  femer  HN  parallel  <1>^  und 
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die  Gerade  NE,  welche  die  Cnrvennormale  C^  in  dem  Erüm- 
mungsmittelpnnkte  F  der  von  C  beschriebenen  Curve  y  trifft. 
Wenn  dagegen  der  Punkt  F  gegeben  ist,  so  erhalten  wir  durch 
Rttckwärtsschreiten  des  Constructionsweges  den  Punkt  A. 

Ist  der  Winkel /C/,  wie  in  Fig.  144,  ein  Rechter,  dann  be- 
schreibt der  Scheitel  C  die  Fusspunktencnrve  y  der  Oarve  A  be- 
züglich 4>  als  Lothpunkt,  und  jene  Gonstruction  vereinfacht  sich 
sehr,  weil  in  diesem  besonderen  Falle  der  Punkt  S  mit  4>  zu- 
sammenfällt Betrachten  wir  den  Erttmmnngsmittelpunkt  A  der 
Gurve  l  als  gegeben,  dann  ziehen  wir  A  H  senkrecht  4>  S ,  ferner 
HN  senkrecht  ^  8  und  hierauf  die  Gerade  iV4>,  die  CSß  in  dem 
Erfimmungsmittelpunkte  T  der  Fusspunktencurye  y  schneidet. 
Durch  Bückwärtsschreiten  dieses  Gonstructionsweges  erhalten  wir 
umgekehrt,  wenn  F  gegeben  ist,  den  Erttmmungsmittelpunkt  A.  ^ 

b)  Gleitet  der  eine  Schenkel/  des  bewegten  Winkels /CZ  in 
Fig.  145  durch  den  festen  Punkt  4>  und  der  andere  Sckenkel  / 
auf  der  Gurve  A,  und  fällen  wir  vom  Punkte  4>  auf  die  Lagen 
/,  /^ . .  des  letzteren  Schenkels  Lothe,  dann  bilden  die  Fuss- 
punkte  CO^,.  derselben  die  Fusspunktencnrve  y'  der  Gurve  l  für 
den  Lothpunkt  4>.  Da  die  erhaltenen  Dreiecke  *  CC;,  4>C"(7j, . . 
ähnlich  sind,  so  ist  auch  die  Gurve  y,  die  der  Scheitel  C  be- 
schreibt, der  Fusspunktencurve  y'  ähnlich. 

Bewegt  sich  der  Scheitel  C  des  Winkels/C/  in  Fig.  146  auf 
einem  Ereise  y,  dessen  Mittelpunkt  F  ist,  während  der  Schenkel/ 
durch  den  festen  Punkt  4>  gleitet,  dann  umhüllt  der  andere  Schenkel 
/  einen  Eegelschnitt  L  Um  dies  zu  beweisen ,  fällen  wir  von  4> 
auf  /  das  Loth  <I>  C ;  es  befindet  sich  dann  der  Fusspunkt  C  des- 
selben auf  dem  Ereise  y^y  dessen  Mittelpunkt  F'  so  liegt,  dass 
<PC'T'  ähnlich  4>CF  ist  Betrachten  wir  nun  den  bewegten 
rechten  Winkel  <I>C/,  dessen  Scheitel  C  den  Ereis/'  durchläuft 
und  dessen  Schenkel  C  4>  durch  den  Punkt  4>  gleitet,  dann  um- 
htlUt  /  auch  bei  dieser  Bewegung  des  rechten  Winkels  die  Gurve  kj 
welche  der  Schenkel  /  des  Winkels/C/  erzeugt.  Die  in  4>  auf 
C'4>  errichtete  Senkrechte  trifft  die  Gerade  CT',  welche  anderer- 
seits den  Ereis  y'  im  Punkte  B'  schneidet,  in  dem  Pol  $',  und 
der  Fusspunkt  8  der  von  $'  auf  /  gefällten  Senkrechten  ist  der 
Berührungspunkt,   den  /  mit  k  bildet.    Machen  wir  nun  F'4>' 


^)  Diese  elegante  Constmction  wurde  fOr  diesen  besonderen  Fall  in 
anderer  Weise  zuerst  von  £mil  Weyr  abgeleitet.  Sittungsherichte  der  Aka- 
demie in  Wien,  1869.  B.  59.  Abth.  ü.  S.  169. 
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entgegengesetzt  gleich  P*,  so  ist  -B'4>'  #  OC  #  $'8;  demnach 
ist  4>'8  «:  £'$',  und  folglich,  weil  4>8  =  C'%  ergiebt  sich 
<I>8  _  <1)'8  »8  J5'C'.  Liegt  aber  der  Punkt  O  innerhalb  des  Kreises 
y  oder  y',  dann  ergiebt  sich  <I>8  +  4>'8  =  5'C'.  Der  Schenkel  / 
des  bewegten  Winkels  fCl  umhüllt  also  einen  Kegelschnitt  A, 
dessen  Brennpunkte  4>,  4>'  sind  und  dessen  Hauptaxe  gleich  dem 
Durchmesser  des  Kreises  y'  ist.  Dieser  Kegelschnitt  X  ist  eine 
Hyperbel  oder  Ellipse,  je  nachdem  der  Punkt  4>  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  Kreises  y  liegt.  Liegt  der  Hittelpunkt  F  des 
Kreises  y  im  Unendlichen,  geht  also  dieser  Kreis  in  eine  Gerade 
über,  dann  befindet  sich  auch  der  zweite  Brennpunkt  ^'  im 
Unendlichen  und  der  Kegelschnitt  A  ist  in  diesem  Falle  eine 
Parabel. 

Gelangt  der  Scheitel  C  des  bewegten  Winkels /C/  in  die 
Endpunkte  C^^  C^  des  durch  4>  gehenden  Durchmessers  des  Krei- 
ses y,  dann  sind  die  betreffenden  Schenkel  /,,  /,  zu  FF^  parallel 
und  berühren  den  Kegelschnitt  l  in  den  Endpunkten  seiner  Haupt- 
axe. Pie  beiden  Punkte  (7^,  C"  des  Kreises  y,  in  denen  der 
Schenkel  /  diesen  Kreis  tangirt,  sind  die  Berührungspunkte,  die  der 
Kreis  y  mit  dem  Kegelschnitt  k  bildet.  Ziehen  wir  also  durch 
den  einen  Brennpunkt  4>  des  Kegelschnitts  l  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  die  Nebenaxe  FT  desselben  und  eine  zu  ihr  paral- 
lele Scheiteltangente  /^  resp.  in  den  Punkten  F,  C^  trifft,  und  be- 
schreiben wir  um  F  mit  dem  Radius  F  C^  einen  Kreis,  so  berührt 
dieser  den  Kegelschnitt  k  in  zwei  Punkten.  Bestimmen  wir  auf 
diese  Weise  mehrere  solche  Kreise,  dann  erhalten  wir  den  Kegel- 
schnitt als  die  von  diesen  Kreisen  umhüllte  Curre  und  damit  eine 
ein&che,  leicht  auszuführende  Construction  des  Kegelschnitts. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  die  von  einem  Brennpunkte  eines 
Kegelschnitts.nach  den  Tangenten  desselben  unter  gleichem  Winkel 
in  gleichem  Sinne  gezogenen  Geraden  die  Tangenten  in  Punkten 
treffen,  welche  auf  einem  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
berührenden  Kreise  liegen;  und  wenn  der  Winkel  ein  Rechter 
ist,  dann  sind  die  Endpunkte  der  Hauptaxe  des  Kegelschnitts 
Durchmesserendpunkte  dieses  Kreises. 

In  Fig.  147  ist  der  Kegelschnitt  X  construirt,  dei^  von  dem 
Schenkel  /  des  rechten  Winkels /C/  umhüllt  wird,  wenn  dessen 
anderer  Schenkel/  durch  den  Punkt  ^  gleitet  und  dessen  Scheitel 
C  sich  auf  dem  Kreise  y  bewegt  Der  Kegelschnitt  X  ist,  weil  4> 
innerhalb  des  Kreises  y  liegt,  eine  Ellipse,  deren  Hauptaxe  der 
durch  4>  gehende  Kreisdurchmesser  ist.    Die  Brennpunkte  4>,  4>' 
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liegen  beiderseits  in  gleichem  Abstände  rom  Mittelpunkte  F  des 
Kreises  y.  Den  Erflmmongsmittelpiuikt  A  für  den  Punkt  8  des 
Eegelschnitts  A  eriialten  wir  naeh  der  abgeleiteten  Oonstnictiony 
indem  wir  anf  der  Normalen  8$  des  Eegelschnitts  in  ihrem 
Schnitt  N  mit  der  Hanptaxe  eine  Senkrechte  NR  errichten,  die 
^8  in  J?  trifliy  und  i7A  senkrecht  ^%  ziehen.  Andererseits 
können  wir  auch  NW  senkrecht  8$  bis  an  84^'  nnd  Wt\,  senk- 
recht 84>'  sieben. 

In  Fig.  148  ist  die  Gonstmction  des  Krttmmnngsmittelpnnktes 
fttr  die  Parabel  l  ansgefllhrt;  dieselbe  wird  von  dem  Schenkel  / 
des  rechten  Winkels  /6|/ umbttllt,  dessen  anderer  Schenkel/ 
durch  den  Brennpunkt  ^  gleitet,  w&hrend  sich  der  Winkelscheitel 
C  auf  der  Scheiteltangente  y  der  Parabel  bewegt.  Der  zweite 
Brennpunkt  ^^  liegt  hier  im  Unendlichen.  Die  auf  /  senkrechte 
Normale  8  A  der  Parabel  wird  nach  8.  66  auch  dadurch  bestimmt, 
dass  wir  auf  der  Axe  <I>'4>«  die  Strecke  <I>'iV^»^4>'8  machen. 
Behufs  der  Gonstruction  des  zu  8  gehörenden  Ertimmungsmittel-' 
Punktes  A  ziehen  wir  NH  senkrecht  8  N^  femer  8  H  parallel  und 
HS.  senkrecht  zur  Parabelaxe.  In  anderer  Weise  ergiebt  sich  A, 
indem  wir  auf  8A^  die  Senkrechte  NW  bis  an  die  Gerade  8^ 
und  auf  diese  die  Senkrechte  W  K  ziehen.  Da  wegen  der  Halbi^ 
rung  des  Winkels  W^'N  durch  die  (Gerade  Cf  die  Strecke 
^W  ^^N^^^%  ist,  so  wird  A  auch  erhalten,  wenn  wir  auf 
8^  die  Senkrechte  ^ti  ziehen  und  fiA^mifi  machen. 

Nachdem  wir  die  Bestimmung  der  S^rUmmnugsmittelpunkte 
eines  Eegelschnitts  kennen  gelernt  haben,  können  wir  auch  die 
Gonstmction  der  Erttmmnngsmittelpunkte  der  Fusspunktencunre 
eines  EegelsM^hnitts,  deren  Lothpunkt  ein  beliebig  angenommener 
Punkt  ist,  leicht  ausführen.  Wenn  insbesondere  der  Lothpunkt  in 
einem  Brennpunkte  des  Eegelschnitts  liegt,  ist  die  Fusspnnkten«- 
ourve  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  der  Über  die  Hanptaxe  als 
Durohmesser  beschriebene  Ej'eis,  bei  der  Pajfabel  aber  die  Scheitel'» 
tangente  derselben. 

Um  die  Ordnung  der  zu  einem  beliebigen  Lotbpunkte  ^x 
gehörenden  Fusspunktencurven  eines  Eegelschnittes  X  zu  ermittelu, 
also  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  zu  bestimmen,  welche  eine  be- 
liebige Gerade  g  mit  dieser  Fnsspunktencurve  bildet,  betrachten 
wir  4>s  als  den  Brennpunkt  und  g  als  die  Scheiteltangente  einer 
hierdurch  bestimmten  Parabel  A«.  Da  diese  Parabel  Ix  und  jener 
Eegelschnitt  A,  wenn  derselbe  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  Tier 
gemeinschaftUohe  Tangenten  besitzen,  so  sind  die  vier  Schnitt^ 
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punkte,  welcbe  die  Gemde  9  mit  diesen  Ttfigentm  bildet,  KUgldoh 
die  Scbnittpniikie,  die  diese  Chemde  mit  den  FiuiBpwiktenimryeii  €iv 
zengi  DeHinaefa  ist  dieFnsBpnnkte«€iir7«  einer  Ellipse 
o4er  JSEyperbel  im  AUgem«inea  T.on  der  vierten  Ord-- 
nnng.  Ist  ab^  jener  Kegelsohiitt  l  eine  Parabel,  dann  treten 
nnr  drei  im  Endlichen  tefindliehe  gemeinschaftliehe  Tangenlm 
auf;  denn  die  nnendlieh  ferne  Gerade,  welche  beide  Parabeln  als 
gemeinadbiafiliche  Tangente  beützen,  wird  nicht  in  Betcaeht  ge- 
sogen. Demnach  ist  die  Fnsspanktencnrve  einer  Pa- 
rabel im  Allgemeinen  von  der  dxitten  Ordnung. 

c)  Gleiten  in  Fig.  140  die  beiden  zum  bewegten  System  S 
gehSrenden  Cnrven  /,  /  resp.  anf  den  «Geraden  %  X  m  dem  featen 
System  2  nnd  bezeichnen  F,  L  beeiehCch  die  Krttanmnngsmittid- 
pnnkte  fttr  die  Bertihmngspimkte  f$,  2,  so  erhalten  wir  zn  dnem 
Erttmmnngsmittelpimkte  oder  zn  einem  Pnnkte  D  im  bewegten 
System  S  den  entsprechenden  ErfImmnngBmittelpnnkt  A  im  festen 
System  Z^  wenn  wir  dnreh  4en  Pol  %  den  Schmtipimkt  der  Ge- 
raden %Fy  8£,  2n  FZ  die  Parallele  ^O  Eichen,  dann  den 
Winkel  DVQi  gleich  £$0  mach^,  Fi>  bis  Q,  imd  £l,A  p^ 
naM  $^00  ziehen.  Da  F^  L  den  unendlich  fernen  KrttmmugB- 
mittelpnnkten  4>«,  A«  der  Geraden  go,  A  entsprechen,  so  ist  der 
tech  FLS^  geh^e  Kreis  der  Wendekreis  w^  nnd  dieser  bleibt 
im  bewegten  System  S  unverändert,  wenn  /,  /  Kreise  sind.  In 
diesem  Falle  ist  nach  Art.  18  der  Wendekreis  to  zugleich  die 
Polcnnre  des  bewegten  Systeme  S. 

In  Fig.  160  sind  im  festm  System  £  zwei  Cnry^i  q>^  X  mit 
den  betreffenden  Krtlmmangsmittelpnnkten  4>,  A  gegeben;  und 
anf  diesen  Cnryen  %  X  gleiten  beziefalich  die  im  bewegUdien 
System  S  befindliche  Onnre  /  nnd  Gerade  /,  zn  denen  die  betrrf- 
fenden  Krttmmnngsmittelpnnkte  F,  L^  gehören.  Um  in  diesem 
Beispiel  zu  dem  Fonkte  D  des  Systems  S^  der  mit  dem  Berlh- 
nmgspnnkte  yon  A,  l  coincidirt,  den  entsprechenden  Krttmmnngs- 
mittelpnnkt  A  zn  bestimmen,  ziehen  wir  zu  $  A  die  Parallele  L^  F^ 
die  <t^  A  in  JQ  schneidet,  ferner  die  Gerade  ^O,  die  aaf  FD  den 
Schnittpunkt  O«  liefert,  und  die  Gerade  ^  d ,  die  anf  $i>  den  zn 
D  (^hörenden  Krttmmnngsmittelpnnkt  A  bestimmt.  Wenn  insbeson- 
dere die  Gerade  /  dnrch  einen  festen  Punkt  A  geht,  also  D  mit  A 
zusammenfällt,  dann  ist  nach  dieser  Construction  AA  «»  A$;  folg- 
lich der  Krttmmungsmittelpunkt  A  die  Mitte  von  A^. 

d)  Bellt  in  Fig.  161  eine  Cur?e  p  eines  bewegten  Systems 
derart  auf  einer  festen  congruenten  CurTC  nr,  dass  stets  zwei  homo- 

9* 
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löge  Punkte  dieser  symmetriscli  gelegenen  Corven  in  Bertthrung 
treten,  dann  beschreibt  ein  Systempunkt  Aj  dessen  homologer 
Punkt  in  dem  festen,  symmetrisch  congruenten  System  mit  91  be- 
zeichnet ist,  nach  Art.  23  eine  Bahncurve  «,  die  derjenigen  zur 
Polbahn  fv  gehörenden  Fusspunktencurve  y  homothetisch  ähnlich 
ist,  welche  dem  Lothpunkte  ^  entspricht.  Die  beiden  ähnlichen 
Gurven  a,  y  stehen  in  dem  Verhältniss  2:1,  und  91  ist  der  Aehn- 
lichkeitspankt  für  dieselben.  Vermittelst  der  Erttmmungsmittel- 
punkte  n,  P  der  Polbahn  n:  und  Polcurve  /?,  deren  Berührungs- 
punkt der  Pol  $  ist,  erhalten  wir  auf  der  zur  Bahncurve  a  ge- 
hörenden Normalen  A^  den  betreffenden  Erfimmungsmittelpunkt  A 
dieser  Ourve,  indem  wir  auf  A  $  die  Senkrechte  $  O  bis  an  die 
Gerade  AF  ziehen  und  O  mit  11  yerbinden;  dann  schneidet  jQÜ 
die  Curvennormale  ASß  in  A.  Der  Halbirungspunkt  F  der  Strecke 
A9(  ist  der  Erfimmungsmittelpunkt  der  Fusspunktencurve  y  für 
den  auf  der  Polbahntangente  ^t  liegenden  Curvenpunkt  C 

Nehmen  wir  an,  es  sei  %  ein  leuchtender  Punkt  und  die  Pol- 
bahn 7c  eine  die  Lichtstrahlen  reflectirende  Curve,  so  ist,  da  die 
Polbahntangente  $t  in  der  Mitte  C  auf  91^  senkrecht  steht,  der 
Winkel  9l^n  =  11$  A  und  folglich  $A  der  vom  Curvenpunkte  ? 
reflectirte  Strahl.  Die  von  den  Ertlmmungsmittelponkten  der 
Curve  a  gebildete  Curve  a,  welche  von  den  reflectirten  Strahlen 
umhüllt  wird,  heisst  die  katakaus tische  Curve  oder  die 
Brenncurveder  Curve  n  im  Bezug  auf  den  leuchtenden  Punkt  91. 
Die  katakaustische  Curve  a  ist  also  die  Evolute  der  von  dem 
Systempunkte  A  beschriebenen  Bahncurve  a.  ^) 

Um  noch  eine  andere  Construction  eines  Punktes  A  der  kata* 
kaustischen  Curve  a  in  Fig.  162  abzuleiten,  ziehen  wir  vom  leuch- 
tenden Punkte  91  auf  die  Normale  $11  der  reflectirenden  Curve  tv 
die  Senkrechte  91 Ä,  welche  den  reflectirten  Strahl  $A  in  J 
schneidet,  und  nehmen  an,  dass  der  Punkt  $  sich  auf  7t  mit  der 
lothrechten  Geschwindigkeit  $11  bewege.  Der  Fusspunkt  H  resp. 
die  Mitte  von  91«/  bewegt  sich  momentan  auf  dem  über  9{n  als 
Durchmesser  beschriebenen  Ereise  h  und  der  Schnittpunkt  J  be- 
wegt sich  momentan  auf  einem  doppelt  so  grossen  Ereise  t ,  dessen 
Mittelpunkt  11  ist.  Der  mit  H  coincidirende  Punkt  der  Geraden 
$n,  die  sich  momentan  um  den  Erttmmungsmittelpnnkt  11  dreht, 

^)  Diese  Erzeogungs weise  der  katakaustischen  Corven  hatDerHospital 
in  seiner  Analyse  des  infimments  petits.  1715.  Art.  111.  p.  105  mitgetheilt,  und 
wurde  von  Kessler  zur  kinematischen  Untersuctiung  einiger  dieser  Gurven 
benutzt.   Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  1878.  B.  23.  S.  1. 
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besitzt  die  lothrechte  Geschwindigkeit  ^n.  Demnach  repräsentirt 
der  Durchmesser  HHx,  des  Kreises  A,  weil  HHi^  auf  n$  senk- 
recht ist,  die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  H  auf 
dem  Kreise  h  bewegt.  Wenn  wir  nun  durch  11  die  Gerade  JJi» 
bis  an  die  Gerade  91  ff»  ziehen,  welche  zu  ü^  parallel  ist,  dann 
wird  durch  JJ«  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Schnittpunktes 
J  dargestellt;  denn  es  ist  JJ^  ^^2HEt>  und  parallel  HBo.  Nach- 
dem wir  also  von  den  beiden  Punkten  %  J  des  reflectirten  Strahles 
die  lothrechten  Geschwindigkeiten  $11,  «/J«,  kennen,  können  wir, 
wie  auf  S.  64  (Fig.  66}  gezeigt  wurde,  den  Punkt  A  construiren, 
in  welchem  dieser  Strahl  seine  HüUbahncurve  a  berührt.  Wir 
ziehen  nil'  senkrecht  ^Jj  dann  $11'  parallel  JU  und  die  Ge- 
rade n' J»,  die  $t/  im  Punkte  A  schneidet. 


ZWEITER  ABSCHNITT. 

Die  cyclischen  Curven. 


Erzengimg  der  cydiBßhen  Ganren  dnrcli  BoUnng. 

57.  Die  doppelte  Erzeagong  der  cyclischen  Carven.  Die  cycG- 
schen  Gorven  werden  bei  den  Rädennechanismen  in  mannigfacher 
Weise  erzeugt  nnd  bilden  die  Gmndlage  flir  die  Lehre  von  der 
Verzahnung.  Diese  Gurren  sind  in  geometrischer  Beziehung  noch 
unvollständig  untersucht,  und  daher  ist  es  nothwendig,  dass  wir 
der  Behandlung  derselben  einen  besonderen  Abschnitt  widmen. 

Dreht  sich  in  Fig.  168,  Taf.  VUI  ein  ebenes  System  S^  mit 
der  Drehgeschwindigkeit  013,  in  einem  anderen  ebenen  System  S^ 
um  einen  in  demselben  ruhenden  Punkt  F^  rotirt  femer  das 
System  S^  mit  der  Drehgeschwindigkeit  o^^i  ^^  einen  festen 
Punkt  4>  in  einem  festen  System  S^  und  sind  diese  Drehungen 
proportional,  so  ist  das  Verhältniss  cd^i  :  w^  constant  Die  Curven, 
welche  bei  dieser  Bewegung  die  Punkte  des  Systems  S^  in  dem 
festen  System  Si  beschreiben,  werden  cyclische  Curven  ge- 
nannt Der  Punkt  F^  der  einzige  in  dem  System  S^^  der  im  festen 
System  S^  einen  Ej-eis  um  4>  beschreibt,  ist  der  Pol  der  beiden 
Systeme  S^j  /S^,  und  der  Punkt  4>  ist  der  Pol  von  ^S,  in  /S^;  folglich 
ergiebt  sich  nach  Art.  24,  wenn  01,^  die  Drehgeschwindigkeit  von 
/S,  in  S^  bezeichnet,  dass 

Wai  —  W«i  +  W„ 

ist,  und  dass  der  auf  ^F  liegende  Pol  $  des  Systems  S^  im  Be- 
zug auf  das  feste  System  S^  durch  die  Proportion 

bestimmt  ist,  aus  welcher  umgestaltet  die  folgende  Proportion 
hervorgeht. 
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Hierin  iat  die  Drehgeftchwindigkelt  o)^  Mgätir  zn  nehmen, 
wen  dieselbe  nicht  in  gleichem  Bitdie  mit  der  als  positir  be« 
trachteten  Drefageschtrindigkeit  (i>„  gerichtet  ist.  Je  nachdem  nnn 
die  Drehungen  der  beiden  Systeme  S^,  S^  ia  gleichem  oder  ent^ 
gegengesetetem  Sinne  erfolgen,  liegt  der  Pol  $  mt  der  dtirch  <t>F 
gehenden  Oeraden  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Strecke  ^F.  Da 
nach  der  Voranssetzttng  das  VerhUtniss  61,1  •  ^32  der  Drehgedohwin^ 
digkeiten  constant  ist,  so  sind  auch  die  Strecken  $4>,  F^  con«- 
stant.  Demnach  ist  Ittr  die  Bewegnng  des  Systems  3^  in  dem  festen 
System  Si  die  Polbahn  ein  nm  <l>  mit  dem  Badins  <f  $  beschrie- 
bener Kreis  ft  und  die  Polcflrve  ein  nm  F  mit  dem  Badlns  F^ 
beschriebener  Kreis  p.  Dieser  Kreis  p  rollt  entweder  ausserhalb 
oder  innerhalb  an  dem  festen  Kreise  tt,  der  auch  Grundkreis 
genannt  wird;  und  hieraus  folgt: 

Bollt  ein  Kreis  eines  bewegten  ebenen  Systems  an 
einem  festen  Kreise,  so  beschreiben  die  Punkte  dieses 
bewegten  Systems  cyclische  Curven.0 

Für  die  cyclische  Gurve  a,  die  ein  im  bewegten  System  S^ 
beliebig  angenommener  Punkt  A^  Fig.  Uft,  be^breibt,  iet  A^  die 
Normale.  Bilden  wir  das  Parallelogramm  ^FAF*^  dessen  starre 
Seiten  wir  uns  in  den  Ecken  gelenkartig  verbunden  denken,  dann 
Totirt,  weil  *-F"  beständig  parallel  FA  Ist,  die  Seite  *F'  sowie 
dae  durch  dieselbe  bestimmte  ebene  System  S'^  mit  der  Drehge- 
schwindigkeit «>^i  =«  o^si  um  4^  in  dem  festen  S^tem  S^ ;  und  femer 
folgt  wegen  der  sieh  im  ungleichen  Sinne  ändernden,  gleichen 

>)  Die  cyclischen  Gurren  sollen  von  Olaf  Körner  1674  erfunden  und  von 
ilim  auf  die  Yersahsang  der  A&der  aagewiaidt  worden  sein«  Leibnis  berichtet 
hierttber  an  Bernoulli  in  einem  vom  18.  Jan.  1698  datfaften  Briefe.  Commereium 
phü.  ei  math,  Zabnitn  et  BemoulUi.  An.  1694-1699.  T.  I.  Eptüola  64.  p.  347, 
und  femev  Miseeüanea  Berolin,  T.  L  |>.  315.  Dagegen  hat  aber  sehon  Albreoht 
Dar  er  in  seiaeni  bekaanien  Bache  nVndertveysung  der  Meeeung  mit  dem 
Zirekel  und  richtseheyt  löSS**  eine  oyeliBche  Cure  gesei^nel  und  «»Spi&neB* 
Mnie*  lienannt  Die  spedellen  cyclischen  Curven,  welche  iron  den  Punkten  der 
Peripherie  des  i^llendeo  Kreäset  beschrieben  werden,  finden  sidh  als  Gycloiden 
beoelehftet  in  Newton^  Principia  mathematicü.  ie86.  p.  158^  deutsche  Aus- 
gabe Teft  Wolf  er  8  1872.  8. 156.  Die  erste  im  Jahre  1694  enehienene  Ab- 
handlung dieser  Curven  und  die  Anwendung  aaf  die  Verxahnngen  der  Räder 
▼an  De  La  Hlre  befindet  sich  unter  dem  Titel:  ^Traitä  des  dpicyelaides  et 
lewr  ueage  dans  les  micamguet^  in  den  Mimoirea  de  VAeadinde.  T.  9.  p.  341. 
im  Vorworte  daselbst  erw&fant  dieser  Autor,  dase  schon  tot  ihm  Desargues 
die  geometrischen  Bestimmungen  der  Zahnformen  der  Bftder  gekannt  und 
praktisch  ausgefflhrt  habe.  Vergl.  auch  Oeuvree  de  Desargues  par  Poudra, 
1864.  T.  L  p,  30. 
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Winkel  an  den  Ecken  F^  F'^  dasa  die  Seite  F'A  sowie  das  durch 
dieselbe  bestimmte  ebene  System  S!^  sich  mit  der  Drehgeschwin- 
digkeit A>3,  =  —  C(i3s  am  F'  im  System  /S^  dreht.  Demnach  erhalten 
wir  den  Satz: 

Drehen  sich  zwei  Seiten  4>F,  ^i?''  eines  aus  starren 
Seiten  gebildeten,  veränderlichen  Parallelogramms 
<PFAF'  um  den  festen  Eckpunkt  4>,  so  dass  diese 
Drehungen  proportional  sind,  also  das  Verhältniss 
ihrer  Drehgeschwindigkeiten  constant  ist,  dann  be- 
schreibt der  vierte  Eckpunkte  und  jeder  mit  der  Seite 
FA  oder  F'A  verbundene  Punkt  eine  cyclische  Curve. 

Die  Normale  ii$  an  der  vom  Punkte  A  beschriebenen  cycli- 
sehen  Curve  schneidet  die  Seite  ^F'  des  betrachteten  Parallele* 
gramms  in  dem  Pol  $'  des  Systems  S^  im  Bezug  auf  das  feste 
System  S,,  und  die  Strecken  F'^\  ^'4>  sind  constant,  weil  das 
Verhältniss 

constant  ist.  Demnach  ist  für  die  Bewegung  des  Systems  S'^  in 
dem  festen  System  5^  die  Polbahn  ein  um  4>  mit  dem  Radius  4>^ 
beschriebener  Kreis  n'y  und  die  zugehörige  Polcurve  ein  um  F' 
mit  dem  Radius  F'^'  beschriebener  Kreis  p^.  Der  Punkt  A  er- 
zeugt hiemach  die  cyclische  Curve  a  auf  zweierlei  Weise,  je  nach- 
dem derselbe  mit  dem  an  dem  Orundkreise  7t  rollenden  Kreise  p 
oder  mit  dem  an  dem  Grundkreise  tt'  rollenden  Kreise  p'  ver- 
bunden wird.  0    Alle  Punkte  eines  Kreises,  der  mit  dem  rollenden 


1)  Diese  doppelte  Eneogungsweise  der  cydischen  Cunren  wurde  zuerst  von 
G.  Bellermann  in  seiner  kleinen  Schrift  „Epicycloiden  und  Bypocyclaiden. 
1867"  mitgetheilt.  Später  ist  diese  doppelte  Erzengangsweise  auch  Ton  mehreren 
Autoren  begründet  worden;  von  Ritters  haus  in  den  Verhandlungendes  Ver- 
eins zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen,  1874.  Jahrg.  53.  S.  272; 
von  Proctor  in  seinem  Buche  „Ä  treatise  on  the  cycloid  and  all  forms  of 
cyclmdal  curves.  1878".  p.  154—157;  femer  von  A.  Victor  und  Ch.  Wiener 
beziehlich  in  der  Zeitschrift  ffJtr  Mathematik  und  Physik.  1880.  B.  25.  8. 263 
and  B.  26.  S.  255.  Für  den  besonderen  FaU,  wenn  der  beschreibende  Punkt 
auf  dem  rollenden  Kreise  liegt,  wurde  jene  doppelte  Erzeugung  schon  von 
De  La  Hire  gefunden,  der  dieselbe  in  den  Mämoires  de  VÄcademie,  1694. 
T.  9.  p.  390  mitgetheilt  hat.  Später  gab  auch  Eni  er,  ohne  De  La  Hire  zu 
erwähnen,  hierfOr  einen  Beweis  in  der  Abhandlung  „De  dupUci  genesi  tarn 
epicycloidum,  quam  hypocycloidum'^ .  Acta  Petropolitanae.  An.  1781.  Pars  L  In 
dem  Falle,  wenn  eine  cyclische  Curve  durch  den  festen  Ereismittelpunkt  geht, 
hat  Duröge  die  doppelte  Erzeugung  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  1864.  B.  E^.  S.  209  bewiesen. 
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EreiBO  concentrisch  yerbunden  ist,  beschreiben ,  wie  man  leicht  er- 
kennt, congruente  cyclische  Ourven.  Aus  den  beiden  Gleichungen 

folgt,  weil  ft>8i  =»  Wji  +  ^32  ist) 

Dieselbe  Beziehung  ergiebt  sich  auch  leicht  aus  den  ähnlichen 
Dreiecken  <E>^^',  F'A^',  wenn  wir  beachten,  dass  die  Strecken 
F^^'y  ^'4>  entgegen-  oder  gleichgerichtet  sind,  je  nachdem  der 
Pol  $  in  der  durch  ^F  gehenden,  unendlich  langen  Geraden  auf 
der  Seite  von  4>  nach  F  oder  auf  der  anderen  Seite  von  ^  liegt, 
und  dass  fär  jede  dieser  Lagen  nach  der  Regel  der  Strecken- 
addition AF'  =  F'^  +  ^^  ist  Denn  liegt  resp.  in  Fig.  168  und 
Fig.  164  ^  innerhalb  4>F  oder  ausserhalb  über  F  hinaus,  so  ist 

oder  befindet  sich  $  auf  der  anderen  Seite  von  4>,  so  folgt 

Aus  diesen  Darlegungen  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Eine  cyclische  Ourve  kann  mittelst  Rollen  durch 
zwei  verschiedene  Ereispaare  erzeugt  werden,  deren 
feste  Ereise  concentrisch  sind;  der  Abstand  des  be- 
schreibenden Punktes  von  dem  Mitt(3lpunkte  des  rol- 
lenden Ereises  bei  der  Erzeugung  durch  das  eine 
Ereispaar  ist  gleich  dem  Abstände  der  Mittelpunkte 
des  anderen  Ereispaares;  und  wennF^,  $^  die  Radien 
des  einen  Ereispaares,  ferner  i^'^',  ^'4>  die  des  ande- 
ren bezeichnen,  so  besteht  die  Beziehung 

F^       F^ i 

Bei  dem  Rollen  eines  Ereises  p  an  einem  festen  Ereise  tt 
unterscheiden  wir  zwei  Fälle:  Erstens,  der  rollende  Ereis  p  be- 
rührt den  festen  Ereis  /r  ausserhalb ;  dabei  wird  der  feste  Ereis  von 
dem  rollenden  entweder  ausgeschlossen  oder  umschlossen,  je  nach- 
dem der  Berührungspunkt  $  derselben  innerhalb  der  Verbindungs- 
strecke  ^Fder  Ereismittelpunkte  oder  ausserhalb  derselben  jenseits 
des  festen  Mittelpunktes  4>  liegt;  und  wir  sagen  dann,  der  Ereis /? 
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rollt  atif  dem  festen  Kreise  ^.  Zweitens,  der  roUende  Kreis  p 
berührt  den  festen  Kreis  7t  innerhalb  i  wird  also  Ton  diesem 
umschlossen,  dann  sagen  wir,  der  Kreis  p  rollt  in  dem  festen 
Kreise  /r. 

58.  Eintheilung  der  cyclischen  Curven.  Wenn  der  Bertthnmgs* 
punkt  $  der  Kreise  ^,  Pf  wie  in  Fig.  168,  innerhalb  4>  F  liegt, 
der  Kreis  p  also  auf  dem  Kreise  7t  rollt  nnd  diesen  ansschliesst, 
so  befindet  sieh  der  Berührnngspunkt  $'  der  beiden  anderen 
Kreise  Tt'y  p^  ausserhalb  4>  F'  auf  der  Seite  von  4>  und  der  Kreis  p' 
rollt  umschliessend  auf  dem  Kreise  7t'.  Liegt  dagegen,  wie  in 
Fig.  164,  der  Berflhrungspunkt  $  von  /r,  p  ausserhalb  ^F  nach 
der  Seite  von  Fj  rollt  also  der  Kreis  p  in  dem  festen  Kreise  tt, 
so  befindet  sich  der  Berflhrungspunkt  ^  von  tt',  p'  ausserhalb  ^F' 
auf  der  Seite  von  F'  und  der  Kreis  p'  rollt  demnach  in  dem 
Kreise  7t'.  Wird  der  Berflhrungspunkt  $  ausserhalb  ^F  auf 
der  Seite  von  ^  liegend  angenommen,  dann  liegt  $'  innerhalb 
^F'j  und  folglich  tritt  eine  Vertauschung  der  im  ersten  Falle 
erhaltenen  Lagenbeziehungen  der  Ej-eispaare  ein. 

Befindet  sich  der  besehreibende  Punkt  A  in  Fig.  166  und  166 
auf  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises,  dann  ist  F'A*=:  F'  ^, 
<I>^'=a=  4>^;  demnaeh  liegt  auch  der  Punkt  A  auf  dem  rollenden 
Kreise  p'  und  die  beiden  festen  Kreise  ^r,  7t'  faUen  fflr  diese  be- 
sondere Lage  von  A  zusammen.  In  diesem  Specialfalle  ist  der 
Radius  des  festen  Kreises  gleich  der  Differenz  oder  der  Summe 
der  Badien  der  beiden  rollenden  Kreise  p^  p'y  je  nachdem  diese 
auf  oder  in  dem  festen  Kreise  rollen,  und  die  betreffenden  spe- 
ciellen  cyclischen  Curven  unterscheiden  sich  dadurch  von  den 
allgemeinen  cyclischen  Curven,  dass  sie  mit  Bflokkehrpunkten 
oder  Spitzen  an  den  festen  Kreis  stossen. 

Nach  der  Erzeugungsweise  der  cyclischen  Curven,  die  Tro- 
choidenO  genannt  werden,  wenn  der  feste  und  der  rollende 


')  Mit  diesem  Namen,  der  aus  o  tpoxog,  der  B^,  gebildet  ist,  wurde  ehe- 
mals die  Cycloide  bezeichnet,  welche  entsteht,  wenn  der  bewegte  Kreis  auf 
einer  Geraden  rolh.  Vergl.  die  Abhandlung  ,De  trochoide'^  ton  Eoberval, 
MimaireB  de  VÄcad^nde,  1730.  T.  6.  p.  361.  Jetzt  ist  aber  die  Beneiifltaig 
»Troehoiden*  ftkr  jene  aUgiemeinefen  cyclischen  Gurren  ttbüch  geworden;  auch 
Young  hat  dieselben  schoa  im  Jahre  1800  in  seinem  Coursc  of  lecturcs. 
Vol.  2.  p.  555,  wo  diese  Gurren  behandelt  werden,  eingeführt. 

In  dem  Buche:  „Die  cyclischen  Curven'*  von  Weissen  bor  n.  1856.  S.  3 
werden  fUr  den  Fall,  wenn  ein  Kreis  umschliessend  auf  einem  festen  Kreise 
A>nt,  die  cycBschen  Gurt ei  .PerlcycloMen«"  genannt.  Da  aber  diese  Gufven  auch 
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Kreis  ron  endlicher  Grösse  sind,  nuterseheldet  tnao  Epitrochoi-^ 
den  nndHypotrooboiden,  je  nachdem  der  bewegte  Kreis,  mit 
dem  der  beschreibende  Punkt  rerbunden  ist,  auf  oder  in  dem  fetten 
Kreise  roUt.  Licfgt  insbesondere  der  beschreibende  Punkt  auf 
Aßt  Peripherie  des  rollenden  Kreises,  dann  werden  diese  spe« 
deUen  cyclischen  Cnrven,  wei^  sie  Bttekkehrpnnkte  resp.  Spitzen 
besitzea,  gespitzte  Trochoiden  genannt  und  auch  als  E^i* 
eycloiden  oder  Hypocycloiden  bezeichnet,  je  nachdem  jener 
E^eis  auf  oder  in  dem  festen  Ejreise  rollt.  Gteht  eine  Trochoide 
d«reh  den  festen  Kreismittelpunkti  so  hat  sie  in  der  Segel  eine 
rosettenartige  oder  sternförmige  Gestalt;  nnd  daher  heisst  sie  in 
diesem  Falle  eine  sternförmige  Trochoide.  Dieselbe  wird 
aternförmige  Epitrochoide  oder  sternförmige  Hypo- 
trocboide  genannt^  je  nachdem  der  bewegte  Kreis  auf  oder  in 
dem  festen  Kreise  rollt. 

Befindet  sieb  der  beschreibende  Punkt  A  nnd  der  feste  KreiS'* 
mittelpnnkt  ^  auf  der  einen  Seite  des  rollenden  Kreises  p^  z.  B. 
wie  in  Fig.  157  und  lft8  ausserhalb  desselben;  dann  folgt  aus  den 
äkDüchen  Dreiecken  FA%  r^'A,  dass  F'S^'>F'A  ist,  und 
somit  liegt  A  innerhalb  des  rollenden  Kreises  f.  Ebenso  liegt 
auch  4>  innerhalb  dieses  Kreises  f/]  denn  fttr  4>  ansserhalb  p  Ist 
aneh  F'S^'>F'^.  Befinden  sich  die  beiden  Pmikte  A,  4>  inner- 
halb des  rollenden  Kreises  p^  so  folgt  in  analoger  Weise,  dass 
F'^'<F'Aj  F'^<F'<I>  ist,  und  demnach  liegen  dann  die 
beiden  Pnnkte  A,  ^  ausserhalb  des  rollenden  Kreises  p\ 

In  Fig  168  und  164  ist  der  beschreibende  Punkt  A  innerhalb, 
der  feste  Mittelpunkt  ^  ausserhalb  des  rollenden  Kreises  p  an- 
genommen. In  diesem  Falle  kt  wegCR  der  ähnlichen  Dreieeke 
FAS^,  F'^'A  der  Radits  FJ^'<F'Af  nnd  demnach  Hegt  A 
ansserhalb  des  rollenden  Kreises  ;/.  Feiner  ergiebt  sich,  da  4> 
aasserbalb  p  li^,  dass  F'^'>F'^  ist  nnd  dass  sieh  demnach 
der  Punkt  4>  innerhalb  des  rollenden  Kreises  p'  befindet«  Wird 
schliesslich  der  Pmkt  A  ausserhalb,  der  Ponkt  4>  innerhalb  p 
angenommen,  dann  tritt  eine  Wechselung  der  Lagenbeziehungen 
ein;  denn  es  ergiebt  sich,  dass  fttr  diesen  Fall  A  innerhalb,  ^ 


enengt  irerdeA,  wenn  ein  Kreis  auBBCbtiessend  auf  sinem  festen  Kreise  roilt, 
80  Bt  dieser  yob  WelBBenborn  irrthOmlich  als  nothwendig  erachtete  Name 
Tenrevflich.  Dieses  Bueh,  welches  auch  sehr  umständliche  Constractionen  der 
Kvftnnmiagsradien  der  cyclischen  Gurren  enthalt,  ist  in  einselnen  Theileu  durch 
die  neueren  Fortschritte  veraltet. 
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ansserhalb  f  liegt.  Diese  Unterscheidnng  hört  aber  anf  in  dem 
einzigen  Falle ,  wenn  der  bewegte  Kreis  in  einem  doppelt  so 
grossen  festen  Kreise  rollt;  denn  dann  liegt  der  feste  Kreismittel- 
pnnkt  ^  auf  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises.  Dieser  Aus- 
nahmefall zeichnet  sich  auch  dadurch  ans,  dass  alle  Punkte  des 
rollenden  Systems,  wie  schon  in  Art.  18  bewiesen  wurde,  Ellipsen 
beschreiben,  welche  fUr  die  auf  der  Peripherie  des  rollenden 
Kreises  liegenden  Punkte  in  Durchmesser  des  festen  Kreises 
übergehen. 

Die  Theile  einer  Trochoide,  welche  erzeugt  werden  durch 
jede  vollständige  Abrollung  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises 
an  dem  festen  Kreise,  sind  congruent;  und  bei  der  Gonstruction 
der  Trochoiden  werden  wir  erkennen,  dass  ein  solcher  Guryen- 
theil,  wenn  der  besehreibende  Punkt  A  und  der  feste  Kreismittel- 
punkt 4>  auf  einer  Seite,  also  entweder  beide  ausserhalb  oder 
beide  innerhalb  des  rollenden  Kreises  liegen,  meistens  eine  Schlinge 
besitzt;  dass  aber  dagegen  ein  solcher  Ourventheil,  wenn  sich  die 
Punkte  ^,  4>  zu  beiden  Seiten  des  rollenden  Kreises  befinden, 
der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  desselben  liegt,  meistens 
gestreckt  gestaltet  ist  und  erst  durch  die  weitere  Fortsetzung  der 
Gurve  Schlingen  gebildet  werden.  Dem  gemäss  nennen  wir:  eine 
Trochoide  verschlungen,  wenn  der  beschreibende  Punkt  und 
der  feste  Kreismittelpunkt  beide  innerhalb  oder  beide  ausserhalb 
des  rollenden  Kreises  liegen;  dagegen  gestreckt,  wenn  sich 
der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  des  rollenden  Kreises 
befindet.  0 

Je  nachdem  im  ersten  Falle  der  bewegte  Kreis  auf  oder  in 
dem  festen  Kreise  rollt,  entsteht  eine  verschlungene  Epitro- 
choide  oder  verschlungene  Hypotrochoide;  und  je  nach- 
dem im  zweiten  Falle  der  bewegte  Kreis  auf  oder  in  dem  festen 
Kreise  rollt,  entsteht  eine  gestreckte  Epitrochoide  oder  ge- 
streckte Hypotrochoide. 

Ist  der  feste  Kreis  unendlich  gross,  geht  derselbe  also  in 


>)  Bisher  wurden  die  Benennungen  „verkürzte"  oder  „verlängerte"  cyclische 
Gurve  gebraucht,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt  innerhalb  oder  ausser- 
^  halb  des  rollenden  Kreises  liegt.  Durch  die  gegebene  Begriffsbestimmung,  die 
Ch.  Wiener  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  1881.  B.26.  S.263 
mitgetheilt  hat,  sind  die  Widersprüche  verbannt,  welche  infolge  der  erkannten 
doppelten  Erzeugung  aufgedeckt  wurden.  Wir  haben  die  Benennung  „gestreckt" 
den  anderen  vorkommenden  Benennungen  „gedehnt"  oder  „geschweift"  vor- 
gezogen. 
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eine  Gerade  ttber,  dann  beschreibt  ein  mit  dem  rollenden  Kreise 
verbundener  Punkt  eine  allgemeine  Cycloide.  Diese  wird 
eine  verschlungene  Gycloide  oder  gestreckte  Cycloide 
genannt y  je  nachdem  sich  der  beschreibende  Punkt  ausserhalb 
oder  innerhalb  des  rollenden  Kreises  befindet,  und  als  gespitzte 
Cycloide  oder  kurz  Gycloide  bezeichnet,  wenn  dieser  Punkt 
anf  der  Peripherie  dieses  Kreises  liegt  Ist  der  rollende  Kreis 
unendlich  gross,  geht  derselbe  also  in  eine  Gerade  über,  die  auf 
dem  festen  Kreise  rollt,  dann  beschreibt  ein  an  dieser  Geraden 
befestigter  Punkt  eine  allgemeine  Kreisevolvente.  Diese 
heisst  eine  verschlungene  Kreisevolvente  oder  eine  ge- 
streckte Kreisevolvente,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt 
auf  der  Berührungsseite  oder  auf  der  anderen  Seite  der  rollenden 
Geraden  liegt  Als  gespitzte  Kreisevolvente  oder  kurz  als 
Kreisevolvente  wird  sie  bezeichnet,  wenn  der  beschreibende 
Punkt  sich  auf  dieser  Geraden  befindet 

Bei  der  allgemeinen  Gycloide  ist,  wie  man  leicht  aus  der 
Gestaltung  jenes  Parallelogramms  ^FAF'  erkennt,  die  zweite  Er- 
zeugnngsweise  geometrisch  nicht  verwendbar,  weil  der  feste  und 
der  rollende  Kreis  unendlich  gross  werden  und  weil  auch  beide 
im  Unendlichen  liegen.  Bei  der  allgemeinen  Ejreisevolvente  zeigt 
sich,  dass  beide  Erzeugungsweisen  identisch  sind. 

59.  Construction  der  Krummungsmittelpunkte  der  cyclischen 
Curven.  Um  in  Fig.  159  den  Krümmungsmittelpunkt  A  fttr  den 
Punkt  A  der  erzeugten  cyclischen  Gurve  a  auf  der  Gurvennormalen 
^  ^  zu  bestimmen,  verfahren  wir,  wie  in  Art  47  b)  und  Art  48  c) 
gezeigt  wurde.  Wir  errichten  im  Pol  $  auf  A^  die  Senkrechte 
$0,  ziehen  durch  den  beschreibenden  Punkt  A  und  den  entspre- 
chenden Mittelpunkt  F  des  rollenden  Kreises  p  die  Gerade  AF^ 
welche  diese  Senkrechte  in  O  trifft,  und  verbinden  O  mit  dem 
Hittelpunkte  4>  des  festen  Kreises  Jt.  Dann  schneidet  <E>jQ  die 
Gurvennormale  A^  in  dem  Krümmungsmittelpunkte  A.  Befindet 
sich  der  beschreibende  Punkt  A  insbesondere  auf  der  Peripherie 
des  rollenden  Kreises  p^  dann  liegt  auch  der  Punkt  O  in  dieser 
Peripherie  dem  Punkte  A  diametral  gegenüber. 

Diese  Gonstruction  kOnnen  wir  auch  leicht  direct  kinematisch 
in  folgender  Weise  ableiten.  Der  Krttmmungsmittelpunkt  A  ist 
der  Punkt,  in  welchem  die  bewegte  Gurvennormale  A  ^  momentan 
ihre  HüUbahncurve  berührt  Zeichnen  wir  das  Parallelogramm 
^FAF'  und  nehmen  wir  an,  es  sei  F'^  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit des  nm  4>  rotirenden  Panktes  F^  der  bewegten 
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starren  Seite  F'A,  lo  ist  A^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
Punktes  ^;  femer  ist  dann  auch  die  constante  Strecke  4>^y 
welche  A^  auf  4>f  bestimmt,  die  lotbrechte  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  sich  der  Pol  ^'  bei  der  zweiten  Erzeugung  um  4> 
dreht.  Wird  nun  zu  4>  $'  die  durch  F  gehende  Parallele  A  Q, 
auf  A^  die  Senkrechte  $0  gezogen  und  der  Schnittpunkt  O 
mit  4>  verbunden ;  dann  ist  nach  S.  65  (Fig.  66}  der  Schnittpunkt  A 
der  Geraden  ^$,  Q<I>  derjenige  Punkt,  in  welchem  die  Ourven- 
normale  A  $  ihre  HttUbahncurve  bertihrt,  und  somit  auch  der  ent^ 
sprechende  Krtimmungsmittelpunkt  Diese  Construction  stimmt 
also  mit  der  Yorhin  ausgeführten  vollständig  ttberein«  Wegen 
der  doppelten  Erzeugung  der  von  dem  Punkte  A  beschriebenen 
burve  a  erhalten  wir  eine  analoge  Construction,  wenn  wir  F^ 
als  lothrechte  Gesehwindigkeit  des  um  4>  rotirenden  Punktes  F 
der  bewegten  starren  Seite  A  F  jenes  Parallelogramms  betrachten. 
Dem  zufolge  ist  A^'  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktest 
und  $4>  die  des  Pols  %  Wird  nun  in  ^'  auf  u4$'  die  Senk- 
rechte $'0'  errichtet,  die  ^i^  in  £^'  trifft,  dann  bestimmt  auch 
die  Gerade  O'  4>  auf  ^  ^'  den  Erttmmungsmittelpunkt  A.  Diese 
Oonstructionen  sind  nicht  ausführbar,  wenn,  wie  in  Fig.  160,  der 
beschreibende  Punkt  A  nach  Ao  in  die  Gerade  ^F  gelangt  ist,  sich 
also  entweder  im  grOssten  oder  im  kleinsten  Abstände  von  4>  be- 
findet. Der  Lage  A^  entspricht  auf  dem  Kreise  n^  in  der  Ver- 
längerung von  F^  die  Loge  $'o  des  Punktes  $'.  Nehmen  wir 
nun  an,  dass  der  Punkt  A^  die  Geschwindigkeit  AqAv^^A^^ 
besitzt,  dann  hat  $;  die  Geschwindigkeit  $;  %  ^  %  <I>,  und  dem- 
nach schneidet  die  Verbindungsgerade  Av^'v  die  Gerade  <I>i^  in 
dem  entsprechenden  Erttmmungsmittelpunkte  Aq.  Der  geome- 
trische Ort  aller  Krttmmungsmittelpunkte  ist  die  Evolute  der  be^ 
treffenden  cydischen  Gurre.  0 

60.   Conatruetion  der  Wendepunkte  der  eyclisehefi  Curven. 

Um  zu  erkennen,  ob  eine  gestreckte  Epitrochoide  Wendepunkte 
besitzt,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  dieselben  auf  ihr  zu  be- 
stimmen, construiren  wir  in  Flg.  161  fttr  eine  Anfangslage  Po  d^ 
rollenden  Kreises  j»  auf  der  Centrale  ^F^  den  Wendepol  ©o>  der 
gemäss  S.  105  von  F^  um  die  Strecke  F^  SBo  —  ^o^o* :  ^o*  entfernt 
ist,  indem  wir  über  ^F^  einen  Halbkreis  ziehen,  der  den  rol- 


0  Die  Evoluten  der  gestreckten  und  der  yerschlongenen  Trochoiden  sind  in 
Bellermann's  „Epicycloiden  und  Eypocycloiden  1867*  und  von  Ch.  Wiener 
in  der  Zeitschrift  für  Math,  und  Physik.  4882.  B.27.  8.129  behandelt 
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lencUn  Kreis  Po  in  Z  trifft;  dann  ist  der  Fusspnnkt  So  des  von 
Z  auf  4>Fo  gefällten  Lothes  der  Wendepol  nnd  $o8Bo  der  Durch* 
measer  des  Wendekreises  w^^  der  alle  Bystempnnkte  enthält,  die 
momentan  Wendepunkte  auf  ihren  Bahneunren  durchschreiten. 
Der  Wendekreis  ändert  seine  Grösse  nicht  und  wandert  während 
der  Abrollung  des  Kreises  p  durch  den  ringförmigen  £benentheil| 
der  von  dem  Kreise  Po  und  von  dem  concentrischen  mit  dem 
Badius  F^iSo  besehriebenen  Kreise  ^  begrenzt  wird;  folglich  wer« 
den  alle  Funkte  des  rollenden  Systems,  die  in  dem  ringförmigen 
Ebenentheil  liegen,  gestreckte  Epitrochoiden  erzeugen,  die  Wende^ 
punkte  besitzen.  Diese  Curven  gehen  demnach  aus  einer  Krttm* 
mung  in  eine  entgegengesetzte  über,  und  haben  somit  an  den 
betreffenden  Stellen  eine  geschweifte  Form.  Durch  den  auf  der 
Oentralen  ^F^  liegenden  Punkt  ^oi  die  Anfangslage  des  Punktes  A^ 
der  die  gestreckte  Epitrochoide  a  beschreibt,  ziehen  wir  um  F^ 
den  Kreisbogen  A^Of,  bis  an  den  Wendekreis  w^]  femer  ziehen 
wir  die  Gerade  F^Oo^  welche  die  Kreise  <>,  j9o  in  ^t  F  trifft,  und 
beschreiben  ttber  iZP  als  Durchmesser  den  Kreis  w.  Dieser 
Kreis  w ,  der  durch  A^  geht  und  F^  $o  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  Bq  schneidet,  wird  Wendekreis,  wenn  der  rollende  Kreis 
die  Lage  p  erhält,  bei  welcher  der  Punkt  P  als  Pol  oder  Be* 
rtthrungspunkt  nach  dem  Punkte  ^  des  festen  Kreises  ^  gelangt 
ist  Machen  wir  also  vermittelst  möglichst  kleiner  Bogentheile 
den  Bogen  $0$  ^  $o^  nnd  bestimmen  wir  ftlr  die  Lage  p  des 
rollenden  Kreises  die  entsprechende  Lage  A  des  beschreibenden 
Punktes,  indem  wir  mit  dem  Badius  F^A^  um  den  Mittelpunkt  F 
des  Kreises  p  von  der  Centralen  F^  aus  den  Bogen  a^^^^Oo^o 
ziehen,  dann  ist  A  ein  Wendepunkt  der  gestreckten  Epitrochoide  a 
und  der  zu  diesem  bezüglich  4>Fo  (^mmetrisch  gelegene  Curven* 
punkt  A'  ein  zweiter  Wendepunkt  derselben.  Da  jener  Kreis  w 
auch  durch  den  Punkt  B^  geht,  so  ergiebt  sich  auf  der  Geraden 
FA ,  indem  wir  FB  mm  F^  B^  machen,  der  Wendepunkt  B  der  ent* 
sprechenden  gestreckten  Epitrochoide  /?,  und  analog  ein  sym* 
metrisoh  gelegener  zweiter  Wendepunkt  B'  derselben, 

Construiren  wir  in  gleicher  Weise  zu  mehreren  auf  der  Strecke 
9^0  ¥0  liegenden  Punkten  die  entsprechenden  Wendepunkte,  dann 
bilden  diese  eine  Gurve  9/,  die  in  unserer  Figur  punktirt  gezeichnet 
ist,  Kähert  sich  der  Punkt  B^  dem  Wendepol  S^o»  dann  rücken 
die  entsprechenden  Wendepunkte  B^  B^  immer  näher  an  einander 
und  fallen  sehliesslich  in  dem  Wendepol  zusammen,  wenn  JSo  mit 
demselben  eoincidirt.    Da  an  der  Stelle  eines  Wendepunktes  zwei 
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Elemente  der  Garve  sich  in  einer  Geraden  befinden,  so  mflssen 
anf  der  cyclischen  Garve,  die  von  einem  mit  dem  Wendepol  SSo 
momentan  coincidirenden  Punkte  beschrieben  wird,  an  der  Stelle  SSq 
vier  Elemente  in  einer  Geraden  liegen.  Auf  der  gestreckten  Epi- 
trochoide  /,  die  einem  innerhalb  des  Kreises  Iq  liegenden  Pankte  C^ 
entspricht,  giebt  es  keine  Wendepunkte. 

Fällt  der  Punkt  C^  mit  dem  Ereismittelpunkte  F^  zusammen, 
dann  geht  die  entsprechende  gestreckte  Epitrochoide  in  den  Kreis  q> 
ttber,  der  vom  Mittelpunkte  F  des  rollenden  Kreises  beschrieben 
wird.  Wie  bei  der  gestreckten  Epitrochoide,  so  ergiebt  sich  auch 
bei  den  gestreckten  Hjpotrochoiden  durch  dieselben  Darlegungen, 
dass  alle  Punkte  des  rollenden  Systems,  die  innerhalb  des  ring- 
förmigen Ebenentheils  liegen,  der  von  dem  rollenden  Kreise  und 
von  dem  concentrischen ,  durch  den  Wendepol  gehenden  Kreise 
begrenzt  wird,  gestreckte  Hjpotrochoiden  mit  Wendepunkten  er- 
zeugen. Aus  der  in  Fig.  161  gegebenen  Gonstruction  des  Wende- 
pols SSo  folgt,  dass  derselbe,  wenn  der  Kreis  p  ausschliessend  auf 
dem  festen  Kreise  tc  rollt,  auf  der  Strecke  F^  ^^  liegt  und  dem- 
nach jener  ringförmiger  Ebenentheil  sich  innerhalb  des  Kreises  p 
befindet.  Wird  dagegen  in  Fig.  162  der  feste  Kreis  7t  von  dem 
rollenden  Kreise  Po  umschlossen,  dann  erhalten  wir  den  Wende- 
pol SBo,  indem  wir  in  4>  auf  jPo^o  ^^^^  Senkrechte  errichten  und 
in  ihren  Schnitt  J  mit  dem  Kreise  Po  auf  F^  J  die  Senkrechte  JSBo 
ziehen,  welche  i^o^o  ™  Wendepol  8Bo  trifft.  Hiemach  liegt  in 
diesem  zweiten  Falle  mit  dem  Wendepol  auch  jener  ringförmige 
Ebenentheil  ausserhalb  des  rollenden  Kreises;  folglich  können 
nach  der  Definition  der  verschlungenen  Epitrochoiden  diese  nie- 
mals Wendepunkte  besitzen.  In  analoger  Weise  kann  man  leicht 
nachweisen,  dass  auch  die  verschlungenen  Hypotrochoiden  niemals 
Wendepunkte  enthalten. 

Ist  in  Fig.  168  der  Kreis  Py  der  in  dem  festen  Kreise  tc  rollt, 
halb  so  gross  als  dieser,  dann  beschreiben  nach  Art.  18  alle  Peri- 
pheriepunkte des  rollenden  Kreises  p  Durchmesser  des  festen  Krei- 
ses, und  alle  innerhalb  und  ausserhalb  des  rollenden  Kreises  lie- 
genden Punkte  erzeugen  Ellipsen,  deren  beide  Halbaxen  beziehlich 
gleich  den  beiden  Abständen  des  beschreibenden  Punktes  von  der 
Peripherie  des  rollenen  Kreises  p  sind.  Die  beschreibenden  Punkte 
Ay  C  {\lr  die  Lage  p  des  rollenden  Kreises,  deren  Anfangslagen 
resp.  ^o>  ^0  sind,  erzeugen  die  Ellipsen  a,  y.  Den  beiden  Dnrch- 
messerendpunkten  By  D  des  rollenden  Kreises  entsprechen  als 
Bahnen  die  rechtwinkeligen  Durchmesser  /?,  6  des  festen  Kreises  tt» 
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Diese  Ellipsen  werden  also  auch  durch  die  Punkte  A^  C  der 
starren  Geraden  B  D  beschrieben,  deren  Punkte  B^  D  die  Durch- 
messer ß^  ä  durchlaufen.  Die  Normale  A  $  der  Ellipse  a  schneidet 
die  Seite  4>JP'  des  Parallelogramms  ^FAF^  im  Pol  ^'  der  zweiten 
Erzeugung  dieser  Ellipse  a ;  denn  beschreiben  wir  um  4>  mit  dem 
Kadius  <>$'  den  Kreis  ^'  und  um  F'  mit  dem  Radius  F'$'  den 
Kreis  p',  der,  weil  F  in  der  Mitte  von  <E>^  liegt,  halb  so  gross 
als  7t'  ist,  dann  erzeugt  der  mit  p'  verbundene  Punkt  A^  während 
der  Kreis  p'  im  Kreise  ^'  rollt,  auch  die  Ellipse  a.  Bei  dieser  Be- 
wegung drehen  sich  die  beiden  Seiten  OF,  4>F'  des  Parallelo- 
gramms mit  gleichen  Drehgeschwindigkeiten  im  entgegengesetzten 

Sinne  um  *.  Der  Wendepol  SB  fällt,  weil  ^85=^':  F4>  und 
F^  =  F^  ist,  in  diesem  besonderen  Falle  mit  dem  Mittelpunkte  4> 
und  der  Wendekreis  mit  dem  rollenden  Kreise  zusammen.  Jener 
ringförmige  Ebenentheil,  der  alle  Systempunkte  enthält,  deren 
Bahncurven  Wendepunkte  besitzen,  degenerirt  hier  zur  Peripherie 
des  rollenden  Kreises.  In  diesem  Ausnahmeüaile  besitzen  die  ge- 
spitzten Hypotrochoiden,  die  Durchibesser  des  festen  Kreises  sind, 
unendlich  viele  Wendepunkte,  und  es  giebt  hier  keine  Unterschei- 
dung von  gestreckten  und  verschlungenen  Hypotrochoiden. 
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61.  Construction  der  Trochoiden.  Rollt  in  Fig.  164  der  Kreis  p 
an  dem  festen  Kreise  tt,  ist  p^  die  Anfangslage  des  rollenden  Kreises, 
$0  der  entsprechende  Bertthrungspunkt,  A^  in  der  Centralen  4>  F^ 
die  Anüeuigslage  des  beschreibenden  Punktes  A^  so  müssen  wir, 
um  die  cyclische  Curve  a  zu  zeichnen,  welche  der  Punkt  A  be- 
schreibt, zunächst  in  der  Richtung  des  Rollens  auf  m  den  Bogen 
$0$$«  gleich  dem  halben  Umfang  von  p^  machen.  Sind  ^,  r 
resp.  die  Radien  des  festen  und  des  rollenden  Kreises,  bezeichnet 
•3^  in  Graden  den  Winkel  ?o^^«i  so  erhalten  wir  die  folgende 
Gleichung,  in  der  n  die  Ludolph'sche  Zahl  bezeichnet, 

und  demnach 


180^     —  ^-n, 


;^"  =  —  180^ 
Q 
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Hiernach  können  wir  vermittelst  eines  Transporteurs  den  Winkel  ^® 
antragen  und  erhalten  somit  den  Bogen  $o¥$ir-  Theilen  wir 
diesen  Bogen  so  wie  den  Halbkreis  ^o/^o  ^  '^  ^^^^  beliebige  An- 
zahl, z.  B.  12,  gleicher  Theile,  dann  sind  die  Bogenlängen  zwi- 
schen den  Theilpunkten  "ißo,  i,  2, «? . .  auf  p^  and  den  Theilpunkten 
^0,  /,  Z/,  III, .  anf  ft  gleich,  und  die  gleichartig  bezeichneten  Theil- 
punkte  werden  während  des  Rollens  Berührungspunkte.  Ist  der 
rollende  Kreis  beispielsweise  von  p^  nach  p  gelangt,  der  Theil- 
punkt  7  mit  dem  Theilpunkte  VII  im  Berührungspunkte  $  zu- 
sammengeMlen  und  hat  der  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises  die 
Lage  F  erhalten,  so  machen  wir  das  Dreieck  F  VII A  congruent 
dem  Dreieck  Fq  7 -^0 ;  dann  ist  A  ein  Punkt  der  cyclischen  Curve  a, 
Ist  das  Badienverhältniss  q  :  r  durch  ein  einfaches  Zahlenver- 
hältniss  V :  n  gegeben,  in  welchem  also  diese  ganzen  Zahlen  nicht 
gross  sind,  dann  ist,  wenn  wir  die  Hälfte  des  Kreises  tt  in  v 
gleiche  Theile  theilen,  jener  Bogen  $o$$«  gleich  n  dieser  Theile^ 
demnach  ist  in  diesen  Fällen  kein  Transporteur  erforderlich.  Für 
die  praktische  Ausführung  der  yoUständigen  Zeichnung  der  er- 
zeugten Gurye  a  ist  es  aber  einfacher,  wenn  wir  mit  dem  Radius 
FqAq  den  Halbkreis  A^TN'  beschreiben,  diesen  so  wie  den  Bogen 
FqF^,  den  der  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises  während  der  halben 
Abrollung  durchschreitet,  in  eine  Anzahl,  z.  B.  12,  gleicher  Theile 
theilen,  und  die  erhaltenen  Theilpunkte  resp.  mit  ^4^, i', 2', d'.., 
i^y,  /',  77',  777' . .  bezeichnen.  Ziehen  wir  beispielsweise  um  den 
Theilpunkt  Vir  mit  dem  Radius,  der  gleich  F^  A^  ist,  einen  Kreis- 
bogen oder  eventuell  einen  von  der  Geraden  4>F77'  begrenzten 
Halbkreis  %A3l^  femer  um  4>  mit  dem  Radius  4> 7'  einen  Kreis- 
bogen, der  jenen  im  Punkte  A  schneidet,  dann  ist  A  ein  Punkt 
der  cyclischen  Curve ;  denn  es  sind  auch  nach  dieser  Gonstruction 
jene  Dreiecke  FVUAy  FJA^  congruent.  Wird  der  Schnittpunkt  A 
durch  ungünstiges  Schneiden  dieser  Kreisbögen  nicht  hinreichend 
genau  bestimmt,  dann  können  wir  den  Punkt  A  auch  dadurch 
genauer  auf  dem  Halbkreise  %A^  erhalten,  dass  wir,  je  nachdem 
A  in  der  Nähe  von  31  oder«  liegt,  5ß^=iV'7'oder  %A^AJ^ 
machen. 

Verlängern  wir  die  Gerade  7'^oi  his  sie  den  Kreis  tc  zum 
zweiten  Male  im  Punkte  ^  trifft,  machen  wir  femer  auf  dem 
Kreise  n  den  Bogen  ^C^7  =  ?o4>'  iii^d  auf  der  Geraden  ^^^  die 
Strecke  ^  ^  =  $o  7',  so  erhalten  wir  auf  diese  einfachere  Weise 
den  Punkte  der  Trochoide  a;  denn  es  ist  nach  dieser  Gonstruction 
das  Dreieck  F^'^^T  congruent  F^l Al^  und  nach  F%A  verlegt. 
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In  gleicher  Weise  können  wir  darch  diese  Gonstrnctionen  fUr  die 
übrigen  Theilpnnkte  die  entsprechenden  Punkte  der  cyclischen 
Gnrve  bestimmen,  und  wenn  dies  bis  zum  Curvenpunkte  A^^  der 
dem  12^'  Theilpunkte  entspricht,  geschehen  ist,  dann  erhalten  wir 
den  Guryentheil  A^AA^^  der  während  einer  halben  Abrollung  des 
bewegten  Kreises  beschrieben  wird.  Für  die  weitere  halbe  Abrol- 
Inng  entsteht  der  bezüglich  ^gA^  symmetrische  Guryentheil  A^A^^ 
und  beide  vereint  bilden  einen  durch  eine  volle  Abrollung  er- 
zeugten Gnrvenzug,  dem  alle  übrigen  Gurvenzttge  congruent  sind» 
Wenn  das  Verhältniss  der  Radien  ^,  r  des  festen  und  des  rol- 
lenden Kreises  ein  rationales,  also 

r  n 
ist,  wo  V  und  n  ganze  Zahlen  sind,  die  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  besitzen,  so  wird  nach  v  Abrollungen  des  Kreises  p  sein 
Mittelpunkt  n  Umläufe  vollenden  und  der  beschreibende  Punkt 
seine  Anfangslage  A^  wieder  erreichen.  Die  cydische  Gurve  wird 
demnach  aus  v  congruenten  Zügen  bestehen  und  sich  nach  jenen 
n  Umläufen  schliessen.  Ist  dagegen  jenes  Verhältniss  irrational, 
dann  kann  ein  SchUessen  der  cyclischen  Gurve  erst  nach  unend- 
lich vielen  Umläufen  eintreten. 

In  Fig.  164  ist  ftlr  das  Verhältniss  ^ :  r  »»  3 : 2  die  gestreckte 
Epitrochoide  a,  welche  der  im  Inneren  des  Kreises  p  liegende 
Punkt  A  beschreibt,  vollständig  gezeichnet.  Dieselbe  besteht  dem- 
nach von  Aq  ausgehend  aus  drei  synunetrisch  gestalteten  con- 
gruenten GurvenztLgen  AqA^A^^  AtpN'Axpj  AypA^A^  oder  von  A^ 
beginnend  aus  den  drei  symmetrisch  geformten  Gurvenzttgen 
A^A^N',  N'ArpA^,  A^A^A^. 

Um  für  einen  Gurvenpnnkt  A  den  entsprechenden  Krttm- 
mungsmittelpunkt  A  zu  erhalten,  ziehen  wir,  wie  in  Art  59  ge- 
zeigt wurde,  die  Gurvennormale  A^  von  A  nach  dem  betreffen- 
den Pol  $,  errichten  auf  diese  in  $  eine  Senkrechte,  welche  FA 
in  O  trifft,  dann  schneidet  QO  die  Normale  A^  m  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkte A.  Wenn  aber  der  Punkt  A  mit  ^F  in  einer 
Geraden  liegt,  sich  also  entweder  in  der  grOssten  oder  kleinsten 
Entfernung  von  4>  befindet,  dann  muss  für  die  Bestimmung  des 
entsprechenden  Krttmmungsmittelpunktes  die  in  Art.  49  oder  59 
gegebene  besondere  Gonstruction  angewendet  werden. 

In  Fig.  166  ist  für  das  Verhältniss  ^ :  r  »»  3 : 2  die  verschlungene 
Epitrochoide  a,  welche  der  ausserhalb  des  rollenden  Kreises  lie- 
gende Punkt  A  erzeugt,  vollständig  gezeichnet.    Je  näher  der 

10* 
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beschreibende  Pankt  A  an  dem  rollenden  Kreise  p  liegt,  desto 
enger  werden  die  Carvenschlingen,  und  diese  ziehen  sieh  zu  Bttck- 
kehrpnnkten  zusammen,  wenn  A  sich  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  p  befindet;  und  die  verschlungene  Epitrochoide  geht  dann 
in  die  gespitzte  Epicycloide  ttber,  deren  Rttckkehrpunkte  an  den 
Stellen  auftreten,  wo  der  beschreibende  Punkt  an  die  Peripherie 
des  festen  ELreises  n  gelangt.  Der  Krttmmungsmittelpunkt  A,  der 
dem  Curvenpunkte  A  angehört,  ist  wie  vorhin  mittelst  der  auf  A  $ 
errichteten  Senkrechten  $0  und  der  Geraden  0<E>  bestimmt  Um 
den  Wendekreis  w  zu  erhalten,  ziehen  wir  noch  zu  4>F  die  Paral- 
lele AjQi9  bis  zu  ihrem  Schnitt  Q»  mit  $0,  femer  die  Gerade 
Q«,-4,  welche  4>-F  in  dem  Wendepol  SB  trifft  Beschreiben  wir 
um  F  mit  dem  Badius  FSB  den  Kreis  z,  so  erhalten  wir  den  von 
den  Kreisen/',  i  begrenzten  ringförmigen  Ebenentheil,  in  welchem 
alle  diejenigen  Punkte  des  bewegten  Systems  liegen,  die  gestreckte 
Epitrochoiden  mit  Wendepunkten  erzeugen.  Allen  innerhalb  des 
E^eises  i  befindlichen  Punkten  des  bewegten  Systems  entsprechen 
gestreckte  Epitrochoiden,  die  keine  Wendepunkte  besitzen. 

Soll  in  Fig.  166  nur  ein  kurzes  StUck  von  einer  Trochoide  a 
gezeichnet  werden,  die  von  dem  auf  der  Centralen  F^<^  liegen- 
den Punkte  Aq  ausgeht;  dann  werden  auf  dem  festen  Kreise  n 
und  auf  dem  rollenden  Kreise  p^^  vom  Berührungspunkte  $o  &iis 
mit  möglichst  kleiner  ZirkelOfhung  beziehlich  die  Theilpunkte 
^^,1^ II, III, IV..  und  $09^9'^i^9^--  abgestochen,  so  dass  die  kleinen 
gleichartig  bezeichneten  Bogenstttcke  beider  Kreise  als  gleich  lang 
angesehen  werden  kOnnen.  Auf  dem  nach  p  gerollten  Kreise,  der 
n  im  Theilpunkte  //  berührt  und  dessen  Mittelpunkt  F  auf  4>  // 
liegt,  machen  wir  II P^  ^"2^0  und  auf  der  radialen  Geraden  FP^ 
die  Strecke  FA  ^^  F^A^^]  dann  ist  A  ein  Punkt  der  Trochoide  a. 
In  gleicher  Weise  ergeben  sich  für  die  übrigen  Theilpunkte  die 
entsprechenden  Punkte  dieser  Trochoide.  Liegt  der  Punkt  A^ 
im  Berührungspunkte  ^o>  dann  ist  P,  ein  Punkt  der  betreffenden 
Epicycloide. 

In  Fig.  167  Taf.  IX  ist  für  das  Badienverhältniss  c» :  r  »  5 : 3 
des  festen  Kreises  /r  und  des  in  demselben  rollenden  Kreises  p  die 
verschlungene  Hypotrochoide  a  vollständig  gezeichnet,  welche 
von  dem  innerhalb  des  rollenden  Kreises  liegenden  Punkte  be- 
schrieben wird.  In  Fig.  168  ist  für  dasselbe  Badienverhältniss 
die  gestreckte  Hypotrochoide  o  vollständig  construirt,  welche 
von  dem  ausserhsdb  des  rollenden  Kreises  p  befindlichen  Punkt  A 
erzeugt  wird. 
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62.  Ableitung  der  Polargieichung  der  etemfBnnigen  Trochoide. 

Befindet  sich  in  Fig.  169  die  Anfangslage  A^  des  beschreibenden 
Punktes  A  in  dem  festen  Kreismittelpankte  4>y  dann  entsteht  dnreh 
Rollnng  des  Kreises  p  an  dem  Kreise  tv  eine  sternförmige  Tro- 
choide. Um  die  Polargieichung  dieser  Gurve  zu  erhalten,  ziehen 
wir  auf  ^F^  die  Senkrechte  4>  T  nach  der  Richtung,  die  der  von 
Aq  ausgehenden  Bewegung  des  Punktes  A  entspricht ;  bezeichnen 
wir  den  Winkel  T<I>^  durch  xp  und  den  Abrollungswinkel  ^  FP 
durch  df  so  ergiebt  sich,  wenn  r,  q  resp.  die  Radien  des  rollenden 
und  des  festen  Kreises  sind, 

^Fo*F— —  Ö,  ^^<I>F— 90»— ^, 
^  +  90«  _  A  _  -L  ö  =  90^ 

Z  Q 

und  hieraus 

2  —  ß  +  2r  '^• 

Femer  ist,  wenn  wir  den  Radiusvector  oder  Fahrstrahl  ^A  durch  R 
bezeichnen, 

i2  =  2.4>Fsin-|-i 

und  demnach  erhalten  wir  für  die  sternförmige  Trochoide  in  Polar- 
coordinaten  die  Gleichung 

^-2(^  +  r)8m(-^q^.^).i) 

Rollt  der  Kreis  p  in  dem  festen  Kreise  oder  umschliessend  auf 
demselben,  so  ist  der  Radius  r  negativ  zu  nehmen. 

Hat  der  rollende  Ej'eis  eine  halbe  Abrollung  vollendet,  so  ist 
der  beschreibende  Punkt  nach  A^  in  den  grOssten  Abstand  von  4> 
gelangt    Es  sind  dann  die  Winkel 

Fo<PA,  =  —  180^  "V^A,  =  1±1L  qqo 


')  Die  aus  dieser  GleichuDg  hervoiigehende  einfache  Gonatraction  der 
Btemförmlgen  Trochoiden  findet  sich  schon  in  Guido  Grandi,  Fiares  geo- 
meirici.  1728.  p.  3.  Die  sterDfOrxnIge  Trochoide  ist  auch  das  anorthoskopische 
Bild  des  um  ^o  uiit  dem  Radias  F^A^  beschriebenen  Kreises  fOr  einen  durch 
das  BadlenTerhältniss  q  :  r  bestimmten  Verwandlnngsmodul.  Vergl.  «die  Theorie 
des  Anorthoskops  und  der  anorthoskopischen  Figuren*  von  Weber  in  der 
ZeiUchrift  für  Mathematik  und  Physik.  1867.  B.  12.  S.  133. 
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Wird  nan  ^Ag  als  Aasgangslage  des  Badiusvectors  genommen, 
also  in  jene  Gleichung  anstatt  des  Winkels  tp  der  Werth 

Q 
gesetzt,  so  erhalten  wir  ftir  die  sternförmige  Trochoide  die  Glei- 
chung in  der  Form: 

iü-2(ß  +  r)cosyq^V/. 

In  Fig.  169  ist  die  sternförmige  Epitrochoide  ftir  das  Radien- 
yerhftltniss  gir «=  i:l  gezeichnet,  und  die  Gleichung  derselben 
ist,  wenn  der  Fahrstrahl  ^A  von  4>T  ausgeht  und  4>F=  a  ge- 
setzt wird, 

2 
Ä  =  2fl  sin  -x-i/^. 

Für  dasselbe  Radienverhältniss  ist  auch  in  Fig.  170  die  sternförmige 
Hypotrochoide  dargestellt,  welche  aus  vier  congruenten  Blättern 
besteht;  und  ihre  Gleichung  ist,  wenn  xp,  von  <E>T  aus  gerechnet, 
in  der  eingezeichneten  Pfeilrichtung  gemessen  wird,  wegen  des 
negativ  zu  nehmenden  Radius  r 

i2=s  2a  sin  2xfß. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  der  bewegte  Kreis  in  einem 
doppelt  so  grossen  Kreise  rollt,  degenerirt  die  entsprechende 
sternförmige  Trochoide,  weil  der  beschreibende  Punkt  in  der 
Peripherie  des  rollenden  Kreises  liegt,  zu  einem  Durchmesser  des 
festen  Kreises.  Wird  von  diesem  Ausnahmefalle  abgesehen,  so 
befinden  sich  bei  jeder  sternförmigen  Trochoide  der  beschreibende 
Punkt  und  der  feste  Kreismittelpunkt  entweder  beide  innerhalb 
oder  beide  ausserhalb  des  rollenden  Kreises  und  denmach  ist  die 
sternförmige  Trochoide  stets  eine  verschlungene  Trochoide. 

63.  Die  Pascarschen  Curven  als  specielie  Trochoiden.  In  der 
Folge  werden  diejenigen  cyclischen  Curven  oft  vorkommen,  welche 
durch  Rollen  eines  Kreises  p  auf  einem  gleich  grossen  festen 
Kreise  tt  entstehen.  Fttr  diesen  Fall  sind  in  Fig.  171  die  ver- 
schlungene Epitrochoide  a,  die  gespitzte  Epicycloide  ß  und  die  ge- 
streckte Epitrochoide  y  vollständig  gezeichnet,  welche  resp.  von  den 
beschreibenden  Punkten  A^  jB,  (7,  denen  die  Anfangslagen  Ao^  B^,  C^ 
entsprechen,  erzeugt  werden.  Bestimmen  wir  auf  der  Centralen 
4>i^o  den  bezüglich  des  Pols  $o  zum  Punkte  A^  symmetrisch  lie- 
genden Punkt  Sl,  indem  wir  $o^^^  A$  machen,  und  nehmen 
wir  an,  der  beschreibende  Punkt,  welcher  die  verschlungene  Epi- 
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trocboide  a  erzengt,  befinde  sich,  wenn  der  rollende  Kreis  nach  p 
gelangt  ist,  in  ^,  dann  hat  dieser  Punkt  A^  weil  die  Kreise  j!?,  tc 
gleich  sind,  in  Bezug  auf  ihre  gemeinsame  Tangente  $t  eine 
zu  Sl  symmetrische  Lage.  Wir  können  demnach  die  verschlungene 
Epitrochoide  a  auch  dadurch  construiren,  dass  wir  vom  Punkte  9( 
auf  die  Tangente  $t  des  festen  Kreises  7t  die  Senkrechte  91  a 
ziehen  und  auf  ihrer  Verlängerung  die  Strecke  a^  =  9la  machen. 
Fflr  die  verschiedenen  Lagen  der  Kreistangente  $t  bilden  die 
Fusspunkte  a  eine  Fusspunktencurve  des  Kreises  /r,  und  hieraus 
folgt,  was  schon  in  allgemeinerer  Form  in  Art.  23  nachgewiesen 
wurde,  dass  die  von  einem  Punkte  A  beschriebene  cyclische  Gurve 
derjenigen  Fusspunktencurve  des  festen  Kreises  tc  im  Verhältnisse 
2 : 1  homothetisch  ähnlich  ist,  deren  Lothpunkt  sich  in  3(  befindet. 
Ziehen  wir  durch  4>  zu  FA  die  Parallele  ^PFa  bis  an  21.4,  so 
ist  ^Fa  =  i^^  =  4>8[,  demnach  liegt  der  Punkt  F«  auf  dem  mit  ^ 
concentrischen,  durch  9(  gehenden  Kreise  ^a ,  und  die  Strecke  Fa  A 
ist  gleich  ^F  oder  gleich  dem  Durchmesser  des  festen  Kreises  m. 
Hieraus  folgt,  dass  die  cyclische  Curve  a  auch  von  einem  Punkte  A 
einer  starren  Geraden  A  Fa  beschrieben  wird,  die  durch  den  festen 
Punkt  91  geht  und  deren  Punkt  Fa  sich  auf  dem  Kreise  7ia  bewegt, 
und  dass  dieselbe  also  eine  Pascal'sche  Curve  ist  Die  Con- 
struction  dieser  Curve  gestaltet  sich  daher  am  einÜELchsten,  indem 
wir  durch  den  festen  Punkt  31  Gerade  ziehen  und  auf  diese,  wie  z.  B. 
auf  31  Fa  von  ihrem  Schnittpunkte  Fa  aus,  den  sie  mit  fca  bildet, 
beiderseits  jene  constante  Strecke  FaA^  FaA!  antragen.  Wenn 
Fa  den  Kreis  na  einmfil  durchschritten  hat,  ist  der  beschreibende 
Punkt  A  nach  A'  gelangt,  und  mit  der  Vollendung  des  zweiten 
Umlaufes  hat  A  die  vollständige  Pascal'sche  Curve  erzeugt,  bei 
welcher,  falls  die  constante  Strecke  FaA  kleiner  als  der  Durch- 
messer des  Ftlhrungskreises  rca  ist,  der  Punkt  9(  als  Doppelpunkt 
auftritt.  Die  Pascarsche  Curve  wird  ferner  auch  durch  den  Eck- 
punkt A  des  aus  starren  Seiten  gebildeten  veränderlichen  Paral- 
lelogramms ^FAFa  beschrieben,  wenn  dessen  beide  Seiten  ^F^ 
^Fa  um  4>  mit  Drehgeschwindigkeiten  rotiren,  die  sich  wie  1 : 2 
verhalten.    Hiermit  empfangen  wir  den  folgenden  Satz: 

BoUt  ein  Kreis  eines  ebenen  Systems  auf  einem 
gleich  grossen  festen  Kreise,  so  sind  die  cyclischen 
Curven,  welche  die  Systempunkte  beschreiben,  Pas- 
cal'sche Curven. 

Die  analogen  Beziehungen  ergeben  sich  für  die  Pascal'schen 
Curven  /?,  /.    Die  Curve  ^  ist  eine  ELardioide;  bei  derselben  ist 
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die  constante  Strecke  BFt  gleich  dem  Dnrchmesser  des  zuge- 
hörigen Ftthmngskreises  tc^  auf  dem  sich  der  Pmikt  F^  bewegt^ 
mid  der  Pmikt  B^^  durch  welchen  die  Gerade  BFi,  geht,  ist  ihr 
Bflckkehrpunkt.  Bei  der  Gurre  y  geht  die  betreffende  Gerade  CFc 
durch  den  auf  ^F^  befindlichen  Punkt  S,  der  in  Bezug  auf  f^ 
zu  Co  symmetrisch  liegt,  und  die  entsprechende  Strecke  CFc  ist 
grösser  als  der  Durchmesser  des  zugehörigen  Ftthmngskreises  nc. 

Die  Normale  A^  der  Pascarschen  Curve  a  schneidet  die 
Gerade  Fa^  im  Punkte  $a  auf  dem  Kreise  tt«,  folglich  ist  bei 
der  zweiten  Erzeugungsweise  dieser  cyclischen  Curve  auch  na  der 
"feste  Kreis,  auf  welchem  der  mit  Fa^a  als  Radius  um  Fa  be- 
schriebene Kreis  pa  rollt.  Hieraus  ergiebt  sich  der  schon  in  Art.  19 
enthaltene  Satz: 

Rollt  ein  Kreis  eines  ebenen  Systems  umschlies- 
send  auf  einem  halb  so  grossen  festen  Kreise,  so  sind 
die  cyclischen  Gurren,  welche  die  Systempunkte  be- 
schreiben, Pascarsche  Curven. 

Errichten  wir  auf  die  Gurremiormale  A^  die  Senkrechte  ^Oo 
bis  zu  ihrem  Schnitt  Qa  mit  FA^  dann  schneidet  die  Gerade 
Oa^  diese  Gurrennormale  in  dem  Krttmmungsmittelpunkte  A, 
der  zu  dem  Punkte  A  der  Gurve  a  gehört  In  gleicher  Weise 
ergeben  sich  die  Ej-ttmmungsmittelpunkte  B,  F,  die  beziehlich  den 
Punkten  B^  C  der  Gurren  ßy  y  entsprechen.  Die  Krttmmungs- 
mittelpunkte A,  B,  F,  4> . . .,  welche  den  Punkten  A^  B^  C^F. ,. 
einer  Systemgeraden  entsprechen,  liegen  nach  S.  120  auf  einem 
Kegelschnitt. 

Wird  die  PascaFsche  Gurve  y  in  Fig.  172  durch  den  Punkt  C 
der  starren  Geraden  CFc  erzeugt,  die  durch  den  festen  Punkt  (S  geht, 
während  der  Punkt  Fe  sich  auf  dem  Kreise  fCc  bewegt,  und  deren 
Länge  CFc  gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises  7t  ist,  so  können 
wir  auf  Grund  dieser  Erzeugungsweise  die  zweite  auf  S.  142  ge- 
gebene Bestimmung  des  ELrttmmungsmittelpunktes  ableiten.  Der 
dem  Punkte  Fe  diametral  gegenttberliegende  Punkt  ^  ist  der  vor- 
hin mit  $e  bezeichnete  Pol  der  bewegten  starren  Strecke  CFc 
und  der  Kreis  Ttc  die  Polbahn  derselben.  Ziehen  wir  nun  auf  die 
Gurrennormale  Cp  die  Senkrechte  )}  q,  welche  CFc  in  q  trifft,  und 
hierauf  die  Gerade  q4>,  so  schneidet  diese  C^  in  dem  zu  C  ge- 
hörenden Krttmmungsmittelpunkte  F.  Es  ist  4>  der  zu  Fe  ge- 
hörende Krttmmungsmittelpunkt,  femer  der  Winkel,  den  ))q  mit 
pO  bildet,  gleich  dem  Winkel,  welchen  die  in  ^  an  /r«  gelegte 
Tangente  ^t  mit  ))F  einschliesst,  und  demnach   stimmet  diese 
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Beziehungen  mit  der  in  Art.  48  abgeleiteten  Bob  illi  er 'sehen  Gon- 
Btruetion  der  Eriimmüngsmittelpankte  ttberein. 

Beschreiben  wir  in  Fig.  172  ttber  den  Badins  ^H  als  Durch- 
messer  einen  Halbkreis  und  schneiden  wir  diesen  durch  einen  Ejreis- 
bogen,  dessen  Mittelpunkt  S,  dessen  Badius  gleich  dem  des  Kreises  tc 
ist,  im  Punkte  ^^  dann  ist,  wenn  wir  durch  (SC  die  Gerade  C„F„ 
gleich  CFc  ziehen,  der  Punkt  C»  ein  Wendepunkt  der  Pas ca lo- 
schen Gurve  y.  Um  dies  zu  beweisen,  verbinden  wir  die  Mitte  q» 
der  Strecke  Cu,F„  mit  dem  entsprechenden  Pol  pv  dieser  Strecke; 
dem  zufolge  sind,  weil  ■Fwqio^'CS  ist,  die  Strecken  4>qv,  <]>C 
Ton  gleicher  Länge  und  bilden  ebenso  wie  die  beiden  Badien 
<t>S,  OjP«  mit  dFv,  je  zwei  gleiche  Winkel;  somit  sind  auch  in 
den  beiden  Dreiecken  ^q»))«,  ^^S  die  Winkel  an  der  gemein- 
samen Ecke  4>  und  die  beiden  anliegenden  Seiten  beziehlich 
gleich;  folglich  ist  ^q»))!»  ein  rechter  Winkel,  und  die  zu  ^q» 
parallele  Guryennormale  pwC„  ist  senkrecht  auf  ))wqw.  Hieraus 
ergiebt  sich,  wenn  wir  umgekehrt  p^q»  senkrecht  pvCw  ziehen, 
dass  (\u>^  parallel  Cu,p»  und  der  zu  Cu,  gehörende  Krtlmmungs- 
mittelpunkt  auf  Cv,pv  im  Unendlichen  liegt.  Eine  andere  Bestim- 
mung des  Wendepunktes  mittelst  des  Wendekreises  wurde  in 
Art.  60  {Fig.  181)  abgeleitet. 

64.  Construction  der  allgemeinen  Cycloiden.  Die  Gonstruction 
der  allgemeinen  Gycloiden  ist  ein  besonderer  Fall  jener  filr  die 
Trochoiden  abgeleiteten  Gonstruction  und  erfordert  die  Bectification 
eines  Kreises,  d.  h.  die  Ermittelung  einer  Strecke,  deren  Länge 
tnit  der  seines  Umfanges  möglichst  nahe  übereinstimmt.  Soll  in 
Fig.  173  der  Umfang  des  Kreises  p  bestimmt  werden,  so  mache  man 
Yon  einem  Endpunkte  $  eines  Kreisdurchmessers  $  K  aus  die  Sehne 
$3  gleich  dem  Badius,  ziehe  mit  diesem  Badius  um  $  und  3 
zwei  sich  schneidende  Kreisbögen  und  verbinde  ihren  Schnitt  H 
mit  dem  Kreismittelpunkte  F.  Hierauf  lege  man  an  $  die  Kreis- 
tangente $t,  welche  FH  in  G  triflft,  trage  auf  dieselbe  von  0 
aus  ttber  den  Berührungspunkt  ^  gehend  dreimal  den  Badius  bis 
J  auf,  so  ist  KJ  sehr  angenähert  gleich  dem  halben  Kreisumfang. 
Der  Winkel  S^FGy  der  gleich  30^  ist,  kann  auch  vermittelst 
eines  30° -Winkels  gezeichnet  werden.  Aus  dieser  Gonstruction 
ergiebt  sich 

KJ=  y4r»  +  (3r  —  $ö)*, 
und  da 
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ist,  so  folgt 

KJ=  ry4  +  (3-l/i)"— rVl3  +  i— 1/12  —  r .  3,14153  ... 
Der  Zahlenfactor  ßtimmt  bis  zur  fünften  Decimale  mit  der  Lu- 
dolph'schen  Zahl  n  =  3,141592 ..  überein,  und  daher  ist  für  gra- 
phische Zwecke  die  Strecke  KJ  gleich  dem  Halbkreise. 

Rollt  in  Fig.  174  der  Kreis  p  auf  der  Geraden  tt,  ist  p^  die 
Anfangslage  des  rollenden  Kreises,  $o  der  entsprechende  Berüh- 
rungspunkt, Aq  auf  dem  verlängerten  Radius  F^^o  die  Anfangs- 
lage des  beschreibenden  Punktes  A^  so  machen  wir,  um  die  ent- 
sprechende verschlungene  Gycloide  a  zu  zeichnen,  in  der  Richtung 
des  Rollens  auf  der  zu  n  parallelen  Geraden,  die  der  Mittelpunkt 
des  rollenden  Kreises  durchläuft,  die  Strecke  F^F^  gleich  dem 
halben  Umfang  des  Kreises  p^  und  theilen  diese  Strecke  in  eine 
Anzahl,  z.B.  12,  gleicher  Theile.    Hierauf  beschreiben  wir  um 
jPo  mit  dem  Radius  F^A^  den  Halbkreis  A^9* N'   und   theilen 
denselben  ebenfalls  in  12  gleiche  Theile.    Ist  nun  der  rollende 
Kreis  in  die  Lage  je?,  sein  Mittelpunkt  F  also  in  den  Theilpunkt 
/X'  gelangt,  so  ziehen  wir  durch  den  auf  jenem  Halbkreise  liegen- 
den Theilpunkt  5'  zur  Geraden  n  die  Parallele  ffA  und  um  IX' ^  den 
Mittelpunkt  i^  von  je?,  mit  dem  Radius  gleich  F^A^  einen  Kreisbogen 
oder  Halbkreis  9(^91,  welcher  die  Parallele  im  Punkte  A  der  ver- 
schlungenen Cycloide  a  schneidet.   Wird  dieser  Punkt  A  durch  un- 
günstiges Schneiden  nicht  hinreichend  genau  bestimmt,  dann  kann 
man  den  Punkt  A  auch  dadurch  erhalten,  dass  man,  je  nachdem 
derselbe  in  der  Nähe  von  91  oder  ä  liegt,  9i-4  =■  N'9'  oder  %A 
==  A^S'  macht.    Ist  auch  der  Halbkreis  "^^dN  \u  12  gleiche  Theile 
getheilt,  dann  wird  der  Theilpunkt  9  bei  der  Lage  p  nach  /X,  dem 
Berührungspunkte  $,  gelangen  und  dem  entsprechend  das  Dreieck 
9F^Aq  die  Lage  IX FA  einnehmen.    In  einfacherer  Weise  wird 
der  Punkt  A  aber  erhalten,  indem  wir  die  Strecke  IX  A  parallel 
und  gleich  $o  ^'  ziehen,  oder  die  Strecke  FA  parallel  und  gleich 
F^9'  machen.    Nach  einer  halben  Abrollung  hat  der  beschreibende 
Punkt  die  höchste  Lage  Ag  erhalten,  die  dem  12^*"  Theilpunkte 
entspricht.    Für  die  weitere  halbe  Abrollung  entsteht  der  bezüg- 
lich Ag%  zu  AoAg  symmetrische  Curventheil  A^A^  und  beide 
bilden   zusammen   einen   durch   eine   volle  Abrollung   erzeugten 
Curvenzug,  dem  alle  übrigen  beim  weiteren  Fortrollen  entstehen- 
den Gurvenzüge  congruent  sind. 

In  analoger  Weise  ist  die  gespitzte  Cycloide  ß  construirt,  die 
dem  auf /?o  liegenden  mit  $o  coincidirenden  Punkte  B^  entspricht. 
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Diese  besitzt  an  den  Stellen  $0»  ^T'y   wo  der  beschreibende 
Ponkt  in  die  Gerade  7t  gelangt,  Spitzen  oder  Bttckkehrpnnkte. 

Die  ebenso  eonstrnirte  gestreckte  Gycloide  y^  welche  dem  im 
Inneren  des  rollenden  Kreises  liegenden  Pankte  C^  entspricht,  trägt 
die  Wendepunkte  E^E\E" . .  Diese  können  analog  wie  in  Art.  60 
bei  den  gestreckten  Trochoiden  mittelst  des  Wendekreises  »^o  be- 
stimmt werden,  der  in  diesem  besonderen  Falle,  weil  der  Wende- 
pol 2Bo  mit  dem  Eareismittelpunkte  F^  zusammenfällt,  halb  so  gross 
als  der  rollende  Kreis  ist.  Dieser  Wendekreis  durchwandert  wäh- 
rend einer  Abrollung  das  Innere  des  rollenden  Kreises,  folglich 
enthalten  die  Bahnen  aller  innerhalb  desselben  befindlichen  Punkte 
auch  Wendepunkte;  somit  besitzt  jede  gestreckte  Cycloide  Wende- 
punkte, und  wenn  insbesondere  der  beschreibende  Punkt  in  dem 
Kreismittelpunkte  F  liegt,  geht  die  gestreckte  Gycloide  in  die"" 
Gerade  F^F  über.  Werden  für  mehrere  auf  dem  Durchmesser 
$0-^  liegende  Punkte  die  entsprechenden  Wendepunkte  ihrer  Bah- 
nen in  analoger  Weise  wie  in  Art.  60  construirt,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  diese  Wendepunkte  sich  auf  der  puiüsitirt  gezeichneten 
gespitzten  Cycloide  17  befinden,  die  erzeugt  wird,  wenn  der  Wende- 
kreis Wq  auf  der  Geraden  7t  rollt. 

Um  den  Krtlmmungsmittelpunkt  A  des  Punktes  A  der  yer* 
Bchlungenen  Cycloide  a  zu  bestimmen,  ist  auf  der  Curvennormalen 
A^  die  Senkrechte  $Q  zu  errichten,  die  -4FinCi  trifft,  und  zu 
F^  die  Parallele  QA  zu  ziehen,  welche  ^^  in  A  schneidet. 
Ebenso  ergeben  sich  die  Krflmmungsmittelpunkte ,  welche  den 
Punkten  5,  C  auf  ß  und  y  entsprechen.  Für  den  Punkt  A^  er- 
halten wir,  weil  der  entsprechende  Wendepol  S93o  in  F^  liegt,  nach 
S.  104  (Fig.  120)  den  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkt  A^,  indem 
wir  durch  A^  eine  beliebige  Gerade  legen,  welche  die  Parallelen 
F^Fy  7t  resp.  in  U,  O  schneidet  und  zu  U^o  die  Parallele  DA^ 
ziehen.  In  gleicher  Weise  wird  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den 
Scheitel  As  bestimmt. 

65.  Construction  der  aligemeinen  Kreisevoiventen.  Wenn  der 
rollende  Kreis  unendlich  gross  ist,  also  in  eine  Gerade  p  übergeht, 
die  in  Fig.  175  auf  dem  festen  Eareise  7t  rollt,  dann  erzeugen  die  mit 
der  Geraden  j)  verbundenen  Punkte  allgemeine  Kreisevolyenten. 
Ist  /?o  die  Anfangslage  der  rollenden  Geraden,  welche  im  Punkte 
$0,  der  auch  mit  B^  bezeichnet  ist,  den  festen  Kreis  7t  berührt; 
ist  femer  A^  auf  der  Berührungsseite  in  der  zu  Po  Senkrechten 
^0  A^  die  Anfangslage  des  beschreibenden  Punktes  A^  so  machen 
wir,  um  die  zugehörige  verschlungene  Kreisevolvente  a  zu  zeichnen, 
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anf  Pq  die  Strecke  $o  ^  gleich  dem  Umfang  des  festen  Kreises  /r, 
and  theilen  die  Strecke  und  den  Kreis  in  dieselbe  Anzahl,  bei- 
spielsweise in  12  gleiche  Theile.  Ist  nun  die  rollende  Gerade  von 
Pq  nach  p  gelangt,  so  dass  sie  den  Kreis  7t  im  Kreistheilpnnkte  V 
berührt,  der  dem  Theilpnnkte  5  auf  Pq  entspricht,  so  machen  wir 
auf  der  Geraden  p  die  Strecke  VB  ==  55o  und  errichten  auf  ihr 
nach  der  Seite  des  Kreises  n  die  Senkrechte  ^^»^^o^o!  dann 
ist  A  ein  Punkt  der  verschlungenen  Kreiseyolvente  or,  welche  sich 
beim  Fortrollen  der  Geraden  in  immer  grosser  werdenden  unend- 
lich vielen  Windungen  um  den  Kreismittelpunkt  4>  herumzieht. 
Rollt  dagegen  die  Gerade  von  p^  aus  im  entgegengesetzten  Sinne 
auf  dem  festen  Kreise,  so  erhalten  wir,  wie  durch  einen  ge- 
strichelten Curventheil  angedeutet  ist,  unendlich  viele  Windungen, 
die  in  Bezug  auf  die  Gerade  4>$o  zu  jenen  Windungen  symmetrisch 
sind.  Alle  Punkte  des  rollenden  ebenen  Systems,  die  auf  einer 
zur  Geraden  p  parallelen  Geraden  liegen,  beschreiben  congruente 
allgemeine  Kreisevolventen,  die  sich  in  verschiedenen  um  den 
festen  Kreismittelpunkt  4>  gedrehten  Lagen  befinden. 

Goincidirt  die  Anfangslage  A^  des  beschreibenden  Punktes  A 
mit  dem  Mittelpunkt  4>  des  festen  Kreises  tt,  dann  ist  die  Strecke 
4>  A  der  rollenden  Geraden  p  beständig  parallel  und  der  Drehung 
derselben  proportional.  In  diesem  besonderen  Falle  ist  die  von 
A  erzeugte  verschlungene  Kreisevolvente  eine  Archimedische 
Spirale;  und  folglich  beschreiben  alle  Punkte  des  rollenden 
Systems,  die  auf  der  durch  4>  gehenden  zu  p  parallelen  Geraden 
liegen,  congruente  Archimedische  Spiralen. 

Mit  jener  Oonstruction  erhalten  wir  auch  zugleich  die  ge- 
spitzte Kreisevolvente  /?,  welche  von  dem  auf  der  Geraden  p  lie- 
genden Punkte  B  erzeugt  wird.  Sie  besitzt  in  der  Anfangslage 
Bq  des  beschreibenden  Punktes  eine  einzige  Spitze  oder  einen 
einzigen  RUckkehrpunkt  und  windet  sich,  wenn  die  Gerade  p  in 
dem  einen  oder  anderen  Sinne  anf  dem  Kreise  tc  rollt,  in  immer 
grösser  werdenden,  unendlich  vielen  Windungen  um,  ^,  die  paar- 
weise bezüglich  ^B^  symmetrisch  sind«  Eine  gespitzte  Kreis- 
evolvente ist  durch  ihren  Grundkreis  n  allein  bestimmt  Wenn 
zu  zwei  verschiedenen  Grundkreisen  die  zugehSrigen  gespitzten 
Kreisevolventen  construirt  werden,  so  ergiebt  sich  aus  der  Oon- 
struction, dass  dieselben  ähnlich  sind  und  somit  erhalten  wir  den 
Satz: 

Alle  gespitzten  Kreisevolventen  sind  ähnlich. 

Der  beschreibende  Punkt  C,  dessen  Anfangslage  C^  sich  in 
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der  zu  Po  Senkrechten  B^  C^  auf  der  vom  Kreise  n  nicht  berührten 
Seite  der  rollenden  Geraden  befindet ,  erzeugt  eine  gestreckte 
Ereisevolvente  y^  von  der  wir  also  einen  Punkt  C  erhalten,  wenn 
wir  in  B  auf  p  entgegengesetzt  von  der  Bertthrungsseite  die  Senk- 
rechte BC^^BqCq  errichten.  Der  Wendepol  ©o  li^  hei  dieser 
Bewegung  ausserhalb  des  festen  Ej*eises  n^  und  sein  Abstand  So$o 
von  dem  Pol  ist  gleich  dem  Radius  dieses  Kreises.  Der  über 
SBo  $0  Als  Durchmesser  beschriebene  Wendekreis  t^^^  durchwandert 
beim  Rollen  der  Geraden  den  unendlich  langen  Ebenenstreifen, 
der  zwischen  der  rollenden  Geraden  po  und  der  zu  ihr  parallelen, 
durch  den  Wendepol  2Bo  gehenden  Geraden  i'o  enthalten  ist.  Dem- 
nach beschreiben  alle  Systempunkte  dieses  Ebenenstreifens  ge- 
streckte Kreisevolventen,  welche  auf  jedem  ihrer  beiden  sjm- 
metrischßn  Theile  einen  Wendepunkt  besitzen. 

Der  Krttmmungsmittelpunkt  A  des  Punktes  A  der  verschlun- 
genen Kreisevolvente  a  ergiebt  sich  analog  den  früheren  Gon- 
structionen,  wenn  wir  auf  die  Curvennormale  ASfi  im  Pol  $  die 
Senkrechte  $0  bis  an  ^^  und  dann  die  Gerade  04>  ziehen, 
welche  die  Curvennormale  in  A  schneidet  Ebenso  kann  der 
Krttmmungsmittelpunkt  des  Punktes  C  der  gestreckten  Elreisevol- 
vente  y  bestimmt  werden.  Für  die  gespitzte  Kreisevolvente  /}, 
die  auch  kurz  Kreisevolvente  genannt  wird,  ist  die  rollende 
Gerade  die  Normale  und  der  jeweilige  Pol  $  der  entsprechende 
Krttmmungsmittelpunkt 

66.  Die  HQIIbahncurve,  welche  von  einer  Geraden  beim  Rollen 
eineo  Kreises  an  einem  festen  Kreise  erzeugt  wird.  Um  die  HttU- 
baJbincurve  zu  bestimmen,  welche  ein  Durchmesser  eines  Kreises  St 
erzeugt,  der  an  einem  festen  Kreise  tv  rollt,  nehmen  wir  an,  es 
sei  in  Fig.  176  der  an  7t  rollende  Kreis  von  der  Anfangslage  fto 
nach  Stj  sein  Mittelpunkt  von  %o  nach  ^  und  der  betrefifende 
Durchmesser  von  B^^Cg  nach  BC  gelangt;  dann  ist  der  Fuss- 
punkt  A  des  von  dem  betreffenden  Pol  $  auf  BC  gefällten 
Lothes  der  Berührungspunkt  dieses  Durchmessers  B  C  auf  der  er- 
zeugten Httllbahncurve  a.  Der  Punkt  A  liegt  auf  dem  ttber  $f$ 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  Py  demnach  ist  der  abge- 
rollte Bogen  ^B  des  Kreises  St  gleich  dem  Bogen  "^pA  des 
Kreises  p\  folglich  wird  die  Httllbahncurve  a  auch  durch  den 
Peripheriepunkt  A  erzeugt,  wenn  der  Kreis  p  von  Po  ausgehend 
auf  dem  festen  Kreise  n  rollt,  und  somit  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  von  einem  Durchmesser  eines  rollenden  Krei- 
ses erzeugte  Httllbahncurve,  der  an  einem  festen  Kreise 
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rollt,  ist  eine  gespitzte  Trochoide;  diese  wird  durch 
einen  Peripheriepankt  eines  Kreises  beschrieben,  der 
an  demselben  festen  Kreise  rollt  und  halb  so  gross 
als  jener  rollende  Kreis  ist. 

Der  Fasspunkt  A  des  vom  Pol  ^  auf  den  Durchmesser  B  C 
gefällten  Lothes  liegt  stets  zwischen  den  Endpunkten  B^  C;  dem- 
nach treten  nur  die  Punkte  dieser  Strecke  und  niemals  ausser- 
halb derselben  liegende  Punkte  mit  der  Hilllbahncurye  oder  ge- 
spitzten Trochoide  a  in  Berührung.  Die  Httllbahncurve  a  ist  in 
Fig.  176  fttr  das  Radienverhältniss  e :  r  =  3:1  der  Kreise  tt,  p 
vollständig  gezeichnet 

Ist  mit  dem  rollenden  Kreise  tt  eine  beliebige  Gerade  bc 
verbunden,  die  beispielsweise  zu  AB  parallel  sein  möge,  dann 
trifft'  das  auf  jBC  gefällte  Loth  "^A  die  Gerade  6  c  im  Bertth- 
rungspunkte  a  der  von  ihr  umhüllten  Gurve  a ;  und  da  die  senk- 
rechte Strecke  Aa  constant  ist,  so  folgt  hieraus  der  Satz: 

Eine  in  der  Ebene  eines  rollenden  Kreises  befind- 
liche Gerade  erzeugt,  wenn  derselbe  an  einem  festen 
Kreise  rollt,  die  Aequidistante  einer  gespitzten  Tro- 
choide, die  von  dem  zu  dieser  Geraden  parallelen 
Durchmesser  des  rollenden  Kreises  umhüllt,  oder  von 
einem  Peripheriepunkt  eines  halb  so  grossen  rollen- 
den Kreises  beschrieben  wird.0 

In  Fig.  177  ist  die  HüUbahncurve  a  des  Durchmessers  BC 
eines  rollenden  Kreises  &  construirt,  der  in  einem  doppelt  so 
grossen  festen  Kreise  Tt-  rollt.  Die  Durchmesserendpunkte  jS,  C 
bewegen  sich  in  diesem  Falle  auf  den  rechtwinkeligen  Durchmes- 
sern /?,  y  des  festen  Blreises.  Die  so  bewegte  starre  Strecke  B  C 
umhüllt  dann  die  vierspitzige  Hypocycloide  er.  Dieselbe  wird 
auch  von  dem  Peripheriepunkte  A  des  Kreises  p  beschrieben,  der 
in  dem  viermal  so  grossen  festen  Kreise  7t  rollt. 

Wenn  der  feste  Kreis,  wie  in  Fig.  178,  unendlich  gross  ist, 
also  in  eine  Gerade  tc  übergeht,  so  ist  die  von  einem  Durch- 
messer j5C  des  rollenden  S^reises  fi  erzeugte  HüUbahncurve  a 
eine  gespitzte  Gydoide,  die  der  Peripheriepunkt  A  des  auf  der 
Geraden  tc  rollenden  Kreises  p  beschreibt,  der  halb  so  gross  als 
jener  rollende  Kreis  ist. 

*)  Diese  Beziehungen  werden  auch  von  Ghasles  erw&hnt  in  seiner  Ge- 
schichte der  Geometrie,  deutsch  von  Sohncke.  1839.  Anmerk.  S.  66,  wo  aber 
der  Druckfehler  „Evolute"  entweder  durch  „Evolvente**  oder  durch  „Aequi- 
distante'* zu  berichtigen  ist. 
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67.  Die  Evoluten  der  gespitzten  cyciischen  Curve.  Gonstrairen 
wir  in  Fig.  179  Taf.  X  für  den  Punkt  A  einer  gespitzten  Tro- 
choide  a  auf  der  Garyennormalen  A^  den  Krflmmnngsmittel- 
pnnkt  A,  indem  wir  den  Durchmesser  AB  des  in  der  entspre- 
chenden Lage  befindlichen  auf  7t  rollenden  Kreises  f  und  die 
Gerade  B^  ziehen,  welche  ^$  in  A  triiOFt,  so  sind,  wenn  auf 
A^  die  Senkrechte  A$^  errichtet  wird,  welche  4>$  in  ^5'  triflfl, 
die  Dreiecke  *^A,  ^^B  ähnlich.  Dem  zufolge  ist  auch  <I> 
Aehnlichkeitspunkt  für  den  rollenden  Kreis  f  und  den  Kreis  p', 
der  über  $$^  als  Durchmesser  beschrieben  durch  den  Krtlm- 
mungsmittelpunkt  A  geht.  Ziehen  wir  um  den  festen  Kreismittel- 
punkt 4>  mit  dem  Radius  4>^'  den  Kreis  n^y  und  lassen  wir 
gleichzeitig  mit  dem  Kreise  f^  der  auf  7t  rollt,  auch  den  Kreis  f^ 
auf  7t^  rollen;  dann  beschreibt  der  Krtlmmungsmittelpunkt  A  als 
Peripheriepunkt  des  Kreises  f^  eine  gespitzte  Trochoide  a',  die 
mit  der  durch  den  Peripheriepunkt  B  des  Kreises  f  erzeugten 
nicht  gezeichneten  gespitzten  Trochoide  ß  in  Bezug  auf  4>  als 
Aehnlichkeitspunkt  homothetisch  ähnlich  ist  Die  gespitzte  Tro- 
choide a'  ist  demnach  die  Eyolute  der  von  dem  Peripheriepunkte  A 
beschriebenen  Trochoide  a,  und  auch  dieser  ähnlich,  weil  die 
Trochoiden  a,  ß  congruent  sind.  Befindet  sich  der  beschreibende 
Punkt  A  in  der  Anfangslage  A^^  dann  coincidirt  mit  dieser  auch 
die  Anfangslage  A^  des  beschreibenden  Punktes  A,  und  folglich 
fallen  die  Spitzen  oder  Rtickkehrpunkte  der  gespitzten  Trochoide  a 
mit  den  Scheiteln  ihrer  Evolute  a'  zusammen.  Hieraus  ergiebt 
sich  der  Satz: 

Die  Evolute  einer  gespitzten  Trochoide  ist  eine 
ähnliche  gespitzte  Trochoide,  deren  Scheitel  in  den 
Spitzen  der  ersten  liegen. 

Nach  dieser  Darlegung  wird  in  Fig.  179  die  gespitzte  Tro- 
choide a  auch  als  eine  Evolvente  der  gespitzten  Trochoide  a' 
erzeugt,  wenn  die  Abrollung  der  Tangente  in  dem  Scheitel  Aq 
beginnt  und  die  An&ngslage  A^  des  auf  der  Tangente  liegenden 
beschreibenden  Punktes  mit  diesem  Scheitel  coincidirt.  Die  Länge 
des  Trochoidenbogens  A^a^A  ist  dann  gleich  der  Länge  ^A  der 
abgerollten  Tangente.  ^)  Bezeichnen  wir  mit  F^  F^  die  Mittel- 
punkte der  Kreise  p,  p^,  so  ist 


')  Die  Bestimmang  der  L&nge  einer  gespitzten  cyclischen  Gorve  findet 
sich  schon  in  Newton,  Frincipia  mathematica.  1686.  p.  158.  Deutsche  Äus' 
gäbe  von  Wolfers.  1872.  S.  157. 
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^F   ^       $F  ' 

und  folglich  sind  <E>y  F'^  $,  F  vier  harmonische  Fankte.  Wird  nun 
der  zweite  Schnittpunkt  $',  in  dem  die  Tangente  AA  den  Elreis  n 
schneidet,  mit  4>  und  der  Mittelpunkt  F^  mit  A  verbunden,  dann 
sind  diese  beiden  Verbindnngsgeraden  zu  FA  parallel  und  dem- 
nach ist  A  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  den  drei  Punkten 
$',  A,  $.  Wir  erhalten  also  die  Bogenlänge  einer  gespitzten 
Troohoide  von  einem  Scheitel  Ao  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  A, 
wenn  wir  auf  der  in  A  berührenden  Tangente  zu  dem  Berüh- 
rungspunkt A  und  ihren  beiden  Schnittpunkten  $,  $'  mit  dem 
scheitelberührenden  Kreise  den  vierten  harmonischen  Punkt  A 
bestimmen.    Dann  ist  die  Strecke  ^A  gleich  jener  Bogenlänge. 

Bei  der  in  Fig.  179  gezeichneten  zweispitzigen  Epicycloide  a 
ist  das  Badienverhältniss  der  Kreise  p^  n  gleich  1:2;  dem  zu- 
folge ^?:^?'  — 1:3,  A^:A$' 1:3  und  ^A  — }$^'. 

In  Fig.  180  ist  in  gleicher  Weise  für  die  dreispitzige  Hjrpo- 
cydoide  a,  bei  der  das  Badienverhältniss  der  Kreise  Pj  n  gleich 
— 1:3  ist,  die  zugehörige  ähnliche  Evolute  a',  wie  man  aus  der 
übereinstimmenden  Bezeichnung  leicht  erkennt,  construirt.  Die 
Tangente  A  ^1  an  der  dreispitzigen  Hypocycloide  a'  schneidet  den 
Kreis  tt,  der  dieselbe  in  den  Scheiteln  berührt,  in  den  zu  A,  ul 
harmonischen  Punkten  $,  $';  demnach  ist  J$  :  ^$'  «=*  —  1  :  2, 
A^  :  A^  —  1 :  2  und  ? A  —  —  ^^'.  Rollt  diese  Tangente  von 
Aq  ausgehend  auf  a'  bis  an  die  Spitze  AT,  dann  hat  der  be- 
schreibende Punkt  dieser  Tangente,  dessen  Anfangslage  A^  mit  Aq 
coincidirt,  die  Hälfte  A^A^  des  zwischen  den  Spitzen  ^,  A^  ent- 
haltenen Bogens  der  Hypocycloide  a  durchlaufen,  und  wenn  die 
Tangente  von  A«  bis  A  auf  a^  weiter  rollt,  ist  der  beschreibende 
Punkt  nach  A  gelangt  ^) 

Bei  der  in  Fig.  181  gezeichneten  gespitzten  Cydoide  a,  welche 
durch  einen  Punkt  A  des  auf  der  Geraden  n  rollenden  Kreises  p 
erzeugt  wird,  erhalten  wir  den  betreffenden  Krümmungsmittel- 


V  Diese  dreispitzige  Hypocycloide  ist  vielfach  untersacht.  Steiner*s  Gt- 
sammelte  Werke.  1881.  B.  I.  S.  641  und  Journal  f,  reine  u,  angew,  Mathematik. 
1857.  B.  53.  8.231.  Cremona  und  Clelisch,  daselbst  1865.  B.  64.  S.  101. 
Kiepert,  Zeitschr.  fOr  Math.  «.  Physik  1872.  B.  17.  8.129.  Milinowski, 
daselbst  1874.  B.  19.  8. 115.  8chotten,  Programm  des  königl.  Gymnasiums 
zu  Cassel.  1884.  lo  allgemeiner  Fassung  behandelt  von  Siebeck,  Journal  fUr 
reine  und  angew.  Mathematik.  1866.  B.  66.  8. 344;  von  Frahm,  Zeitschr.  fEtr 
Math.  II.  Physik.  1873.  B.  18.  8.  362. 
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pnnkt  A  anf  der  Normalen  A  $  der  gespitzten  Cycloidei  indem  wir 
von  dem  Endpunkte  B  des  Kreisdurchmessers  A  B  auf  die  Gerade 
7t  die  Senkrechte  J9A  ziehen ,  welche  ^$  in  A  schneidet;  denn 
wir  können  die  Gerade  tc  als  einen  unendlich  grossen  festen  Kreis 
betrachten.  Aus  dieser  Construction  folgt,  weil  jSA  parallel  F$, 
dass  A$  =  $^  ist  Wird  auf  ^A  die  Senkrechte  A$'  bis  an 
F^  gezogen,  über  $$'  als  Durchmesser  der  Kreis  p^  beschrieben, 
der  durch  den  Krümmungsmittelpunkt  A  geht,  dann  ist  dieser 
Kreis  dem  Kreise  p  gleich ;  und  wenn  nun  der  Kreis  p^  auf  der 
zu  7t  Parallelen  7t^  rollt,  so  erzeugt  sein  Peripheriepunkt  A  die 
Evolute  aK  Dieselbe  ist  der  von  dem  Punkte  B  beschriebenen 
und  somit  auch  der  vom  Punkte  A  erzeugten  gespitzten  Gydoide  a 
congruent.  Befindet  sich  der  beschreibende  Punkt  A  des  rollen- 
den Kreises  p  in  der  Anfangslage  ^,  dann  coincidirt  der  entspre- 
chende Krümmungsmittelpunkt  A^  mit  A^^  und  folglich  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Die  Evolute  einer  gespitzten  Cycloide  ist  eine 
congruente  gespitzte  Cycloide,  deren  Scheitel  in  den 
Spitzen  der  ersten  liegen. 

Die  gespitzte  Cycloide  a  wird  hiemach  auch  als  eine  Evol- 
vente der  gespitzten  Cycloide  a^  erzeugt,  wenn  die  Abrollung  der 
Tangente  il  A  in  dem  Scheitel  A^  beginnt  und  die  An&ngslage  A^ 
des  auf  der  Tangente  liegenden,  beschreibenden  Punktes  A  mit 
diesem  Scheitel  coincidirt  Die  Länge  des  Cycloidenbogens  A^a'A 
ist  also  gleich  der  abgerollten  Tangentenlftnge  ^A.  Um  auf  der 
im  Punkte  A  an  die  gespitzte  Cycloide  a^  gelegten  Tangente  A^, 
welche  die  Scheiteltangente  tt  in  $  trifft,  die  Länge  A  A  des  Cy- 
cloidenbogens A^a'A  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  $^  »»  A$  zu 
machen.  Die  Länge  der  halben  gespitzten  Cycloide  vom  Scheitel 
bis  zur  Spitze  ist  demnach  gleich  dem  doppelten  Durchmesser  des 
rollenden  Kreises.  Die  gespitzte  Cycloide,  welche  gewöhnlich  ein- 
fach als  Cycloide  bezeichnet  wird,  ist  wegen  ihrer  zahlreichen 
schönen  Eigenschaften  vielseitig  eingehend  untersucht  worden; 
und  die  älteren  Untersuchungen  derselben  bilden  eine  interessante 
Episode  in  der  Geschichte  der  Mathematik,  i) 


*)  Montucla,  Histoire  des  Math^matigues.  1758.  T.  n.  p.  42.   Bossut, 
Geschichte  der  Mathematik,  deutsch  von  Reimer.  1804.  Thl.  IL  S.  36  a.  493. 
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Erzeugung  der  Trochoiden  durch  ein  rotirendes  afftn- 

Teränderliches  ebenes  System, 

68.  Definition  der  affinen  ebenen  Systeme  und  des  affin -ver- 
änderlichen ebenen  Systems.  Wir  wollen  die  in  Art.  57  abgeleitete 
Erzeugung  der  Trorchoiden  durch  ein  yeränderliches  Btarrseitige» 
Parallelogramm,  d.  h.  durch  ein  Gelenkparallelogramm,  bei  wel- 
chem sich  zwei  in  einer  Ecke  zusammeuBtossende  Seiten  propor- 
tional um  ihren  festen  Eckpunkt  drehen,  in  erweiterter  Form  be- 
handeln. Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  aber  die  Definition  für 
die  affinen  ebenen  Systeme  und  für  das  affin-veränderliche  ebene 
System  geben. 

Wir  nehmen  an,  es  entsprechen  in  Fig.  182  den  drei  Punkten 
<I>,  £?,  W  eines  ebenen  Systems  5  resp.  die  drei  Punkte  *i ,  -öi ,  H[ 
eines  ebenen  Systems  S^.  Zu  einem  beliebigen  Punkte  AmS  con- 
struiren  wir  den  entsprechenden  Punkt  A^  in  S^  derart,  dass  wir 
durch  A  im  System  'S  zu  zweien  Dreiecksseiten,  z.  B.  zu  4>^,  4>^', 
die  Parallelen  ziehen,  welche  die  Seiten  ^H\  ^H'm  i^',  F  treflfen, 
dann  auf  den  entsprechenden  Dreiecksseiten  im  System  S^  resp. 
^,F,H,  oü  ^FH,  ^^F[H[  cv  ^F'H'  machen  und  durch  F^,F[ 
zu  ^li^^  ^i^^i  Parallele  legen,  die  sich  im  Punkte  A^^  schneiden. 
Die  hierdurch  bestimmten  ebenen  Systeme  werden  affine  ebene 
Systeme  genannt.  Denken  wir  uns  zu  einem  dieser  Systeme, 
z.  B.  zu  5, ,  ein  ähnliches  System  S^  construirt,  so  dass  in  diesem 
die  Strecke,  welche  4>^  H^  entspricht,  gleich  <I>  £r  ist  und  mit  dieser 
zusammenliegt;  dann  coincidirt  jeder  auf  der  Geraden  ^H  liegende 
Punkt  des  Systems  S  mit  dem  entsprechenden  Punkt  des  gedachten 
Systems  S^.  Hiemach  können  wir  die  Gerade  ^H  2^s  die  Schnitt- 
linie zweier  Ebenen  ansehen,  welche  die  Systeme  <S,  S^  enthalten 
und  das  eine  dieser  Systeme  als  die  Parallelprojection  des  anderen 
betrachten.  Dem  zufolge  entspricht  einer  geraden  Punktreihe  in 
dem  einen  affinen  System  eine  ähnliche  Punktreihe  in  dem  anderen, 
und  femer  entsprechen  parallelen  Geraden  in  dem  einen  auch  paral- 
lele Gerade  in  dem  anderen.  Sind  insbesondere  zwei  entsprechende 
Dreiecke  der  Systeme  5,  aS,,  z.  B.  die  Dreiecke  4> ^Tü'  und  ^^H^H[^ 
ähnlich  oder  congraent,  dann  sind  auch  diese  beiden  Systeme  resp. 
ähnlich  oder  congment  Die  beiden  affinen  Systeme  gehen  also 
in  diesen  Fällen  beziehlich  in  ähnliche  oder  congraente  Systeme 
über.  Wenn  sich  ein  bewegtes  ebenes  System  so  veiilndert,  dass 
alle  seine  Phasen  affine  ebene  Systeme  sind,  so  wird  dasselbe  ein 
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affin-veränderliches  ebenes  System  genannt.  Sind  in 
Fig.  182  drei  Punkte  eines  affin- veränderlichen  Systems,  welches 
ans  einer  Phase  S  in  eine  Phase  S^  ttbergeht,  von  <I>,  £r,  W  resp. 
nach  ^ly  H^y  H[  gelangt,  dann  wird  ein  Systempnnkt,  der  mit  der 
Phase  S  sich  in  A  befindet,  mit  der  Phase  S^  die  Lage  J^  ein- 
nehmen, die  in  der  angegebenen  Weise  constmirt  wird.  Die  Be- 
wegung eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  ist  somit  durch 
die  Bewegungen  dreier  Systempunkte  bestimmt  Gelangen  aber 
diese  drei  Punkte  in  eine  Gerade,  so  schrumpft  die  betreffende 
Phase  des  affin-veränderlichen  Systems  in  diese  Gerade  zusammen. 

69.  Die  Trochoiden  als  Bahncurven  der  Punicte  eines  rotiren- 
den  afün-veränderlichen  ebenen  Systems.  Ist  in  Fig.  183  der  Punkt 
4>  eines  affin- veränderlichen  ebenen  Systems  'S  fest  und  rotiren 
zwei  Punkte  üT,  H'  desselben  um  diesen  Punkt  4>,  so  dass  ihre 
Drehungen  proportional  sind,  ihre  Geschwindigkeiten,  die  verän- 
derlich sein  können,  also  in  constantem  Verhältnisse  stehen,  dann 
können  wir  uns  jeden  Systempunkt,  wie  z.  B.  den  Punkt  A^  durch 
die  Seiten  AF^AF*  des  Parallelogramms  <PFAF'  gleichsam  ge- 
lenkartig mit  den  rotirenden  Geraden  <E>j5'und  ^H'  verbunden 
denken.  In  diesem  Falle  ist  das  System  S  ein  besonderes  affin- 
veränderliches System,  bei  welchem  alle  in  den  Geraden  <E>^, 
^JB'  liegenden  oder  zu  denselben  parallelen  Strecken  ihre  Länge 
nicht  verändern.  Bilden  wir  das  Parallelogramm  ^HPH\  so 
können  wir  den  Systempunkt  A  auch  gelenkartig  durch  die  Seiten 
AT,  AT  des  Parallelogramms  PTAT  resp.  mit  HP,  WP  ver- 
binden. Der  Systempunkt  A  beschreibt  nach  dem  auf  S.  136  ge- 
gebenen Satze  eine  Trochoide,  die,  je  nachdem  die  Drehung  der 
Geraden  <!>£?,  4>£f'  in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
erfolgt,  eine  Epitrochoide  oder  Hypotrochoide  ist,  und  in  einen 
Kreis  Übergeht,  wenn  der  Punkt  A  auf  einer  dieser  Geraden  liegt. 
Das  Gleiche  gUt  von  jedem  anderen  Punkte  des  Systems  S  und 
demnach  empfangen  wir  den  Satz: 

Drehen  sich  zwei  Punkte  eines  affin-veränder- 
lichen ebenen  Systems  um  einen  festen  Punkt  des- 
selben derart,  dass  ihre  Drehungen  proportional  sind, 
so  beschreiben  alle  Punkte  dieses  Systems  Trochoi- 
den, die,  je  nachdem  die  Drehungen  in  gleichem  oder 
in  entgegengesetztem  Sinne  erfolgen,  Epitrochoiden 
oder  Hypotrochoiden  sind* 

Denken  wir  uns  auf  einer  durch  den  festen  Punkt  <E>  gehenden 
Geraden  dieses  affin-veränderlichen  Systems  eine  beliebige  Punkt- 
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reihe  angenommen,  so  entspricht  derselben  in  jeder  Phase  eine  ähn- 
liche Pnnktreihe  auf  einer  Geraden,  die  dnrch  4>  geht.  Demnach 
beschreiben  alle  Punkte  des  affin-veränderlichen  Systems,  die  auf 
einer  durch  den  festen  Punkt  4>  gehenden  Geraden  liegen,  homo- 
thetisch  ähnliche  Trochoiden,  für  welche  der  selbstentsprechende 
Punkt  4>  aller  dieser  ähnlichen  Punktreihen  Aehnlichkeitspunkt  ist 

Die  in  Fig.  IM  angenommenen  Punkte  ü^  V  des  betrachteten 
affin -veränderlichen  Systems  £,  welche  so  liegen,  dass  jedes  der 
Parallelogramme  ^FUF\  ^GVG'  gleichseitig  ist,  beschreiben 
stemft^rmige  Trochoiden,  wenn  die  Bewegung  dieser  Punkte  beim 
Zusammenfallen  der  Geraden  4>£r,  ^H*  vermittelt  und  dadurch 
die  sonst  eintretende  ünstetigkeit  vermieden  wird.  Die  System- 
geraden  <I>t/,  4>r,  halbiren  die  Winkel  F^F',  G<^Q\  stehen  da- 
her in  jeder  Phase  auf  einander  senkrecht,  und  alle  auf  diesen  Ge- 
raden liegenden  Systempunkte  erzeugen  sternförmige  Trochoiden. 
Demnach  besteht  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  des  affin- 
veränderlichen  Systems  S,  welche  sternförmige  Trochoiden  be- 
schreiben, aus  den  beiden  rechtwinkelig  bleibenden  Systemgeraden 
<I>t/,  <1>F.  Bei  dem  Durchgange  des  Punktes  V  durch  <l>  coinci- 
diren  die  Geraden  4>  5^,  <l>  H\  alle  Systempunkte,  welche  die  Ge- 
rade 4>  V  trägt,  treten  dann  in  4>  zusammen  und  gehen  daher  in 
demselben  Momente  durch  4>,  während  gleichzeitig  die  System- 
punkte der  Geraden  4>{7  durch  die  Gerade  schreiten,  in  welcher 
^PjET,  4>j7'  zusammenfallen.  Das  Analoge  tritt  ein,  wenn  der 
Punkt  U  nach  4>  gelangt. 

70.  Beziehungen  der  Trochoiden,  weiche  durch  ein  rotirendes 
afün-veränderiiches  ebenes  System  erzeugt  werden.  Nehmen  wir 
bei  einem  affin-veränderlichen  System  5,  welches  um  einen  Punkt 
<J>  im  festen  System  S  rotirt,  in  Fig.  186  an,  es  sei  J^'*  die  loth- 
rechte  Gteschwindigkeit  von  F'^  femer  F$  diejenige  von  F^  dann 
wflrde  sich  nach  Art.  29  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  System- 
punktes A  ergeben,  wenn  wir  durch  4>  zu  F'  A^  durch  ^  zn  FA 
Parallele  zögen  und  ihren  Schnittpunkt  mit  A  verbänden.  Dieser 
Schnittpunkt  ist  aber  in  .diesem  Falle  der  Punkt  $;  folglich  reprä- 
sentirt  A  $  die  lothreiSMe  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  und  ist 
zugleich  die  Normale  an  der  von  A  beschriebenen  Trochoide  a, 
nnd  somit  ist  $  der  Pol  der  bewegten  starren  Geraden  i^^  in 
Bezug  auf  das  feste  System  S.  Wegen  der  proportionalen  Dreh- 
ungen der  Geraden  <I>  ff,  ^  ff'  stehen  die  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  jP,  F'  in  constantem  Verhältnisse,  dem  zufolge  ist  auch  die 
Strecke 4>$  constant,  und  die  Normale  A^  einer  von  einem  System- 
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pankte  A  beschriebenen  Trochoide  a  ist  eine  Gerade  des  affin-yer- 
änderlichen  Systems.    Hierans  folgt  der  Satz: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  der  die  Nor- 
male J$  einer  Trochoide  in  constantem  Verhältnisse 
theilt,  ist  eine  gleichartige  Trochoide,  resp.  Epi- 
oder  Hypotrochoide.O 

Ziehen  wir  um  4>,  F  resp.  die  Kreise  n^  Pj  welche  sich  in  ^ 
berühren,  and  denken  wir  nns  die  starre  Gerade  FA  mit  dem  auf 
7t  rollenden  Kreise  p  verbanden,  so  werden  alle  Trochoiden,  welche 
die  Pankte  dieser  Geraden  als  Pankte  des  af&n-yeränderlichen  Sy- 
stems S  erzeagen,  aach  von  diesen  Punkten  durch  die  RoUung  des^ 
Kreises  p  beschrieben.  Die  Gerade  A^  schneidet  ^F'  in  dem 
Pol  $',  dem  Pol  der  starren  Geraden  ^'^  in  Bezug  auf  das  feste 
System  Z,  und  demnach  erhalten  wir  in  analoger  Weise  für  die  be- 
wegte starre  Gerade  F^  A  die  zwei  sich  in  $'  berührende  Kreise 
7t\  fy  deren  Mittelpunkte  resp.  <I>,  F'  sind. 

Die  beiden  auf  dem  Kreise  p  liegenden  Punkte  C,  D  der  Sy- 
stemgeraden FA  sind  die  einzigen  Punkte  auf  derselben,  die  fttr 
das  angenommene  Verhältniss  jener  Geschwindigkeiten  gespitzte 
Trochoiden  beschreiben,  und  dem  gemäss  liegen  alle  Punkte  des 
affin  -  veränderlichen  Systems,  welche  gespitzte  Trochoiden  er- 
zeugen, auf  den  beiden  Geraden  4>C,  4>1?,  die  zu  ^H,^H'  har- 
monisch sind.  Ebenso  sind  die  beiden  auf  dem  rollenden  Kreise 
p'  liegenden  Punkte  C,  D'  der  Systemgeraden  F'  A  ihre  einzigen 
Punkte,  welche  gespitzte  Trochoiden  erzeugen;  dem  zufolge  geht 
die  Gerade  ^  C  durch  C,  sowie  die  Gerade  *  D  durch  ly. 

Die  Gerade  FA  umhüllt  nach  Art.  66  als  Durchmesser  de» 
rollenden  Kreises  p  eine  gespitzte  Trochoide,  die  durch  einen  auf 
7c  rollenden  Kreis  erzeugt  wird,  der  halb  so  gross  als  p^  oder 
dessen  Durchmesser  gleich  F^  ist.  Das  Analoge  gilt  von  der  Ge- 
raden F'A.  Hiemach  umhüllen  alle  Gerade  des  affin  -  veränder- 
lichen Systems,  die  beziehlich  zu  ^PH^^H^  parallel  sind,  gespitzte 
Trochoiden. 

Die  Normale  C^  in  Fig.  185  an  der  gespitzten  Trochoide,  die 
der  Punkt  C  des  rollenden  Eareises  p  beschreibt,  ist  der  Halbirungs- 
geraden  <E>I7  des  Winkels  H^H^  parallel;  demnach  ist  die  ent- 
sprechende Tangente  «/«/'  auf  derselben  senkrecht  und  schneidet 
die  rotirenden  Geraden  ^H^^W  in  gleichen  constanten  Abständen 
von  *  in  den  Punkten  J,  J'.   Die  Tangente  JJ*  an  der  von  dem 


*)  Yergl.  Fouret:  Nouvelles  Annales  de  MathämaHques,  1880.  S^r.  IL 
T.  19.  p.  67. 
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Systempunkte  C  beschriebenen  gespitzten  Trochoide  ist  also  eine 
Gerade  des  affin-yeränderlichen  Systems,  deren  Punkte  J^  J'  sich 
auf  einem  Kreise  bewegen.  Wenn  die  Punkte  unendlich  nahe  zu- 
sammen kommen,  geht  die  Gerade  JJ'  in  eine  Ereistangente  über; 
folglich  berührt  der  Kreis  die  gespitzte  Trochoide  in  ihren  Schei- 
teln, und  jede  von  diesem  Scheitelkreise  begrenzte  Tangente  der 
gespitzten  Trochoide  wird  von  dem  Berührungspunkte  in  con- 
stantem  Verhältnisse  getheilt.    Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  proportional  auf  einem 
Kreise,  so  umhüllt  ihre  Verbindungsgerade  eine  Epi- 
cycloide  oder  Hypocycloide,  je  nachdem  die  Bewe- 
gung dieser  Punkte  in  gleichem  oder  in  entgegenge- 
setztem Sinne  erfolgt;  und  der  Berührungspunkt  theilt 
die  Verbindungsstrecke  resp.  innerhalb  oder  ausser- 
halb in  constantem  Verhältnisse. 

Der  Schnittpunkt  U  der  Halbirungsgeraden  ^ü  mit  der  Ge- 
raden «/«/'  ist  der  Fusspunkt  des  von  <E>  auf  «/«/'  gefällten  Lothes, 
und  da  jeder  auf  ^U  liegender  Systempunkt  eine  sternförmige 
Trochoide  beschreibt,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Fusspunktencurve  einer  gespitzten  Trochoide 
für  den  festen  Kreismittelpunkt  4>  als  Lothpunkt  ist 
eine  sternförmige  Trochoide. 

Für  die  vom  Punkte  D  beschriebene  gespitzte  Trochoide 
ist  die  zugehörige  Normale  i>$  der  Geraden  JJ'  parallel,  und 
folglich  ist  die  Gerade  JJ'  auch  die  betrefiFende  Normale  für  die 
vom  Schnittpunkte  D^  der  Geraden  <I>i?,  JJ'  erzeugte  homo- 
thetisch  ähnliche  gespitzte  Trochoide.  Es  ist  also  die  von  der 
Systemgeraden  JJ'  umhüllte  oder  von  dem  Systempunkte  C  be- 
schriebene gespitzte  Trochoide  die  Evolute  der  von  dem  vierten  zu 
J\  (7,  J  harmonischen  Punkte  -D,  erzeugten  gespitzten  Trochoide. 
Bewegen  sich  die  Punkte  H^  H'  unter  gleichen  Bedingungen  ent- 
gegengesetzt, dann  muss  auch  die  lothrechte  Geschwindigkeit  F^ 
des  Punktes  F  in  entgegengesetzter  Richtung  angenommen  werden. 
Es  ergiebt  sich  durch  analoge  Betrachtungen,  dass  eine  auf  der  Hal- 
birungsgeraden 4>C7  senkrechte  Systemgerade  JJ'  eine  gespitzte 
Trochoide  umhüllt,  die  der  ausserhalb  JJ'  liegende  Schnittpunkt 
/>,  der  Geraden  4>2?,  /J'  beschreibt,  und  dass  diese  gespitzte 
Trochoide  in  diesem  Falle  die  Evolute  von  derjenigen  ist,  die  der 
zu  J',  /,  D^  gehörende  vierte  harmonische  Punkt  C  erzeugt.  Die  ge- 
spitzte Trochoide,  welche  bei  der  in  Fig.  185  angenommenen  gleich- 
sinnigen Bewegung  dem  Paukte  C  entspricht,  ist  der  von  dem 


Eneugong  der  Trochoiden.  167 

Pnnkte  D  beschriebenen  congrnent;  demnaeh  sind  auch  die  beiden 
von  den  Punkten  C^  D^  erzeugten  gespitzten  Trochoiden  ähnlich. 
Hiemach  sind  dnrch  diese  Darlegungen  die  in  Art  67  abgeleiteten 
Beziehungen  in  anderer  Weise  begründet  Zu  diesen  Beziehungen 
können  wir  jedoch  auch  sehr  leicht  auf  einem  anderen  Wege  ge- 
langen. Die  Gerade  i>4>  schneidet  C^  in  dem  Erttmmungsmittel- 
punkte  r  der  von  C  beschriebenen  gespitzten  Trochoide.  Da  nun 
i>4>y  C^  Gerade  des  affin-veränderlichen  Systems  sind,  so  ist  auch 
ihr  Schnitt  F  ein  Punkt  desselben  und  beschreibt  als  solcher  eine 
gespitzte  Trochoide,  welche  die  Evolute  der  von  C  erzeugten  ge- 
spitzten Trochoide  ist  Die  Punkte  F,  D  beschreiben  ähnliche  und 
die  Punkte  D^  C  congruente  gespitzte  Trochoiden;  und  folglich  ist 
die  von  C  erzeugte  gespitzte  Trochoide  ihrer  Evolute  ähnlich.  Ein 
Punkt,  der  die  Strecke  CT  des  affin -veränderlichen  Systems  in 
constantem  Verhältnisse  theilt,  gehört  auch  zu  diesem  affin- ver- 
änderlichen System  und  beschreibt  als  solcher  eine  Trochoide. 
Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  der  den 
Krümmungsradius  CT  einer  gespitzten  Trochoide  in 
constantem'Verhältnisse  theilt,  ist  eine  Trochoide.^ 

Die  Gerade  C%  welche  4>i?  in  T  und  4>5^  in  ^^  auf  dem 
Kreise  7t  schneidet,  umhüllt  bei  der  angenommen  gleichsinnigen 
Bewegung  im  Punkte  T  berührend  die  Evolute  der  von  dem 
Punkte  C  durchschrittenen  gespitzten  Trochoide.  Alle  Beziehun- 
gen, welche  wir  fdr  eine  auf  der  Halbirungsgeraden  ^ü  senk- 
rechte Systemgerade  JJ^  gefunden  haben,  gelten  in  analoger 
Weise  für  eine  auf  der  Halbirungsgeraden  4>  V  senkrechte  System- 
gerade $$'.  Wir  können  daher  die  weiteren  Resultate  unserer 
Darlegungen  in  den  folgenden  Sätzen  aussprechen,  die  sich  nur 
durch  die  Vertauschung  der  Geraden  4>C,  <I>2?  unterscheiden: 

Alle  auf  der  Halbirungsgeraden  ^U  des  Winkels 
H^H'  senkrechten  Geraden  des  affin-veränderlichen 
Systems  umhüllen  homothetisch  ähnliche  Epi- 
cycloiden  oder  Hypocycloiden,  je  nachdem  sich  die 
Geraden  <I>^,  4>H'  in  gleichem  oder  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  proportional  drehen,  und  die  Berührungs- 
punkte liegen  beziehlich  auf  der  Geraden  ^C  oder  4>Z?. 

Alle  zu  der  Halbirungsgeraden  4>I7  des  Winkels 
H^H'  parallelen  Geraden  des  affin- veränderlichen 

')  Fouret,  a.  a.  0. 
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Systems  umhüllen  homothetisch  ähnliche  Epi- 
cycloiden  oder  Hypocycloiden,  je  nachdem  sich  die 
Geraden  ^H^^B'  in  gleichem  oder  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  proportional  drehen,  und  die  Berührnngs- 
punkte  liegen  beziehlich  auf  den  Geraden  4>i> 
oder  4>a 

71.  Die  Trochoiden,  welche  vermitteist  zweier  auf  concen- 
trischen  Kreisen  proportional  bewegter  Punlcte  erzeugt  werden. 

Ziehen  wir  in  Fig.  186  durch  einen  beliebigen  Systempnnkt  A 
des  betrachteten  affin -yeränderlichen  ebenen  Systems  eine  be- 
liebige Gerade,  welche  die  rotirenden  Geraden  4>^,  ^H'^  resp. 
in  den  wieder  mit  «/,  J'  bezeichneten  Punkten  schneidet,  dann  ist 
das  VerhUtniss  der  Strecken  JA^  A  J'  constant,  und  die  System- 
punkte «7, «/'  bewegen  sich  auf  zwei  Kreisen  t;  ^'»  deren  gemein- 
samer Mittelpunkt  ^  ist.    Hiemach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bewegen  sich  zwei  Funkte  proportional  auf  con- 
centrischen  Kreisen,  so  beschreibt  jeder  Punkt,  der 
die  Yerbindungsstrecke  in  constantem  Verhältnisse 
theilt,  eine  Trochoide,  die  eine  Epitrochoide  oder 
Hypotrochoide  ist,  je  nachdem  die  Bewegung  auf  den 
Kreisen  in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
erfolgt 

Fttr  den  auf  der  Halbimngslinie  des  Winkels  J^J'  liegen- 
den Punkt  U  der  Geraden  JJ'  ist  das  constante  Verhältniss 
JU :  J'  U  =^  —  J^  :  J'^;  denn,  wenn  die  Punkte  J,  J'  in  eine 
durch  ^  gehende  Gerade  gelangen  und  zu  beiden  Seiten  von  4> 
liegen,  so  fällt  ü  mit  4>  zusammen.  In  gleicher  Weise  ist  fttr  den 
auf  der  Halbimngslinie  des  betreffenden  Nebenwinkels  liegenden 
Punkt  V  der  Geraden  JJ'  das  Verhältniss  JV:J'V  =  Jip :  J'4>; 
denn  treten  die  Punkte  J,  J'  in  eine  durch  4>  gehende  Gerade 
und  liegen  sie  nach  einer  Seite  von  4>,  so  fällt  der  Punkt  V  mit 
4>  zusammen.  Die  beiden  durch  diese  entgegengesetzt  gleichen 
Verhältnisse  auf  der  Geraden  JJ'  gegebenen  Paukte  £/,  F,  welche 
die  Strecke  JJ'  harmonisch  th  eilen,  beschreiben  stemfttrmige  Tro- 
choiden. Sind  aber  die  beiden  Elreise  gleich,  bewegen  sich  also 
die  Punkte  J,  J'  auf  demselben  Kreise,  dann  liegt  der  Punkt  Uy 
weil  <[>  J=  *  J'  ist,  in  der  Mitte  der  Strecke  JJ';  der  Punkt  V 
liegt  aber  im  Unendlichen  auf  der  Geraden  JJ'  und  fällt  als 
solcher  aus  der  Betrachtung. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  J'^,  J^p  beziehlich  die  lothrechten 
Geschwindigkeiten,  welche  die  Punkte  J',  J  auf  den  Kreisen  i',  i 


Erzeugong  der  Trochoiden.  169 

besitzen,  nnd  besehreiben  wir  nm  J  mit  dem  Radins  «/$  einen 
Kreis,  der  die  durch  J  zu  *  J'  parallel  gezogene  Gerade  in  den 
Punkten  C,  D  schneidet,  dann  tragen  die  beiden  zu  4>  J,  4>  J'  har- 
monischen Geraden  4>  C,  4>  2?  alle  Punkte  des  affin-veränderlichen 
Systems,  die  gespitzte  Trochoiden  beschreiben.  Die  Schnittpunkte 
Cj,  X>j  von  JJ*  mit  4>C,  <I>2?  sind  denmach  die  beiden  einzigen 
Punkte  der  Geraden  JJ\  welche  gespitzte  Trochoiden  erzeugen. 
Fttr  den  zwischen  </,  J'  liegenden  Punkt  C^  ist  wegen  der  ähn- 
lichen Dreiecke  C^  JC^  C^  J'  4>  das  constante  Verhältniss  JC^ :  J'  C^ 
=  —  J%  :•/'<!>;  und  analog  ergiebt  sich  fttr  den  ausserhalb  der 
Strecke  JJ'  befindlichen  Punkt  D^  das  constante  Verhältniss 
J%:J'^  oder  auch  dadurch,  dass  D^  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  J\  Cj  J  ist.  Die  Abstände  des  Punktes  C^  sowie  die 
des  Punktes  D^  von  den  Punkten  «7,  J'  verhalten  sich  also  wie 
die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  J,  J\ 

Denken  wir  uns  in  gleichem  Abstände  von  J  auf  jener  zu 
^J'  parallelen  Geraden  CD  zwei  beliebige  Systempunkte  ange- 
nommen und  von  4>  aus  durch  dieselben  zwei  zu  ^J,  4>  J'  har- 
monische Gerade  gezogen,  so  beschreiben  diese  beiden  System- 
punkte congruente  Trochoiden  und  dem  gemäss  alle  Systempunkte 
dieser  beiden  gedachten  Geraden  lauter  ähnliche  Trochoiden.  Wir 
empfangen  hiermit  den  Satz: 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  proportional  auf  con- 
centrischen  Kreisen,  so  erzeugen  die  beiden  Punkte, 
welche  die  veränderliche  Verbindungsstrecke  in 
constantem  Verhältnisse  harmonisch  theilen,  ähnliche 
Epitrochoiden  oder  ähnliche  Hypotrochoiden,  je 
nachdem  die  Bewegung  auf  den  Kreisen  in  gleichem 
oder  in  entgegengesetztem  Sinne  stattfindet,  und 
gehen  beziehlich  in  Epicycloiden  oder  Hypo- 
cycloiden  über,  wenn  das  absolute  Verhältniss 
gleich  dem  absoluten  Verhältnisse  der  Geschwindig- 
keiten ist,  die  jene  Punkte  besitzen. 

Sind  die  beiden  Geschwindigkeiten  der  Punkte  J,  J'  gleich, 
ist  also  J$  =  J'  4>,  dann  liegt  der  Punkt  C^  in  der  Mitte  von 
JJ'j  der  Punkt  I)^  im  Unendlichen,  und  umgekehrt,  wenn  bei 
gegensinniger  Bewegung  J^  «=  —  J'  4>  genommen  wird ;  dem- 
nach ergiebt  sich  der  Satz: 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  auf  concentrisch  en 
Kreisen  mit  gleicher  Geschwindigkeit  in  gleichem 
oder  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  beschreibt  die 
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Mitte  der  Verbindungsstrecke  resp.  eine  Epicycloide 
oder  Hypocycloide. 

Ziehen  wir  in  Fig.  187  durch  den  Endpunkt  $  der  angenom- 
menen lothrechten  Geschwindigkeit  J$  des  Pnnktes  J  zar  Geraden 
JJ'  die  Parallele  $  A^,  welche  die  zn  *  J'  parallele  Systemgerade 
JN  in  N  und  die  Gerade  ^J'  in  N'  schneidet,  femer  die  Gerade 
4>  Nj  die  JJ'  im  Punkte  N^  trifft,  so  ist  N^  die  Normale  der  vom 
Systempunkte  N  beschriebenen  Trochoide  und  N^  J  die  Normale 
der  vom  Systempunkte  N^  erzeugten  homothetisch  ähnlichen  Tro- 
choide. Hiemach  giebt  es  auf  der  Geraden  JJ'  einen  bestimmten 
Systempunkt  iV^,  der  eine  Trochoide  durchläuft,  für  welche  die 
Gerade  JJ'  beständig  die  betreffende  Normale  ist  Wir  haben 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  angenommen,  dass  die  lothrechten 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  J,  T  beziehlich  durch  J^,  J'^4> 
dargestellt  sind ;  werden  aber  die  Geschwindigkeiten  dieser  Punkte 
allgemein  resp.  durch  r,  v'  bezeichnet,  dann  ist  J^ :  J'4>  =  v : »'; 
es  ergiebt  sich  demnach  fftr  den  Punkt  N^^  weil  NN\  N^J*  sowie 
NJy  4>  J'  Parallele  sind,  das  constante  Verhältniss: 

N,J:  N,J'  =  N^ :  NN'  =  ^^ :  J*, 
oder : 

Aus  diesen  Darlegungen  folgt  der  Satz: 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  proportional  auf  con- 
centrischen  Kreisen,  so  umhttllt  die  Verbindungs- 
gerade die  Evolute  einer  Trochoide;  diese  letztere 
wird  durch  einen  Punkt  erzeugt,  der  die  Verbindungs- 
strecke nach  einem  constanten  Verhältnisse  theilt, 
welches  gleich  ist  dem  Doppelverhältnisse  aus 
den  Geschwindigkeiten  der  beiden  Punkte  und  aus 
den  Radien  der  entsprechenden  Kreise. 

Ziehen  wir  durch  den  Punkt  N^  zu  NJ  die  Parallele  N^F^ 
bis  an  *  /,  so  folgt,  weil  /$  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von 
J  ist  und  weil  die  Dreiecke  ^JN^  J^i^i  homothetisch  ähnlich 
sind,  dass  auch  F^J  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  rotirenden 
Punktes  F^  darstellt,  und  dass  denmach  der  um  F^  mit  dem  Ra- 
dius F^J  gezogene  Kreis  Lj  mit  dem  der  beschreibende  Punkt  Ny 
verbunden  gedacht  wird,  durch  Rollung  auf  dem  Kreise  i  die  ge- 
nannte Trochoide  erzeugt  Der  betreffende  Krtlmmungsmittelpunkt 
-Mj,  der  Berührungspunkt,  den  die  bewegte  Gerade  JJ'  mit  ihrer 
HüUbahncurve  bildet,  wtlrde  sich  ergeben,  indem  man  auf  N^J 
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die  Senkrechte  «70i  bis  an  N^F^  errichtet  nnd  die  Gerade  Ot4> 
zieht ,  die  N^  J  in  i/,  schneidet  Es  kann  dieser  Punkt  M^  aber 
leichter  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man  vom  Endpunkte  $ 
der  angenommenen  lothrechten  Geschwindigkeit  des  Punktes  J  auf 
JJ'  die  Senkrechte  ^O  fällt,  welche  die  zu  4>  J'  parallele  Gerade 
JNin  O  trifft,  und  die  Gerade  0<t>  zieht,  deren  Schnitt  mit  JnP 
der  Punkt  M^  ist.  Diese  Bestimmung  des  Bertlhrungspunktes  M^ 
der  bewegten  Geraden  JJ'  ist,  weil  J%  J'O  die  lothrechten  Ge- 
schwindigkeiten der  Punkte  J,  J'  darstellen,  auch  durch  die  auf 
S.  65  gegebene  Construction  begründet.  Nach  derselben  erhalten 
wir  auch  den  Punkt  if,,  wenn  wir  von  $  auf  JJ'  eine  Senkrechte 
fällen,  welche  die  durch  J  zu  4>J'  parallel  gezogenen  Geraden 
schneidet,  diesen  Schnittpunkt  mit  4>  verbinden;  dann  wird  JJ' 
von  dieser  Verbindungsgeraden  in  dem  Berührungspunkte  M^  ge- 
troffen. Wird  zu  i^,4>  die  Parallele  N^F[  bis  an  J'4>  gezogen, 
so  beschreibt  der  Punkt  N^  als  Eckpunkt  des  Parallelogramms 
^f\N^Fl  die  Trochoide,  deren  Evolute  von  der  bewegten  Ge- 
raden JJ^  umhüllt  wird. 

Bei  dem  in  Fig.  188  dargestellten  besonderen  Falle  ist  J$ 
=  i  J4>  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  J  und  J'  <P 
die  des  Punktes  J';  es  ist  also  v  =  i  J4>,  «'  =  J'<I>  und  dem- 
nach 

N,J:N,J'==1:2 
oder 

N.J^JJ'. 

Der  rollende  Kreis  i  ist  hier,  weil  J  in  der  Mitte  von  *  F^  liegt, 
dem  festen  Kreise  i  gleich.  Wird  von  N^  auf  die  gemeinsame 
Tangente  Jt  dieser  Kreise  das  Loth  N^t  gefällt  und  um  seine 
eigene  GrOsse  bis  91,  verlängert,  dann  liegt  der  Punkt  %  auf  dem 
Kreise  t',  den  der  Punkt  J'  durchläuft.  Die  Trochoide,  welche 
der  Punkt  N^  beschreibt  oder  deren  Evolute  die  bewegte  Gerade 
JJ'  umhüllt,  ist  hiemach  die  Fusspunktencurve  eines  Kreises  für 
%  als  Lothpunkt.  Betrachten  wir  den  festen  Punkt  9i,  des  Kreises 
i'  als  leuchtenden  Punkt  und  den  vom  Punkte  J  durchlaufenen 
Kreis  i  als  reflectirenden  Kreis,  so  folgt,  weil  %Jxnid  JJ'  gleiche 
Winkel  mit  4>J  bilden,  auch  der  Satz: 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  auf  concentrischen 
Kreisen,  und  ist  die  Drehgeschwindigkeit  des  einen 
doppelt  so  gross  als  die  des  anderen,  so  umhüllt  die 
Verbindungsgerade  dieser  Punkte  die  Brennlinie  des 
langsamer  durchlaufenen  Kreises,  für  welche  der  leuch- 
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tende  Pnnkt  auf  dem  schneller  durchlaufenen  Kreise 
liegt 

Um  noch  einen  besonderen  Fall  zu  betrachten,  nehmen  wir 
in  Fig.  189  an,  es  bewegen  sich  die  Punkte  J,  J'  mit  gleicher  aber 
entgegengesetzter  Drehgeschwindigkeit  auf  den  Kreisen  i,  t';  es  sei 
J^  =  —  J4>  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  J  und 
J'*  die  des  Punktes  «/'.    Hiemach  ist  »  —  —  J4>,  v'  —  J'4>  und 

folglich  liegt  der  beschreibende  Punkt  N^  in  der  Mitte  von  JJ'. 
Der  rollende  Kreis  i  ist  hier,  weil  sein  Mittelpunkt  F^  in  der 
Mitte  von  4>  J  liegt,  halb  so  gross  als  der  feste  Kreis  /,  und  da 
der  Kreis  t  in  dem  Kreise  t  rollt,  so  beschreibt  der  mit  ersterem 
verbunden  gedachte  Punkt  A^,  eine  Ellipse.  Demnach  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  auf  concentrischen 
Kreisen  mit  gleichen  entgegengesetzten  Drehge- 
schwindigkeiten, so  umhüllt  die  Verbindungsgerade 
die  Evolute  einer  Ellipse,  die  mit  den  Kreisen  ge- 
meinsamen Mittelpunkt  hat  und  deren  grosse  uod 
kleine  Axe  resp.  gleich  der  Summe  und  der  Differenz 
der  Radien  dieser  Kreise  istJ) 

Aus  der  betrachteten  Bewegung  des  affin  -  veränderlichen 
ebenen  Systems  kann  man  leicht  auf  dem  befolgten  resultaten- 
reichen  Wege  noch  mannigfaltige  Eigenschaften  der  Trochoiden 
ableiten ;  und  es  ergiebt  sich  eine  unübersehbare  Fülle  neuer  Be- 
ziehungen, wenn  man  die  verschiedenen  gegenseitigen  Lagen  der 
durch  die  Systempunkte  erzeugten  Trochoiden  untersucht. 


*)  Mehrere  der  hier  synthetisch  abgeleiteten  Beziehungen  befinden  sich  in 
Bellermann 's  „ßpicycloiden  und  Bypoq/cloiden*  1867,  §5  ohne  Beachtung 
der  Afiinit&t  begrtkndet;  und  einige  derselben  sind  sp&ter  von  Eckardt  in  der 
Zeitschrift  für  Math,  und Phys.  1870.  B.  15.  S.  129;  1873.  B.  18.  S.  107  u.  319 
analytisch  bewiesen,  und  auch  Ton  Kiepert  in  einer  Abhandlung  daselbst 
1872.  B.  17.  S.  129  abgeleitet. 


DRITTER  ABSCHNITT. 

Die  Verzahnungen  der  Stirnräder 


Grnndlegeiide  Gonstrnctionen. 

72.  Allgemeine  ConetruGtionen  der  HOllbahncurve,  die  von  einer 
Curve  eines  rollenden  Systems  erzeugt  wird.  Die  Bewegung  eines 
ebenen  Systems  S  in  einem  festen  System  S  ist  bestimmt  durch  die 
Rollnng  der  in  Fig.  190,  Taf.  XI^  gegebenen  Polcurve  p  des  Systems 
S  auf  der  Polbahn  tt,  die  im  festen  System  2  gegeben  ist.  Wird 
im  rollenden  oder  bewegten  System  S  eine  beliebige  Gurve  k  an- 
genommeui  deren  Normalen  die  Polcurve  p  schneiden,  so  erzeugt 
dieselbe  im  festen  System  S  eine  HüUbahncurve  x.  Die  vollstän- 
dige Construction  dieser  HüUbahncurve  ist  meistens  unausführbar, 
und  wenn  sie  unter  bestimmten  Bedingungen  ausfllhrbar  sein  sollte, 
doch  sehr  schwierig.  Unsere  Darlegungen  sollen  aber  zunächst 
zeigen,  wie  die  HttUbahncurve  im  Allgemeinen  angenähert  rich- 
tig gezeichnet  werden  kann.  Nur  in  den  besonderen  vorzugsweise 
bei  den  Verzahnungen  vorkommenden  Fällen,  wenn  die  Polbahn 
80  wie  die  Polcurve  ein  Kreis  ist  und  wenn  die  Systemcurve  k  ent- 
weder durch  eine  Gerade,  einen  Kreis  oder  durch  eine  in  beson- 
derer Lage  befindliche  cyclische  Gurve  vertreten  wird,  Ist  eine 
genaue  Gonstruction  der  betrefTenden  HtlUbahncurve  möglich,  i) 


')  Die  erste  BestimniTiDg  einiger  Hallbahncurren  und  deren  Anwendung 
auf  die  Verzahnungen  giebt  DeLaHire  in  seinem  aus  dem  Jahre  1694  stam- 
menden ^Traxtides  e'piq/cloides  et  de  leur  usage  dans  les  mdeaniques".  {Mem. 
de  TÄcad.  T. IX.  p.  341.)  Nach  DeLaHire  bat  Ch.  £.  L.  Camus  in  seiner 
Abhandlung  ^Sur  la  figure  des  dents  des  roues  et  des  alles  des  pignons  pour 
rendre  les  horloges  phts  parfaites*'  {M^.  de  CAcad.  1733.  p.  117)  und  in  seinem 
vortrefElichen  nCk)urs  des  Maihemaiigues'* .  III.  Partie.  „Eümens  de  mechanique 
statigue"^.  1752.  T.  IL  Liv.  X.  die  Constructionen  der  Hollbahncurren  oder  der 
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Angenähert  constructiv  bestimmbar  ist  die  HttUbahnearve  x, 
wenn  wir  in  Fig.  190  annehmen,  dass  an  den  Punkten  der  System- 
cnrve  /r,  der  Polcarye  p  nnd  der  Polbahn  tc  die  Normalen  gezogen 
werden  können.    Ist  ^o  oder  P^  der  Berührungspunkt  der  Polbahn 
7c  nnd  der  in  der  Anfangslage  p^  befindlichen  Polcurve,  ist  femer 
A^P'^  die  Kormale  flir  einen  Punkt  A^  der  Curve  *„,  welche  die 
Anfangslage  der  Systemcurve  k  vertritt,  und  P^  der  Schnitt  dieser 
Normalen  mit  p^^  so  müssen  wir  auf  tc  den  Gurvenbogen  $0$' 
gleich  dem  Gurvenbogen  P^P^  machen.    Dies  kann  nur  angenähert 
dadurch  ausgeführt  werden,  dass  wir  die  Gurven  p^  n  als  Poly- 
gone mit  sehr  kleinen  Seiten  betrachten,  dass  wir  also  sehr  kleine 
Theile,  die  als  geradlinig  angesehen  werden  können,  auf  dem 
Gurvenbogen  Po  -^i  niit  dem  Girkel  abstechen  und  auf  den  Gurven- 
bogen ^0^'  abtragen.    In  P\  ziehen  wir  an  die  Polcurve  Po  die 
die  Normale  P^N^,  in  ^'  an  die  Polbahn  /r  die  Normale  $'iV,  be- 
schreiben um  i^  den  Kreisbogen  A^  N^  bis  an  die  Normale  i^  iVo 
und  mit  demselben  Radius  um  $'  von  der  Normalen  $'iV  aus  den 
Kreisbogen  NA^  so  dass  die  Strecke  NA  =  N^A^  ist;  dann  sind 
die  gleichschenkeligen  Dreiecke  ^^NA^  P'^N^A^  congruent.    Dem- 
nach gelangt  die  Systemcurve  von  k^  nach  k  und  der  auf  k^  ange- 
nommene Systempunkt  von  A^  nach  A^  wenn  die  Polcurve  auf  der 
Polbahn  von  p^  nach  p  gerollt  ist,  so  dass  der  Punkt  P^  Berüh- 
rungspunkt wird.    Da  nun  A^^  eine  durch  den  Pol  $'  gehende 
Normale  der  Systemcurve  k  ist,  so  bewegt  sich  der  Gurvenpunkt 
A  momentan  in  der  Richtung  der  zum  Punkte  A  gehörenden  Tan- 
gente dieser  Systemcurve  k]  folglich  ist  A  ein  Punkt  der  Hüll 
bahncurve  x  und  diese  wird  in  demselben  von  der  Systemcurve  A* 
so  wie  auch  von  dem  Kreisbogen  NA  berührt.    In  gleicher  Weise 
ergeben  sich,  wenn  man  in  verschiedenen  Punkten  auf  k^  die 
Gurvennormalen  zieht,  die  entsprechenden  Punkte  der  HttUbahn- 
curve  X  in  dem  ruhenden  System  S. 

« 

Verzahnangen  weiter  ausgebildet  und  anschaulicher  als  De  La  Hire  darge- 
stellt. Später  hat  Euler,  ohne  die  grundlegenden  Arbeiten  seiner  Yorg&nger 
DeLaHire  und  Camus  zu  erw&hnen,  die  Hüllbahncurven  analytisch  unter- 
sucht und  ihre  Gleichungen  aufgestellt  in  der  Abhandlung  „De  aptissima  figura 
roiarum  dentibus  tribuenda*"  {Novi  Comment.  Acad,  Petrop,  1754—1755.  T.  V. 
p.  299).  In  einer  zweiten  ergänzenden  Abhandlung  ^De  figura  dentium  rotarum 
(daselbst  T.  XI.  1765.  p.  209)  hat  Euler  zuerst  die  Kreisevolventen  als  ent- 
sprechende Hollbahncurven  erkannt  und  auf  die  Verzahnungen  angewendet. 
Die  Lehre  von  den  Verzahnungen  wurde  vorzugsweise  von  den  genannten  drei 
Autoren  DeLaHire,  Camus  und  Euler  gleichsam  in  drei  Epochen  begrün- 
det und  zum  Zwecke  der  praktischen  Anwendung  weiter  entwickelt. 
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Giebt  es  ausser  A^P^  noch  andere  Normalen,  die  von  P^  aas 
nach  Punkten  der  Curve  k^  gehen,  so  entsprechen  denselben  ebenso 
viele  andere  Punkte  der  HttUbahncurre,  deren  Normalen  für  die 
betreffende  Lage  k  der  Systemcurve  durch  $'  gehen.  Die  Punkte 
der  Curve  k^ ,  denen  die  von  einem  Punkte  P^  ausgehenden  Nor- 
malen angehören,  sind  aber  oft  sehr  schwer  und  in  den  meisten 
Fällen  garnicht  bestimmbar;  daher  muss  man  durch  eine  mög- 
lichst grosse  Anzahl  Punkte  der  Curve  k^  die  Normalen  ziehen 
und  wie  vorhin  die  entsprechenden  Punkte  der  HflUbahn  con- 
struiren.  Träfe  zufällig  auch  die  durch  einen  Punkt  B^  in  Fig.  190 
gehende  Curvennormale  den  Punkt  PI  der  Polcurve  /?o,  dann  würde 
fllr  den  entsprechenden  Punkt  B  der  Httllbahncurve  x  die  be- 
treffende Normale  B^*  durch  den  Pol  %'  gehen. 

Will  man  auf  die  punktweise  Gonstruction  der  Hüllbahncurve 
verzichten  und  diese  dagegen  als  eine  von  Kreisen  berührte  Curve 
zeichnen,  so  brauchen  wir  nur  in  Fig.  191  an  die  Curve  k^  die 
Normalen  -A^P;,  ^'JP^',  A'l' P'^' . .  zu  ziehen,  die  Curvenbögen 

*o*'  =  Po^i,  ¥'*"  — Po'^JS  ^"?'"  =  Pi'Pi"--  zumachen,  um 
*',  ?",  ^'"  resp.  mit  P^A^,,  P^A^i,  P^'A'l^  als  Radien  Kreisbögen 
zu  beschreiben  und  an  diese  berflhrend  die  Hüllbahncurve  x  zu 
zeichnen;  denn  diese  Kreisbögen  berühren  die  Hüllbahncurve  in 
denjenigen  Punkten,  deren  oben  angegebene  Bestimmung  hierdurch 
umgangen  wird.  Diese  kreisweise  Construction,  welche  viel  ein- 
fiächer  als  jene  punktweise  Bestimmung  und  bei  einer  genügenden 
Anzahl  Kreisbögen  ebenso  genau  ist,  kann  aber  nur  bei  den  Fällen 
angewendet  werden,  in  welchen  die  gegebene  Systemcurve  k^  in 
einfacher  Gestalt  auftritt,  so  dass  die  berührenden  Kreise  in  über- 
sichtlicher continuirlicher  Reihenfolge  die  Hüllbahncurve  berühren 
und  den  Verlauf  derselben  nicht  durch  eine  complicirte  Anordnung 
dieser  Reihenfolge  unkenntlich  machen.  0 

Aus  dieser  abgeleiteten  Construction  folgt,  dass  es  zu  jeder 
Curve  k  eines  bewegten  Systems  S^  deren  Normalen  die  Polcurve 
schneiden,  eine  entsprechende  Hüllbahncurve  in  dem  festen  System 
^  giebt.  Wenn  aber  nur  die  Normalen  eines  Theiles  der  System- 
curve k  die  Polcurve  treffen,  so  kann  auch  nur  dieser  Theil  bei 
der  Erzeugung  der  Hüllbahncurve  zur  Geltung  kommen.  Ist  ins- 
besondere die  Systemcurve  k  derart,  dass  alle  ihre  Normalen  die 

*)  Diese  Constraction  wurde,  wie  Resal  in  seinem  Trmte  de  cmämatique 
purcj  1862.  p.  125  mittheilt,  schon  im  Jahre  1827  von  Pöncelet  gelehrt.  YergL 
aach  Pöncelet:  Le^ons  liihographiSeSf  redig^es  par  M.  Gosselin.  Metz.  1830. 
Part  III,  p.  88—90. 
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Polcnrve  p  unter  einem  constanten  Winkel  v  schneiden,  so  bilden 
auch  alle  Normalen  der  zugehörigen  HüUbahncurve  x  denselben 
Winkel  v  mit  der  Polbahn  rc,  Ist  femer  v  ein  rechter  Winkel, 
dann  ist  die  Systemcurve  k  eine  Aequidistante  der  Polcurve  p 
und  die  entsprechende  HttUbahn  x  eine  Aequidistante  der  Pol- 
bahn 7t, 

73.  Allgemeine  Conetructionen  der  Bahncurve,  die  von  einem 
Punkte  eines  rollenden  Systems  beschrieben  wird.  Ist  in  Fig.  192 
ein  beschreibender  Punkt  K  in  dem  bewegten  System  gegeben, 
dann  ist  in  diesem  besonderen  Falle  die  Systemcurve  in  einem 
Punkte  K  zusammengeschrumpft,  und  jene  Htlllbahncurve  geht  in 
die  Bahncurve  x  dieses  Punktes  über.  Um  diese  Bahncurve  durch 
punktweise  Bestimmung  zu  erhalten,  müssen  wir  von  der  angenom- 
menen Anfangslage  K^  des  beschreibenden  Punktes  K  eine  Gerade 
K^Po  bis  an  die  betreffende  Polcurve  p^  und  an  diese  die  Normale 
Po-^'i  ziehen.  Machen  wir  nun  den  Curvenbogen  $o^'="^o-Pif 
ziehen  auch  in  $'  an  die  Polbahn  n  die  Normale  $'  N'^  und  be- 
schreiben wir  um  P'^  den  Kreisbogen  -STq  A^i ,  um  ^'  den  gleichen 
Kreisbogen  A^'  ÜT',  indem  wir  die*  Strecke  iV'  K'  «=  JV^  K^  machen, 
dann  ist  K'  ein  Punkt  der  Bahncurve  x.  Ebenso  ist  noch  für  einen 
zweiten  Punkt  K"  der  Bahncurve  x,  wie  man  aus  der  gleichartigen 
Bezeichnungsweise  erkennt,  die  Construction  ausgeführt 

Diese  Bahncurve  x  kann  auch  kreisweise  construirt  werden, 
wenn  man  um  die  Punkte  %,  •?$',  ^" . .,  die  den  Punkten  P^y  P;,  P;' . . 
entsprechen,  resp.  mit  den  Radien P^K^j  Pi^'o,  P'IK^..  die  Kreis- 
bögen NK^,  N'K',  N"K" . .  zieht  und  berührend  an  diese  die 
Bahncurve  x  zeichnet. 

74.  Erzeugung  der  Hflilbahncurven  durch  einen  Punkt  eines 
rollenden  Systems.  Wenn  in  Fig.  193  die  Polbahn  tc  und  eine 
Bahncurve  x  gegeben  ist,  deren  sämtliche  Normalen  die  Pol- 
bahn schneiden,  so  ergiebt  sich  durch  die  folgende  Darlegung, 
dass  dann  die  zugehörige  Polcurve  p^  bestimmt  ist,  durch  deren 
Rollung  auf  n  der  betreffende  Systempunkt  K^  die  Bahncurve  x 
erzeugt.  Denken  wir  uns  durch  die  auf  einander  folgenden  un- 
endlich nahen  Punkte  iT^,  K\  K"  . .  der  Bahncurve  x  Normalen 
an  dieselbe  gezogen»  welche  die  Polbabn  n  resp.  in  den  Punkten 
^0,  *',  ^"  .  •  schneiden,  und  die  Dreiecke  Ä^PoP;,  K^P'.P'l, 
üTo  Po'  Po"  . .  construirt,  so  dass  die  unendlich  kleinen  Seiten  P©  PJ , 
Pl,P'^,  P^'Pi"..  resp.  gleich  ^„$',  ^'¥",  ^"$'"..,  ferner  die  Seiten 
üToPi,  ÄoPo',  ^oPo" . .  beziehlich  gleich  den  Normalen  K'%\  iC"^", 
iT"'^"'  sind;  dann  ist,  weil  die  Punkte  K^,  K\  K" . .  unendlich 
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nahe  auf  x  Hegen,  ^,K^^^,K\  S^^K'^^'K'',  ?"ir"— ^"Ä"^., 
nnd  demnach  K,P,P',  :^  /f'^oV,  K.P', P^  ^  iT"^?'',  K.PüF'i* 
^  K"*^'^^'*^  n.  s.  w.  Infolge  der  Congrnenz  dieser  Dreiecke  bilden 
die  unendlich  nahen  Punkte  Po,  P^^  Pl/^PH'^ . .  die  in  der  AnüBüQgs* 
läge  befindliche  Polcurve  p^y  wenn  der  beschreibende  Punkt  ron  K^ 
ausgeht  Schneiden  aber  die  Normalen  die  Polbahn  fc  noch  zum 
zweiten  Male,  wie  z.  B.  die  Normale  JS^^o  im  Punkte  Üq,  dann 
wird  sieh  eine  zweite  Gunre  ergeben,  durch  deren  ron  U^  aus- 
gehende Rollung  auf  n;  der  angeheftete  Punkt  K^^  dieselbe  Gurre 
X  beschreibt  0 

In  Fig.  194  ist  die  Polbahn  tt,  femer  die  Polcurre  p  in  der  An- 
fimgslage  p^  und  die  Systemcurre  k  in  der  entsprechenden  Lage  ^o 
gegeben.  Die  Gurre  k^  können  wir  uns  erzeugt  denken  durch  einen 
besehreibenden  Punkt  Kj  der  ron  K^  ausgehend  an  einer  auf  Pf^ 
rollenden  Gurre  ^o  befestigt  ist,  welche  wir  dieHttlfsrollcurre 
nennen  wollen.  Fttr  die  Anfangslage  K^  dieses  Punktes  sei  ¥o  der 
gemeinsame  Bertlhrungspunkt  der  drei  Gurren  tt,  Po^qh'  Um  nun 
für  die  HttUbahncurre  x,  die  der  Systemcurre  k  entspricht,  eine 
andere  Erzeugungsweise  abzuleiten,  welche  sich  ron  der  ersten 
wesratlich  unterscheidet  und  bei  den  Verzahnungen  ron  grosser 
Wiehtigkeit  ist,  nehmen  wir  an:  die  gedachte  Httl&rollcurre  g^ 
sei  auf  /»o  i^&cb  g'^  bis  zum  Punkte  Pj^  geroUti  so  dass  der  auf  ihr 
liegende  Punkt  Q^  an  der  Stelle  P'o  ^^  ^^^  Gurre  p^  in  B«rtth- 
mng  kommt  Ferner  sei  bei  dieser  Bollung  die  Strecke  K^Q^ 
nach  K^P^  und  die  Goirennormale  QqN^j  welche  gleich  Qfo^ 
ist,  nach  PoN^a  g^l^Digt.  Hiernach  ist  K'^  ein  Punkt  der  Gurre  k^ 
and  K'^Pq  die  betreffende  Normale  an  derselben.  Wir  denken 
uns  auf  7t  den  Gurrenbogen  $o$'  gleich  ^o^o  oder  gleich  %Q!^ 
gemacht,  dann  in  der  rorhin  angegebenen  Weise  den  Punkt  K' 
der  HttUbahncurre  x  bestimmt,  indem  an  p^^  die  Normale  Pq^^ 
^P!,K'^y  an  ft  die  Normale  S^'N'  gezogen,  zu  PIN;,K'^  öder 
Q^N^K^  das  congruente  gleichschenkelige  Dreieck  ^'N'K'  con- 
struirt  wird,  oder  indem  das  Dreieck  Q^N^K^  nebst  der  Hfllfrroll- 
curre  g^,  resp.  nach  ^N'K'  und  g'  gelegt  wird.  Demnach  ergiebt 
sieh,  da  auch  die  Gurraibögen  $o$',  ^oQ'o  gleich  sind,  dass  der 
besehreibende  Punkt  K  auch  ron  K^  nach  K'  gelangt,  wemt  die 
Gurre  7^,  an  welcher  dieser  Punkt  befestigt  ist,  auf  der  festen 


>)  Die  angegebene  Bestimmang  der  Polcar?e  durch  Annahme  unendlich 
nahe  auf  der  Bahncurre  liegender  Punkte  wurde  schon  von  De  La  Hire  mit- 
getheUt  in  den  Mämaires  de  VAcademie.  1706.  p.  379. 
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Polbahn  n  bis  $'  rollt  nnd  in  die  Lage  q'  gekommen  ist.  Hiemach 
erhalten  wir  den  von  Gamns  gefdndenen  interessanten  Satz:^) 

Wird  in  einem  bewegten  System  eine  Cnrve  Ao 
durch  einen  Punkt  beschrieben,  der  an  einer  auf  der 
Polcurve  p^  rollenden  Htllfsrollcurve  q^  befestigt  ist, 
und  wird  in  dem  festen  System  eine  Curve  x  von  dem- 
selben Punkte  in  gleicher  Anfangslage  beginnend 
durch  Eollung  der  Hülfsrollcurve  q^  auf  der  Polbahn 
fc  erzeugt,  so  wird  die  Curve  x  von  der  Curve  k^  des 
bewegten  Systems  umhüllt. 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  diese  Curve  x  meistens  nicht 
die  vollständige,  der  bewegten  Curve  k^  entsprechende  HttUbahn- 
curve  darstellt,  und  nur  ein  Bestandtheil  derselben  ist;  denn, 
wenn  k^  noch  durch  eine  zweite  auf /^o  rollende  Htllfsrollcurve  er- 
zeugt werden  kann,  so  wird  auch  von  k^  diejenige  Curve  umhüllt, 
welche  jener  Punkt  beschreibt,  indem  diese  zweite  Hülüsrollcurve 
auf  7t  rollt, 

75.  Construction  der  Hullbahncurve ,  welche  bei  Kreisrollung 
durch  eine  cyciische  Curve  erzeugt  wird.  In  Fig.  195  rollt  ein 
Kreis  p^  eines  bewegten  Systems  S  auf  einem  festen  Kreise  tz.  In 
diesem  System  S  ist  als  erzeugende  Curve  k^  eine  dreispitzige  Hypo- 
cycloide  *o*J*J  gegeben;  dieselbe  wird  durch  einen  Peripherie- 
punkt des  in  p^  rollenden  HttlfsroUkreises  q^  beschrieben,  der  drei- 
mal so  klein  als  der  Elreis  p^  ist.  Hat  dieser  HülfsroUkreis  q^  im 
Kreise  p^  von  dem  mit  $o  i^^d  P^  bezeichneten  Berührungspunkte 
ausgehend  bis  PI  eine  volle  Abrollung  beendet,  also  ein  Drittel 
des  Bjreises  p^  durchlaufen,  so  hat  sein  von  P«  ausgehender  Peri- 
pheriepunkt den  von  den  Spitzen  Po>  ^o  begrenzten  Hypocycloiden- 
bogen  Po  ^0^0  beschrieben.  Lassen  wir  dagegen  den  HülfsroUkreis 
jo  auf  dem  festen  Kreise  n  von  $o  his  ^^  eine  volle  Abrollung 
vollenden,  dann  erzeugt  jener  von  $o  ausgehende  Peripheriepunkt 
den  von  den  Spitzen  ^o>  ?*  begrenzten  Epicycloidenbogen  $o^?*- 
Demnach  entspricht  dem  bewegten  Hypocycloidenbogen  P^k^Po 
für  die  von  ^o  his  ^*  erfolgte  Rollung  des  Systems  S  der  Epi- 
cycloidenbogen ?o>t?*  als  Hullbahncurve.  Anderseits  wird  die 
Hälfte  P^kl  des  von  den  Spitzen  Po,  P*  begrenzten  Hypocydoiden- 
bogens  auch  von  einem  zweiten  HülfsroUkreise  qo  erzeugt,  wenn 
dieser  Kreis  in  p^  von  Po  bis  PJ  rollt  xmd  die  Anfangslage  seines  be- 


*)  Camus,  „Sur  la  figure  des  dents  des  roues  et  des  ailes  des  pignons 
pottr  rendre  les  horloges  plus  parfaites*,  Memoires  de  rAcademie.  1733,  p.  117. 
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schreibenden  Peripheriepnnktes  sich  in  Pq  befindet.  Derselbe  Peri- 
pheriepnnkt  beschreibt  aber,  indem  der  zweite  Htllfsrollkreis  qo 
anf  dem  festen  Kreise  it  von  $o  his  $^  rollt,  den  Epicydoiden- 
bogen  $0^7  der  für  die  betreffende  EoUnng  des  bewegten  Systems 
S  die  HtHlbahncnrve  des  bewegten  Hypocycloidenbogens  P]jk\  ist 
Der  von  der  Mitte  k\  des  Hypocycloidenbogens  PI  k\  P*  anstehende 
Peripheriepnnkt  des  HttlfsroUkreises  qo,  der  in  Po  von  P^  bis  PJ 
rollt,  beschreibt  den  Hypocycloidenbogen  klP^]  nnd  femer  erzeugt 
derselbe  Pnnkt,  wenn  der  Kreis  qo  auf  7t  bis  $*  rollt,  den  Epi- 
cycloidenbogen  ^'x^^*  als  entsprechende  Htlllbahncarve  des  be- 
wegten Hypocycloidenbogens  kl  P^.  Ans  dieser  Darlegung  erkennt 
man  leicht,  dass  die  weitere  Fortsetzung  aller  dieser  Theile  der 
vollständigen  HUllbahn,  welche  der  bewegten  dreispitzigen  Hypo- 
cydoide  entspricht,  ans  wiederkehrenden  congruenten  Zügen  ge- 
bildet wird. 

Es  ist  in  Fig.  196  zur  Erläuterung  des  betrachteten  Bewegungs- 
vorganges noch  die  Lage  der  bewegten  dreispitzigen  Hypocydoide 
und  des  rollenden  Kreises  p  gezeichnet,  wenn  derselbe  auf  dem 
festen  Kreise  7t  bis  zur  Mitte  $  des  Kreisbogens  $o¥*  gerollt  ist. 
Man  erkennt  auch  hier,  da  vom  Berührungspunkte  oder  Pol  $ 
drei  Normalen  ^iT,  ^K\  ^K^  an  die  dreispitzige  Hypocydoide 
gezogen  werden  können,  dass  die  entsprechende  HttUbahncurve 
aus  drei  gesonderten  Gurven  bestehen  muss.  Die  drei  Spitzen 
oder  Bückkehrpunkte  P,  P\  P*  beschreiben  als  Peripheriepunkte 
des  rollenden  Kreises  p  drei  congruente  Epicycloiden,  die  wir  als 
ausserordentliche  Bestandtheile  der  vollständigen  HüUbahncurve 
ansehen  müssen;  denn  sie  bilden  mit  den  genannten  drei  geson- 
derten Curven  zusammen  das  Oesamterzeugniss  der  bewegten 
dreispitzigen  Hypocydoide  in  dem  festen  System.  Wenn  schon 
in  diesem  verhältnissmässig  einfachen  Falle  bei  der  dreispitzigen 
Hypocydoide  die  betreffende  vollständige  HüUbahncurve  eine  so 
complidrte  Gestalt  besitzt,  so  ist  wohl  zu  erwarten,  dass  bei  einer 
Trochoide  die  Gestaltung  der  zugehörigen  vollständigen  HüUbahn- 
curve schwer  veranschaulicht  werden  kann.    ^ 

Wird  in  Fig.  197  die  verschlungene  Hypotrochoide  k^kl  kl  durch 
den  im  Kreise  p^  rollenden  Hül&roUkreise  qo  erzeugt,  der  dreimal  so 
klein  als  der  Kreis  p^  ist,  und  geht  der  beschreibende  Punkt,  wenn 
die  Kreise  Pof^7  9o  sich  in  dem  Punkte  $o  berühren,  von  dem  auf 
der  Centralen  liegenden  Punkte  K^  aus,  dann  beschreibt  derselbe 
Punkt  durch  BoUung  des  Kreises  g^  auf  7t  die  verschlungene  Epi-> 
trochoide  K^x^  die  ein  Bestandtheil  der  entsprechenden  HtUlb^n- 

12» 


180  m.  Abschnitt  Die  Versahnungen  der  Stinir&der. 

cmre  ist.  Durch  eine  volle  AbroUtmg  des  Ejreisea  q^  in  Po  bis  P^ 
oder  auf  7t  bis  f$'  entsteht  resp.  der  Hypotroohoidenbogen  K^K^o 
und  der  Epitroehoidenbogen  K^tcKK  Gleichzeitig  erzeugt  derselbe 
Hypotroohoidenbogen  K^k^K^  noch  zwei  andere  nicht  gezeichnete 
Coryentheile  der  entsprechenden  Httllbahncurve;  denn  es  gehen 
ausser  $0^01  wie  sich  aus  der  Anschauung  ergiebt,  von  $0  noch 
zwei  andere  Normalen  an  den  Hypotrochoidenbogen  K^k^K^.  Es 
wird  die  Hypotrochoide  k^k^kl  auch  durch  Kollung  eines  zweiten 
Kreises  qo  in  dem  bewegten  System  erzeugt;  derselbe  rollt  aber  in 
einem  nicht  mit  Po  identischen  Kreise  und  kann  daher  bei  der  Er- 
zeugung der  entsprechenden  Curventheile  der  HtUlbahncurye  nicht 
verwendet  werden.  Wollen  wir  noch  den  Curveniheil  K^Bx^  con- 
struiren,  der  dem  Hypotrochoidenbogen  K^kl  entspricht,  wenn  p^ 
auf  7t  bis  $*  rollt,  so  mttssen  wir  die  Construction  nach  dem  all- 
gemeinen Yerfifthren  ausführen.  Wir  ziehen  von  einem  Punkte  B^ 
dieses  Trochoidenbogens  an  der  convexen  Seite  die  Normale  B^F^ 
bis  an  den  Ej-eis  Po]  machen  auf  dem  Badius  P^i^o  dieses  Kreises 
die  Strecke  P*iV^=«P*So,  femer  auf  7t  den  Bogen  ?o**  — ?o^Ji 
zeichnen  an  der  Verlängerung  des  Radius  4>$^  des  Kreises  7t  das 
Dreieck  ^^NB^  welches  dem  Dreieck  P^N^^B^  congruent  ist,  dann 
ist  £  ein  Punkt  des  Curventheiles  K^t^^  von  dem  in  einem  Punkte 
S  eine  durch  Punktirung  gekennzeichnete  Abzweigung  ausgeht 
Es  ist  in  diesem  Falle  sehr  schwierig,  die  vollständige  Httllbahn- 
curve zu  construiren;  aber  man  erkennt  leicht,  da  anschaulich 
vom  Punkte  $0  sechs  Normalen  an  die  verschlungene  Trochoide 
gezogen  werden  können,  dass  diese  Httllbahncurve  aus  sechs  ge- 
sonderten Gurventheilen  bestehen  muss. 

76.  Conatmction  der  HuUbahncurve,  welche  bei  Kreisroliung 
duroh  eine  Kreisevoivente  erzeugt  wird.  In  Fig.  198  ist  an  dem 
Kreise  j^o,  der  auf  dem  festra  Kreise  7t  rollt,  eine  Kreisevolvente 
Atq  befestigt,  die  durch  Bollen  einer  Tangente  K^a^  an  einem  mit 
Po  eoncentrischen  Kreise  ^o  ▼om  Punkte  K^  beschrieben  wird,  und 
deren  Spitze  oder  Bttckkehrpunkt  Jq  sich  in  der  Anfangslage  auf 
der  Centralen  befindet  Da  die  Normalen  der  Kreisevolvente  k^ 
den  rollenden  Kreis  Po  nnter  einem  constanten  Winkel  schneiden, 
so  bilden  auch  die  Normalen  der  entsprechenden  Httllbahncurve  x 
denselben  constanten  Winkel  mit  dem  Kreise  7t  und  umhttllen  so- 
mit den  zu  7t  eoncentrischen  Kreis  a»,  der  dadurch  bestimmt  ist, 
dass  er  die  durch  den  Pol  $0  gehende  Normale  K^a^  der  Ejreis- 
evolvente  A:^,  beziehlich  die  von  $0  an  den  Kreis  o^  gelegte  Tan- 
g6i|^  ^0^0  im  Fusspunkte  a  des  von  <t>  auf  $0^  gefällten  Lothes 
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1)ertthrt  Demnach  umhüllt  ^o  ^^^  Ereisevolyente  x,  welche  der 
mit  £o  coincidirende  Punkt  T  beschreibt,  wenn  die  Tangente  F  a 
auf  dem  Kreise  (o  rollt  Dies  wird  auch  in  anderer  Weise  be- 
wiesen, wenn  wir  beachten,  dass  der  Berührungspunkt  a^  der 
von  $0  <ui  den  Elreis  o^  gelegten  Tangente  der  Krttmmungsmittel- 
punkt  für  den  Punkt  K^^  der  Kreiseyolvente  k^  ist.  Denn  denken 
wir  uns  in  bekannter  Weise  den  entsprechenden  Erflmmungsmittel- 
punkt  ffir  den  Punkt  F  der  Httllbahncurve  x  bestimmt,  indem 
durch  $0  A^  $0  ^0  ^i^^  Senkrechte,  durch  ihren  unendlich  fernen 
Schnittpunkt  mit  F^a^  eine  Gerade  nach  <I>  gezogen  wird,  so  trifft 
diese  Gerade  die  gemeinschaftliche  Tangente  ^o^o  ^^^  Kreise  Oq,  co 
in  dem  Punkte  er,  und  folglich  ist  a  der  genannte  entsprechende 
Krttmmungsmittelpunkt. 

Die  zu  dem  Btlckkehrpunkte  J^  gehörende  Normale  der  Kreis- 
evolvente  k^  schneidet  den  rollenden  Kreis  Po  in  den  beiden  zur  Cen- 
tralen Fq  *  symmetrisch  liegenden  Punkten  P^,  P'^.  Wird  auf  tt  der 

Bogen  ¥o^'  gleich  $0-^0  ^^^  &^^  ^^^  ^^^^  ¥'  <^  den  Kreis  (o  ge- 
legten Tangente  $'A  die  Strecke  $'A  gleich  P^^J^  gemacht,  dann 
tritt,  wenn  Po  auf  ft  bis  ^  rollt,  der  Bttckkehrpunkt  J^  an  der 
Stelle  A  mit  der  erzeugten  HtHlbahncurre  x  in  Berührung.  Der 
Punkt  A  ist  auch  der  Schnitt,  den  x  mit  dem  um  <t>  beschrie- 
benen, durch  Og  gehenden  Kreis  bildet;  denn  wegen  der  congru- 
enten  Dreiecke  ^^o^o»  *?'A  ist  ^A^^a^.  Demnach  ergiebt 
sich  dieser  Punkt  A,  wenn  die  Kreisevolrente  x  gezeichnet  ist, 
einfacher  rermittelst  des  genannten  Kreises. 

Während  der  Ba-eis  Po  von  ?o  his  ^'  rollt,  erzeugt  der  be- 
wegte Evolventenbogen  K^J^  den  entsprechenden  Theil  FA  der 
HüUbahncurve  x,  und  beim  weiteren  Bollen  wird  von  A  an  die 
bis  ins  Unendliche  gehende,  gestrichelt  gezeichnete  Fortsetzung 
der  Kreisevolvente  x  durch  den  anderen  symmetrischen  Zweig  kl 
der  bewegten  Kreisevolvente  erzeugt,  der  durch  Gestrichelung  von 
k^  unterschieden  ist.  Bollt  dagegen  der  Kreis  Po  im  entgegenge- 
setzten Sinne  von  %  ausgehend  auf  tt,  dann  entsteht  der  von  F 
bis  zur  Spitze  B  gehende  Theil  von  x ;  und  um  den  Punkt  L^  der 
Kreisevolvente  k^  zu  bestimmen,  der  in  B  zur  Berührung  kommt, 
müssen  wir  in  B  an  den  Kreis  oi  nach  der  Seite  der  rollenden 
Bewegung  die  Tangente  B$'  ziehen,  die  7t  in  $'  trifft,  auf  p^  den 
Bogen  $0^0  gleich  $0^^  ^nd  auf  der  an  den  Kreis  o^  gelegten 
Tangente  P^  die  Strecke  P^  gleich  $*B  machen.  Einfacher 
ergiebt  sich  aber  dieser  Punkt  L^  als  Schnitt  von  k^  mit  dem  um 
F^  beschriebenen,  durch  er  gehenden  Kreise ;  denn  wegen  der  con- 
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gruenten  Dreiecke  jPo^o  «>  ^o^ ^o  ist  F^L^  =  F^a.  Der  nicht  ge- 
zeichneten ttber  Lq  hinausgehenden  Fortsetzung  von  ^o  entspricht 
als  HttUbahncurve  der  zu  Bx  symmetrische,  nicht  gezeichnete 
Zweig  dieser  EreiseTolvente.  Anderseits  wird  aber,  wenn  der  auf 
T^o  liegende  Punkt  P^  der  m  J^  9Xi  k^  gezogenen  Normale  bei  der 
betrachteten  Bollung  in  $"  mit  tc  in  Berührung  tritt  und  P^Jq 
nach  $"  A*  gelangt,  die  bewegte  Ereisevolvente  k^  von  dem  Punkte 
A*  an,  der  bezüglich  F^^  zu  A  symmetrisch  liegt,  den  ins  Unend- 
liche fortgehenden  Theil  A'  x*  der  symmetrischen  zweiten  Kreisevol- 
vente  B*x*  erzeugen,  die  in  Bezug  auf  i^o^  zur  Ereisevolyente  Bx 
symmetrisch  ist.  Die  von  L^  an  den  Kreis  o^  gelegte,  bis  zum 
Punkte  P^  des  Kreises  p^  gehende  Tangente  L^Pl  gelangt,  wenn 
P(f  in  $'  mit  7t  zur  Bertihrung  kommt,  nach  $'T;  und  somit 
tritt  Lq  auch  im  Punkte  4^  mit  x*  in  Bertihrung.  Der  gestrichelte 
Theil  A'B^  der  Kreisevolvente  x^,  so  wie  die  nicht  gezeichnete 
von  der  Spitze  B^  aus  weitergehende  symmetrische  Fortsetzung 
wird  von  J^kl  umhüllend  beschrieben,  und  der  zu  L^  symmetrische 
Punkt  Li  tritt  mit  der  Spitze  B*  in  Berührung.  Demnach  besteht 
die  HüUbahncurve,  die  von  den  beiden  synmietrischen  Zweigen 
der  bewegten  Kreisevolvente  ^o^^o^o  erzeugt  wird,  aus  den  beiden 
zuFo4>  symmetrisch  liegenden,  congruenten,  vollsttodigen  Kreis- 
evolventen X,  X*;  und  ausserdem  muss  auch  die  vom  Bückkehr- 
punkte Jq  beschriebene,  gestreckte  Trochoide  e,  welche  x,  x'  resp. 
in  A,  A^  berührt  und  punktirt  gezeichnet  ist,  als  ein  ausserordent- 
licher Bestandtheil  der  HüUbahncurve  angesehen  werden. 

Betrachten  wir  nur  den  begrenzten  Theil  J^k^L^  der  bewegten 
Kreisevolvente  und  wird  die  Bollung  von  $'  ausgehend  über  $o 
bis  $'  fortgeffthrt,  dann  wird  zunächst  AT  von  J^K^^  weiter  TB 
von  KqLq  erzeugt  Gleichzeitig  beschreibt  aber  J^  die  gestreckte 
Trochoide  AJ^A^t  und  Jok^L^  beginnt  in  A^  die  Erzeugung  des 
Curvenstückes  A*  x*  T,  Demnach  besteht,  wenn  wir  die  noch  vom 
Punkte  Lq  beschriebene  verschlungene  Trochoide  unbeachtet  lassen 
die  entsprechende  HüUbahncurve  aus  den  beiden  von  A  ausgehen- 
den Zweigen  AFB,  AJ^A^t  und  aus  dem  sich  in  A^  ansetzenden 
dritten  Zweige  A»x*T. 

Einfacher  und  übersichtlicher  gestaltet  sich  die  Erzeugung  der 
HüUbahncurve,  wenn  insbesondere  in  Fig.  199  die  Kreisevolvente 
^o^of  welche  mit  dem  rollenden  Kreise  Po  verbunden  ist,  durch  BoUen 
einer  Tangente  K^  T  auf  diesem  Kreise  von  dem  Punkte  K^  be- 
schrieben wird,  der  vom  Pol  $o  ausgeht.  Denmach  ist  die  ent- 
sprechende HüUbahncurve  eine  Kreisevolvente  F  x\  welche  durch 
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den  vom  Pol  $o  ausgehenden  Punkt  F  erzengt  wird,  wenn  die  Tan- 
gente r  T  auf  dem  festen  Kreise  7t  rollt,  und  zwar  entspricht  von 
dieser  Ereisevolvente  der  ins  Unendliche  fortgesetzte  Zweig  T  y}  als 
HtUlbahncurve  dem  unendlich  langen  Zweig  ^o^o  der  bewegten 
Ereiseyclvente.  Ist  z.  B.  der  Peripheriepni^t  P^  des  im  Sinne 
$0  ^  $*  rollenden  Kreises  p^  nach  $'  gekommen,  dann  ist  die  be- 
treffende Normale  M^  PI  der  Kreisevolyente  ^o  i^ach  Z  $*  gelangt. 
Bei  der  Rollung  im  entgegengesetzten  Sinne  erzeugt  der  andere  un- 
endlich lange  nicht  gezeichnete  Zweig  der  bewegten  Kreiseyolvente 
als  HtUlbahncurve  den  zu  Vy}  symmetrischen  nicht  gezeichneten 
Zweig.  Jene  beiden  congruenten  Kreisevolventen  x,  x',  welche  vorhin 
in  dem  allgemeinen  Falle  die  vollständige  Httllbahncurve  bildeten, 
sind  hier  in  eine  einzige  Kreisevolvente  x'  zusammengefallen.  Die 
Kreise  p^^  n  sind  hier  die  Grundkreise  der  Kreisevolventen  k^^  x', 
und  hiermit  ist  der  Grenzfall  erreicht,  der  nicht  überschritten 
werden  kann.  Denn  wäre  an  dem  Kreise  p^  eine  Kreisevolvente 
&o  befestigt,  deren  Grundkreis  grösser  als  p^  ist,  deren  Normalen 
also  Pq  nicht  schneiden,  so  kann  diese  Kreisevolvente  keine  Httll- 
bahncurve erzeugen. 

Die  Erzeugung  dieser  Httllbahncurven  ist  für  das  Yerständniss 
der  Verzahnungen  von  grosser  Wichtigkeit  und  deshalb  wollen 
wir  in  Fig.  300  auch  den  Fall  betrachten,  bei  welchem  der  Kreis 
Pq  in  dem  Kreise  tt  rollt  Die  an  p^  befestigte  zu  dem  Grund- 
kreise ^0  gehörende  Kreisevolvente  KJ^kl ,  deren  Bttckkehrpunkt 
Jq  in  seiner  Anfangslage  auf  der  Centralen  F^^  liegt,  umhfUlt  die 
bieiden  Kreisevolventen  x,  x*,  deren  gemeinsamer  Grundkreis  co 
die  vom  Pol  $o  an  o^  gelegte  Tangente  ^Q%ma  berührt.  Um  auch 
hier  den  Vorgang  der  Erzeugung  in  seinen  Einzelheiten  zu  über- 
schauen, ziehen  wir  an  die  bewegte  Ej-eisevolvente  KJ^kl  im  Bück- 
kehrpunkte «7o  die  Normale,  welche/'o  heiderseits  inPo^^o  schneidet, 
beschreiben  um  ^  den  durch  a^  gehenden  Kreis,  der  auf  den  be- 
treffenden Zweigen  der  beiden  erzeugten  Kreisevolventen  die  Punkte 
A,  A*  bestimmt,  ebenso  um  F^  den  durch  a  gehenden  Kreis,  der  auf 
den  Zweigen  k^  kl  resp.  die  Punkte  Xoy  ^i  bestimmt  und  bezeich- 
nen den  momentanen  Berührungspunkt  von  k^^  x  mit  K^  und  F. 
Wenn  nun  p^  bis  $'  rollt,  so  dass  P^  nach  $'  gelangt,  dann  erhält  die 
Normale  P^J^  die  Lage  $'A  und  der  Evolventenbogen  K^J^  er- 
zeugt das  Stück  FA  der  entsprechenden  HüUbahncurve.  Beim 
Weiterrollen  in  diesem  Sinne  erzeugt  der  Bogen  JqL\  des  an- 
deren Zweiges  k^  der  bewegten  Kreisevolvente  das  Stück  A  B 
und  hier  tritt  der  Punkt  L^  mit  der  Spitze  B  in  Berührung.   Von 
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da  an  entsteht  durch  den  ins  Unendliche  aasgedehnten  Theil  X  J  k^ 
der  nicht  gezeichnete  zu  Bx  symmetrische  Zweig.  Rollt  dagegen 
p^  im  entgegengesetzten  Sinne,  dann  erzengt  der  unendlich  lange 
Theil  K^k^  die  ins  Unendliche  gehende  Fortsetzung  Fx  der  HtUl- 
bahncurve.  Wenn  bei  dieser  BoUung  der  Peripheriepunkt  P^  an 
der  Stelle  ^"  mit  tt  in  Berührung  tritt,  ist  die  Normale  JoPi  nach 
A*$"  gekommen;  demnach  beginnt  von  A^  an  durch  J^^L^  die 
Erzeugung  des  Stückes  A^  B*.  Und  beim  Weiterrollen  wird  durch 
I/q^o  der  unendlich  lange  Zweig  B*x*  der  zweiten  Kreiseyolvente 
umhüllend  beschrieben. 

77.  Conatniction  der  Hullbahncurve,  welche  bei  Rolluog  eines 
Kreisea  auf  einer  Geraden  von  einer  Kreiaevolvente  erzeugt  wird. 
In  Fig.  SOI  ist  schliesslich  noch  der  besondere  Fall  dargestellt, 
in  welchem  der  Kreis  ft  unendlich  gross  ist,  also  durch  eine  Ge- 
rade 7t  vertreten  wird.  Die  von  der  bewegten  Ereisevolvente 
KJ^kl  erzeugte  HüUbahncurve  geht  hier  in  zwei  zu  Fo4>'"  symme* 
trisch  liegende  Gerade  x,  x^  über;  denn,  da  alle  Normalen  der  be- 
wegten Ereiseyolyente  den  auf  7t  rollenden  Kreis  p^  unter  gleichem 
Winkel  schneiden,  so  bilden  auch  alle  Normalen  der  Hüllbahn- 
curve  gleiche  Winkel  mit  der  Geraden  ^,  und  demnach  besteht 
die  Hüllbahncunre  einentheils  aus  zwei  zu  i^o^"^  symmetrisch  ge- 
legenen Geraden  x,  x^,  die  beziehlich  auf  den  vom  Pol  $o  ^^i  den 
Grundkreis  o^  gelegten  Tangenten  senkrecht  stehen.  Die  durch  den 
Berührungspunkt  %  zu  tc  parallel  gezogene  Gerade  bestimmt  auf 
X,  x^  die  Punkte  A,  A\  Nehmen  wir  an,  der  Peripheriepnnkt 
P'o  soi  ui  $'  mit  7t  in  Berührung  gekommen,  dann  hat  die  Nor- 
male P'o«^o  die  Lage  $'A  erhalten,  und  $'A  ist  auf  x  senkrecht 
Lassen  wir  nun  den  Kreis  p^  von  $'  bis  %  rollen,  so  erzeugt  der 
Eyolyentenbogen  J^K^  die  Strecke  AT,  und  beim  Weiterrollen  ent- 
spricht K^  K  die  unendlich  lange  Strecke  F  x.  Ist  bei  dieser  Bol- 
lung  P;'  nach  $"  gelangt,  die  Nonnale  P^'J;  in  die  Lage  ^"A* 
gekommen,  dann  beginnt  in  diesem  Momente  durch  J^k^  die  Er- 
zeugung der  unendlich  langen  Strecken  A*  x^  auf  den  anderen 
Geraden.  Die  gestrichelten  Theile  der  Geraden  x,  x'  werden  von 
dem  zweiten  gestrichelten  Zweige  k\  der  bewegten  Kreisevolvente 
umhtlllend  beschrieben.  Ausser  den  beiden  Geraden  muss  auch 
die  vom  Bückkehrpunkte  J^  beschriebene  gestreckte  Cydoide, 
welche  diese  Geraden  in  A,  A*  berührt,  als  ein  ausserordentlicher 
Bestandtheil  der  vollständigen  Hüllbahncurve  angesehen  werden. 
Wenn  insbesondere  der  rollende  Kreis  p^  auch  der  Grundkreis 
der  bewegten  ELreiseyolyente  ist,  dann  yerschwinden  die  beidea 
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Geraden,  und  der  ordentliche  Bestandtheil  der  entsprechenden  Httll- 
bahn  wird  durch  einen  mit  $o  coincidirenden /Punkt  der  Geraden 
n  vertreten ;  die  ELreisevolvente  gleitet  in  diesem  Falle  beständig 
durch  diesen  Punkt. 

78.  Die  Kreiaevolveiite  durch  Rollung  einer  logarlthmiachen  Spi- 
rale erzeugt.  In  Fig.  208  sind  K^P,y  K^^Pl,  K'^PH, . .  unendlich  nahe 
Normalen  einer  zu  dem  Grundkreise  o^  gehörenden  Ereisevolyente 
Atq,  welche  mit  dem  auf  n:  rollenden  Kreise  fo  verbunden  ist,  und 
femer  sind  Po,  Po>  ^o'>  •  •  die  Schnittpunkte,  in  denen  diese  Nor- 
malen den  rollenden  Kreis /^o  einerseits  unter  einem  constanten  Winkel 
(p  schneiden.  Werden  nun  die  unendlich  schmalen  Dreiecke  ^o^o  Q} 
^0  Q  Q\  •  •  so  construirt  gedacht,  dass  die  unendlich  kleinen  Seiten 
P^Qy  QQ', .  .  resp.  gleich  P«  ^o,  ^o'^o",  •  •  die  endlichen  Seiten 
K,%,  K,Q,  K,Q'  beziehUch  gleich  K,P,,  ÜT^P,',  K'^PH..  sind, 
dann  bilden  die  Punkte  ^o  Q  Q"  •  •  •  eine  Htllfscurve  q^^  welche  die 
von  K^  ausgehenden  Fahrstrahlen  unter  dem  constanten  Winkel 
(p  schneidet  und  demnach  eine  logarithmische  Spirale  ist  Rollt 
also  diese  logarithmische  Spirale  q^  an  dem  Kreise  p^j  so  be- 
schreibt der  mit  ihr  verbundene  Punkt  K^  die  Kreisevolvente  k^"^). 
Die  Kreisevolvente  x,  welche  von  der  Kreisevolvente  k^  als  HttUbahn 
erzeugt  wird,  wenn  der  Kreis  p^  auf  einem  festen  Kreise  7t  rollt, 
wird  hiemach  auch  von  dem  Punkte  ^o  heim  Rollen  von  ^o  auf 
7c  beschrieben.  Vermittelst  der  zweiten  Schnittpunkte,  welche  die 
Normalen  der  Ej'eisevolvente  k^  anderseits  mit  dem  Kreise  p^  bil- 
den, ergiebt  sich  eine  zweite  symmetrisch  congmente  logarith- 
mische Spirale,  von  der  die  gleichen  Beziehungen  gelten. 

79.  Constructlon  der  Hflllbahncurve ,  welche  bei  Krelsrollung 
durch  einen  Kreis  erzeugt  wird.  Ist  in  Fig.  203  an  den  Kreis  p^ 
der  auf  dem  festen  Kreise  7t  rollt,  ein  Kreis  k  befestigt,  so  kann 
die  Hflllbahncurve  des  bewegten  Kreises  k  leicht  constrairt  werden. 
Wir  nehmen  an,  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  k  liege  insbeson- 
dere auf  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises  p  und  wenn  dieser 
rollende  Kreis  von  p^  ausgeht,  befinde  sich  der  an  ihm  befestigte 
Kreis  in  Ar^,  sein  Mittelpunkt  C^  coincidire  mit  dem  Berührungs- 
punkt $0  der  Kreise  p^y  7t.  Der  von  C^  ausgehende  ELreismittel- 
punkt,  der  ein  Peripheriepunkt  des  rollenden  Kreises  ist,  beschreibt 
eine  Epicydoide  y^  die  in  %  einen  Rttckkehrpunkt  besitzt;  und 
der  bewegte  von  k^  ausgehende  Elreis  k  erzeugt  eine  Hflllbahn- 


^)  Diese  Erzeugung  der  EreiBerolTente  wurde  Yon  Airy  mitgetheilt  in 
den  DransacHons  of  ihe  Cambrigde  Society  1827.  p.  277. 
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carye ,  die  ans  den  beiden  Gnrventheilen  x,  x^,  den  beiden  Aeqni* 
distanten  der  Epicyloide  y^  besteht  Ist  der  Kreis  f^  auf  tc  von  $o 
bis  $  gerollt,  also  nach  f  gelangt  und  mit  ihm  der  Kreis  k^  in  die 
Lage  k  gekommen,  dann  brauchen  wir  nnr  durch  den  Mittel- 
punkt C  des  Kreises  k  an  die  Epicycloide  y  die  Normale  (7$  zu 
ziehen,  welche  diesen  Kreis  beiderseits  in  den  Punkten  K^  K^  der 
äquidistanten  Gurven  x,  x^  schneidet.  Ist  die  Epicycloide  y  ge- 
zeichnet und  werden  um  Punkte  derselben  Kreise  beschrieben, 
die  dem  Kreise  k  gleich  sind,  dann  kann  man  auch  die  Curven  x,  x^ 
berührend  an  diese  Kreise  zeichnen.  Construiren  wir  die  Evolute 
y^  der  Epicycloide  /,  so  können  wir  uns  die  beiden  Curven  x,  x' 
auch  als  Evolventen  von  /'entstanden  denken.  Demnach  erkennen 
wir,  dass  die  Gurve  x  an  der  Stelle,  wo  sie  an  die  Evolute  y' 
stOsst,  einen  Bttckkehrpunkt  S,  besitzt.  Dieser  Punkt  S^  entspricht 
alsKrttmmungsmittelpunkt  dem  Punkte  C^  der  Epicycloide  y^  dessen 
zugehöriger  Krümmungsradius  C^  S.^  dem  Radius  des  Kreises  k  gleich 
ist  Ebenso  hat  auch  die  Gurve  x*  an  der  Stelle,  wo  sie  die  Evo- 
lute /  trifft,  einen  Bttckkehrpunkt  S| ,  der  in  Bezug  auf  die  Cen- 
trale ^  F^  zu  S^  symmetrisch  liegt.  Beim  Beginn  der  Bewegung 
berührt  der  Kreis  k^  die  HttUbahncurve  in  den  beiden  Punkten 
K^y  Kl^  die  auf  der  in  $o  berührenden  Tangente  des  Kreises  ^ 
liegen.  Es  muss  aber  auch,  da  die  HüUbahncurve  aus  der  vollen 
Umhüllung  aller  Lagen  des  bewegten  Kreises  k  besteht,  auch 
der  Kreis  k^  als  ein  Bestandtheil  der  Hüllbahncurve  angesehen 
werden,  bei  welcher  der  Kreis  k^  in  den  Punkten  ^,^0  gleichsam 
eine  beiderseitige  Abzweigung  von  den  äquidistanten  Gurven  x,  x*  bil- 
det Durch  die  von  $0  ^  entgegengesetzten  Sinne  ausgehende  Bol- 
•  lung  des  Kreises  Po  werden  die  Curven  x,  x*  resp.  über  K^,  K^^  wie 
durch  Gestrichelung  angedeutet  ist,  in  synmietrischen  Zügen  fort-, 
geführt,  die  nach  jeder  Abrollung  des  Kreises  Po  in  gleicher  Ge- 
stalt wieder  auftreten.  Da  der  Evolutenbogen  $0^1  gleich  dem 
Radius  des  Kreises  k^  ist,  so  liegen  die  Rückkehrpunkte  S^,  S| 
stets  innerhalb  dieses  Kreises,  und  die  Aequidistante  wird  daher 
von  dem  Kreise  A*o  durchschnitten.  Je  kleiner  aber  dieser  Ej'eis 
ist,  desto  näher  liegen  jene  Bückkehrpunkte  an  der  Peripherie, 
so  dass  man  bei  verhältnissmässig  kleinem  Kreise  k^  diese  Durch- 
schneidung bei  der  nachfolgenden  praktischen  Anwendung  auf 
die  Verzahnungen  unbeachtet  lassen  kann.  Zu  dem  Punkte  Cf, 
der  auf  der  Epicycloide  y  der  halben  Abrollung  des  Kreises  p^ 
entspricht,  gehört  als  Krümmungsmittelpunkt  der  Bückkehrpunkt 
Sf  der  mit  y  ähnlichen  Evolute  y^\  demnach  verschwinden,  wenn 
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der  Badias  des  Kreises  k  grösser  oder  gleich  Ce  Sf  ist,  die  Bttck- 
kehrpnnkte  Si,  S|  anf  den  Gurven  x,  x\ 

80.    Die  Zahncurven  und  die  EingrifTscurve  im  Aligemeinen. 

Ist  an  dem  Kreise  p^  der  in  Fig.  204,  Taf.  XEL  anf  dem  festen 
Kreise  7t  rollt,  eine  beliebige  Corve  k  befestigt,  deren  Normalen 
den  Kreis  p  schneiden,  so  erhalten  wir  die  entsprechende  Httll- 
bahncnrve  punktweise  nach  der  bekannten  Constmction.  Wir 
ziehen  in  einem  beliebigen  Ponkte  E  der  gegebenen  Gurve  k  die 
Normale  EPi  bis  an  den  Kreis  p\  machen  anf  dem  Badins  PiF 
dieses  Kreises  die  Strecke  PiN^==  PjE^  femer  vom  Berührungs- 
punkte $  der  Elreise  Pj  n  aus  auf  tc  den  Bogen  ^^/^^^P/; 
zeichnen  an  der  Verlängerung  des  Badius  ^  %  des  Kreises  7t  das 
gleichschenkelige  Dreieck  ^iNjEj^  welches  dem  Dreieck  PjNE 
congruent  ist  Demnach  ist  Ei  ein  Punkt  der  Httllbahncurve  x 
und  diese  bertthrt  in  der  gezeichneten  Lage  die  Gurve  k  in  dem 
Punkte  Ay  dessen  zugehörige  Gurvennormale  durch  $  geht 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Kreise  Pj  7t  drehen  sich  beide  resp. 
um  ihre  festgehaltenen  Mittelpunkte  i^,  <l>  in  einem  festen  System 
i^4>,  so  dass  die  Gurven  A:,  x  in  steter  Berührung  bleiben,  dann 
rollen  die  beiden  rotirenden  Kreise  auf  einander  und  ihre  in  dem 
festen  System  F4>  stattfindende  Drehungen  sind  proportional.  Wäh- 
rend der  Peripheriepunkt  $/  durch  Drehung  des  Kreises  7t  im 
Sinne  des  Pfeiles  a  nach  dem  Punkte  $  in  die  Gentrale  F^  gelangt, 
rollen  die  beiden  Kreisbogen  $$/,  $P/  auf  einander.  Der  Dre- 
hung des  Kreises  7t  um  den  Winkel  $/<!>$  entspricht  demnach 
die  entgegengesetzte  Drehung  des  Kreises /?  um  den  Winkel  PiF^ 
im  Sinne  des  Pfeiles  s.  Die  Dreiecke  PiNE^  %iNiEi  bewegen 
sich  durch  diese  Drehungen  in  die  gemeinsame  Lage  ^N^E^, 
Die  beiden  auf  einander  gleitenden  Gurven  A:,  x,  die  nach  S.  33 
Gleitcurven,  bei  der  Verzahnung  aber  insbesondere  Zahncurven, 
genannt  werden,  gelangen  resp.  in  die  Lagen  k^^  x^ ;  und  wir  erhal- 
ten ihren  entsprechenden  Berührungspunkt  E^^  indem  wir  an  der 
Gentralen  ^F  das  zu  jenen  Dreiecken  congruente  gleichschen- 
kelige Dreieck  $iV^£i  constmiren.  Während  der  gedachten  Dre- 
hungen hat  also  der  Berührungspunkt  der  Zahncurven  sich  in  dem 
festen  System  F^  auf  einer  Gurve  c  von  A  bis  E^  bewegt.  Die 
Punkte  dieser  Gurve  e,  welche  die  EingriffscurveO  genannt 


*)  Diese  von  dem  BerOhrungspnnkte  der  Zahncurren  beschriebene  Gnrve 
wurde  zuerst  von  Beuleaux  in  seiner  ^.ConstrudionsUhre  für  den  Maschinen- 
hau."  1862.  S.  321  eingeführt  und  dort  Eingrifflinie  genannt. 
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wirdy  kann  man  also  dnrch  Normalenziehnng  an  eine  der  Curven 
ky  X  bestimmen.  Um  eine  andere  Entstehung  der  Eingriffisonrye 
e  zu  gewinnen,  nehmen  wir  an,  es  sei  die  Corre  k  durch  einen 
Yon  A  ausgehenden  Punkt  beschrieben,  der  mit  einer  an  dem 
Kreise  p  rollenden  Gurre  q  verbunden  ist.  Denken  wir  uns  diese 
Httlfsrollcurve  yon  $  bis  P/  gerollt,  so  dass  sie  nach  ;/,  der  be- 
schreibende Punkt  nach  E  gelangt,  und  verlegen  wir  das  Dreieck 
P/JVJ? nebst  der  Curve  qi  resp.  nach  ^N^E^  und  jf„  so  ergiebt  sich, 
dass  jener  mit  der  Curve  q  verbundene,  von  A  ausgehende  Punkt, 
der  nach  E^  gelangt,  auch  die  Eingriffscurve  e  erzeugt,  wenn  die 
Curve  q  auf  dem  ruhenden  Bertthrungselemente  der  Kreise  p^  rc 
schleifend  bewegt  wird.^) 

81.  Definition  der  Stirnräder.  Die  Praxis  erfordert,  dass  durch 
continuirliche  Drehung  eines  Rades  eine  proportionale  Drehung 
eines  zweiten  Bades  hervorgebracht  wird  und  dass  bei  diesen 
Drehungen  die  Widerstände  überwunden  werden,  welche  eventuell 
auftreten.  Eine  proportionale  Uebertragung  der  Drehung  von  einem 
Rade  auf  ein  anderes  wttrde  am  allereinfachsten  erreicht,  wenn 
wir  die  Flächen  der  beiden  Kreise  p^  7t  m  Fig.  804  als  Grund- 
flächen zweier  materieller  Rotationscylinder  von  zweckmässig  ge- 
wählter Höhe  betrachten,  die  sich  um  ihre  in  P,  4>  auf  der  Zeich- 
nungsebene senkrechten  Axen  drehen  und  infolge  der  Reibung 
auf  einander  rollen.  Da  die  Uebertragung  der  Drehung  in  diesem 
Falle  nur  durch  die  Reibung  bewirkt  wird,  so  können  auch  auf 
diese  Weise  keine  grösseren  Widerstände  überwunden  werden; 
denn  die  Kraftgrösse,  welche  von  dem  einen  dieser  rotirenden 
Cjlinder  auf  den  anderen  übertragen  wird,  ist  durch  die  bald 
begrenzte  Grösse  der  Reibung  allein  bedingt  Die  Hervorbringung 
proportionaler  Drehungen  und  gleichzeitige  Ueberwindnng  grös- 
serer Widerstände  kann  aber  infolge  unserer  Darlegungen  ermög- 
licht werden,  wenn  wir  die  beiden  E^reise  p^  n  durch  zwei  Räder 
ersetzen,  welche  sich  um  zwei  in  F  und  4>  auf  der  Zeichnungs- 
ebene senkrechte  Axen  drehen,  und  diese  Räder  an  Stelle  der 
Gleitcurven  /r,  x  mit  auf  einander  gleitenden  widerstandsfähigen 
Cylinderfläehen  versehen,  welche  den  Axen  parallel  sind.  Durch  die 
Drehung  des  Rades  4>7r  gleitet  die  mitgedrehte  Cjlinderfläohe  x  an 
der  anderen  Gjlinderfläche  k  und  setzt  dadurch  das  Rad  Fp  in  pro- 
portionale Drehung,  die  aber  nur  so  lange  vor  sich  geht,  bis  die 


')  Vergl.Blaha,  ..JAtfort^e^^  F^zoAnun^^''.  Technische  Blätter,  1877. 
B.  9.    S.  73. 
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Bertlhnuig  der  auf  einander  gleitenden  begrenzten  Gjlinderfläeben 
anfhOri  Bevor  dies  geschieht,  müssen,  damit  eine  continniriiche 
Drehung  stattfindet,  zwei  andere  gleiehgestaltete  gleitende  Gylin- 
derflftohen  x„  A:,  in  Bertthmng  gelangen  u.  s.  t  Die  Gylinderfiächen 
Jr,  k^  nnd  x,  x,  mttssen  daher  auf  den  Kreisen  p^  n  gleiohe  Bogen- 
stflcke  KK^^  PFj,  welehe  aliquote  Theile  dieser  Kreise  sind,  zwi- 
schen sich  fieissen,  und  femer  muss  die  Anordnung  so  getroffen  wer- 
den, dass  jede  Cylinderflftche  des  einen  Bades  durch  zweckmässig 
ausgehöhlte  Lttcken  in  dem  anderen  frei  hindurchgehen  kann.  Da- 
mit die  Drehung  nicht  nur  in  dem  einen,  sondern  auch  in  dem  an- 
deren Sinne  erfolgen  kann,  mttssen  die  Bäder  anderseits  mit  entspre- 
chenden Cylinderflächen  yersehen  sein,  welche  der  Ein&chheit  we- 
gen meistens  zu  jenen  Cylinderflächen  /:,  x  beziehlich  symmetrisch 
gestaltet  sind.  Somit  werden  durch  diese  Cylinderflächen  die  Zähne 
der  in  einander  greifenden  Zahnräder  gebildet,  und  diese  Zähne 
mttssen  congruente  Formen  besitzen,  damit  der  Eingriff  in  bestän- 
diger Folge  vor  sich  gehen  kann.  Die  so  mit  cylindrisch  geformten 
Zähnen  yersehenen  Zahnräder,  deren  Axen  parallel  sind,  werden 
Stirnräder  genannt;  und  die  beiden  aufeinander  rollenden  Kreise 
/?,  ^,  die  nur  in  geometrischer  Hinsicht  yorhanden  sind,  heissen 
die  Theilkreise,  Bollkreise  oder  Polkreise.  Jedes  Zahn- 
rad besitzt  so  yiel  Zähne  als  der  betreffende  Theilkreis  yon  jenen 
aliquoten  Theilen  enthält  und  daher  mttssen  sich  die  Zäbneühlen 
der  Bäder  wie  die  Badien  der  entsprechenden  Theilkreise  yer- 
halten.  Die  GrOsse  jener  gleichen  aliquoten  Bogentheile,  KK^^  IT^, 
die  resp.  auf  den  Theilkreisen  /i,  n  yon  je  zwei  auf  einander 
folgenden  gleich  gelegenen  ZahndBächen  Ar,  Ar,  oder  x,  x^  begrenzt 
werden,  nennt  man  die  Zahntheilnng  oder  kurz  die  Theilung, 
und  den  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Zähnen  befind- 
lichen Zwischenraum  dieZahnlttcke.  Das  Bogenstttck,  welches 
auf  den  Theilkreisen  während  des  Gleitens  zweier  Zahnfläehen 
aibroUt,  wird  der  Eingriffsbogen  genannt.  Der  aus  den  Theil- 
kreisen nach  ihrer  Bertthrungsseite  hin  heryortretende  Zahntheil 
heisst  der  Kopf,  der  ttbrige  Zahntheil  der  Fuss  des  Zahnes; 
und  die  seitlichen  Begrenzungsflächen  dieses  Fusses  werden  auch 
als  Zahnflanken  bezeichnet  Nach  der  angegebenen  Ccmstmo- 
tion  der  Gleitcuryen  können  wir  fttr  die  congruenten  Zähne  des 
einen  Bades  stets  eine  beliebige  cylindrische  Begrenzungsfläche 
annehmen  und  die  entsprechende  cylindrische  Begrenzungsfläche 
der  congruenten  Zähne  des  anderen  Bades  bestinmien.  Hierbei 
ist  aber  yor  Allem  zu  beachten,   dass  nur  solche  Zahnflächen 
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angewendet  werden  können,  die  praktisch  ausführbar  und  zweck- 
mässig sind;  daher  dürfen  die  Zahncnryen  k^  x  keine  Bttckkehr- 
pnnkte  und  Schlingen  besitzen,  femer  wegen  ihrer  freien  Bewe- 
gung keine  solche  Lücken  in  den  Bädern  erfordern,  die  der  Stärke 
der  Zähne  nachtheilig  sind.  Es  müssen  diese  Zahncurren  anch 
derart  gestaltet  sein,  dass  die  in  ihrem  jeweiligen  Berührungspunkte 
an  dieselben  gezogenen  Normalen  A%  E^%. , .,  welche  beständig 
durch  den  auf  der  Centralen  F^  ruhenden  Pol  $  gehen,  mit 
dieser  Centralen  Winkel  bilden,  die  im  Allgemeinen  möglichst 
wenig  von  einem  rechten  Winkel  abweichen,  weil  anderen  Falls 
bei  der  praktischen  Ausführung  Pressungen  und  Axendrücke  ent- 
stehen können,  durch  welche  die  Ueberwindung  der  Widerstände 
erschwert  wird.  Es  ist  daher  die  Aufgabe  der  Lehre  Ton  den 
Verzahnungen:  die  für  die  Praxis  zweckmässigsten  Zahnformen 
zu  bestimmen,  welche  die  mannig&ch  gestellten  Anforderungen 
erfüllen.  Werden  die  Zahncurven  aus  Bogenstücken  von  Epicyo- 
loiden,  Hypocycloiden ,  Cycloiden,  resp.  aus  Bogenstücken  von 
Aequidistanten  dieser  Curven  gebildet,  oder  werden  die  Zahn- 
curven insbesondere  durch  Kreise,  gerade  Strecken,  Trochoiden, 
und  theilweise  durch  Punkte  vertreten,  dann  heisst  die  in  allen 
diesen  Fällen  entstehende  Gestaltung  der  Zähne  eine  cycloidische 
Verzahnung.  Wenn  dagegen  jede  Zahncurve  beider  Bäder  aus 
einem  Bogenstücke  einer  Kreisevolvente  besteht,  so  wird  in  diesem 
Falle  die  Gestaltung  der  Zähne  eine  Evolventen- Verzahnung 
genannt.  Die  Verzahnung  ist  eine  äussere  oder  eine  innere, 
je  nachdem  die  Zähne  nach  aussen  oder  innen  gewendet  sind. 
Wenn  die  beiden  Aussenseiten  der  Theilkreise  an  einander  rollen, 
haben  beide  Bäder  äussere  Verzahnung;  wenn  aber  die  Aussen- 
seite  des  kleineren  Theilkreises  und  die  Innenseite  des  grösseren 
Theilkreises  an  einander  rollen,  besitzt  nur  das  kleinere  Bad 
äussere  Verzahnung,  das  grössere  Bad  dagegen  innere  Verzahnung. 
Im  ersten  Falle  sagt  man,  dass  bei  den  Bädern  äussererEin- 
griff,  im  zweiten,  dass  innerer  Eingriff  stattfindet.  Diese 
Unterscheidung  ist  aber  nicht  in  voller  Strenge  aufrecht  zu  er- 
halten; denn  es  kann  insbesondere  auch  der  Fall  eintreten,  dass 
ein  Zahn  den  anderen  stets  berührend  vollständig  umläuft. 
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Die  cycloidische  Verzahnung. 

82.  Kreisförmige  Verzahnung  des  einen  Rades  und  cycioidiscli- 
aequidistante  Verzalinung  des  anderen  Rades.  (Triebstoclc-Ver- 
zalinung).  In  Fig.  205  sind  die  Theilkreise  p^  ^,  deren  Badien 
sich  beiBpielflweise  wie  1 : 4  verhalten,  gegeben,  and  für  die  Zähne 
des  kleineren  Bades  Fp  ist  als  Zahncarve  der  dnrch  den  Pol  $ 
gehende  Kreis  k  angenommen,  dessen  Mittelpnnkt  C  anf  dem 
Kreise  p  liegt.  Halten  wir  den  Kreis  n  fest  und  lassen  wir  anf 
demselben  den  Kreis  p  rollen,  so  beschreibt  sein  Peripheriepunkt 
C  die  Epicjcloide  /,  und  dem  mitbewegten  Kreise  k  entspricht 
einerseits  als  HtUlbahn  die  Aeqnidistante  Fx  dieser  Epicycloide. 
Diese  Aeqnidistante  bildet  die  Form  der  Zähne  des  anderen  Bades 
^n.  Wir  nehmen  nun  die  Theilnng  CC^  anf  dem  Theilkreise  7t 
gleich  dem  8tel  Theil  des  Umfonges  desselben  an;  beschreiben  um 
die  Theilpnnkte  Cj  C^ . .  die  gleichen  Kreise  k,  Ar^ . . ,  machen  anf 
7c  den  Bogen  F  F^  gleich  ^h  vom  Umfang  des  Theilkreises  tt,  also 
gleich  dem  Bogen  CC^  nnd  zeichnen  an  tt  die  zu  Fx  congmente 
Gnrye  F^x,.  Dann  berührt  diese  Curve  den  ELreis  k^  in  dem  anf 
der  Geraden  (7^  $  liegenden  Punkte  J^^.  Hierdurch  ist  die  Länge 
der  Zahncurve  F^x^  bestimmt;  denn  diese  Zahncurve  muss  den 
Kreis  A:^  mindestens  so  lange  berühren,  bis  die  nachfolgende  Zahn- 
curve F  X  im  Punkte  $  oder  F  ihre  Berührung  mit  dem  Kreise  k 
beginnt  Nehmen  wir  nun  auf  dem  Theilkreise  tc  den  Punkt  F[ 
an,  dessen  kleiner  Abstand  von  dem  Kreise  oder  Zahne  A-,  den 
nothwendigen  Spielraum  des  Zahnes  in  der  Lücke  darstellt,  ziehen 
wir  durch  die  Mitte  fi  des  Bogens  F[Fj  die  radiale  Gerade  O^u, 
welche  die  Zahncurven  F^  x^  im  Punkte  3^  trifft,  und  construiren 
wir  zu  derselben  bezüglich  dieser  Geraden  die  anderseitige  sym- 
metrische Zahncurve  F(0j,  so  ist  hierdurch  die  Form  des  Kopfes 
für  die  Zähne  des  Bades  4>7r  bestimmt.  Die  Spitze  0^  des  Zahnes, 
welche  oberhalb  des  Berührungspunktes  E^  abgestumpft  werden 
muss,  würde  in  dem  Bade  Fp  eine  verschlungene  Epitrochoide 
beschreiben,  die  constructiv  bestimmt  wird,  wenn  wir  uns  den 
Kreis  p  fest  denken  und  auf  demselben  den  Kreis  tt  rollen  lassen, 
an  den  der  Punkt  &^  befestigt  ist  Die  Zähne  dieser  vorzugs- 
weise in  Mahlmühlen  angewendeten  Bäder  sind  meistens  aus  Holz 
hergestellt;  und  die  Zähne  des  Bades  4>7r  sind  in  den  Badkranz 
radial  eingekeilt:  daher  werden  auch  die  Zahnlücken  dieses  Bades 
innerhalb  des  Theilkreises  seitlich  radial  und  unten  kreisförmig 
begrenzt 
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Die  kreiscylindrischen  Zähne  des  Bades  Fp  heissen  in  der 
Praxis  TriebstOeke,  und  dieses  Bad,  welches  ans  zwei  paral- 
lelen Ereisscheiben  besteht,  zwischen  denen  die  Triebstocke  ein- 
gesetzt sind,  wird  Drehling  oder  Drilling  genannt  Während 
der  Kreis  k^  an  der  Zahnonrve  F^  x,  von  F^  bis  E^  entlang  gleitet, 
ist  Ton  diesem  Kreise  k^  nur  der  verhältnissmässig  kleine  Bogen 
E^b^  der  dnrch  E^  nnd  den  anf /»  liegenden  Punkt  b  begrenzt 
wird,  in  Bertthrang  gekommen.  Ans  diesem  Grande,  nnd  weil 
auch  ein  nnd  derselbe  Triebstock  während  einer  Umdrehnng  des 
Bades  4>  tt  bei  dem  angenommenen  Theilkreisyerhältniss  1 : 4  yier 
mal  auf  vier  verschiedenen  Zähnen  dieses  Bades  gleitet,  müssen 
die  Triebstocke  A,  A:^,  k^ . .  sich  weit  mehr  abnntzen,  als  die  Zahn- 
flächen X,  x^,  X, . .  In  der  Mflhlenbanknnst  wird  daher  der  Trieb- 
stockdnrchmesser  nach  alter  BegeP),  sofern  es  die  gegebenen  GrOs- 
senyerhältnisse  gestatten,  grösser  als  die  Dicke  T[T^  des  Zahnes 
imd  zwar  im  Verhältniss  4 : 3  genommen.  Um  aber  die  rasche 
Abnutzung  der  meistens  aus  weissbuchenem  Holze  hergestellten 
Triebstöcke  zu  verhindern,  erhalten  dieselben  oft  einen  in  der  Bieh- 
tung  der  Drehlingsradien  FC^FC^  länglichen  symmetrischen  Quer- 
schnitt, von  dem  beiderseits,  wie  in  Fig.  206a,  nur  ein  kleiner 
Tbeil  bb'  kreisförmig  ist  und  beim  Eingriff  zur  Geltung  kommt 
In  dem  betrachteten  Beispiel  hat  der  Drehling  8  Triebstöcke,  das 
Bad  32  Zähne ;  es  gleitet  demnach  ein  bestimmter  Triebstock  bei 
jeder  Umdrehung  des  Bades,  wie  schon  erwähnt,  stets  über  die- 
selben vier  Zähne.  Zu  Gunsten  der  gleiohmässigen  Abnutzung  d^ 
Zähne  werden  bei  in  einander  greifenden  Bädern  thunlichst  die 
Zähnezahlen  so  gewählt,  dass  sie  keinen  gemeinschaftlichen  Fac- 
tor haben;  denn  dann  kommt  jeder  Zahn  des  einen  Bades  perio- 
dÜBch  mit  jedem  Zahn  des  anderen  Bades  zusammen.  Hätten  wir 
in;  dem  betrachteten  Beispiel,  da  es  uns  scheinbar  freigestellt  war, 
den  Kreis  k  grösser,  den  Triebstock  also  stärker,  genommen,  dann 
wtlrde  mit  dem  Punkte  F[  auch  fi  näher  an  F^  rttcken  und  da- 
durch die  Zahnlänge  fi®i  sich  verkürzen,  so  dass  der  Berührungs- 
punkt E^  ttber  die  Zahnspitae  &i  hinausfällt  Demnach  wttrde 
schon  vor  dem  Eintritt  der  Bertthrung  von  x  und  k  die  Zahnonrve 
X,.  den  Kreis  k^  verlassen.  Das  Gleiche  ergiebt  sich,  wenn  wir 
bei  den  gegebenen  Grössenverhältnissen  die  Theilung  kleiner,  etwa 
den  Bogen  CC^  gleich  -As  des  Kreises  p  annehmen.   Bei  einer  Thei« 

^)  B^lidor,  Architecture  hydrauUque.  1737.  §  318,  oder  deutsch  von 
Chr.  Wolf  f.  l.Aufl.  1740,  und  2.  Aufl.  1764.  §318;  auch  H.  Ernst, -4«- 
fveUung  zum  praktischen  Mühlenbau.  1818.  I.  Th.  S.  81. 
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Inng,  die  grösser  als  i  ist,  weioht  die  Normale  ^^  $  nm  so  mehr 
von  der  zur  Centralen  F<P  senkrechten  Richtung  ab,  nnd  dies 
hat  eine  nngttnstige  Uebertragnng  des  Drnckes  zur  Folge.  In 
unserem  Beispiele  haben  wir  Air  die  angenommenen  GrOssenver- 
hältnisse  gleichsam  den  Grenzfall  eines  richtigen  noch  brauchbaren 
Eingriffes;  und  es  steht  uns  nur  noch  frei,  um  eine  bessere  den  prak- 
tischen Anforderungen  entsprechende  Verzahnung  dieser  Art  fttr  das 
gegebene  Yerhältniss  der  Theilkreisradien  zu  erhalten,  den  Durch- 
messer der  Triebstocke  zu  yerkleinem  und  die  Zahl  derselben  zu 
vermehren.  In  Fig.  206  ist  dies  bei  demselben  Badienverhältnisse 
1:4  der  Theilkreise  Pj  tt  geschehen;  die  Theilung  ist  dort  gleich 
iV  des  Theilkreises  p  genommen.  Dem  zufolge  besitzt  der  Drehling 
16  Triebstöcke  und  das  Bad  64  Zähne.  Die  Normale  $£,  weicht, 
wenn  der  nachfolgende  Zahn  $  x  mit  dem  Triebstocke  k  in  Berüh- 
rung tritt,  nur  um  einen  yerhältnissmässig  kleinen  Winkel  von  der 
zur  Centralen  F^  senkrechten  Bichtung  ab,  und  die  Bertthrung 
des  Zahnes  F^O^  mit  dem  Triebstocke  Ar,  hört  erst  auf,  nachdem 
der  Berührungspunkt  des  nachfolgenden  Zahnes  um  eine  bestimmte 
Wegstrecke  nach  dem  Durchgang  durch  die  Centrale  fortgeschritten 
ist.  Die  Zahnspitze  O,,  welche  wir  durch  einen  E[reis,  der  Scheitel- 
kreis  genannt  wird,  abgestumpft  haben,  kann  auch  in  anderer 
Weise  abgerundet  werden,  um  die  scharfen  Kanten  zu  beseitigen. 
Die  Eingriffscurve  e,  welche  in  Fig.  206  von  dem  Berührungs- 
punkte E^  in  dem  festen  System  F4>  beschrieben  wird,  ist  hier 
ein  Stttck  einer  Pascal'schen  Curve;  denn  dieselbe  wird  con- 
structiv  erhalten,  wenn  wir  vom  Pol  $  aus  verschiedene  Sehnen 
in  den  Kreis  p  legen  und  auf  dieselben  von  diesem  Kreise  aus 
den  Badius  C^E^  des  Triebstockes  auftragen.  Benutzen  wir  das 
Bad  <I>7r  als  das  treibende  Bad  und  dreht  sich  dasselbe  im  Sinne 
FFj,  so  durchschreitet  der  Eingriffspunkt  oder  Berührungspunkt 
des  Zahnpaares  die  Eingriffscurre  e  von  $  bis  zu  ihrem  Schnitt  mit 
dem  Scheitelkreise,  und  der  Triebstock  gleitet  Tom  Fnsse  bis  zum 
Scheitel  des  Zahnes.  Betrachten  wir  dagegen  den  Drehling  als  das 
treibende  Bad  und  wird  derselbe  im  Sinne  C^C  gedreht,  dann  findet 
die  Berührung  der  Zähne  stets  vor  der  Centralen  statt,  der  Eingriffs- 
punkt  durchläuft  jenes  Stttck  der  Eingriffscurve  im  entgegengesetzten 
Sinne  und  der  Triebstock  gleitet  vom  Scheitel  bis  zum  Fusse  des 
Zahnes.  Dies  hat  zur  Folge,  dass  leicht  eine  Stemmung  des  Trieb- 
Btockes  gegen  den  Zahn  eintritt,  wodurch  die  Uebertragung  des 
Druckes  und  die  proportionale  Drehung  erschwert  wird ;  daher  muss 
in  der  Begel  das  Bad  4>7r  als  das  treibende  benutzt  werden. 

BnrmeBter,  Kinematik  L  13 
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Wenn  der  Ereis  p  in  dem  Kreise  n  rollt,  dann  maas  die  Ver- 
zahnung des  Bades  4>  /r  im  Innern  desselben  ansgeftthrt  werden ; 
in  diesem  Falle  ist  die  entsprechende  Zahneurre  eine  Aeqnidi- 
stante  einer  Hypocycloide.  Wird  das  Bad  ^n  doreh  eine  Zahn-* 
Stange  vertreten,  liegt  also  der  Hittelpnnkt  ^  im  Unendlichen» 
dann  ist  die  Zahnonrve  eine  Aeqnidistante  einer  Cycloide.  Wenn 
umgekehrt  der  Badina  des  Drehlings  unendlich  gross  wird,  geht 
die  Zahncnrve  in  eine  Krelsevolyente  ttber. 

Ein  besonderer  interessanter  Fall  einer  inneren  Verzahnung  ist 
in  Fig.  907  dargestellt  0«  Die  Badien  der  Theilkreise  p^  n  stehen 
im  Verhältnisse  1 :  %  und  die  TheUnng  ist  gleich  der  Hälfte  des 
Umfanges  von  p  genommw.  Der  Drehliog  Fp  enthält  demnach 
zwei  Triebstöoke  und  das  Bad  ^  ^  vier  Zähne.  Der  Mittelpunkt 
des  Kreises  k  beschreibt,  wenn  der  Tbeilkreis  p  in  dem  Theil- 
kreise 7t  rollt,  eine  radiale  Gerade  und  folglich  erhalten  jene 
vier  Zähne  geradlinige  Profile.  Wird  das  Bad  ^nxssk  Sinne  rr. 
gedreht^  dann  gleitet  der  Kreis  k  auf  der  Geraden  Fx  von  F  bis  0» 
und  nachdem  k  den  Mittelpunkt  4>  überschritten  bat,  gleitet  dieser 
Kreis  längs  der  Geraden  F^x^  von  ®^  bis  F.,  Der  Bertthrnngs« 
punkt  von  k  und  x  bewegt  sich  von  $  ausgehend  auf  der  Ein- 
griffsourve  e,  die  einen  Theil  einer  Fascarschen  Gurve  bildet,  bis 
die  Berührung  einerseits  aufhört;  dagegen  beginnt  anderseits  die 
Berührung  von  k  mit  x»,  und  der  betreffende  Berührungspunkt  be- 
wegt sich  auf  der  Eingriffscnrve  e'  bis  %  die  einen  zweiten  Be^ 
standtheil  derselben  Pasearsohen  Gurve  darstdit  In  der  gezeich* 
neten  Stellung  beginnt  der  Eingriff  von  x,  mit  k^^  auf  der  Gurve  e*. 
Der  Eingriffspunkt  durchsehreitet  also  e^  bis  ^,  von  da  an  aber 
e  und  beim  Uebergange  des  Triebstockes  über  den  Mittelpunkt  <t> 
tritt  eine  Unterbrechung  der  PascaTsohen  Gurve  ein.  Wird  das 
Bad  ^ft\m  ontgegengesetzten  Sinne  gedreht  und  die  entsprechende 
Eingriffflcnrve  construirt,  dann  bildet  diese  mit  e^e'  zusammen 
eine  vollständige  Pascarsohe  Gurve. 

83.  KreiafOrmige  Vorzalnyng  4e8  einen  Rades  nebat  trochoi- 
disoh  -  aquidiatanter  Verzahnung  «lea  anderen  Rades  und  Uebsrpuqi 
zu  Parallelridem.  Bei  den  in  Fig.  808  dargestellten  Bädern  i^o,  <I>  u> 
liegen  die  «ugebörigen  BoUkreise  ;»,  ^  weit  ausserhalb  der  Zahn- 
kräni^e  dieser  Bäder.  Die  Badien  dieser  Kreise  verhalten  sich 
beispielsweise  wie  5:6^  wd  der  kleinerQ  Ereis  p  rdlt  in  dem  gifte- 
seien  n.   Wir  nehmen  su  dein  Bade  Fo  gehörend  innerhalb  des 


>)  Reditenbacber,  Jkr  Maschinenbau,    1S6}.  B.  I.  S.  364. 
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SLreifles  p  einen  Punkt  C  an.  Dieser  beechreibt  dann  in  dem  Bade 
4>a»y  weil  C  und  4>  beide  innerhalb  p  liegen^  nach  der  S.  140  ge- 
gebenen Begd  eine  yerschlnngrae  Hypotroohoide  ;/,  die  in  be« 
kannter  Weise  constrairt  ist.  Die  Lage  des  Pnnktes  C  mnss  nach 
jener  Regel,  wie  anch  die  Lage  der  BoUkreise  p,  ft  zu  einander 
und  deren  Orttssenverhältniss  angenommen  ist,  stets  so  gewählt 
werden,  dass  derselbe  in  dem  anderen  Bade  eine  yerschhingene 
Troehoide  beschreibt  Um  den  Pnnkt  C  beschreiben  wir  einen 
Kreis  Ar,  der  einen  Zahn  oder  Triebstock  des  Bades  Fo  repr^ksm- 
tirt  nnd  zeichnen  die  vor  Troehoide  y  geh(5rende  Aequidistante  x, 
welehe  einerseits  in  der  Schleife  dieser  Troehoide  von  k  erzengt 
wird.  Diese  Aequidistante  bildet  einen  Zahn  des  Bades  4>etf. 
Wird  nnn  das  Bad  Fo  mit  10  Triebstöcken  versehen,  so  erhält 
das  Bad  4>  qj  entsq^rechend  dem  YerMHnisse  5:6  der  Boflkreis- 
radien  12  Zähne,  und  diese  werden  ringsheram  von  den  betrefPen- 
dea  Triebstöcken  umlaufen.  Dem  zufolge  müssen  die  Triebstöcke, 
so  wie  die  Zähne  als  Zapfen  in  je  eine  cylindrisohe  Scheibe  ein- 
gesetzt werden,  and  wir  können  daher  auch  die  Zähne  des  Bades 
4>  I»  als  trochoidiflch-äqudistant  umgrenzte  Triebstöcke  betrachten. 
Hinsichtlich  dieser  Gestaltung  hat  Beuleaux^  nach  Zonea's^) 
Vorgänge  die  Bäder  dieser  Art  Schildräder  genannt  Die  Ghrösse 
des  Kreises  k  muss  jedoch  so  gewählt  werden,  dass  derselbe  frei 
zwischen  den  TriebstocklOckra  des  anderen  Bades  hindurchgehen 
kamt.  Die  Tom  Pol  ^  nach  dem  Mittelpunkt  Cj  des  Kreises  k^  ge- 
zogene Gerade  bestimmt  den  Bertihrungspunkt,  welchen  k^  mit  x^ 
bildet,  und  in  gleicher  Weise  ergeben  sich  die  Übrigen  Bertthrung»- 
pimkte.  Demnach  ist  die  Eingriffscurre  ein  Stttck  von  einer  Kreis-^ 
conchoide,  deren  Grundkreis  o  die  Mittelp«ikte  (7,  (7^ . .  trägt. 

Betrachten  wir  das  Bad  Fa  als  das  treibende,  dann  findet 
der  wirksame  Eingriff  nur  nach  dem  Uebergange  der  Triebstöcke 
aber  die  Gerade  4>^  statt.  Die  gemeinsame  Normale  der  sich 
berührenden  Triebstock- Querschnitte  bildet  zwar  mit  der  Centralen 
^F  einen  verhältnismässig  kleinen  Winkel,  es  entsteht  aber  hier- 
durch in  diesem  Falle  keine  störende  Stemmung,  weil  der  Pol  ^ 
ausserhalb  <I>i^  liegt  Nehmen  wir  dagegen  das  Bad  4>a>  als  das 
treibende,  so  findet  der  Eingriff  stets  vor  jenem  uebergange  ffber 
4>7  statt 


^)  Reale  au  X,  Konstrukteur.    4.  Aafl.  S.  536. 

*)  Zonca,  Nopo  Teatro  di  Maekine.   1607.  p.  20.    Dort  wird  ein  mit 
cylindriscken  Zapfen  Yenahntes  Kamnnad  „Scndo  di  denti^*  genannt 
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Wenn  wir  den  Abstand  4>F  der  beiden  Axen  unverändert 
beibehalten,  aber  die  BoUkreise  p^  7t  mehr  nnd  mehr  vergrössern 
und  anendlich  gross  annehmen,  also  den  Pol  $  ins  Unendliche  ver- 
legen, dann  geht  die  Hypotrochoide  y^  sowie  ihre  Aequidistante  x 
in  einen  Kreis  ttber.  Fttr  diesen  Qrenzfall  sind  in  Fig.  208  a  die 
beiden  Schildräder  gezeichnet  nnd  mit  gleicher  Anzahl  Triebstöcke 
z.  B.  mit  je  8  anf  den  gleich  grossen  Kreisen  o,  la  versehen.  Die 
Badien  der  Triebstöcke  können  wir  gleich  oder  ungleich  annehmen, 
müssen  aber  so  gewählt  werden,  dass  ein  freier  Durchgang  durch 
die  Lücken  ermöglicht  wird.  Beide  Bäder  vollziehen  dieselben 
Bewegungen,  parallele  Badien  derselben  bleiben  parallel,  und  des- 
halb hatBeuleaux  diese  Bäder  als  Parallelräder  bezeichnet  ^) 
Die  Eingriffscurve  ist  hier  ein  Kreis,  der  den  Kreisen  o,  ta  gleich 
ist  Ein  Triebstock  des  einen  Bades  umläuft  beständig  berührend 
einen  Triebstock  des  anderen  Bades,  und  von  jedem  Paar  dieser 
Triebstöcke  kann  der  eine  auch  durch  eine  Bolle  ersetzt  werden. 
Wenn  wir  aber  jeden  dieser  Triebstöcke  durch  eine  Bolle  ersetzen, 
so  ist  keine  Zwangläufigkeit  vorhanden.  Durch  Vereinigung  eines 
Bollenpaares  Ar^,  x^  zu  einem  Stücke  entsteht  dann  ein  Gelenk- 
parallelogranmi  OFCir,. 

84.  Theils  punktförmige,  theils  epicycloidiache  Verzahnung 
beider  Räder.  In  Fig.  209  soll  fttr  die  beiden  Bäder  Fp^  <p7t, 
deren  Theilkreisradien  sich  wie  4:25  verhalten,  die  Gestalt  der 
Zähne  und  der  Lücken  nach  gegebener  Theilung  bestimmt  werden, 
wenn  ein  Bestandtheil  der  Zahncurve  durch  einen  Punkt  vertreten 
wird.  Nehmen  wir  im  Bade  Fp  auf  dem  Theilkreise  p  einen 
solchen  Punkt  K  an,  der  momentan  mit  dem  auf  der  Centralen 
FO  liegi^nden  Berührungspunkte  $  der  Theilkreise  p^  n  coincidirt, 
so  beschreibt  dieser  Peripheriepnnkt  K^  wenn  der  Theilkreis  p 
auf  dem  festgehaltenen  Theilkreise  n  rollt,  im  Bade  ^n  eine 
Epicycloide  x.  Der  Bogen  FxA  dieser  Epicycloide,  der  einerseits 
durch  den  auf  7t  liegenden,  mit  $  momentan  coincidirenden  Punkte 
r  und  anderseits  durch  einen  noch  näher  zu  bestimmenden  Punkt 
A  begrenzt  wird,  ist  die  entsprechende  Zahncurve  für  das  Bad  4>7r. 
Denken  wir  uns  dieses  Bad  im  Sinne  T  F,  gedreht,  so  beginnt  der 
Eingriff  in  $  und  endet,  während  der  Punkt  K  auf  der  Zahn- 
curve FxA  von  F  bis  A  gleitet,  in  dem  mit  e  bezeichneten  Punkte, 
wo  A  aus  dem  Theilkreise  p  heraustritt  oder  wo  dieser  Theil- 


*)  Beuleaaz,   „Ueber  PanJlelräder".    Verhandlungen  des  Vereins  zur 
Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen  1S75.    Jahrg.  52.  S.  296. 
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kreis  einerseits  von  dem  durch  A  gehenden,  nm  4>  beschriebenen 
Scheitelkreise  geschnitten  wird.  Der  Bogen  $  e  e  des  Theilkreises 
p  vertritt  während  dieser  Bewegung  die  Eingriffsoorve  e,  und  der 
Pnnkt  A  beschreibt  in  dem  Hade  Fp  die  verschlnngene  Epitro- 
choide  d^  welche  einerseits  die  Umgrenzung  der  Zahnltlcke  oder 
die  Glestalt  der  Zahnflanke  in  diesem  Bade  bildet.  Soll  nun  das 
Bad  Fp  mit  Tier  Zähnen  versehen  werden,  ist  also  die  gegebene 
Theüung  KK^  gleich  i  des  Theilkreises  p^  dann  genttgt  aber  die 
Länge  des  Eingriffsbogens  ^e  nicht;  denn  er  ist  kleiner  als  die 
Theilung  KK^^  und  es  beginnt  noch  kein  neuer  Eingriff,  wenn 
der  Punkt  K  die  Zahncurve  FxA  verlässt  Um  eine  von  ^  bis  e 
gehende  Fortsetzung  der  Eingriffscurve  e  zu  erhalten,  müssen  wir 
zu  dem  Punkte  F  des  Theilkreises  /r  die  entsprechende  epicy- 
cloidische  Zahncurve  Kc  im  Bade  Fp  bestimmen,  die  durch  den 
Peripheriepunkt  F  erzeugt  wird,  wenn  der  Theilkreis  7t  auf  dem 
festgehaltenen  Theilkreise  p  roUt,  und  in  einem  noch  näher  zu 
bestimmenden  Punkte  L  endet. 

Denken  wir  uns  jetzt  das  Bad  Fp  im  Sinne  KKi  gedreht, 
so  beginnt  der  Eingriff  der  Zahncurve  c  in  $  und  endet,  während 
der  Punkt  F  auf  derselben  von  K  bis  L  gleitet,  in  dem  mit  b 
bezeichneten  Punkte,  wo  L  aus  dem  Theilkreise  7t  heraustritt 
oder  wo  dieser  Theilkreis  einerseits  von  dem  durch  L  gehenden, 
um  F  beschriebenen  Scheitelkreise  geschnitten  wird.  Der  Bogen 
^t'e  des  Theilkreises  7t  vertritt  während  dieser  Bewegung  die 
entsprechende  Eingriffscurve  e',  und  der  Punkt  L  beschreibt  in 
dem  Bade  4>^  die  verschlungene  Epitrochoide  ^  welche  einer- 
seits die  Umgrenzung  der  Zahnlücke  oder  die  Gestalt  der  Zahn- 
flanke in  diesem  Bade  bildet 

Betrachten  wir  nun  Fp  als  das  treibende  Bad,  welches  etwa 
in  dem  Sinne  KKi  gedreht  wird,  dann  beginnt  der  Eingriff  des 
Punktes  K  gegen  die  Zahncurve  x  in  e  und  endet  in  $;  von  da 
an  übernimmt  die  Zahncurve  c  dto  Eingriff  gegen  den  Punkt  F, 
bis  dieser  Eingriff  in  e  aufhört.  Hat  F  auf  dem  Theilkreise  7t  den 
Bogen  $e',  der  gleich  dem  Bogen  K^e  ist,  durchschritten,  dann 
beginnt  aber  schon  bei  den  nachfolgenden  Zähnen  der  Eingriff 
des  Punktes  K^  gegen  die  Zahncurve  x^  im  Punkte  e ;  und  folglich 
befinden  sich,  während  F  den  Bogen  e'e  durchläuft,  gleichzeitig 
zwei  Zähnepaare  im  Eingriff.  Hierdurch  wird  bei  diesen  Bädern, 
welche  eine  verhältnissmässig  grosse  Uebersetzung  gestatten,  die 
Uebertragung  des  Druckes  und  die  Sicherheit  des  Ganges  sehr 
gefördert.    Theoretisch  würde  es  zwar  genügen,  wenn  mit  dem 
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Aufhören  des  Eingriffs  in  e  erst  der  Eingriff  der  beiden  nachfolgen- 
den Zähne  begönne,  wenn  also  die  Bogensnnune  «$+$0  gleiefa 
der  Theilung  KK^  oder  TFi  wäre.  Es  brancht  dann,  felis  die 
Bogenlänge  $«  bleiben  soll,  die  Bogenlänge  e^nor  gleich  ßF;  zu 
sein.  Dadurch  wird  die  Zahncurre  F  x  A  kürzer,  die  entsprechende 
Zahnlücke  im  Bade  Fp  flacher  und  die  Stärke  der  Zähne  dieses 
Bades  yergrössert.  Um  aber  den  praktischen  Yortheil,  den  das 
gleichzeitige  Eingreifen  zweier  Zahnpaare  darbietet,  nicht  zu  ver- 
schmähen und  doch  bei  tieferer  Zahnlücke  die  n&thige  Festigkeit 
fiir  die  Zähne,  sowie  für  das  Bad  zu  bewahren,  werden  diese 
Zähne  nicht  als  freistehende  hergestellt,  sondern  durch  Ansfraisen 
der  Lücken  aus  dem  massiven  die  Badaxen  tragenden  Cylinder 
erhalten,  so  dass  diese  Zähne  mit  dem  Cylinder  ein  Stück  bilden 
und  demnach  durch  den  seitlichen  Zusammenhang  an  Festigkeit 
gewinnen. 

Auf  dem  Theilkreise  p  wird  als  Zahndicke  ein  Bogen  KK' 
nach  praktischem  Ermessen  so  gross  angenommen,  dass  noch  eine 
durch  den  Bogen  K'K^  bestimmte  Lückenweite  bleibt,  die  einem 
hinreichend  starken  Zahne  des  Bades  4>nr  freien  Durchgang  nebst 
dem  nötbigen  Spielraum  gewährt.  Hierauf  wird  bezüglich  der 
durch  die  Mitte  m  des  Bogens  KK'  gehenden  radialen  Oeraden 
Fm  zu  der  Zahncurve  Kc  L  die  symmetrisch  gelegene  Zahncurve 
K'c'L'  construirt  Hierdurch  ergiebt  sich  die  Form  des  Zahn- 
kopfes und  durch  eine  geringe  Abstumpfung  seiner  Spitze  U  wird 
auch  die  Lage  des  Punktes  L  und  X'  näher  bestimmt.  Zwar  kann 
man  durch  VergrOssem  der  Dicke  KK'  des  Zahnes  auch  die  Länge 
der  Zahncurven  vergrössem,  also  L  weiter  von  K  entfernen  und  in- 
folge dessen  den  Eingriffsbogen  ^€  verlängern;  damit  wird  aber  die 
Lüekenweite  K'K^  verengert  und  dem  gemäss  die  Dicke  F^F'^  des 
angreifenden  Zahnes  verkleinert.  Auf  dem  Theilkreise  7t  machen 
wir  den  Bogen  FF'  ein  wenig  kleiner  als  den  Bogen  K'K^  und 
zeichnen  bezüglich  der  durch  die  Mitte  fi  des  Bogeiis  FF'  gehen- 
den radialen  Geraden  4>/u  zu  der  Zahncurve  Fx  A  die  symmetrisch 
gelegene  Zahnearve  F'x'A'.  Hierdurch  ist  die  Form  dieses  Zahn- 
kopfes  bestimmt;  und  seine  Spitze  ®  muss  derart  abgestumpft 
werden,  dass  einerseits  dadurch  der  Eingriffsbogen  $  e  nicht  sehr 
verkürzt,  anderseits  die  erforderliche  ausgefraiste  Lücke  nicht 
zu  gross  wird  und  die  nothwendige  Festigkeit  des  Bades  Fp  ge- 
wahrt bleibt.  Demnach  ist  die  willkürliche  Lage  des  Punktes  A 
auf  der  Zahncurve  in  sehr  enge  Grenzen  eingeschlossen. 

Um  die  Begrenzung  der  Zahnlücke  zu  erhalten,  ziehen  wir 
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die  radiale  Gerade  A  <!>,  die  den  Theilkreis  ^  in  x  trifft,  maohen 
auf  dem  Theilkreise  p  den  Bogen  ^^^^^y,  nnd  auf  dem  Badins 
Fx  die  Strecke  xs*^%\  dann  ist  s  der  Scheitel  der  von  dem 
Pnnkte  A  in  dem  Bade  Fp  beschriebenen  verscUnngeneti  Tro- 
choide  d^  die  in  der  bekannten  Weise  gezeichnet  ist.  Der  Bogen 
Kd$  derselben  bildet  die  Form  der  Zahnflanke  nnd  einerseits  die 
Begrenzung  der  Zahnlücke.  Anderseits  wird,  nachdem  auf  dem 
Theilkreise  p  der  Bogen  KKi  gleich  K^K'  gemacht  ist,  die  sym- 
metrische Zahnflanke  Kidisi  construirt,  und  femer  wird  um  Fder 
Fusskreis  beschrieben,  der  die  Punkte  s  si  verbindet  In  analoger 
Weise  ergiebt  sich  die  Begrenzung  der  Zahnlttcke  in  dem  anderen 
Bade.  Wir  aiehen  die  radiale  Gerade  LF^  welche  den  Theit- 
kreis  p  in  n  schneidet,  machen  auf  dem  Theilkreise  nr  den  Bogen 
^fitr£«^ii  nnd  auf  dem  Badius  ^r  die  Strecke  ya^^nL^  dann  ist 
ü  der  Scheitel  der  von  dem  Punkte  L  im  Bade  ^n  beschrie- 
benen verschlungenen  Trochoide  A,  deren  Bogen  Tla  die  Form 
der  Zahnflanke  und  einerseits  die  Begrenzung  der  ZahnlUcke  bildet. 
Anderseits  ist  die  symmetrische  Begrenzung  T'^A'^o'^  construirt  und 
der  Fusskreis  um  4>  beschrieben,  der  die  Punkte  otf^  verbindet. 

Bezeichnen  wir  die  Theilung  oder  die  Länge  des  Bogens  KK^ 
mit  T,  und  nehmen  wir  im  Voraus  auf  dem  Theilkreise  innerhalb 
gewisser  Greneen  ftlr  die  Lange  des  Eingriffsbogens  $e  eine  be- 
stimmte Grosse,  etwa  den  Bogen  $£»«t  t,  so  erhalten  wir  mittelst 
des  Soheitelkreises ,  der  durch  b  geht,  auf  der  Zahncurve  KcL 
den  Punkt  L.  Wird  nun  femer  eine  zweckmässige  Abstumpftmg 
LTJ  angenommen  und  die  symmetrische  Zahncurve  Kc^L*  ge- 
aeichnet)  so  ist  f  und  damit  die  Lflekenweite  K^K^^  sowie  die 
Zahndioke  F^T,  oder  FT  fttr  das  andere  Bad  bestimmt.  Hierauf 
kennen  wir  noch  innerhalb  gewisser  Grenzen  die  Grosse  des  Ein- 
griffsbogens e$  wählen,  jedoch  so,  dass  e^-f^ß  grosser  als  die 
Theilung  t  ist;  etwa  c^=tr,  dann  ist  e^4-^€=*V^-  Da  ^^"^ 
der  Umfang  de«  Theilkreises  p  gleich  4.r  ist,  so  ist  e$+$£ 
grosser  als  i  dieses  Um&nges  und  demnach  konnte  in  diesem 
Falle  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Theilkreis  7t  eine  gan^e 
Anaahl  Theile  enthalt,  die  gleich  i  des  Theilkreises  p  sind,  die 
Uebertragung  der  Drehang  auch  durch  drei  Zähne  des  Bades  Fp 
ermöglicht  werden. 

In  Fig.  210  ist  ftlr  den  Fall,  dass  das  treibende  Bad  Fp^ 
weldies  in  eine  Zahnstange  eingreift^  drei  Zähne  erhalt,  die  Ver- 
lahnung,  wie  aus  der  gleichartigen  Bezeichnung  leicht  erkenntlich 
wird,  nach  der  obigen  Angabe  geeieichnet.  Für  die  Zähne  ergiebt 
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sich  hier  eine  grössere  Dicke ,  weil  die  Theilung  KK^^^ss^r  den 
dritten  Theil  des  Theilkreises  p  beträgt  Auf  der  Theilgeraden  7t 
wurde  die  Eingriffsstrecke  'iße^sür  und  anf  dem  Theilkreise /?  der 
Eingriffsbogen  e$«»Air  genommen;  denmach  ist  e$+^€«=TST, 
und  es  beginnt  bei  der  Drehung  des  Bades  Fp  im  Sinne  KKi  der 
Eingriff  der  nachfolgenden  Zähne,  der  des  Punktes  K^  gegen  die 
Zahncurve  F^x^  im  Punkte  e^  wenn  der  Punkt  F  auf  der  Geraden 
7t  die  Strecke  ^c'— Z^,c«==At  durchsehritten  hat  Somit  befinden 
sich,  während  F  die  Strecke  t'e^^Tzt  durchläuft,  zwei  Zähne- 
paare im  Eingriff. 

Vermittelst  des  durch  e  gehenden  Scheitelkreises  wurde  auf  der 
Zahncurve  Kc  X,  welche  hier  eine  Kreisevolvente  ist,  der  Grenz- 
punkt L  bestimmt  Die  Abstumpfung  LL'  wurde  ziemlich  klein 
und  so  gewählt,  dass  der  Punkt  K!  der  symmetrischen  Zahncurve 
K^cfL'  mit  e  zusammenfällt  Denn  dann  ist  die  Zahndicke  KW 
gleich  der  Lttckenweite  K*  K^j  und  es  erhält  dadurch  die  Zahn- 
stange möglichst  starke  Zähne.  Wohl  hätte  man  durch  eine  grös- 
sere Zahndicke  KK'  eine  längere  Zahncurve  Kc  L  und  eine  längere 
Eingriffscurve  $«  erreichen  können;  aber  dadurch  würden  nicht  nur 
die  Zähne  der  Zahnstange  schwächer,  sondern  auch  die  Lücken 
in  derselben  tiefer  geworden  sein.  Die  durch  e  zuTt  parallel  ge- 
zogene Gerade  bestimmte  auf  der  Zahncurve  FxA,  die  eine  Gy- 
cloide  ist,  den  Grenzpunkt  A.  Die  vom  Punkte  A  im  Bade  Fp  be- 
schriebene seitliche  Umgrenzung  Kd$  der  Zahnlücke  ist  ein  Bo- 
genstück  von  einer  verschlungenen  Kreisevolvente  und  die  vom 
Punkte  L  in  der  Zahnstange  erzeugte  seitliche  Umgrenzung  Tla 
der  Zahnlücken  ist  ein  Bogenstück  einer  verschlungenen  Cycloide. 
Die  betrachtete  Verzahnung  besitzt  den  Vortheil  eines  langen  Ein- 
griffes und  ermöglicht  eine  starke  Uebersetzung ;  dagegen  erleiden 
aber  die  Zähne  besonders  an  den  Punkten,  die  über  die  Zahn- 
curven  gleiten,  eine  rasche  Abnutzung. 

85.  Radiale  geradlinige  Verzahnung  des  einen  Rades  und  epi- 
cycloidische  Verzahnung  des  anderen  Rades.  Die  einfachste  Form 
für  eine  Zahnflanke  erhalten  wir  durch  die  Annahme  einer  radialen 
geradlinigen  Begrenzung,  und  derartige  Zahnflanken  werden  wegen 
ihrer  leichteren  Herstellbarkeit  oft  und  meistens  bei  den  Uhr- 
rädem  angewendet  In  Fig.  211,  Taf.  XTTT,  ist  für  das  kleinere  der 
beiden  Bäder  Fp,  <l>  tt,  deren  Theilkreisradien  sich  wie  1 : 4  ver- 
halten, die  mit  der  Centralen  F4>  coincidirenden  radialen  Begren- 
zung Kks  der  Zahnflanke  angenommen.  Die  Gerade  k  wird  auch 
durch  den  mit  dem  Pol  $  coincidirenden  Peripheriepunkt  ^des 
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über  S^Fslß  Darchmesser  beschriebenen  Htilfsrollkreises  q  erzeugt, 
wenn  dieser  in  dem  Theilkreise  p  rollt,  nnd  die  zugehörige  Zahn- 
corve  X  wird  von«  demselben  Peripheriepnnkte  durch  Bollang  des 
Htilfsrollkreises  q  auf  dem  Theilkreise  ^  beschrieben.  Wird  nun 
die  Theilung  KK^  gleich  Vü  des  Theilkreises  p  genommen,  so  dass 
also  das  Rad  Fp  zehn  Zähne  erhält;  wird  hierauf  die  mit  k^  be- 
zeichnete radiale  Gerade  K^  F  gezogen,  dann  von  dem  mit  $  iden* 
tischen  Punkte  F  aus  auf  dem  Theilkreise  ^  der  Bogen  rr^=^KK^ 
gemacht  und  zu  der  epicjdoidischen  Zahnourve  Fx  die  congruente 
Zahncurye  F^Xj  gezeichnet,  so  berührt  diese  die  Gerade  k^  im 
Punkte  E^  auf  dem  Kreise  q  im  Fusspunkte  des  vom  Pol  $  auf 
k^  gefällten  Lothes.  Denken  wir  uns  das  Bad  4>  ^  im  Sinne  F  F, 
gedreht,  so  beginnt  der  Eingriff  im  Pol  $  und  der  Eingriffspnnkt 
bewegt  sich  auf  dem  Kreise  7,  bis  der  Endpunkt  der  Zahncurve  x 
aus  diesem  Kreise  heraustritt;  und  dieser  Eingriff  muss  minde- 
stens so  lange  dauern,  bis  der  nachfolgende  Zahn  die  entsprechende 
Zahnflanke  im  Pol  $  bertthrt.  Demnach  muss  die  zu  F^x^  sym* 
metrische  Zahncurve  F'^x',  so  gezeichnet  werden,  dass  die  auf  der 
radialen  Symmetrallinie  ^fi  liegende  Zahnspitze  0^  über  den  Be- 
rührungspunkt El  hinausfällt  und  noch  eine,  wenn  auch  kleine 
Abstumpfung  gestattet  Mit  der  so  auf  dem  Theilkreise  tv  er- 
haltenen Zahndicke  F'^F,  ist  auch  die  Zahndicke  KK'  auf  dem 
Theilkreise  p  bestimmt ;  denn  wir  brauchen  nur  auf  p  den  Bogen 
KK'  um  den  erforderlichen  Spielraum  kleiner  als  den  Bogen  FF'^ 
zu  nehmen,  der  die  Lttckenweite  im  Bade  O/r  darstellt  Die 
Zahnlücke  im  Bade  Fp  wird  in  der  Begel  der  Einfachheit  wegen 
durch  den  um  F  beschriebenen  Fusskreis  und  seitlich  durch  die 
radialen  Geraden  begrenzt  Von  der  radialen  Zahnflanke  konmit 
aber  nur  der  Theil  zur  Geltung,  welcher  beim  Aufhören  der  Be- 
rührung ausserhalb  des  Kreises  q  liegt;  daher  kann  man  auch, 
um  dem  Zahne  mehr  Festigkeit  zu  geben,  für  die  übrige  Umgren- 
zung der  Zahnlücke  die  verschlungene  Trochoide  t  nehmen,  welche 
die  Zahnspitze  0„  oder  falls  diese  abgestumpft  ist,  der  End- 
punkt der  Zahncurve  F,x,  in  dem  Bade  Fp  beschreibt  Um  die 
scharfen  Slanten  der  Zähne  dieses  Bades  zu  vermeiden,  werden 
dieselben  nicht  durch  den  Theilkreis  Py  sondern  durch  Halbkreise 
begrenzt,  die  bei  dem  Eingriff  nicht  zur  Geltung  kommen.  Die 
Lücken  in  dem  Bade  4>7r  erhalten  am  Grunde  der  Einfachheit 
wegen  eine  kreisförmige  und  seitlich  eine  radiale  Begrenzung. 

Das  grössere  Bad  ^n  ist  bei  dieser  Verzahnung  als  das  trei- 
bende Bad  zu  betrachten.    Der  Eingriff  beginnt  dann  in  der  Cen- 
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tralen  nnd  setzt  sich  nach  dem  Durchgänge  dnroh  die  Centrale 
so  lange  auf  dem  Kreise  q  fort,  bis  die  Berührung  des  Zahnpaaree 
in  e  anfhört;  und  bei  dieser  Bewegung  gleitet  die  Flanke  auf  dem 
eingreifenden  Zahne  nach  dem  Scheitel  hin.  Die  Eingriifscurre  wird 
demnach  bei  dieser  Verzahnung  durch  einBogensttlck  ^e  des  Kreises 
g  vertreten,  welches  durch  den  Fol  $  und  durch  den  vom  Schei- 
telkreise nach  der  Bewegungsrichtung  hin  mit  j  gebildeten  Schnitt^ 
punkt  e  begrenzt  ist.  In  dem  betrachteten  Falle  enthält  das  kleinere 
getriebene  Bad,  welches  auch  das  Trieb  genannt  wird,  die  mög- 
lichst kleinste  Zähnezahl  10.  Hätten  wir  fttr  das  Trieb  weniger 
als  10  Zähne,  die  Theilung  also  grösser  genommen,  dann  würde, 
um  einen  hinreichend  lange  dauernden  Eingriff  zu  erhalten,  die 
Dicke  F'^r^  des  entsprechenden  symmetrisch  geformten  Zahnes  so 
gross  werden,  dass  im  Bade  ^  n  trotz  der  grosseren  Theilung  die 
Lflckenweite  rr'^  verschwindet,  und  damit  wird  die  Verzahnung 
unausführbar.  Dies  gestaltet  sich  noch  um  so  ungünstiger,  je  kleiner 
das  treibende  Bad  ^n  ist.  Wenn  auch  dieses  Rad  grüsser  als 
in  dem  betrachteten  Falle  ist,  selbst  wenn  es  in  eine  Zahnstange 
übergeht,  also  unendlich  grossen  Radius  besitzt,  kann  aus  dem 
angegebenen  Orunde  die  Zähnezahl  des  Triebes  nicht  kleiner  als 
10  sein.  Daher  werden  in  der  Uhrmacherei  bei  sorgfältig  und 
genau  gearbeiteten  Werken  keine  Triebe  mit  weniger  als  10  Zäh-* 
neu  angewendet  ^).  Nur  bei  der  seltener  vorkommenden  inneren 
Verzahnung  des  treibenden  Bades  kann  die  Zähnezahl  des  Triebes 
kleiner  als  10  sein.  Wenn  der  betrachtete  Qrenzfiall  nicht  durch 
besondere  Bedingung  gefordert  wird,  so  ist  es  stets  zweckmässiger, 
dem  Triebe  mehr  als  10  Zähne  zu  geben;  denn  dann  wird  beim 
Aufhören  des  Eingriffes  die  Normale  $  E  der  betreffenden  Zahn- 
curve  weniger  von  der  zur  Centralen  senkrechten  Richtung  ab* 
weichen,  und  dadurch  wird  die  Uebertragung  der  Bewegung  ge- 
fördert. 

In  Fig.  fil2  ist  ein  12- zähniges  Trieb  und  eine  eingreifende 
Zahnstange  construirt.  Die  Zahncurve  Fx,  welche  durch  Bollung 
des  HfllfsroUkreises  q  auf  der  Geraden  n  erzeugt  wird,  ist  in 
diesem  Falle  eine  Cycloide.  Der  Eingriff  wird  trotz  der  Ab- 
stumpfting  der  Zähne  der  Stange  noch  ein  wenig  fortgeführt,  nach- 
dem der  nachfolgende  Zahn  seinen  Eingriff  im  Pol  $  begonnen 
hat    Durch  die  Annahme  von  mehr  als   12  Triebzähnen  hätte 


*)  Saunier,  Traii^  dhorlogme  moderne,  1872.  Art.  1123,  oder  deutsch 
▼on  M.  GroBsmann.   1879.  B.  3.  S.  50. 
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sian  den  Winkel^  welchen  die  Nonnale  der  Zahnenrye  beim  Auf- 
hören des  Eingriffes  mit  der  znr  Centralen  F^°^  senkrechten  Bioh- 
tnng  oder  mit  der  Geraden  n  bildet,  noch  yerkleinem  kennen; 
aber  damit  werden  anch  die  Zähne  der  Zahnstange  schwächer, 
und  demnach  zeigt  sich,  dass  anch  bei  der  Erhöhung  der  Zähne- 
zahl des  Triebes  bald  eine  Grenze  erreicht  wird. 

86.  Geradliiiifie  Verzalmuiig  des  einen  Radaa  und  epicyclol- 
disch-äquidistanto  Verzaianung  des  anderen  Radee.  Bei  den  beiden 
in  Fig.  S18  gezeichneten  Rädern  i>,  <t>7r,  deren  Theilkreisradien 
im  Verhältnisse  4 : 1  stehen ,  sind  die  geradlinigen  Flanken  A,  ft^ 
des  grOsseraai  Bades  Fp  nicht  radial,  sondern  Tangenten  eines 
mit  F  eoncentrischen  Kreises  t,  so  dass  der  Zahn  nach  seiner 
Wurzel  hin  stärker  wird  und  der  von  der  Festigkeit  geforderten 
Form  mehr  entspricht  ^),  BoUt  der  Theilkreis  p  auf  /r,  dann  er- 
zeugt  die  Gerade  k  als  Hflllbahn  nach  Art*  66  die  Aequidistante 
K  der  Epicyeloide  g>^  die  umhüllend  von  dem  zu  k  parallelen 
Badius  Fr,  oder  von  dem  auf  Fr  liegenden  Peripheriepunkt/ 
des  anf  nr  rollend  gedachten  Kreises  q  beschrieben  wird ,  dessen 
Durebmesser  ^F  ist.  Wir  erhalten  demnach  einen  Punkt  »  der 
Aequidistante  x,  indem  wir  die  Epicycloide  q>  construiren  und 
auf  der  Normalen  derselben  die  Strecke  » ^  gleich  dem  Badius 
jenes  Heises  t  machen ;  oder  wir  zeichnen  x  als  bertthrende  Gurre 
an  die  mit  diesem  Badius  beschriebenen  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
auf  q>  liegen.  Hierdurch  sind  die  Zähne  des  10-^hnigen  Bades, 
sowie  des  40-iähnigen  Bades  bestimmt ;  denn  wir  zeichnen  am  Theil- 
punkte  K^  des  Theilkrrises  p  die  Zahnflanke  k^ ,  welche  den  Kreis 
I  tangirt,  an  den  Theilpunkt  F^  des  Kreises  ti;  die  zu  x  congruente 
Gurve  x^,  femer  die  symmetrische  Gnrye  x',,  so  dass  der  Zahn 
über  den  Bertthrungspunkt  £,,  den  Fusspunkt  des  vom  Pol  $ 
auf  iir,  gefällten  Lothes  hinausragt  und  für  den  Zahn  kk'  genügende 
Stärke  und  dn  wenig  Spielraum  lässt  Die  Eingriffscarve  e  er- 
giebt  sieh  als  die  Fusspunktencurre  des  Kreises  i  in  Bezug  auf 
den  Pol  ¥  als  Lothpunkt,  und  dieselbe  ist  nach  Art.  63  eine  Pas* 
carsche  Gurve.  Der  Eingriff  beginnt,  wenn  das  Bad  4>^  im 
Sinne  $  F^  gedreht  wird,  bei  ^  und  endet  im  Schnittpunkte  e,  den 
der  Scheitelkreis  dieses  Bades  mit  der  Eingriffscurve  e  bildet. 

87.  Seradlinige  und  epicycloidiscbe  Verzahnung  beider  Ridor. 
SoU  bei  der  betrachteten  Verzahnung  sowohl  das  eine  als  das 


')  Vergl.  Schmidt,  „üeber  efne  allgemeine  GeradflsnkeuTenalmaag^, 
PrmkHscher  Maschmen-Consiructeur.   1878.   S.  314. 


204  in.  Abschnitt.    Die  Yerzahnangeii  der  Stirnräder. 

andere  Bad  treibend  wirken,  dann  ifit  es  nothwendig,  in  Fig.  214 
anch  f&r  das  Rad  Fp  die  Form  des  Zahnkopfes  zn  bestimmen,  die 
der  geradlinigen  Flanke  des  anderen  Bades  <E>/r  entspricht  Dadurch 
wird  ein  längerer  Eingriff  erreicht,  der  sich  von  der  einen  Seite 
der  Centralen  F^  auf  die  andere  derselben  fortsetzt.  Das  Badien- 
verhältniss  der  Theilkreise  p^  rc  sei  wieder  beispielsweise  1 : 4,  die 
Theilmig  KK^  gleich  dem  12tel  Theil  von  p.  Demnach  erhalten  die 
Bäder  Fp^  Ott  resp.  12  nnd  48  Zähne.  Der  mit  dem  Pol  $  coinci- 
dirende  Peripheriepnnkt  des  Htllfsrollkreises  q^  dessen  Durchmesser 
$  F  ist,  beschreibt,  wenn  dieser  Kreis  in  p  rollt,  die  radiale  Zahn- 
flanke Kk  nnd  wenn  derselbe  an  tc  rollt,  die  Zahncnrye  Fx.  Es 
ist  auf  dem  Theilkreise  7t  der  Bogen  F  F^  gleich  der  Theilnng  KK^ 
gemacht,  die  Lttckenweite  F  F',  auf  n  mit  dem  nöthigen  Spielraum 
zweckmässig  gewählt,  und  femer  sind,  wie  vorhin  angegeben 
wurde,  die  Zahnköpfe  fttr  das  Bad  <I>  jc  construirt  Um  aber  den 
Zähnen  des  Bades  Fp  an  der  Wurzel  eine  grössere  Stärke  zu 
geben,  ist  die  radiale  Begrenzung  der  Flanke  nur  so  weit  fort- 
geführt, als  es  die  Berührung  erfordert;  also  gleich  der  Strecke 
gemacht,  welche  beim  Aufhören  der  Berührung  auf  der  Flanke 
K^k^  ausserhalb  des  Kreises  q  liegt;  und  die  übrige  Umgrenzung 
der  Zahnlücke  im  Bade  Fp  wird  durch  die  verschlungene  Tro* 
choide  t^  bestimmt,  welche  von  der  Zahnspitze  ®^  in  diesem  Bade 
erzeugt  wird. 

In  analoger  Weise  beschreibt  der  mit  dem  Pol  $  coincidirende 
Peripheriepunkt  des  durch  4>  gehenden,  zweiten  Httlfsrollkreises  iq 
die  radiale  Zahnflanke  Ty^  wenn  dieser  Kreis  ij  im  Kreise  7t  rollt, 
und  die  entsprechende  Zahncurve  Kc^  wenn  derselbe  auf  dem 
Kreise  p  rollt.  Durch  die  zu  Kc  symmetrisch  gezeichnete  Zahn- 
curve iS'V  ist  die  Kopfform  der  Zähne  des  Bades  Fp  bestimmt 
Die  Spitze  0  dieses  Zahnes  beschreibt  im  Bade  4>7r  eine  verschlun- 
gene Trochoide.  Es  sind  aber  die  Lücken  dieses  Bades  nicht  nach 
dieser  Trochoide,  sondern,  weil  die  Zähne  noch  genügend  stark 
bleiben,  einfach  radial  und  am  Grunde  durch  den  Fusskreis  be- 
grenzt. 

Wir  haben  in  Fig.  214  die  theoretischen  Zahnformen  voll- 
ständig mit  ihren  Spitzen,  die  jedoch  in  der  Praxis  abgestumpft 
werden,  gezeichnet  Demnach  wird  bei  der  Drehung  des  Bades  4>7r 
im  Sinne  F  F^  der  Eingriff  auf  dem  Kreise  r]  im  Punkte  e  beginnen, 
in  welchem  der  um  F  beschriebene  Kreis  Oe  nach  der  Eintritts- 
seite hin  schneidet,  wird  femer  auf  dem  Elreise  i;  den  Bogen  e  $, 
auf  dem  Kreise  q  den  Bogen  $  e  durchschreiten  und  in  dem  Schnitt- 
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pnnkte  e  enden,  welchen  der  nm  <t>  beschriebene  Kreis  @e  nach  der 
AnstrittBseite  hin  mit  dem  Elreise  q  bildet  In  der  gezeichneten 
Stellang  berühren  sich  gleichzeitig  drei  Zahnpaare  resp.  in  den 
Punkten  Ei^  %  E^  ^  und  wenn  die  Bertlhrang  bei  E^  aufhört,  setzt 
sich  die  Berührang  der  beiden  anderen  Zahnpaare  fort.  Bevor 
aber  die  Bertlhrang  des  vorangehenden  dieser  beiden  Zahnpaare 
endet,  hat  schon  der  Eingri£f  eines  neaen  dritten  Zahnpaares  be- 
gonnen, so  dass  beständig  wenigstens  zwei  Zahnpaare  sich  gleich- 
zeitig im  Eingriff  befinden. 

Das  Analoge  findet  statt,  wenn  das  Bad  Fp  z.  B.  im  Sinne 
KKi  gedreht  wird.  Dann  beginnt  der  Eingriff  in  e,  der  Bertth- 
rongspankt  eines  Zahnpaares  bewegt  sich  auf  q  bis  $  and  von 
da  aaf  17  bis  6.  Bei  dieser  Verzahnung  kann  daher  sowohl  das 
eine  als  das  andere  Bad  treibend  wirken.  Hierbei  tritt  nur  inso- 
fem  ein  Unterschied  ein,  dass  in  jenem  ersten  Falle  beim  Be^nn 
des  Eingriffs  die  betreffende  Normale  $  Ei  mit  der  zur  Centralen 
senkrechten  Bichtung  einen  kleineren  Winkel  bildet,  als  die  be- 
treffende Normale  ^E^^  beim  Aufhören ;  .während  im  letzten  Falle 
umgekehrt  am  Eintritt  dieser  Winkel  grösser  ist  als  am  Austritt 

88.  Satzräder  mit  cycloidischer  Verzahnung.  Bis  jetzt  haben 
wir  nur  für  zwei  in  einander  greifende  Bäder  die  Verzahnungen 
constmirt,  die  eine  gleichförmige  Uebertragung  der  Bewegung  her- 
vorbringen. Sollen  aber  mehrere  Zahnräder  beliebig  combinirt  richtig 
in  einander  greifen  und  eine  gleichförmige  Uebertragung  der  Bewe- 
gungen bewirken,  so  müssen  sämtliche  derartige  Zahnräder,  die 
Satzräder  heissen,  nicht  nur  gleiche  Theilung  und  gleiche  Lttcken- 
weite  besitzen,  sondern  die  Zahncurven  mtlssen  auch  durch  einen 
Peripheriepunkt  eines  einzigen  Httlfsrollkreises  q  beschrieben  wer- 
den, der  an  den  betreffenden  Theilkreisen  rollt  Fttr  die  Satz- 
räder muss  demnach  eine  festgestellte  Theilung  t  gegeben  sein 
und  der  Badias  des  Kreises  q  gleich  ^ .  t  genommen  werden,  wo  ^ 
eine  praktischen  Bedingungen  entsprechende,  bestimmte  Zahl  ist; 
femer  müssen  die  Umfange  der  Theilkreise  stets  die  Theilung  r 
eine  ganze  Anzahl  Male  enthalten.  Der  Badius  des  kleinsten 
Theilkreises  der  Satzräder  darf  nicht  kleiner  als  der  Durchmesser 
des  Httlfsrollkreises  q  sein;  denn  die  Zahnflanke,  welche  dieser 
Kreis  q  durch  BoUung  in  dem  kleinsten  Theilkreise  erzeugt,  wttrde, 
wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  sich  so  gestalten,  dass 
die  betreffenden  Zähne  an  der  Wurzel  eine  verhältnissmässig  ge- 
ringe Stärke  erhalten  und  somit  zur  Anwendung  nicht  geeignet 
sind.     Dagegen  darf  der  Kreis  q  auch  nicht  zu  klein  gewählt 
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werden,  weil  sonst  die  dorch  ihn  erzeagten  Zahneorven  bei  der 
gegebenen  Theilnng  nicht  die  erforderliche  Länge  erhalten. 

In  Fig.  916  sind  die  Theilkreise  Py  n^  ip^  dreier  Satzrttder  Fp^  <l>  tt, 
^^  gezeichnet,  deren  Radien  resp.  in  den  Verhältnissen  4:3:2 
stehen,  nnd  der  Httlfisrollkreis  q  ist  halb  so  gross  als  der  kleinste 
Theilkreis  ^  genommen.  Wenn  der  Hfilfsrollkreis  q  in  dem  Theil- 
kreise p  oder  auf  dem  Theilkreise  7t  rollt,  so  beschreibt  sein  Fori- 
pheriepankt,  der  Yon  dem  mit  F  und  K  bezeichnete  Bertthmngs- 
punkte  dieser  Theilkreise  ausgeht  resp.  die  2^nflanke  KJ  in  dem 
Bade  Fp  und  die  Zahnkopfourre  F  A  des  Bades  O  tt.  In  analoger  « 
Weise  entsteht,  wenn  der  Kreis  q  vbltc  oder  auf  p  rollt,  resp.  die 
Zahnfianke  FB  des  Bades  ^tc  und  die  Zahnkopfourve  KL  des 
anderen  Bades  Fp.  Die  zu  den  Zahnkopfcurven  gehörenden  Grenz* 
punkte  A,  Z,  welche  durch  die  Grösse  der  gegebenen  Theilung  und 
erentuell  auch  durch  die  Tiefen  der  Zahnlttoken  bedingt  sind,  be« 
stimmen  die  Grenzpunkte  B,  Jder  Zahnflanken;  denn  besehreiben 
wir  resp.  um  F  und  4>  die  Scheitelkreise  L  £,  A  &,  welche  die  bei- 
den Kreise  ?,  q  beziehlioh  in  e,  e  treffen,  dann  ergeben  sich  durch 
die  resp.  um  Fund  4>  beschriebenen  Kreise  eJ^eB  auf  dem  be^« 
treffenden  Zahnflanken  die  ent8{Hreehendea  Grenzpunkte  J,  B,  von 
denen  aus  die  weitere  Umgrenzung  der  Zahnlttcke  so  geformt 
werden  muss,  dass  alle  eingreifenden  Zähne  freien  Dnrehgang 
finden.  Die  Eingriffisourve  besteht  aus  den  beiden  Kreisbögm 
€l\  Ke. 

Um  nun  die  Zahnourve  3ft2  des  dritten  Bades  t$))  zu  er- 
halten, die  bei  dem  mit  ft  und  F«  bezeichneten  Berührungspunkte 
d^  Theilkreise  )»,  ^  in  das  Bad  4>/r  eingreift,  zeichnen  wir  zu 
BFA  die  oongruente  Zahnair?e  B^F^^Aat,  coostruiren  die  gerad« 
linige  Zahnflanke  ftd,  die  der  betreffende  Peripheriepunkt  des 
in  p  rollenden  Kreises  q  beschreibt,  und  die  Zahnkopfenrve  tt% 
weiche  derselbe  Punkt  erzeugt,  wenn  dar  Kreis  q  auf  ^  roUt.  Die 
entsprech  enden  Eingriffsbogen  fiirF«,  fie«  werden  durch  die  Kreise 
eB^  Ac  bestimmt,  und  dem  zufolge  würden  sieh  die  Grenzpunkte 
3,  8  der  Zahncunre  des  Rades  %p  durch  die  um  S  beschriebenen 
Kreise  e^d,  «xS  ergeben ;  aber  diese  Bestimmung  ist  nicht  maass- 
gebend,  weil  noch  andere  Bedinglagen  hinzutreten.  Hierbei  ist 
zu  beachten^  das»  die  Länge  dw  Zahnkopfourre  ftS  auch  eren* 
tnell  durch  die  gegebene  Theilnng  r  bedingt  sein  kann  und  in- 
folge dessen  ktlraer  genommen  werden  muss.  Femer  ?rifd  diese 
Länge  in  derselben  Weise  wie  vorhin  auek  durch  die  Grenzpunkte 
der  Zahnonrve  'des  Bades  Fp  bestimmt^  welefaea  eben&lls  mit 
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dem  Bade  3))  im  richtigen  Ebgriff  «asammen  gehen  boU;  daher 
mttssen  hier  di^enigen  Bedingungen  in  Geltung  kommen,  welche 
die  kUrseate  Länge  der  Zahnkopfcurye  ß8  erfordern;  und  somit 
werden  hierdurch  auch  die  entsprechenden  Eingriffsbögen  kurzer. 
Am  diesen  Darlegungen  ergiebt  sich:  Alle  B&der,  deren  Zähne 
nach  der  angegebenen  Weise  constrnirt  sind,  greifen 
richtig  in  einander  und  sind  somit  Satzräder. 

80.  Satzr&dor  mit  kreiaf9rmiger,  anntinähert  richtiger  Ver- 
zahnung. Von  den  vorhin  erzeugten  «^förmigen  Zahncurven  kom- 
men meistens  und  besonders  bei  grösseren  Zähnezahlen  nur  kurze 
Stflcke  zur  Verwendung;  deshalb  ersetzt  man  diese  Gurven,  um 
sie  leichter  zeichnen  und  herstellen  zu  können,  in  der  Praxis  oft 
durch  zwei  Kreisbögen,  die  sich  möglichst  nahe  an  die  betreffende 
Zahncurve  anschliessen.  In  der  Kegel  wird  ein  Kreisbogen,  der 
durch  drei  günstig  gewählte  Curvenpunkte  geht,  besser  mit  dem 
Gurrenatttcke  übereinstimmen,  als  ein  Bogenstüok  eines  Krtim- 
mungakreises,  der  drei  unendlich  nahe  Punkte  mit  dem  Gurven- 
stücke  gemeinsam  hat.  Ein  kurzes  Gurrenstück  kann  aber  in  der 
Praxis  oft  hinreichend  angenähert  durch  ein  Bogenstttck  eines  an 
passender  Stelle  bestimmten  Krümmungskreises  ersetzt  werden. 

Für  Satzräder  kann  der  HtUfsrollkreis  q  so  gewählt  werden, 
dajsa  sein  Umfang  gleich  dem  6-fachen  der  gegebenen  Theilung  f, 
sein  Durchmesser  also  gleich  6.t:  3,141 . .  »»  1^9097  ist  Nehmen 
wir  in  Fig.  216  auf  dem  oberen  Hül&roUkreise  g  den  Bogen  $  E^^ 
iT=30",  oder  ziehen  wir  durch  den  Pol  ?  die  Gerade  ^-E",  die 
mit  der  Centralen  F^  den  Winkel  von  75^  bildet,  und  fällen  wir  auf 
diese  Gerade  Ton  dem  zu  $  diametralen  Punkte  M  des  Kreises 
f  ein  Loth,  so  ist  E  auch  der  Fusq;)unkt  dieses  Lothes.  Je  nach* 
dem  der  Kreis  g  an  dem  Theilkreise  p  oder  ft  rollt»  beschreibt 
sein  Peripheriepunkt  £  die  Zahnfusscurve  KJ  des  Bades  I^  cder 
die  Zahnkopfcurye  F  ^  des  Bades  ^/r,  xmd  beide  Zahncurven  be- 
rühren sieh  im  Punkte  E.  Um  nnn  für  den  Bertthmngspunkt  E 
dieser  beiden  Guryen  die  zugehörigen  auf  der  Guryennormalen  S^E 
liegenden  Krümmungsmittel  punkte  zu  bestimmen,  die  resp.  mit  </*", 
A"*  bezeichnet  sind,  ziehen  wir  in  $  auf  $£  die  Senkrechte,  welche 
die  beiden  Kreise  g  in  Op,  Q^  trifft ;  dann  wird  nach  Art  59, 
weil  Op  Diametralpunkt  yon  E  ist»  die  Carvennormale  ^E  yon  den 
Geraden  FZXp^  4>Cip  beziehlich  in  den  Krümmungsmittelpunkten 
jm^  A">  geschnitten.  Hiemach  stimmen  die  resp.  um  diese  Punkte 
beschriebenen  durch  E  gehenden  Kreisbögen  KJ,  F  A  mit  jenen 
Zahncurven  angenähert  überein.    In  analoger  Weise  ergeben  sich, 
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wenn  wir  anderseits  aaf  der  Geraden  $J?  die  Strecke  ^Ei=E^ 
machen,  femer  nns  vom  Feripheriepnnkte  Ei  durch  Bollen  des 
unteren  Kreises  g  s,ii  7t  oder  p  resp.  die  Zahnfosscarye  B/F/oder 
die  Zahnkopfcurve  LiK[  erzengt  denken,  die  entsprechenden  Erüm- 
mnngsmittelpnnkte  BjT,  LT  auf  der  Garvennormalen  $£/  yennit- 
telst  der  Geraden  4>0^,  ^^tc    Somit  können  auch  diese  Cunren 

angenähert  durch  die  um  Bf,  X^  beschriebenen  durch  Ej  gehenden 
Kreisbögen  B/F/,  LiKj  ersetzt  werden.  Zeichnen  wir  zu  B/F/  den 
congruenten  Ej*eisbogen  BF,  ebenfalls  zu  LiK[  den  congruenten 
Kreisbogen  LK^  so  stimmen  die  aus  je  zweien  ElreisbOgen  ge- 
bildeten Zahnprofile  mit  den  betreffenden  Zahncurven  sehr  an- 
genähert ttberein  und  können  diese  in  der  Praxis  oft  ersetzen,  i) 
Der  Winkel,  unter  welchem  die  Kreisbögen  BF,  FA  in  F  auf  tv 
zusammenstossen,  ist  sehr  stumpf  und  £EU3t  ein  gestreckter,  denn 
die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  geht  in  der  Regel  sehr 
nahe  an  dem  Punkte  F  vorbei.  Das  Gleiche  gilt  von  den  Slreis- 
bögen  JK^  KL^  die  in  jS^auf ;?  zusammenstossen,  und  somit  kann 
dieser  kleine  üebelstand  bei  der  praktischen  Ausführung  als  ver- 
schwindend betrachtet  werden. 

Da  wir  für  die  Satzräder  den  Durchmesser  des  Kreises  q 
gleich  6r:  3,14t . .  genommen  haben  und  die  Gerade  ^j^mit  der 
Centralen  F^  den  Winkel  von  75*^  bildet,  so  ist  die  auf  ^^  er- 
richtete Senkrechte 

?Qp  =  ^Q^==_^^  ßin  75»-l,845.  t 

von  constanter  Grösse.  Hiemach  ist  das  aus  den  beiden  Elreisbögen 
bestehende  Zahnprofil  eines  jeden  dieser  Bäder  durch  den  zuge- 
hörigen Theilkreis  bestimmt;  und  wenn  die  Zahnlücken  genügend 
weit  geformt  werden,  so  dass  ein  freier  Durchgang  der  eingrei- 
fenden Zähne  stattfindet,  dann  können  wir  sagen:  Alle  Bäder, 
deren  Zähne  auf  diese  Weise  durch  je  zwei  Kreisbö- 
gen profilirt  sind,  greifen  angenähert  richtig  in- 
einander und  sind  somit  Satzräder. 


')  Die  Yerzahnungsweise  stammt  von  Willis:  „On  the  Theeth  of  Wheels^^ 
Transactions  of  the  Institation  of  Civil -Engineers.  1838.  Y.  II ,  pag.  89,  auch 
Prineiples  of  Mechanism.  1841.  Art.  139,  und  1870.  Art.  181. 
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Die  EvolventBn-Verzalmtmg. 

«0«  Die  iDssere  EvoiveiitBii-Vmnhiiung  im  AUfUMinn. 
ia  Kg.  il7  die  beiden  Tlmliueise  oder  Bellkreifle  p^  n  der  B«der 
Fp^  ^n  gegekee  und  wird  eis  Zahttonrve  des  Bades  Fp  ein  Sitick 
JKL  einer  KreiBeTolr eilte  k  «egenommee,  deren  GrandkreiB  o 
kMner  ;ftb  der  Ttieilkreifl  p  und  mit  diesem  conoentriscb  ist,  eo  er- 
»Qgt  diese  Kreiseretvente,  wenn  p  am  eine  bestimmte  Bogenlänge 
naf  7t  rollt^  nach  Art  76  ab  sigehOrige  Zahncnrve  des  anderen 
Bades  4>^  aoefa  ein  StfldiL  BFA  einer  KreisevolTenbe  x,  deien 
Chrmidkreis  «  mit  dem  Theilkreise  n  coneentrisch  ist  ond  die 
▼om  Pol  9  an  den  Xreis  o  gelegte  Tangente  $«  in  dem  mit  a 
beEeichneten  Ponkte  berttfari  Die  grOsste  brandbate  Länge  oder 
die  natttrliehe  Begienznngy  welefae  diese  Zahnemrven  erbalt«iy  da- 
mit ihre  Betühnmg  die  betreffenden  Bllckkehrpnnkte  J^  6  nieht 
HbecBchieitet)  wird  daroh  die  B^ührongspankte  o,  o  der  gemein- 
samen  Tangente  der  Grandkreise  0,  o)  bestimmt;  dexm  der  mit  dem 
BadJis  Fa  woi  F  beechriebene  Kreis  trifft  die  Zahncarre  k  in 
dem  Grenspankto  X,  md  der  ndt  dem  Badins  4^  a  mm  <P  beeehrie^ 
bene  Kieis  sohneidet  die  Zahneurve  x  in  dem  Grenxpnnkte  A, 
Beim  Drehen  des  Bades  4>^  im  Sinne  ^sv  beginnt  der  Eingriff 
im  Punkte  a.  In  diesem  Ponkte  tritt  B  mit  X  in  Berttfamg,  and 
der  Bertkrongsponkt  oder  Eingriffsponkt,  der  in  der  geieichneten 
Stellug  mit  K  nnd  F  besieiofanet  ist»  dniefaschreitet  die  Tangenten- 
etreeke  an.  Während  dieser  Eingriffsponkt  die  Strecke  aT  ui- 
räcklegt^  gleitet  LK  ^xd  BF,  and  während  derselbe  von  da  an 
bis  sum  Pnnkte  a  sehreitet,  wo  der  Eingriff  aafhört»  gleitet  der 
Bogen  JSTJ^aof  FA. 

Die  tom  Pankte  A  an  den  Kreis  ei  gelegte  Tangente  A^ 
iehneidfit  den  Theilkreis  k  in  dem  aanächst  liegenden  Punkte 
^',  nnd  der  Normalen  ^A  der  Zahncunre  x  entspricht  die  Nor- 
male PJ  der  Zahncarve  k.  Die  vom  Pankte  L  an  den  Kr^  « 
gelegte  Tangente  L  P  trifft  den  Theilkreis  p  in  dem  zanäohst  lie- 
^nden  Paoakto  P\  mad  dieser  Nonnaien  PLdex  Zahnearve  k  ent- 
eprioht  die  Normale  $*B  der  Zahnearve  iu  Beim  Beginn  des  Ein- 
griffii  an  der  Stdle  <t  coincidiren  die  beiden  Pankte  jP,  $^  der 
rollenden  Theilkreiee  im  Pol  $  anf  der  Gentialea,  nnd  die  beiden 
Nermalen  P*Z,  $'B  fidlen  mit  $a  zoeammen.  Beim  AafhOren  des 
Eingriffs  an  der  Stelle  a  gelangen  die  beiden  Pankte  P^  $'  der 
roUeBden  Theilkreise  nach  dem  Pol  $  nnd  die  beiden  Normalen 
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JPJy  $'A  gleichzeitig  nach  $a.  Während  also  der  Eingriffspnnkt 
die  Strecke  aa  durchschreitet,  kommt  der  Bogen  P^^P'  des  Theil- 
kreises  p  mit  dem  gleich  grossen  Bogen  $^$$'  des  Theilkreises 
^  rollend  in  Berflhmng ;  demnach  ist  dies  die  grösste  Länge  des 
Eingriffsbogens ,  die  bei  dieser  äusseren  Verzahnmig  auftreten 
kann.  Die  Eingriffscurve  wird  hier  durch  die  gerade  Strecke  a  a 
vertreten.  Obgleich  die  beiden  durch  den  Theilkreis  geschiedenen 
Theile  einer  2iahncuiTe  hier  einer  Ereisevolvente  angehören  und 
sieh  nicht  wie  bei  den  fiüheren  Verzahnungen  durch  die  Ver* 
schiedenheit  ihrer  Erzeugung  unterscheiden ,  so  pflegt  man  doch 
auch  bei  dieser  Verzahnung,  sie  mag  eine  äussere  od^  innere 
sein,  den  auf  der  Bertthrungsseite  des  Theilkreises  befindlichen 
Theil  des  Zahnes  den  Kopf  und  den  übrigen  Theil  den  Fuss  des 
Zahnes  zu  nennen.  Da  bei  der  inneren  Verzahnung  auch  der 
Fall  eintreten  kann,  dass  die  Zahnprofile  von  dem  betreffenden 
Theilkreise  gar  nicht  geschnitten  werden,  und  der  Zahnkranz  ganz 
innerhalb  dieses  Kreises  liegt,  so  hört  jedoch  in  diesem  Falle 
jene  Unterscheidung  auf. 

Um  die  theoretische  Begrenzung  der  betreffenden  Zahnlflcke 
in  dem  Bade  Fp  zu  erhalten,  ziehen  wir,  wie  schon  Mher  ange- 
geben  wurde,  die  radiale  Gerade  A4>,  die  den  Theilkreis  ft  in 
X  trifft,  machen  auf  dem  Theilkreise  p  den  Bogen  ^x^^^x  und 
auf  dem  Badius  Fa;  die  Strecke  xs'^x^i  dann  ist  s  der  in  Be- 
tracht kommende  Scheitel  der  von  dem  Funkte  A  in  dem  Bade 
Fp  beschriebenen,  verschlungenen  Trochoide  d,  die  in  bekannter 
Weise  gezeichnet  ist  Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  radiale 
Gerade  LF  ziehen,  diep  in  n  schneidet,  dann  auf  tt  den  Bogen 
^yoe^n  und  auf  dem  Badius  4>v  die  Strecke  va=>nL  machen^ 
der  betreffende  Scheitel  o  der  vom  Punkte  L  im  Bade  ^m  be- 
schriebenen, verschlungenen  Trochoide  A,  welche  die  theoretische 
Begrenzung  der  Zahnlflcken  des  Bades  4>7r  bestimmt  Die  beiden 
Trochoiden  i/,  A  berühren  resp.  die  Zahncurven  A,  x  in  den  Punkten 
Jj  B,  weil  fttr  diese  Punkte  die  Normalen  der  Zahncurven  bezieh«- 
lieh  mit  denen  der  Trochoiden  identisch  sind. 

91.  Die  innere  Evolveiiten-Verzalinung  im  Allgemeineo.  In  Figt 
Slfi  rollen  die  Innenseite  des  Theilkreises  tt  und  die  Aussenseite 
des  Theilkreises ;?  an  einander;  und  es  sind  die  beiden  entsprechen- 
Am.  Ereisevolventen  A,  x  gezeichnet,  deren  Grundkreise  o,  (o  die 
durch  den  Pol  $  gehende  gemeinsame  Tangente  $  a  resp.  in  den 
Punkten  a,  a  berühren.  Von  der  Ereisevolvente  oder  Zahncurve 
X  des  grösseren  Bades  4>yr  kommt  der  Theil  A/?,  der  innerhalb 
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des  um  4>  mit  dem  Badins  4>a  beschriebenen  Kreises  aA  lieg^ 
mit  der  Ereisevolvente  oder  Zahncorve  k  nicht  in  Bertthmng. 
Bei  der  Drehnng  im  Sinne  der  Pfeile  beginnt  der  Eingri£f  im 
Punkte  fly  nnd  es  coinddiren  in  demselben  die  beiden  Punkte  J^  A 
der  Zahncurye  k^  x.  Der  Eingriffspunkt,  welcher  in  dem  darge- 
stellten Bewegungsmomente  mit  K  und  F  bezeichnet  ist,  bewegt  sich 
von  a  auf  der  Tangente  %b  m  der  Bichtung  a e.  Während  dieser 
Bewegung  gleiten  zunächst  die  Zahncurventheile  JK^  AP,  dann 
Kk^  Fx  auf  einander,  und  der  Eingriff  kann  sich  bis  ins  unend- 
liche fortsetzen.  Die  praktische  Ausführung  erfordert  aber  be- 
grenzte Zahncurven,  und  dem  gemäss  muss  der  Eingriff  in  einem 
durch  betreffende  Bedingungen  gegebenen  Punkt  6  aufhören.  Die 
Eingriffscurve  wird  also  durch  eine  gerade  Strecke  ae  vertreten. 
Hiemach  sind  dann  auch  auf  den  Zahncurven  A,  x  die  Grenz- 
punkte Ly  y  bestimmt;  denn  dieselben  liegen  resp.  auf  den  beiden 
durch  e  gehenden  um  F  und  4>  beschriebenen  Kreisen.  Ziehen 
wir  an  die  Zahncurye  k  die  beiden  Normalen  JF\  LP\  welche 
den  Kreis  o  berühren  und  den  Kreis  p  resp.  in  den  Punkten  P\  P^ 
schneiden ,  dann  ist  P^^P  auf  dem  Theilkreise  p  der  Eingiiffs'- 
bogen.  In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  wenn  an  die  Zahncurve 
X  die  Normalen  y^\  A$'  gezogen  werden,  die  den  Kreis  co  be- 
rühren und  den  Kreis  ^  resp.  in  den  Punkten  $',  $'  schneiden, 
der  entsprechende  Eingriffsbogen  $*$$'  auf  dem  Theilkreise  ^. 
Bei  einem  innen  verzahnten  Bade  kann  der  Fall  eintreten, 
dass  die  Zahnecken  desselben  in  die  Zähne  des  anderen  aussen 
verzahnten  Bades  einschneiden  und  keinen  freien  Durchgang  finden. 
Es  muss  daher  die  erste  Bedingung  sein,  dieses  gefährliche  Ein- 
schneiden, welches  sich  besonders  dann  ereignet,  wenn  die  Theil^ 
kreise  der  beiden  Bäder  nur  wenig  differiren,  durchaus  zu  verr 
meiden.  In  Fig.  219,  Taf.  XIV,  sind  wie  vorhin  die  beiden  Kreis- 
evolventen Ar,  X  construirt,  die  sich  auf  der  gemeinsamen  Tangente 
$a  der  Grundkreise  0,  w  in  dem  Punkte  K  berühren.  Der  durch 
den  um  4>  beschriebenen  Kreisbogen  aA  bestimmte  Grenzpunkt 
A  der  Kreisevolvente  x,  der  hier  zufällig  auf  der  Centralen  ^F 
liegt,  beschreibt  als  Zahnecke  in  dem  anderen  Bade  Fp  eine  verr 
schlungene  Trochoide  d^  die  also  erzeugt  wird,  indem  der  Kreis 
7t  auf  dem  kleineren  Kreis  p  rollt.  Dieselbe  berührt  die  Kreis«- 
evolvente  k  im  Bückkehrounkte  J,  bildet  eine  kleine  Schlinge 
und  schneidet  k  in  einem  runkte  17;  und  demnach  darf  sich  diese 
Zahncurve  k  höchstens  bis  zu  dem  Schnittpunkt  ü  erstrecken» 
Ist  aber  diese  Zahncurve  k  z.  B.  durch  den  über  ü  hinausliegende];! 

14* 
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JE^allkt  X  begieittt,  8o  wiril  la  dieMm  Fftile  «tte  VerEahftimg  an- 
teanehbor;  oder  man  rnnu  dte  Zakncaive  x  nteht  Aavcä  im 
iUieareliflchen  Orenqyaakt  A,  «ondem  ^mtli  einea  ivirttor  von  dem 
^jlnmdbreise  cd  «otferDflea  P»kt  aitf  Kosten  des  ttngeren  ESngriffii 
twlcllraen,  itjskit  n^gliobertmie  die  eoilBpreeheBde  Troelmde  ^ 
ttier  £  lihiwegigelit  Ferner  kann  anc^  dotob  YeiUeinemiig  de« 
Winkels  ^t^a»  den  die  geaveiisame  Tangrate  Ißir  udt  der  Oen- 
tteien  büdet,  eireiAt  weiden ,  daes  &^  Trochoide  d  die  Zakn- 
Dtirve  &  in  einem  Piinkle  ü  sdineid^t,  der  genügend  tv^it  ton  J 
-eMfemt  ist,  nid  auf  dieoe  Weise  werden  wir  in  Art  94  jenes  ge<- 
lUllÜcbe  fiiiusehneiden  der  Zlhne  bei  der  inneren  Vternhntnig  n 
vermeiden  s«ch«n. 

Der  besseren  üeberslehflichkeit  w^gen  kaben  wir  in  bekamita: 
Weise  noch  die  Epi<rp(4eide  h  gezeichnet)  welehe  der  ywi  PM  ^ 
«nsgeh^de  Peripheriepnnkt  des  anf  f  rollenden  Kreises  a  W 
«chreibt  and  die  verschiedenen  Lagcoi  I,  II,  m,  IV,  V,  VI  des^ 
«eilten  angegeben,  wenn  eein  Mlttelpankt  ^  Yesp.  naoh  1^  2,  S, 
4,  5,  6  gelangt  Wir  erhatten  hiernach  a.  B.  einen  Punkt  Ar  der 
1>roohoide  d^  indem  wir  auf  der  Geraden  Y5  die  Strecke  Y Ar  »^^fA 
machen. 

Fallen  insbesondere  die  beiden  OnuHÜkxeise  o,  w  beziehUcfa 
mit  dea  Bdlkreisen  p,  n  snsamm^,  ist  »teo  die  gemeinsame 
Tangente  senkrecht  znr  Centralen ,  dann  ooincidiren  die  Pnnkte 
A,  J  im  Pol  ^  nnd  die  entsprechende  auch  von  ^  ausgehende 
Kreieevolyento  Ar  nmschliesst,  weil  p  ihr  drondkreis  ist,  die  £pi- 
cycl<Mde  A;  dem  infolge  schneidet  der  Zahn  des  Bades  4^^  so- 
gleich an  der  Stelle  ^  in  den  Zahn  des  Rades  Fp  hinein,  and 
daher  dürfen  die  Theilkreise  hier  niemsAs  als  Orandkreise  genom- 
men werden. 

92.  CMstniction  der  Evotventenzfilme  für  äosserm  EfngriffL 
Um  in  Fig.  tM  für  £Wei  Bader  Fp^  4>i^,  bei  welchen  beispiels- 
weise das  YerhtÜtniss  der  Uebersetzong  oder  der  Theilkreisradien 
1:6  ist,  die  Zähne  zu  eonstmiren,  deren  Profile  Kreisevol^enten 
sind,  bestimmen  wir  znnächst  im  unteren  Theile  unserer  Figur 
auf  der  Centralen  F^  den  Pol  Iß,  so  dass  i?^:¥4>««ti:6  ist, 
beschreiben  die  sich  in  $  berllhrenden  Theilkreise  Py  n  und  ziehen 
durch  $  die  Eingriffsgerade  aa^  so  dass  sie  von  der  zur  Cen- 
tralen senkrechten  Bichtung  um  einen  wiUkflrlich  gewählten,  ver^ 
hältnissmässig  kleinen  Winkel  abweicht  Die  von  F  und  4>  auf 
diese  Eingriffsgerade  gefällten  Lothe  Fa,  <E>a  sind  dann  die  Radien 
der  Grundkreise  o,  oi  der  construirten  Evolventen  A,  x,  deren  in  ^ 
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iHjfiaidlieher  B^llkninggpimkt  nit  F,  JT  bazeiollMt  isfc  Der  Gigdzt 
fopkt  4  aa€  )fr  eigiebt  siob  durch  dea  mil  dem  Badiiis  ^a  beflchm" 
tesen  S«heHi^krei0>  und  diesem  ärenzpuikt  £k  ijitt  im  Pimkto  o 
berührend  mit  dem  anf  o  Uegendeu  Pmkle  /  des  Gegeiuudmes  sun 
y!m"^*y^  Wird  mm  die  Tk^huig  KKi  auf  dem  Thetfkreise  p'  so  an- 
gMeiMBen^  das»  wi]^  eine  den  psaktfaehen  Ajifordeiuige»  entepre^ 
^nde  Zaknsätarke  erhalten^  allio  etwa  gleich  i^  Ton  dem  ümthnge 
dea  TheükreiseB  p^.  dann  mtbasen  w  ium«r  die  Uckeftweite  S'S^ 
aEveekm&asis  wüüen,  daoit  der  Steheitel  XX'  nieht  m  sohmat 
mi  der  Zahn  P^F^  nicht  za  sehwaeh  wirdk  Hieraaf  zeichnea 
wir  die  mi  A;  sjmmietriscke  Evolyenke  k^  nnd  stompfSMi  diesen  Zaha 
dweh  deoi  Scheit^kieis  «XX'  ab,  so  dass  die  Eingriffsstrecke  ae 
mSgUehsl  lang^  der  Zahidcepf  aber  ni<^t  zu  spjte  wird.  Bei  dem 
betrachteten  Beispiel  kann  man  diese  Abstnmjrfimg  anch  derart 
einriehten,  dasa  der  Zahn  &sft  bia  an  den  Gmndkreis  ka  reicht, 
odw  dass  die^  Zfthne  beider  Bader  glekhe  Hohe  erhalten.  Somit 
sind  auf  diese  Weise  die  Zähne  dea  Bades  Fp  bestimsKt»  wenn 
wis  dift  Lttcken  nach  innerhalb  des  Onmdkreises  o  seitlich  radiat 
n«d  am  Gnade  kreisftrmig  begrenzen.  Sollte  aber  die  radiale 
Begreazong  eine  angünatige  Sdiwilolfcung  der  Zähne  znr  Folga 
haben^  so  kann  man  anch,  wie  in  uaserer  Zeichnung,  die  gerad^ 
Hnige  Begrenzung  JH  parallel  zur  radialen  SymmetraUinie  dea 
Zahnes  ziehen;  denn  in  der  Praxb  wird  die  scharfe  Zahnkante 
A  abgenmdet,  und  daher  wird  auch  diese  geradlinige  Begrenznng 
JB  dem  entsprechenden  Zahne  freien  Darohgaag  gewähren. 

Die  Zähne  des  anderen  Bades  ^7t  ergeben  skh,  indem  wir 
anf  dem  TbeUkreise  n:  den  Bogen  FF,  gleich  der  Theilnng  KKiy 
also  gleich  A  von  dem  Umfange  des  Kreises  yc  machen,  femer 
den  Bogen  F'^  F^  wegen  des  nOthigen  Spielraumes  ein  wenig  kleiner 
als  die  Ltickenweite  S!^K^  nehmen,  und  hierauf  die  symmetrischen 
ETolTcnten  B^F^A^,  B'^F',  A'^  zeichnen,  welche  einerseits  durch  den 
schon  gezogenen  Sdieitelkreis  Aa^  anderseits  durch  den  Orond- 
kreis  cc»  begrenzt  sind.  Wenn  die  Zähne  des  Bades  Fp  so  wie  in 
unserer  Zeichnung  abgestumpft  werden,  dann  kann  dieser  6mnd- 
kreis  (o  zugleich  als  Fusskreis  ftlr  die  Zähne  des  Bades  O^  dienen. 
Von  diesen  Zähnen  konmit  aber  nur  der  Theil  in  Thätigkeit,  der 
ausserhalb  des  um  <I>  mit  dem  Badius  ^  e  beschriebenen  Kreises 
liegt  Bezeichnet  x  zugleich  den  Schnittpunkt,  den  dieser  Kreis 
mit  der  Erolrente  Bx  bildet,  so  kommt  tou  derselben  nur  das 
Stttck  AFx  mit  dem  entsprechenden  längeren  Stücke  JKL  in 
BerUhmng,  und  zwar  entspricht  dem  Bogentheil  A  F  ein  kürzerer 
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JK^  dem  BogentheÜ  Fx  ein  längerer  KL.  Da  dnrch  statische 
Untersachnng  der  Zatandrack  bei  dieser  Uebertragang  sieb  als 
eonstant  erweist,  so  folgt ,  dass  die  Zähne  innerhalb  der  Theil- 
kreise  eine  stärkere  Abnutzung  erleiden^). 

Die  Radien  der  Theilkreise  f^  7t  verhalten  sich  wie  die  Badien 
der  Gnmdkreise  o^  w ;  demnach  wird,  wenn  wir  uns  die  Tangente 
aa  durch  einen  Faden  ersetzt  denken,  dessen  Fortsetzungen  auf 
die  Grundkreise  gewickelt  sind,  bei  der  Drehung  der  Kader  dieser 
Faden  von  dem  einen  Grundkreise  auf  den  anderen  gewickelt. 
Statt  wie  bisher  auf  den  Theilkreisen  können  wir  dem  zufolge 
auch  auf  den  Grundkreisen  die  entsprechende  Theilung  t  annehmen, 
die  in  dem  betrachteten  Beispiel  tV  vom  Um&nge  des  Grundkreises 
o  oder  is  vom  Umfange  des  Grundkreises  (o  beträgt  Denken  wir 
uns  auf  die  Tangente  aa  die  Strecken  ^Ejy  EjEn^  EuEm  nach 
der  einen  und  ebenso  nach  der  anderen  Seite  von  $  gleich  der 
Theilung  t  aufgetragen,  dann  beschreiben  die  so  erhaltenen  Punkte, 
je  nachdem  die  Tangente  auf  o  oder  oi  rollt,  für  das  Bad  Fp 
oder  ^ft  die  gleichgelegenen  Zahncurven.  Wird  Fp  als  das 
treibende  Rad  betrachtet  und  im  Sinne  K^K  gedreht,  dann  be- 
ginnt der  Eingriff  in  a,  schreitet  der  Drehung  proportional  auf 
der  Geraden  a  a  fort  und  hört  in  e  auf.  Inzwischen  hat  der  Ein- 
griff des  nachfolgenden  Zahnpaares  von  a  an  schon  die  Strecke 
OB — t  zurückgelegt;  oder  im  Momente  desEingrifliB  in  a  hat  der 
Eingriffspunkt  des  vorangehenden  Zahnpaares  auf  a  a  eine  Strecke 
gleich  der  Theilung  t  durchschritten.  Es  befinden  sich  denmach 
während  der  Drehung,  die  der  Strecke  o?— t  entspricht,  gleich- 
zeitig zwei  Zahnpaare  in  Berührung.   Das  gleichzeitige  Eingreifen 

1)  Die  Anwendung  der  EreiseyolYenten  auf  die  Verzahnungen  wurde  zu- 
erst von  Eni  er  in  der  Abhandlung:  Supplementum,  De  Figura  dentium  ro- 
tarum.  {Novi  Com,  Acad,  Peirop.  T.  XI.  1765.  p.  207)  mitgetheüt.  Die  Ein- 
führung der  EvolTenten- Verzahnung  in  die  Praxis  hat  aber  erst  begonnen, 
nachdem  Willis  in  seinen  ,jPrincip!es  of  Mechanism  1841"  diese  Verzah- 
pungs-Methode  einem  grösseren  Leserkreise  zugänglich  machte.  Eytelwein, 
der  im  ersten  Bande  seiner  „Statik  fester  K&rper  1808"  die  Verzahnung  der 
Räder  eingehend  behandelt  und  die  erwähnte  Abhandlung  Ton  Euler  citirt, 
widmet  der  Evolventen- Verzahnung  keine  Beachtung.  In  der  kleinen  Schrift, 
\iZur  Theorie  der  Evolventen-  Verzahnung  von  B.  Saalschütz.  1870.  p.  2,"  sagt 
dieeer  Verfasser,  der  Eytelwein  citirt  und  durch  diesen  die  älteren  in  unserer 
Anmerkung  S.  173  genannten  Abhandlungen  über  die  cycloidischen  Verzahnungen 
von  De  La  Hire  und  Camus  kennen  musste,  in  seltsam  irrthümlicher  Weise: 
„Die  Gycloide  wird  von  Euler  als  zu  Zahnwölbungen  geeignet  nicht  erwähnt, 
so  dass  also  das  Princip  der  Evolventen-Verzahnung  älter  ist, 
als  dasjenige  der  Cycloiden-Verzahnung^*. 
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zweier  Zahnpaare  hOrt  aber  in  dem  Orenzfalle  auf,  in  welchem 
ä£B»t  ist;  daher  mnss  bei  der  Verzahnung  die  Eingriffsstrecke 
stets  grosser  als  die  anf  den  Onmdkreisen  genommene  Theilnng 
t  sein.  Ist  dagegen  diese  Strecke  gleich  2t|  dann  befinden  sich 
beständig  zwei  Zahnpaare  im  Eingriff.  Die  Eingriffsstrecke  a$ 
vor  dem  Durchgänge  des  Bertthmngsponktes  durch  die  Centrale 
ist  kleiner  als  die  entsprechende  Eingriffsstrecke  $  e  nach  diesem 
Durchgange,  deshalb  ist  es  fttr  die  Uebertragung  der  Bewegung 
günstiger,  wenn  das  kleinere  Bad  treibend  wirkt 

Werden  die  Mittelpunkte  F^  0  ein  wenig  auseinander  gerttckt, 
dann  rergrössem  sich  zwar  die  Theilkreise  /»,  tt  und  der  Winkel, 
welchen  die  gemeinsame  Tangente  aa  der  Grundkreise  mit  der 
zur  Centralen  senkrechten  Bichtung  bildet;  aber  es  bleibt  das 
Yerhältniss  i^$:$<I>  der  Theilkreisradien  und  die  Theilung  auf 
den  Grundkreisen  unverändert.  Dagegen  wird  die  Eingriffsstrecke, 
welche  durch  die  Scheitelkreise  bestimmt  ist,  verkleinert;  dieselbe 
darf  sich  aber  nicht  bis  auf  die  Länge  t  verkürzen,  und  damit 
ist  die  Grenze  gegeben,  bis  wie  weit  jene  Mittelpunkte  ohne  Stö- 
rung des  Eingriffs  auseinander  gerttckt  werden  können.  Die  Mit- 
telpunkte Fy  <I>  dttrfen  auch  nicht  näher  zusammengeschoben 
werden,  als  bei  dem  in  unserer  Figur  gezeichneten  Grenzfiedle  ge- 
schehen ist,  selbst  wenn  die  Tiefen  der  Zahnlflcken  dies  auch 
gestatten ;  denn  beim  Näherrücken  dieser  Mittelpunkte  würde  der 
Eingriff  den  Bückkehrpunkt^  J  der  Evolvente  k  überschreiten,  es 
würde  dem  zufolge  ein  fedscher  Eingriff,  wie  man  in  der  Praxis 
sagt,  stattfinden,  der  eine  ungleichförmige,  stossende  Uebertragung 
der  Bewegung  bewirkt  Wir  erhalten  demnach  das  Ergebniss: 
Bei  den  Bädern  mit  Evolventen-Verzahnung  kann  der 
Axenabstand  innerhalb  bestimmter  Grenzen  ohne  Stö- 
rung des  richtigen  Eingriffs  verändert  werden. 

Wird  der  Badius  des  grösseren  Bades  unendlich  gross  genom- 
men, also  dieses  Bad  durch  eine  Zahnstange  ersetzt,  die  in  dem 
oberen  Theile  der  Fig.  220  gezeichnet  ist,  dann  wird  der  be- 
treffende Theilkreis  durch  die  Gerade  p  vertreten,  die  im  Fol  $ 
den  Theilkreis  p  berührt,  und  die  Zähne  der  Zahnstange  werden 
nach  Art.  77  durch  Gerade  begrenzt,  die  auf  den  von  ^  an  den 
Grundkreis  o  gehenden  Tangenten  senkrecht  stehen.  Diese  Zähne 
kann  man  im  Uebrigen  ebenso  wie  die  des  Bades  4>7r  bestimmen. 
Es  wird  auf  der  Geraden  p  vom  Fol  $  aus  die  Strecke  (SS^ 
gleich  der  Theilung  KKi  des  Theilkreises  p  gemacht,  femer  die 
Strecke  (i[^  wegen  des  nOthigen  Spielraumes  ein  wenig  kleiner 
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üü»  die  Lttokeuweite  K'Ki  des  Bades  J^p  gnnwaoi««.  Die  s^mh 
Uotgen  Zahnprofite  w^ckii  ew^mdte  beereaat  toh  der  zu  ^  paKat- 
lelm  OeradM  a^  welche  daroh  deo  BwttbnmgipTvakt  •  dar  tqq  ^ 
an  dea  Kreis  ^  g^egten  Tangente  gebt»  und  Mdeiaeili  voa  der 
in  p  paraHelw  Qeradea»  wetdbe  dBe  aßthige  Tiefo  der  Zahidttaken 
k  der  Stange  beitilnmt«  Der  Sohe&Mkreis  des  Kadea  Fp  selnaidet 
die  Tangente  a^  in  Ptmkjka  f,  «ad  demnach  kommt  vcoi  den 
Stwgeod&aea  aar  der  Tbell  mit  den  Badzähnen  in  Bertthrvog^ 
welcher  von  der  durch  e  zu  4^  ]MuraUel  geeogwen  Gkeradea  aaeh 
d^  FaeBseite  lun  begr^iwst  wird.  Der  SSngriff  beginnt»  w^m  das 
Bad  im  Sinne  ^  K  gedrel^t  wird»  in  Puakte  a  und  aehrdtet  bta 
aaw  Pankte  f  fori 

Ylixi  die  Zahafltaage  ein  wenig  von  F  aJbgerttokt»  etma  in  der 
Biehtung  de«  Zahnpirofilee  (EI  parallel  Yeraehoben»  d^n  bleibt  die 
Eiagriffsgerade»  sowie  die  läägitffsstawke  $«  uiid  der  TheiftrMt 
p  unverändert;  dag^en  wird  aber  die  Eingriffsstreeke  0^  Ter* 
kttrat»  und  zwa^  tft$  aaf  Null,  wenn  die  geraden  Zabnseheitel  mit 
der  an  p  gelegten  Tangente  $^  ausammenfallen.  So  lange  die  ge- 
samte Eingriff00trecke  aoeh  grVaser  1^  die  Tkeilang  t  des  Grund* 
kreiaes  a  ist»  so  lange  findet  auch  eine  richtige  Uebertragaag  der 
Bewegung  statt  Die  gezeieknete  Lage  der  Zahnatange  ist  die 
näohste  an  F;  denn  bei  näherer  Lage  an  F  wftrde  das  Zaknprefil 
I^  die  eatspreehende  Evolvente  KL  aber  ihrw  Btlekkehipa»kt 
hinaus  bartlhren  und  somit  einen  falsehen  Eingriff  bervorbdagen. 

Wt  dem  VergrMsarn  der  Axena&rtäade  b^  den  Bädern  Fp, 
<t>n  werdest  auch  die  Theilkreise  p,  ^  wie  eben  dargelegt»  ver^ 
grösser^  aber  das  Yerbältniss  ihrer  Badien  wird  niekt  verändert 
Bei.  jener  Versckiebung  der  Zahnstange  bleibt  jedoeb  der  Theil- 
kreis  p  unverändert  mid  denmaeh  können  ftbr  daa  Zwisehenradc^ 
welches  gleiohzeit^  ii  das  Bad  ^n  und  in  die  Zahnstange  S'^)^ 
eiagreift»  zwei  venicd^iedene  Theilbreiae  auftreten.  Wegen  der  Yer- 
änderliebkeit  der  Theilkreise  ist  es  rathsam»  die  Constmetien  der 
Evolventen  ^Ven»l»»nngen  nicht  nftehr»  wie  es  zweckmässig  hei 
den  anderen  Verzahnungen  geschah»  alleiii  auf  die  Theilkreise  und 
deren  Theiking  zu  stätzen»  sondern  es  wird  hier  dem  Wesen  der 
Beziehungen  besser  entsprechen»  wenn  wir  die  unverändejrliebea 
Grusidkreise  0»  w  und  ihre  Thettnng»  die  wir  mit  t  beaeiehiet  haben» 
als  Gnmdlage  fttr  die  Constraction  der  Evolventenaähne  nehmesu 

Um  von  dieser  Grasidlage  ausgehend,  unten  in  Fig.  980»  die 
Evolventenzähae  der  jetzt  mit  i^o»  ^o^  bezeichneten  beiden  Bäder 
sm  eomtruiren,  wird  auf  der  Centialeat  F<l?  der  Pol  $  so  bestimmt» 
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diu»  F^:^^  ^fMk  dem  gegebenes  Yerh&lteiMe  der  DebersetEoiig^ 
ur^  und  die  QereAe  «^  gesEOgeu;  fecser  werden  tangireMl  an  der^ 
wäbea  die  Qnmdkreise  4fj  &>  beschrieken  nnd  die  ETolventea  Jky 
Bx  geraehaet,  die  tioh  in  $  berttJuren.  Hiemaoh  nacheii  wir 
reqi«  snf  den  GrnndkrcaaMi  o,  cn  die  Bögen  J«/»,  BB,  g^teieli  der 
zweekmäsng  angeBomneMn  Theifamg  t;  wählen  ferner  aif  ^  den 
Pnidit «/',  ae  daes  die  Zükne  der  beiden  B&der  eine  den  praktisebe» 
Anforderongeai  eatapreohend«  Stiirke  eriudlen»  die  man  entweder 
nach  reiner  iaischaninig  oder  naeh  gewena^ier  Erf  ahnuig  benr^ 
tb^lt  Dadveh  isk  die  Lage  der  sn  Jk  symmetarifieh^d  Evolrente 
J'V  beetimnt  und  mit  Rllokisicht  aitf  den  n(Vthige&  Spielraum  aoeb 
die  Lage  der  ETokeflite  B;  A'^  bedingt,  die  an  den  scbo«  gezeieb* 
netea  Eyolyefttea  B^^  oder  BA  gjrmmetriaeh  ist  Die  Scheitel 
der  Zähne  werden  wie  Torhin  dnrch  die  Sobeitelkreiae  a  A,  e  X  er- 
hatteo*  Für  die  Uebertragang  der  Bewegimg  iit  es  y<krtilieilbaft» 
wenn  die  gemetnaazne  Tangente  aa  mit  der  nur  Centralen  senk- 
re^äiten  Rtehtung  eurai  verhältniasmässig  kleinen  Winkel  bildet 
Diesw  Winkd  darf  jedoek  anch  nicht  %n  klein  genommen  wer- 
den, weil  dadnxeh  die  Zähne  nnd  ikre  EingriffiBstrecke  sieh  nn< 
zrweekmäscng  yerkttisen.  Tbearetiseh  kann  maa  awar  bei  äosserer 
Veraahnni^  die  gemeinsame  Tangente  senkrecht  zu  F^  nehmen^ 
dies  hat  aber  sor  Folge,  daes  dann  sn  der  Eyolyenie  &,  wie  in 
Axt  76  (Fig.  190}  gezeigt  wnrde,  der  in  dem  Btt^k:ebrpttnkt  an* 
sebende  aweite  symmeiDrisehe  Zw^  yen  der  Byolyente  x  als  eiojr 
spvQehende  Zahtacurye  geh(}rt  Durch  dies»  Zweig  erhaltm  abear 
^  Zähae  ebie  praktiaoh  nnbraoehbare  Form. 

Sotten  nun  auch  in  Fig.  2M  die  Zähne  der  in  das  Bad  Fa 
eingreifenden  Zahnelange  ohne  Bemitzang  des  Tbeilkreises  p^  dier 
hier  nur  in  seiner  Eigenschaft  als  BoUkreis  znr  Geltong  kommt, 
gexeiohnet  werden,  so  moss  doch  der  betreff^de  Pol  $  gegeben 
sein;  damit  ist  dann  die  Bewegung  der  IZahnstange  resp.  die  Be* 
wegnng  der  Tangente  $)>  bestimmt,  die  sich  in  rieh  selbst  yer- 
schiebt  nnd  gleichzeitig  bei  der  Drehnng  des  Bades  Fo  aif  dem 
gedachten  Tbeilkreise  p  roUt  Bei  der  Zahnstange  ist  aber  der 
Grandkreis  niebt  zi^änglieh;  denn  sein  Mittelpankt  S^,  sein  Be* 
rtthnmgspnnkt  a*"  aof  der  Ton  $  an  den  Omndkrds  o  gelegten 
Talente  «  $  nnd  er  selbst  liegt  im  Unendlichen  0.  Deshalb  tragen 


*)  Die  Anffasstmg  Ton  A.  Büttner  in  seiner  vortrefflichen  Abhandlang 
jJHe  ETolTenlen-Yenahnnng  fttr  Satnrftder^  in  der  Zeitschrift  des  Vereines 
deutscher  Infemeute^  1871.  B.  15.  8.  314»  dass  bei  dar  ZahnstMige  der  Grmd- 
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wir  in  diesem  Ausnahmefalle  anf  die  an  o  gelegte  Tangente  a^ 
nach  beiden  Seiten  yon  $  die  Theilong  t  des  Onrndkreises  o  ab 
und  ziehen  durch  die  Theilpunkte  . .  S//,  (S/,  $,  (Si,  (S, . .  senkrecht 
auf  diese  Tangente  die  einerseits  gelegenen  geradlinigen  Zahnprofile. 
Die  anderseitigen  geradlinigen  Zahnprofile,  die  auf  der  zweiten 
▼on  $  an  0  gehenden  Tangenten  senkrecht  istehen,  ergeben  sich, 
wenn  wir  mit  Berttcksichtigung  des  erforderlichen  Spielraumes 
die  entsprechende  Lttckenweite  auf  die  Gerade  p  abstechen,  und 
femer  werden  die  Profile  wie  oben  angegeben  begrenzt. 

Wir  haben  bei  dieser  letzten  Gonstruction  vorausgesetzt,  dass 
das  Bad  Fo  schon  als  ein  fertiges  vorhanden  sei.  Ist  dies  aber 
nicht  der  Fall,  so  kann  man,  nachdem  der  Mittelpunkt  F  und  der 
Pol  $  gegeben  ist,  den  Grundkreis  0,  sowie  die  Theilung  auf  dem- 
selben noch  zweckentsprechend  w&hlen.  Lässt  man  insbesondere 
diesen  Grundkreis  mit  dem  betreffenden  Bollkreis  p  zusammen- 
ÜEdlen,  dann  coincidiren  die  Tangenten  $a,  $)>;  demnach  stehen 
in  diesem  Falle  die  beiderseitigen  geradlinigen  Zahnprofile  senk- 
recht auf  ^pj  und  von  denselben  kommt  nur  ein  einziger  Punkt 
mit  den  entsprechenden  Evolventen  in  Bertthrung. 

Die  Gonstruction  der  Zahnstange,  welche  in  ein  Bad  mit 
einer  dem  Grundkreise  angehörenden  Theilung  t  eingreift,  erfor- 
dert also  nur  die  Auftragung  der  Theilung  t  auf  eine  zu  den 
parallelen  Zahnprofilen  senkrechte  Gerade  $a,  die  einen  zweck- 
mässig gewählten  kleinen  Winkel,  der  auch  gleich  Null  sein  kann, 
mit  der  Längsrichtung  der  Zahnstange  bildet,  und  die  Bestim- 
mung der  Lttckenweite,  so  dass  die  Zähne  des  eingreifenden  Bades 
freien  Durchgang  finden.  Demnach  kann  die  in  Fig.  820  gezeich- 
nete Zahnstange  3*  p  auch  direct  richtig  in  das  grössere  Bad  ^  w 
eingreifen,  und  bei  diesem  Eingriff  ist  dann  der  Abstand  des  Mit- 
telpunktes ^  von  dem  auf  der  Centralen  4>t$°°  liegenden  Bertth- 
rungspunkte  der  beiden  betreffenden  Zähne  gleich  dem  Badius 
des  entsprechenden  BoUkreises. 

Wird  bei  den  folgenden  Constructionen  der  Evolventen- Ver- 
zahnungen eine  bestimmte  Theilung  t  des  Grundkreises,  die  wir 
in  Fig.  220  angenommen  haben,  als  Grundlage  benutzt,  dann  ist 
der  betreffende  Grundkreisradius  eines  Bades,  welches  n  Zähne 
erhalten  soll,  gleich  dem  Verhältnisse  n.t :  2. 3,141 . . .  Durch  den 
Grundkreis  nebst  der  Theilung  auf  demselben  und  durch  eine 


kreis  durch  eine  zur  Tangente  $  a  parallele  Gerade  vertreten  werde,  ist  nicht 
richtig;  denn  eine  Gerade  kann  niemals  die  Eyolnte  einer  Geraden  sein. 
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zweckmSflsige  Umgrenzung  der  Zahnlücke  sind  die  Eyolyenten- 
Zähne  eines  Bades  bestimmt    Demnach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Alle  Räder  mit  Evolyentenzähnen  greifen  richtig 
in  einander  und  sind  Satzräder,  wenn  sie  auf  den 
Grundkreisen  dieselbe  Theilung  besitzen  und  wenn  die 
Zahnlücken  so  umgrenzt  sind,  dass  ein  freier  Durch- 
gang der  eingreifenden  Zähne  stattfindet. 

Wir  können  uns  somit  stets  eine  Beihe  von  Bädern  zeichnen, 
die  richtig  in  einander  greifen  und  bei  denen  die  Zahnlücken 
des  einen  Bades  den  Zähnen  der  anderen  Bäder  freien  Durch- 
gang gewähren;  aber  es  ist  nicht  möglich,  allgemein  unabhängig 
von  einander  yollkonmien  richtige  Satzräder  in  allen  Fällen  zu 
construiren. 

In  Fig.  221  soll  für  die  bisher  angenommene  Theilung  t  auf 
dem  Qrundkreise  die  Evolventen- Verzahnung  für  ein  8-zähniges  Bad 
^01  ausgeführt  werden.  Der  Badius  des  zugehörigen  Grundkreises 
w  ist  durch  das  Verhältniss  4. t: 3,1 41 ..  gegeben.  Wir  zeichnen 
nun  die  Evolvente  B  x,  machen  auf  dem  Orundkreise  (o  den  Bogen 
BB^  gleich  der  Theilung  t,  also  gleich  i  vom  Ereisumfange  cci, 
construiren  die  congruente  Evolvente  B,  x^,  femer  die  symmetrische 
Evolvente  B'^  x',,  so  dass  die  Zahnlücke  dem  entsprechenden  Zahn 
eines  gegebenen  eingreifenden  Bades  den  nöthigen  Spielraum  ge- 
währt. Je  enger  aber  diese  Lücke  ist,  desto  grösser  wird  der 
durch  die  Evolventen  B^x^y  B\x,\  geformte  Zahn. 

Lassen  wir  in  dieses  Bad  die  in  Fig.  220  gezeichnete  Zahn- 
stange eingreifen,  welche  auf  der  zu  den  parallelen  Zahnprofilen 
senkrechten  Geraden  die  Theilung  t  besitzt;  dann  ergiebt  sich  der 
Pol  $,  indem  mr  den  Badius  4>a  des  Grundkreises  parallel  zu 
den  geradlinigen  Zahnprofilen  I,  Ij . .  und  die  Kreistangente  a^ 
ziehen,  die  auf  I,  !i .  •  senkrecht  steht  und  ^Pff^  in  $  schneidet 
Demnach  ist  für  diesen  Eingriff  <E>$  der  Badius  des  Bollkreises 
n  und  die  Tangente  $  )>  die  in  sich  selbst  bewegte  Gerade,  welche 
gleichzeitig  auf  diesem  Kreise  rollt  Der  tiefste  zulässige  Ein- 
griff der  Zahnstange  tritt  ein,  wenn  der  Grenzpunkt  S)^  des  Zahn- 
profils Ii  sich  in  der  durch  a  zur  Stangenrichtung  parallel  gezo- 
genen Geraden  befindet  In  diesem  Falle  beginnt  der  Eingriff, 
wenn  das  treibende  Bad  <P  co  sich  im  Sinne  B  B^  dreht,  im  Punkt 
a  und  schreitet  auf  der  Tangente  a$  bis  zum  Punkte  e  fort,  der 
auf  dem  durch  die  Zahnspitzen  gehenden  Spitzenkreis  liegt.  Durch 
die  erforderliche  Abstumpfung  der  Zahnspitzen  wird  diese  Ein- 
griffsstrecke noch  ein  wenig  verkürzt,  aber  dennoch  bleibt  sie 
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greiser  ahr  die  Strcnke  $6t>  ^e  gleieh  der  Tkefinns  i  kk^  waä 
somit  kat^  bevor  der  Etngriff  des  einen  Zah^iaares  «aflilbiy  aohoai 
der  Eingriff  des  nachfolgenden  Zjahnpaares  begcmnen.  Dareh  dieses 
8-aähnige  Bad  wird  also  ein  noch  branekbaror  Eingriff  in  die 
Zahnstange  erreiokt  und  die  üebeitraging  der  Bewegung  eiv 
mügliehL 

Setzen  wir  andfrseits  anoh  das  in  Fig.  889  gezeichnete  16r»ifth- 
odge  Bad  Fa  mit  diesem  Sr'iihmgM  Bade  in  mOglidist  tiefen 
Eingriff,  AO  dafis  im  nnteren  Theile  der  Figv  88i  der  Scheiteftreis 
Xe  des  Bades  Fa  fint  den  Fnsskreis  des  kleinen  Bades  <I^ai  be* 
rttlirt,  nnd  zieboi  wir  an  die  GmndkrMse  o,  n«  die  gosieinsame 
TangMite  a«,  welche  den  BMUbnmgspnnkt  der  Z&hne  enthält  nnd 
die  Centrale  F^  im  Pol  $  schneidet,  so  wird  durch  den  Sekeite}- 
kieis  Le  und  den  Spitnookreis  ^e  anf  aa  die  Eingriffbstrecke 
«6  bestimmt,  wddie  swu  noek  durob  die  Abstomplimg  der  Zahn«^ 
qutaten  rei^llnrt  wird^  abw  dennoch  grösser  als  die  zn  6nmde 
gelegte  TkeHnng  i  ist  Diese  beiden  Bäder  bewirken  denmach 
anch  eine  richtige  Uebertragang  der  Bewegong;  allein  dieselbe 
wird  hier  sehr  eraebwert,  weil  die  gemeiBSohaftliohe  Tangente 
tta  Boben  sebr  betriohtlieh  nm  der  znr  Centralen  senkreokten 
Bichtong  abweiebl  Ans  diesem  Qnmde  wird  dieser  Eingriff,  der 
gleichsam  einen  Qrenafäll  repriaentirt,  in  dar  Praxis  wohl  thnn* 
liebst  Termieden.  Die  beiden  Bollkreise  7»,  n'^  der  Bäder  Ft»^ 
4>  (o  werden  dnrch  den  Pol  ^  bestimmt,  in  welebem  sie  sich  be- 
rähren.  Dem  Bade  ^(a  entsprechen  also  resp.  in  Bezag  md  das 
Bad  F^  oder  anf  die  Zahnstange  die  BoUkreise  ^'  und  ^. 
Geht  man  mit  der  Zäbneeahl  auf  7  herab ,  dann  wird  der  Binr 
griff  in  die  Zahnstange  unbrauchbar,  und  noch  mehr  wird  es  der 
Singriff  in  jedes  andere  aussen  yenahnie  Bad;  daher  ist  bei 
äusserer  ETolyenten-Veraabnung  mit  8  Zähnen  ftlr  das  kleinste 
Bad  anek  die  kleÜBste  Zähnezahl  erreicht  Alle  bisher  geaeieb- 
neleB  Bäder  mit  EvolTenten^-Verzahnung*  haben  dieaelbe  Tkeilung 
t  auf  dem  Grundkreise  und  sind  somit  Satxräder. 

Die  Fig.  888  giebt  eine  »ebemi^sche  Dar^MIung  dreier  mit 
E^tdrentenzähnen  Tcrsehenen  mder  Fo^  ^o^^  ^(o\  von  denen 
sieh  die  beiden  letzt^en  um  die  gemeinsame  Axe  4>  drehen. 
Das  erstere  Bad  Fo  mit  dem  Zahne  k  greift  gleichzeitig  in  die 
beiden  coaxialen  Bäder  4>»,  ^ct/,  äearest  Zähne  resp.  mit  le,  Kf  he- 
zeichnet  sind.  Je  weniger  die  Zäbnezahlea  dieser  beiden  coaxialen 
Bäder  differiren,  desto  mehr  nähern  sich  die  beiden  Gnmdkreise 
Ol,  ci/  dieser  Bäder  und  desto  mehr  wird  der  Eingriff  für  diese 
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Mden  Sader  im  wgenähert  f  Icdeii^r  Weure  ror  8i<A  |;eheA.   Der 

£aenfilE9>iiiikt  oder  Bertihmngspimkt  der  beiden  zu  den  Bftdem 

Fo^  ^w  gehörenden  EvolFentetoätuoie  k,  k  bewegt  sich  «laf  der 

genrtiniDiimi  lltegenti  ««  der  «it«prscli«iidfeft  QrtiyticreiBe  o^  w. 

Snrefa  den  Sehnittpunkty  det  Pol  ^  diestn-  Tangente  mit  der  Oen- 

tsaktt  F<^  Md  die  Mdea  rieh  in  $  berttkrendMi  RolQn-eiae  p, 

M  der  BMer  jPa,  ^w  h^e&amt    Der  Eingriffbpiuikl  des  Bader- 

paarei  F^^  <^io'  bewegt  sich  auf  der  gemeinsatten  Tangeato  tfa' 

der  ^jtnindkreiie  i»,  «d',  nnd  der  Sobmttpnnkt  oder  Pol  1|^)  den 

diese  Tnngeate  mit  der  Centralen  F^  bildet,  liefert  die  beidm 

tolsptwhenden  RoUtoeise  p\  ft'  der  Bftder  Fo,  <&<ii<. 

Die  kleinste  snltesige  SUmeeahl  zweier  gleicher  Bkder  mit 

Sv'ohrentenBähneii  kann  muk  leicht  beMimm«,  wenn  nngwommen 

wiid^  dass  in  Fi%,  283  die  gemeinsame  I^ogente  « a  der  beiden 

fktohen  Omndkreise  o ,  im  mit  der  Centralen  F4^  einen  Winkel 

von  mindestens  75 ""  bildet    Beneiehnet  t  die  TheÜimg  anf  den 

€hnmdkreisen,  femer  ^  den  Radios  dieser  beiden  gleichen  Kreise 

nnd  X  die  Zahn&miA,  so  Mgt,  weil  kn  Grens&Ue  die  lümg^  na 

der  gemeinssnvM  Tangente  gleich  t  s^  kann,  dass 

2q  .  oot  7^  «*  t,     Ijp.  3,141 . .  — « ,  t 

imd  somit 

ar  —  V« . .tan  76"— 11>724. . 

Hiernach  ist  12  die  Ueinsto  Eahl  der  £volvententfhne  rweier  in 
■einander  greifender  gleicher  Zahnräder.  Ja  allen  Füllen  abw, 
wenn  nicht  besondere  Gründe  diese  kleinste  Zähnezahl  erfordern, 
ist  es  besser,  eine  grössere  Z&hne^hl  zn  wtlhlen,  weil  dadorch 
ein  Ulagerer  gleichteitig^  Eingriff  ton  zwei  oder  mehreren  Z&hne- 
paaren  erhalten  wird. 

Oft  genttgt  es  auch  in  der  Pm:ds,  dass  ein  Bvolventonbogen, 
der  die  Zahncnrve  bildet,  angenähert  dnnA  zwei  Kreisbögen  er- 
setzt wird;  zumal  da  durch  die  Abnutzung  der  theorethisch  lich- 
tige  Eingriff  doch  allmählig  Terloren  geht  Um  in  Fig.  SM  den 
fivHdyentenbogen  BA  durch  zwei  Kreisbögen  sehr  angenähert  zu 
•eneteeoi,  mmmt  man  ungetthr  in  mittlerer  Lage  zwischen  BA 
einen  dritten  Punkt  F  anf  dem  E?olTentenbogen  an,  errichtet  anf 
den  Sehnen  BF,  TA  in  den  Mitten  ju^,  jti,  die  Senkrechten  ju^I, 
fi,II)  welche  die  Tangenten  a^F,  n^A  des  Önmdkreises  (o  resp.  in 
den  Punkten  I,  EL  schneiden,  und  beschreibt  um  I  den  Kreisbogen 
BF,  tun  n  den  Kreisbogen  FA.  Diese  so  erhaltenen  beiden 
Kreisbögen  w^den  sich  sehr  nahe  an  den  Evolventenbogen  an^ 
schmiegen.    Will  man  sich  aber  mit  einem  einzigen  Kreisbogen, 
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alBo  mit  nicht  so  genauer  Anschmiegang  begnügen ,  dann  be- 
schreibt man  nm  den  Schnittpunkt  lU  jener  beiden  Senkrechten 
den  durch  BFA  gehenden  Kreisbogen. 

93.  Constniction  der  evolventenf9rmigen  Hebedaumen.  Die  in 
Fig.  826,  Taf.  XY.  dargestellten  Hebedaumen,  welche  in  der 
WeUe  <E>  eingekeilt  sind,  sollen  die  vertikale  Hebung  der  Stange 
s  nebst  Pochstempel  derart  bewirken,  dass  die  Stange  der  Wellen- 
drehung proportional  gehoben  wird,  und  nach  Beendigung  des 
Eingriffs  frei  herabÜGtllen  kann.  Bei  dem  Eingriff  der  Evolven- 
tenzähne  in  eine  Zahnstange  haben  wir  erkannt,  dass  die  Zahn- 
profile der  Zahnstange  im  Allgemeinen  geradlinig  sind  und  sich 
in  schräger  Stellung  gegen  die  Längsrichtung  der  Zahnstange 
befinden.  Durch  diese  schräge  geradlinige  Verzahnung  der  Zahn- 
stange wird  aber  ein  seitlicher  Druck  auf  die  Stange  verursacht, 
der  die  Beibung  in  den  Ftthrungslagem  der  Stange  vergrössert 
Dieser  seitliche  Druck  kann  durch  eine  entsprechende  Anordnung 
vermieden  werden ,  wenn  man  den  Grundkreis  cu  der  Evolventen- 
form der  Daumen  mit  dem  zugehörigen  BoUkreise  des  durch  Welle 
und  Daumen  vertretenen  Bades  ^(o  zusammen  fallen  lässt;  dann 
degenerirt  aber  das  Profil  des  Zahnes  der  Stange  s  zu  einem  Punkte 
K.  Dieser  Punkt  K  wird  durch  die  Ecke  eines  an  der  Stange 
s  seitlich  befestigten  leistenartigen  Vorsprungs  ersetzt,  und  die 
untere  zur  Wellenaxe  parallele  Kante  K  dieses  Vorsprunges  ver- 
tritt den  Zahn  der  Stange  s.  Die  Hebedaumen  können  dann  neben 
der  Stange  vorbeigehen. 

Ist  die  Hubhohe  h  des  Pochstempels  gegeben  und  soll  die 
Welle  beispielsweise  mit  drei  Hebedaumen  versehen  sein,  dass 
also  während  einer  Wellendrehung  die  Stange  dreimal  gehoben 
wird,  und  nehmen  wir  an:  die  Stange  s  durchfalle  die  Höhe  A, 
bevor  die  Welle  A  Umdrehung  gemacht  hat,  so  können  wir  den 
Hebedaumen  in  folgender  Weise  construiren.  Wir  bringen  den 
Stangenpunkt  K  in  seine  höchste  Stellung,  ziehen  die  vertikale 
Gerade  Koy  machen  auf  dieser  K^=^h^  beschreiben  den  ELreis 
cci,  der  diese  Gerade  in  $  berührt  und  dessen  Umfang  gleich  A.h 
ist.  Durch  Bollnng  der  Tangente  KSß  auf  dem  Viertelkreis  B$ 
erzeugt  der  Punkt  K  den  Evolventenbogen  BxK^  der  die  Dan- 
mencurve  bildet  Während  einer  Vierteldrehung  der  Welle  in  der 
Bichtung  des  Pfeils  gleitet  der  Zahnpunkt  K  auf  diesem  Evol- 
ventenbogen von  B  bis  K\  die  Stange  wird  dadurch  um  die  Hohe 
A  gehoben  und  fällt  frei  herab,  sobald  der  Daumen  den  Zahn- 
punkt K  verlässt    Dieser  Zahnpunkt  K  gelangt  dann  nach  ^, 
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bevor  er  yod  dem  naehfolgenden  Daumen  B^  x,,  der  anf  dem  Kreise 
<(i  am  i  des  UmÜEUiges  von  B  entfernt  ist,  mit  einem  Stoss  erfasst 
wird.  Da  die  Drehung  der  Welle  stets  in  einem  Sinne  erfolgt,  so 
werden  die  Daumen  rttokseits  am  einfsushsten  radial  begrenzt. 

Wenn  die  Stange  s  soweit  von  der  Welle  4>  entfernt  wird, 
dass  die  Daumen  vor  derselben  vorbei  gehen  kOnnen,  dann  wird 
jener  leistenfSrmige  Yorspmng,  dessen  untere  Kante  K  den  Zahn 
bildet,  an  die  nach  der  Welle  gewendete  Seitenfläche  der  Stange 
angebracht  Je  weiter  aber  diese  Kante  K  von  der  Stange  ent- 
fernt ist,  desto  mehr  wird  durch  entstehenden  seitlichen  Druck 
die  Beibung  in  den  Fflhrungslagem  der  Stange  vergrössert  Der 
Stangenzahn  wird  sehr  rasch  abgenutzt,  weil  derselbe  von  den 
Daumen  nur  längs  der  Kante  K  bertthrt  wird.  Um  dies  zu  ver- 
meiden und  auch  die  Zahnreibung  zu  verringern,  kann  die  scharfa 
Kante  K  durch  eine  Bolle  i,  die  in  Fig.  225  punktirt  gezeichnet 
ist  und  deren  Axe  mit  dieser  Samte  coincidirt,  ersetzt  werden. 
Unter  den  gegebenen  Bedingungen  muss  dem  gemäss  der  Daumen 
nach  der  punktirten  Kreisevolvente  x'  geformt  werden,  die  als 
Aequidistante  der  Kreisevolvente  x  von  dieser  um  den  Bollen- 
radius absteht 

94.  Construction  der  Evolventenzähne  fDr  inneren  Eingriffl 
In  Fig.  226  soll  die  innere  Evolventen-Verzahnung  eines  24-zäh- 
nigen  Bades  ^(o  construirt  werden,  in  welches  dasselbe  vorhin 
betrachtete  16-zähnige  Bad  Fo  eingreift.  Der  Badius  4>a  des 
Orundkreises  (o  des  erstgenannten  Bades,  welcher  durch  den  ge- 
gebenen Badius  Fa  des  Grundkreises  o  und  durch  die  Zähne- 
zahl 24  bestinunt  wird,  ist  gleich  dem  Werthe  24 .  Fa :  16  »»  iFa. 
Mit  diesem  Badius  4>  a  beschreiben  wir  den  Grundkreis  co,  so  dass 
der  Gnmdkreis  o  des  gegebenen  Bades  Fo  aus  ihm  heraustritt, 
und  legen  an  die  beiden  Ejreise  co,  o  die  gemeinsame  Tangente 
aa^  welche  dieselben  resp.  in  a,  a  bertlhrt  und  die  Centrale 
F<P  im  Pol  $  schneidet  Construiren  wir  die  durch  $  gehende 
Kreisevolvente  /?x,  die  durch  BoUung  von  $  a  auf  w  entsteht  und 
deren  Spitze  auf  (o  mit  ß  bezeichnet  ist,  dann  wird  diese  Evol- 
viBute  /3x  im  Pol  $  von  der  zu  dem  Grundkreise  o  gehörenden 
Evolvente  k  des  gezeichneten  fertigen  Bades  bertthrt  und  einer- 
seits von  dem  um  ^  beschriebenen  Scheitelkreise  aA  im  Punkte  A 
begrenzt  Auf  dem  Grundkreise  o>  machen  wir  den  Bogen  ßßi 
gleich  der  Theilung  t,  also  gleich  Jx  von  w,  zeichnen  zu  Ax  die 
congruente  Evolvente  A^  x^,  deren  Spitze  ß^  ist,  und  zu  dieser  die 
symmetrische  Evolvente  A',  x',,  so  dass  die  Zahnlttcke  in  dem  Bade 
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'  4>  ia  nocli  dm  nitthigen  SpMraitiii  bietet   Der  Soheitelkreit  bL  tlr 

dto  V&hsnb  des  fettigen  ausen  venabntaQ  Bactos  j^  schneidet  die 

fem^nsune  Tangente^  die  Eingriffisgerftde  $«)  im  Punkte  e^  und 

daroh  den  iMt  dem  Radius  4><  beschiiebenm  Kreis  weiden  aa- 

.deneits  die  29lhne  des  Bades  4>k»  begrensil)  so  weit  «ie  beim 

Eingriff  xur  iteMni^  kommen«    Da  die  Ztkne  bei  der  inneren 

;  VerKahnung  «im  fOi  die  Festigkeit  »ehr  gtnstijge  CJastalt  haben, 

ao  ireiden  sie  durah  Yertieftmg  der  Lücken  nk)ht  geBchwfteht, 

und  daber  kann  man  dieselben  direh   einen  grösseren  Fuss- 

kreiB  j^fi  begrenzen.    Wird  das  innere  Bad  Fo  im  Sinne  ß^ß 

^gedrefat^  dann  begiiort  der  Sbgrtff  in  «  and  sohreilet  auf  o^ 

ihm  s  fort. 

Um  aicher  zu  «ein,  ob  auch  die  Zahnecken  des  Hohhades 
«n  den  Kalmen  des  anderen  Badee  frei  vorbeigehen,  haben  wir 
die  Itoohoide  dx  geveichnet,  irelche  die  Zahnedce  A«  in  dem 
Bade  Fo  beaebmibt.  Diese  Troidioide  berührt  die  betreffende 
Zidmcurre  ks  auf  äem  Griadkreise  «^,  bildet  eine  sdir  kleine 
Schlinge  und  lieht  sidi  sehr  nahe  an  der  Zahnonrre  Atj,  enüaag, 
ohne  dieselbe  an  schneiden.  Hiermit  ist  erst  die  Biaaehbaikeit 
dieser  Verzahnung  bewiesen.  Um  der  Gefahr  des  fiJBsehneidens 
.der  Bthne  neeh  mehr  aasauweichen,  werden  die  Zahaecken  stets 
abgerundet  Der  Axenabstand  4>  F  kann  hier  nur  daim  unbescha- 
det des  tichtigea  Eingriffs  ein  wenig  verkleinert  werden,  wenn 
dadundi  nicht  das  fiinsehneiden  der  ZShne  verursacht  wä*d.  Je 
mehr  sich  aber  hierdurch  die  gemeinsame  Vaagento  ^«  der  aenk- 
iwhten  Stellung  auf  f  4>  nähert,  desto  grösser  wird  jene  Gefohr. 
Soll  dagegen  bei  Erhaltung  des  richtigen  ESngriA  der  Asieaab- 
«tand  4>  F  grltoser  genommen  werd»,  dann  muss  man  die  Zähne 
des  Bades  4>ui  durch  den  eatspreebeaden  um  ^  beschriebeaen  grfto- 
seren  Seheiteikr^s  a  A  verkürzen;  denn  in  diesem  Falle  veigrössert 
eich  anch  der  Winket,  den  die  gemeinsame  Tangente  mit  der  zur 
Centralen  senkrechten  Bichtung  bildet,  und  die  Entfernung  des 
Punktes  a  yon  4>« 

Die  Praxis  erfordert  oft  iaaere  Verzahanngea,  bei  denen  die 
<S^rundkreiaradien  mögliehst  wenig  verschieden  sind,  resp.  die  Diffe- 
renz der  Zihnezahlen  der  ineinander  greifmden  Bäder  möglichst 
klein  iat,  wie  z.  R  bei  den  Differentiaiflasehenxügen  von  Eades^), 


^)  Specification  Nr.  1672  vom  22.  Juni  1866,  ferner  Engineer  1867.  Febr.  15. 
8.  185.,  Polyt.  Journal  1867.  B.  184.  S.  476.  Die  von  E  ad  es  aogeirandte 
Tenalmaog  Ist  aiter  luaingfilhaft  imd  beitirkt  keine  ^difOnaige  Debcrttagaag. 
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Picke  ring  0  und  Moore'),  wo  diese  Differenz,  nm  die  nöthige 
Uebersetzung  zn  erreichen,  nur  1  oder  2  beträgt.  Soll  zu  dem  bis- 
her betrachteten  16-zähnigen  Bade  Fo^  dessen  Grandkreisradios  Fa 
ist,  in  Fig.  227  ein  18- zähniges  Hohlrad  4>c^  constrnirt  werden, 
dessen  Grandkreisradins  also  gleich  I  Fa  ist,  so  zeigt  es  sich  als 
zweckmässig,  wenn  wir  an  den  Grandkreis  o  die  Tangente  $a  legen, 
die  mit  der  zur  Centralen  $  F  senkrechten  Richtung  den  leicht  zu 
construirenden  Eingriffswinkel  von  52^30'  bildet  Hieraufmachen 
wir  auf  %a  die  Strecke  $a=l$fl,  dann  ist  die  auf  $a  in  a  er- 
richtete Senkrechte  <P  a  der  Badius  des  Grundkreises  (/>.  Zu  der 
Kreisevolvente  Ar,  deren  Verlängerung  die  gemeinsame  Tangente 
%a  in  K  schneidet,  zeichnen  wir  in  bekannter  Weise  die  ent- 
sprechende Kreisevolvente  x,  die  von  dem  mit  K  coincidirenden 
Punkte  r  der  auf  o)  rollend  gedachten  Tangente  $  a  erzeugt  wird 
und  einerseits  im  Funkte  A  vor  dem  Fusskreise  des  Bades  Fo 
aufhören  muss,  um  das  Einschneiden  der  Zahnecke  A  zu  ver- 
meiden. Wenn  die  Zahnlücke  dieses  Bades  tiefer  gewesen  wäre, 
und  das  freie  Vorbeigehen  der  Zahnecke  nicht  gefährdet  würde, 
hätte  man  die  Kreisevolvente  x  bis  an  den  letzten  Grenzpunkt 
ziehen  können,  der  auf  dem  mit  ^a  beschriebenen  Kreise  liegt. 
Ferner  construiren  wir  zu  der  Zahncurve  Ax  die  symmetrische 
Zahncurve  A[x[,  so  dass  für  den  Scheitel  LU  noch  ein  wenig 
Spielraum  bleibt,  und  begrenzen  anderseits  diese  Zahncurven  durch 
den  Kreis  yy^.  Hierdurch  sind  dann  auch  die  Zähne  des  Hohl- 
rades 4>€o  bestimmt,  deren  Stärke  nach  dem  Scheitel  hin  rasch 
abnimmt.  Aus  der  Gestalt  der  gezeichneten  Trochoide  ^,  welche 
die  Zahnecke  A  im  Bade  Fo  beschreibt,  erkennen  wir,  dass  das 
Einschneiden  der  Zähne  vermieden  wird;  denn  diese  Trochoide 
berührt  die  Zahncurve  A:,  bildet  eine  Schlinge  und  zieht  sich  in 
genügender  Entfernung  über  die  Zahnecke  L  hinweg.  In  einem 
solchen  ungewöhnlichen  Falle  darf  man  aber  nicht  unterlassen 
sich  zu  überzeugen,  ob  auch  die  Zähne  des  Bades  Fo  hier  freien 
Durchgang  finden ;  deshalb  haben  wir  noch  die  Trochoide  Xx  con- 
struirt,  die  von  der  Zahnecke  Lx  im  Hohlrade  ^o)  beschrieben 
wird.  Es  zeigt  sich  jedoch,  dass  diese  Trochoide,  welche  die 
betreffende  Zahncurve  x^;  berührt  und  eine  kleine  Schlinge  bildet, 
in  das  Zahnprofil  des  Hohlrades  nicht  einschneidet  und  in  genü- 
gender Entfernung  über  die  Zahnecke  A,  hinweggeht. 


*)  Engineering,  1868.  Jan.  17.  p.  55.  Polyt.  Journal,  1868.  B.  188.  S.  108. 
*)  Mechanics  Magazine.  1871.  p.403.  Polyt.  Journal  1871.  B.  201.  S.  383. 
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Die  beiden  Scheitelkreise  AA/,  LTJ  schneiden  die  Eingriffs- 
gerade $a  resp.  in  den  Punkten  e,  €  nnd  bestimmen  die  Ein- 
griffsstrecke e  €y  welche,  weil  sie  hier  nngefähr  i  der  Theilnng  t 
beträgt,  hinreichend  lang  ist.  Wird  das  Rad  Fo  in  der  Richtung 
des  Pfeils  gedreht,  so  beginnt  der  Eingriff  in  e  und  hört  schon 
weit  vor  der  Centralen  in  e  auf.  Die  beiden  Rollkreise  /?,  ft  liegen 
hier  weit  ausserhalb  der  Zahnkränze,  während  sie  bei  den  bisher 
betrachteten  Evolventen -Verzahnungen  sich  innerhalb  derselben 
befanden.  Da  bei  dieser  inneren  Verzahnung,  wo  die  Radaxen 
<I>,  F  verhältnissmässig  nahe  liegen,  nicht  wie  bei  der  äusseren 
Verzahnung,  wenn  die  gemeinsame  Normale  der  sich  bertthrenden 
Zahncurven  sehr  von  der  zur  Centralen  <P  F  senkrechten  Richtung 
abweicht,  Pressungen  und  Stemmungen  der  Zähne  entstehen,  so 
wird  hier  aus  diesem  Grunde  die  Grösse  des  Winkels,  den  die 
Eingriffsgerade  a$  mit  der  genannten  Richtung  bildet  und  den 
wir  beispielsweise  gleich  52^30'  genommen  haben,  nicht  bedingt. 
Dieser  Winkel  muss  aber  doch  so  gewählt  werden,  dass  das  Ein- 
schneiden der  Zähne  vermieden  vrird. 

Bei  praktisch  ausgeführten  Flaschenzttgen  findet  man,  dass 
diese  inneren  Verzahnungen  meist  nach  Gutdünken  profilirt  sind; 
und  eine  genauere  Untersuchung  der  so  hergestellten  Zahnformen 
zeigt,  dass  denselben  von  Kreisen  abweichende  RoUcurven  ent- 
sprechen. Dem  zufolge  kann  auch  keine  gleichförmige  Uebertra- 
gung  der  Bewegung  eintreten,  die  doch  so  leicht  erreichbar  ist, 
wenn  die  Verzahnung  in  der  angegebenen  Weise  richtig  con- 
struirt  wird.  0 

95.  Räder  mit  schraubenförmiger  Verzahnung.  Schraubenräder 
oder  Hoolce'sohe  Räder.  Zeichnen  wir  in  Fig.  228  mehrere  con- 
gruente  Zahncurven  k^^k^^k^,.  des  einen  Rades  Fo  in  nahen  Ab- 
ständen auf  einander  folgend  und  die  entsprechenden  unter  sich 
congruenten  Zahncurven  x,,  x,,  x,. .  des  anderen  Rades  4>co,  so 
berühren  sich  diese  Zahncurvenpaare  in  den  Punkten  E^^  E^^  E^.. 
auf  der  Eingriffscurve  e,  die  in  unserer  Figur  eine  Gerade  ist, 
weil  wir  beispielsweise  als  Zahncurven  Kreisevolventen  genom- 
men haben.  Um  diese  Idee  praktisch  auszuführen,  denken  wir 
uns  ein  Zahnrad  senkrecht  zur  Axe  in  gleich  dicke  dünne  Schei- 
ben zerschnitten,  dieselben  auf  der  Axe  in  gleichem  Sinne  um 
gleiche  Winkel  gegen  einander  gedreht,  wie  die  parallelperspec- 


')  Yergl.  Krebs,  ,JnnenTerzahnimg".  Praktischer Maschinen-Constructew 
1881.   B.  14.   S.  109. 
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tivische  Darstellung  in  Fig.  229  zeigt,  wo  der  besseren  Ueber- 
sichtlichkeit  wegen  nur  eine  Zahnreihe  in  Betracht  gezogen  ist, 
und  die  so  gedrehten  Scheiben  wieder  fest  mit  einander  vereint. 
In  gleicher  Weise  denken  wir  nns  das  zweite  zugehörige  nicht 
gezeichnete  Zahnrad  verändert.  Wird  nun  die  Einrichtung  so  ge- 
troffen, dass  von  den  6  gezeichneten  Zähnen  der  schraubenför- 
migen Zahnreihe  der  Zahn  k^  seinen  Eingriff  begonnen  hat,  be- 
vor der  Eingriff  des  Zahnes  k^  endet,  so  befinden  sich  alle  6  Zähne 
gleichzeitig  im  Eingriff.  Durch  diese  Anordnung  wird  die  Gleich* 
mässigkeit  und  Sicherheit  der  Uebertragung  der  Bewegnng  sehr 
gefördert  und  bei  einer  ungewöhnlich  grossen  Uebersetzung  eine 
sehr  schnelle  gleichförmige  Bewegung  ermöglicht.  Die  Fusspunkte 
Jj,  Jj,  J^ . .  der  Zahncurven  liegen  auf  dem  Grundkreis-Cylinder  in 
einer  Schraubenlinie  /,  und  die  Zahncurven  J^Ar,,  J^k^^  J^k^. .  be- 
finden sich  auf  einer  Schraubenfläche. 

Denken  wir  uns  die  gleich  dicken  Scheiben  unendlich  dttnn, 
also  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden,  und  jene  gleichen  Ver- 
stellungswinkel  unendlich  klein  genommen;  dann  geht  aus  jener 
stufenartigen  Zahnreihe  eine  Schraubenfläche  k^^k^  als  Zahnfläche 
hervor,  die  in  Fig.  280  parallelperspectivisch  dargestellt  ist.  Die 
mit  solchen  schraubenförmigen  Zähnen  versehenen  Bädern  wurden 
zuerst  von  HookeOy  später  auch  von  White  und  Woollams 
ausgeführt.  2)  Jene  Schraubenfläche  wird  also  auch  dadurch  er- 
zeugt, dass  die  Curve  A:,  die  irgend  eine  der  bisher  betrachteten 
Zahncurven  sein  kann,  schraubenförmig  um  die  Radaxe  F^F^ 
längs  der  Schraubenlinie  /  bewegt  wird.^)  Wenn  die  Zahncurve  A, 


^)  Schon  im  Jahre  1666  hat  RobertHooke  diese  Räder  im  Modell  der 
Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  London  vorgezeigt.  Beschrieben 
sind  dieselben  in  Hooke,  Lectiones  CutUrianae  or  a  CoUection  of  Lectures. 
Nr.  2.  jinimadversions  on  tke  first  pari  of  the  Machina  Coeleslis,  1674.  p.  70. 
Fig.  20  und  21. 

')  Im  Reperiory  of  Arts,  Manufactures  and  AgricuUure^  1822.  See.  Ser. 
Yol.  XL.  p.  142,  hat  White  diese  Schraubenräder  in  unklarer  Weise  beschrie- 
ben, und  eine  Uebersetzung  befindet  sich  im  Polytech,  Journal,  1822.  B.  7. 
S.  287;  deshalb  sind  diese  Räder  yon  einigen  Autoren  auch  White'sche  Räder 
genannt  worden.  Klarer  und  ausführlicher  sind  diese  Schraubenräder  yon 
Woollams,  Specificaiion,  Nr.  4477  yom  20.  Juni  1820  beschrieben.  Diese 
Beschreibung  befindet  sich  auch  im  Reperiory  etc.  a.  a.  0.  p.  1,  im  Polytech, 
Journal  a.  a.  0.  S.  137.  Theoretisch  wurden  diese  Räder  zuerst  yon  Oliyier 
in  seiner  Theorie  geomStrique  des  engrenages  1842  behandelt. 

3)  Die  auf  diese  Weise  durch  cyclische  Guryen  erzeugten  Schrauben- 
flächen habe  ich  in  der  Zeitschrift  für  Math,  und  Physik,  1873.  B.  18.  S.  185 
behandelt. 

15* 
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wie  in  unserer  Darstellung,  durch  eine  Kreisevolyente  vertreten 
ist,  dann  ist  die  betreffende  Zahnfläche  k^k^  in  Fig.  230  eine  ab- 
wickelbare Schraubenfläche.  Denn  denken  wir  uns  den  Cylinder- 
mantel  straff  gehalten  von  dem  Gylinder  abgewickelt,  so  beschrei- 
ben die  Punkte  Jtj  Ji)  Ja»»  resp.  die  Kreisevolventen  *«,  *6  7  *4 •  •> 
die  auf  der  Schraubenfläche  liegen,  welche  von  den  Tangenten 
der  Schraubenlinie  /  gebildet  wird. 

Durch  eine  derartige  schraubenförmige  Verzahnung  entsteht 
aber  ein  zur  Radaxe  parallel  gerichteter  Druck.  Um  diesen  Druck 
aufzuheben,  wird  die  Zahnfläche,  wie  in  Fig.  231  parallelper- 
spectivisch  dargestellt  ist,  von  einer  Schraubenfläche  k^k^  längs 
der  Schraubenlinie  /  und  von  einer  symmetrischen  Schrauben- 
fläche k^kri  längs  der  Schraubenlinie  /'  gebildet,  die  zu  /  in  Bezug 
auf  den  mittleren  Cylinderkreis  o^  symmetrisch  ist. 

In  Fig.  232  ist  der  Eingriff  zweier  Räder  mit  schraubenför- 
miger Verzahnung  parallelperspectivisch  dargestellt.  Die  abwickel- 
bare Schraubenfläche  kf^k^  eines  Zahnes  des  Sades  Fo  berührt 
die  entsprechende  und  analog  erzeugte  Schraubenfläche  XoX,  des 
Qegenzahnes  des  anderen  Bades  4>(o  längs  einer  Geraden  e,  der 
gemeinsamen  Tangente  der  Schraubenlinie  /  und  der  entsprechen- 
den entgegengesetzt  gewundenen  Schraubenlinie  k.  Ftlr  die  Zahn- 
curven  k^j  x^  beginnt  der  Eingriff  im  Punkte  e,  fUr  die  mittleren 
Zahncurven  A,,  x,  befindet  sich  derselbe  in  der  Mitte  E  der  Be- 
rUhrungsgeraden  e  der  Zahnflächen,  und  für  die  Zahncurven  k^^  x, 
endet  der  Eingriff  im  Punkte  e.  Die  Eingriffsgerade  e,  welche 
in  der  einen  gemeinsamen  Tangentialebene  der  beiden  Cylinder 
0,  (o  bleibend  sich  auf  beiden  Zahnflächen  k^k^  und  XoXg  entlang 
bewegt,  bertthrt  in  dem  betrachteten  Momente  die  beiden  Schrau- 
benlinien /,  A  resp.  in  e  und  e.  Die  Schraubenlinie  X,  welche  einer- 
seits die  Schraubenfläche  k^k^  begrenzt,  streift  an  der  Schrauben- 
linie X  entlang  und  geht  frei  durch  die  im  Bade  ^w  enthaltene 
schraubenförmige  Zahnlttcke  hindurch.  Ebenso  streift  die  Schrau- 
benlinie A,  welche  die  Schraubenfläche  x^x^  einerseits  begrenzt,  an 
der  Schraubenlinie  /  entlang  und  bewegt  sich  frei  durch  die  schrau- 
benförmige Zahnlflcke  des  Bades  Fo. 


VIERTER  ABSCHNITT. 

Die  EapselrSderwerke. 


Gonstrnction  der  Eapselräder  mit  ßtetigem  Eingriff. 

96.  Die  Kapselräder  im  Allgemeinen.  Sind  in  Fig.  233,  Taf. 
XVI,  zwei  ohne  Spielraum  richtig  in  einander  greifende  Stirnräder 
von  einer  Kapsel  dicht  umschlossen,  an  der  sich  zu  beiden  Seiten 
des  Eingriffs  Canäle  befinden,  nnd  werden  diese  Räder  in  der 
eingezeichneten  Pfeilrichtung  bewegt,  so  kann  man,  wenn  der  un- 
tere Ganal  in  einem  mit  Wasser  gefllllten  Behälter  steht,  vermittelst 
dieser  Vorrichtung  das  Wasser  durch  die  Zahnlücken  an  den  cylin- 
drischen  Wandungen  der  Kapsel  entlang  in  den  oberen  Ganal  hinauf 
treiben.  Denn  die  beständig  schliessende  Berührung  der  Zähne, 
sowie  die  dicht  an  den  Bädern  anliegenden  Cylinderflächen  und  die 
ebenen  beiderseitigen  Deckelflächen  der  Kapsel  verhindern  das 
Zurflckfliessen  des  Wassers.  Diese  Vorrichtung,  welche  schon  in 
den  ältesten  technischen  Werken  Erwähnung  findet  %  wurde  von 


0  Diese  zum  Wasserheben  angewendete  Maschine  wird  zuerst  mit  yier- 
z&hnigen  R&dem  als  „nne  belle  fontaine**  erw&hnt  in  dem  seltenen  Buche 
Recräations  matkämaiiques ,  part.  I,  p.  190,  welches  in  Ronen  1634  anonym 
erschien  und  dessen  Verfasser  nach  einer  von  Schott  an  der  unten  citirten 
Stelle  gegebenen  Notiz  der  Jesuit  Jean  Leurechon  ist,  der  auch  unter  dem 
Namen  van  Etten  schrieb.  Ebenso  auch  in  der  commentirten  Ausgabe: 
Examen  du  Uwe  des  Rdcräations  mathdmatiqxus  par  G.  Mydorge.  Paris.  1639. 
p.  285.  Aus  dem  Buche  von  Leurechon  haben  die  nachfolgenden  Autoren 
geschöpft.  £s  befindet  sich  auch  diese  Maschine  mit  yierz&hnigen  R&dem  in 
D.  Schwenter,  Mathematische  Erquickstunden ,  1636.  S.  485,  sowie  in 
C.  Ens,  Thaumaturgus  mathematicus ^  1651.  p.  216;  femer  ist  das  eine  Bad 
mit  20,  das  andere  mit  19  Zähnen  fehlerhaft  gezeichnet  in  G.  Schott,  Me^ 
chanica  Bidraulico-pneumatica^  1663.  pars  II,  p.  222,  und  hier  wird  dieselbe 
auch  „Hydracontisterium  antiquum**  (alter  Wasserspeier)  genannt.  Femer  ist 
diese  Maschine  beschrieben  mit  fanfz&hnigen  Rädern  nebst  einer  theoretisch 
nicht  gehbaren  rotirenden  Bewegungsübertragnng  in  Grollier  de  Serviere, 
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Becher^  Wasserschloss  oder  Pappenh  eim'sche  Ma- 
schine, YonLenpold^)  Eapselknnst  and  von  Reuleanx') 
Kapselräderwerk  genannt. 

Werden  die  Bäder  in  Bewegung  gesetzt,  und  bilden  die  Zähne 
derselben  in  ihrem  Eingriff  und  auch  an  den  Eapselwänden  einen 
möglichst  dichten  Verschluss,  so  kann  diese  Maschine  als  rotirende 
Wasserpumpe  dienen  oder  auch  zur  Fortbewegung  luftförmiger 
Körper  verwendet  werden.  Wird  dagegen  das  Wasser  oder  ein 
luftförmiger  Körper  vermittelst  Druck  in  diese  Maschine  getrieben, 
dann  kann  man  dieselbe  auch  als  rotirende  Kraftmaschine  benutzen 
und  manche  rotirende  Dampfmaschine  hat  man  hierauf  zu  gründen 
versucht^);  aber  es  wird  für  eine  solche  Anwendung  nicht  mög- 
lich sein,  die  hierzu  erforderliche  dichte  Schliessung  dauernd  zu 
erhalten.  Nach  Anbringung  eines  Zählapparates,  der  die  Umdreh- 
ungen der  Bäder  zählt,  hat  man  diese  Maschine  auch  als  Wasser- 
messer brauchbar  erachtet. 

In  Fig.  233  sind  die  beiden  sechszähnigen  Kapselräder  4>^, 
Fpy  um  eine  typische  Form  zu  betrachten,  beispielsweise  mit  ge- 
radlinig und  epicycloidisch  geformten  Zähnen  versehen,  wie  sie 
Lecocq  zuerst  ausgeführt  hat.^)  Durch  BoUung  des  über  $F  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises  q  auf  dem  Theilkreise  7t  wird 
von  dem  momentan   mit  $  coincidirenden  Peripheriepunkt   das 


Jtecueü  dCouvrages  curieux,  1719.  p.  48,  mit  sechszähnigen  R&dem  in  Leu - 
pold,  Schau-Platz  der  Wasser-Künste.  1724.  B.I.  S.  123. 

0  J.  J.  Becher,  Närrische  Weisheit  und  Weise  Narrheit ^  1708.  ent- 
hält als  Anhang  den  von  Leu  pold  a.  a.  0.  erwähnten  „ICurzen  doch  gründ- 
lichen Bericht  von  Wasserwerken  und  Wasserkünsten^*  und  in  demselben  S.  205 

die  folgende  Mittheilung: „Noch  ist  eine  Manier  Wasser  zu  heben  durch 

gezähnte  Räder,  die  in  einander  schliessen  und  ein  Diaphragma  machen,  wo- 
durch das  Wasser  gepresst  hinauf  muss;  dies  wird  genannt  ein  Wasser-Schloss 
oder  Machina  Pappenheimiana,  sie  will  fleissig  gemacht  sein,  giebt  viel  Wasser 
aber  nicht  hoch.** 

»)  Leu  pold,  Schau-Platz  der  Wasser-Künste.  1724.  B.  L  S.  123. 

^)  Renleaux^,  der  im  Kapitel  X  seiner  Theoretischen  Kinematik ^  1875. 
S.  393,  die  Kapselräder  systematisch  behandelt  hat,  vermuthet  daselbst,  dass 
die  gegebepe  Notiz  Yon  Becher  in  dem  ^^Trifolium  Becherianum  1679**  ent- 
halten sei;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall.  Dieses  Becher*sche  Büchlein  bietet 
überhaupt  nichts  Lesenswerthes. 

*)  Murdock's  rotirende  Dampfmaschine  in  Bataille-Jnllien,  Macht* 
nesävapeur.  1847—49.  B.  L  p.  434.  J.  Kleines  Gaskraftmaschine,  Deutsches 
Reichspatent  Nr.  19447  vom  13.  December  1881. 

*)  Descriptions  des  maehines,  1843.  T.  47.  p.  430.  Brevet  d*addition  9  oct. 
1832.  Yergl.  auch  Deutsches  Reichspatent  Nr.  7987  vom  27.  April  1879  und 
Nr.  13076  vom  25.  Juli  1880. 
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Profil  des  ZahnkopfeB,  die  Epicycloide  $A  erzeugt;  und  durch 
Rollung  dieses  Kreises  q  in  dem  Theilkreise  p  entsteht  als  Profil 
der  Zahnflanke  die  geradlinige  Hypocycloide  $A:.  Von  k  bis  an 
den  Punkt  s  des  Fusskreises  ist  die  Zahnlücke  durch  die  Epi- 
trochoide  ks  begrenzt,  die  der  Punkt  A  in  dem  Bade  Fp  erzeugt 
Diese  Verzahnung  ist  also  ebenso,  wie  in  Art  87  angegeben  wurde, 
ausgeführt  Der  Scheitelkreis  Ae  schneidet  den  Httlfiirollkreis  q 
einerseits  in  dem  Punkte  e ;  und  der  Scheitelkreis  L  e  schneidet  den 
anderen  HttlfsroUkreis  q'  in  dem  Punkte  e.  Die  Gesamtlänge  €$e 
der  Eingriffsbogen  auf  den  Kreisen  ;',  q  ist  nur  noch  wenig  länger 
als  die  Theilung,  welche  i  der  Theilkreise  beträgt;  daher  darf  hier 
die  Zähnezahl  nicht  kleiner  als  6  genommen  werden.  Der  momen- 
tan mit  dem  Pol  $  coincidirende  Berührungspunkt  der  Zahncurven 
durchschreitet,  in  e  beginnend,  auf  q'  den  Kreisbogen  e^,  dann 
weitergehend  auf  q  den  Kreisbogen  ^e^  und  hört  in  e  auf.  Der 
Eingriff  des  Zahnpaares  ist  also  in  dem  betrachteten  Falle  unstetig 
und  beginnt  mit  dem  Eintritt  der  Berührung  des  nachfolgenden 
Zahnpaares  in  e  von  Neuem.  Dem  zufolge  entsteht,  wie  aus  der 
gezeichneten  Bäderstellung  ersichtlich  ist,  in  der  betreffenden  Zahn- 
lücke ein  schädlicher  Baum  $A«A:,  der  sich  mit  Wasser  desAus- 
trittscanals  füllt  Dieses  eingeschlossene  Wasser  wird  eine  Klem- 
mung erleiden,  und  wird  theils  durch  die  Zahnberührung  bei  $ 
nach  dem  Eintrittscanal  zurückgeführt  Dieser  Uebelstand  wird  aber 
vermieden,  wenn  die  Zähne  so  geformt  sind,  dass  ein  stetiger  Ein- 
griff stattfindet,  der  Berührungspunkt  also  niemals  sprungweise 
seine  Lage  verändert.  Die  diesem  Zwecke  entsprechend  gestal- 
teten Zähne  sind  aber  meistens  nicht  geeignet,  die  Bewegung  von 
dem  einen  Bade  auf  das  andere  selbst  zu  übertragen,  und  in  sol- 
chen Fällen  wird  dieselbe  durch  zwei  besondere  ausserhalb  der 
Kapsel  angebrachte  Zahnräder  bewirkt  Im  Folgenden  sollen  zu- 
nächst die  Gonstmctionen  für  die  Verzahnung  mit  stetigem  Eingriff 
abgeleitet  werden,  bei  welcher  dem  gemäss  kein  schädlicher  Baum 
entstehen  kann. 

97.  Construction  der  HOllbahncurve  eines  Kreises,  die  durch 
Rollung  eines  Kreises  auf  einem  gleich  grossen  Kreise  erzeugt  wird. 
Wir  wollen  in  Fig.  284  die  HüUbahncurve  eines  Kreises  k  betrach- 
ten, dessen  Mittelpunkt  C  innerhalb  des  rollenden  Kreises  p  liegt^ 
und  zwar  für  den  speciellen  aber  lypischen'  Fall,  in  welchem  der 
rollende  Kreis  p  dem  festen  Kreise  ^  gleich  ist ;  denn  wir  werden 
die  hier  abgeleiteten  Beziehungen  bei  den  Gonstmctionen  der 
Kapselräder  mit  stetigem  Eingriff  verwerthen.    Der  Mittelpunkt  C 


l 
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beschreibt,  wenn  der  bewegte  Kreis  p  auf  dem  gleich  grossen 
festen  Kreise  7t  rollt,  nach  Art.  63  eine  Pascarsche  Cnrve  /,  nnd 
die  HttUbahncarve  xx*  ist  die  beiderseitige  Aeqnidistante  derselben. 
Um  die  Gonstruction  dieser  HttUbahncarve  in  einfachster  Weise 
auszufahren,  machen  wir  anf  der  Centralen  F^  die  Strecke  $(S 
=:  (7$  und  beschreiben  um  4>  den  durch  6  gehenden  ELreis  /r«; 
hierauf  ziehen  wir  von  einem  Punkte  H^  desselben  durch  S  eine 
Gerade  H^  C^  «===  HC  resp.  gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises  7t 
oder  p\  dann  ist  C^  nach  Art.  63  ein  Punkt  der  Pascarschen  Gurre 
yj  die  von  dem  Punkte  C^  der  durch  S  gehenden  starren  Geraden 
H^  C^  beschrieben  wird,  wenn  der  Punkt  H^  sich  auf  dem  Kreise 
7tc  bewegt.  Der  zu  E^  diametrale  Punkt  )p^  ist  der  Pol  dieser  be- 
wegten starren  Geraden  H^  C^ ,  und  dem  zufolge  ist  C^  f>j  die  zu  C^ 
gehörende  Normale  der  Gurve  y.  Tragen  wir  auf  C^f),  beiderseits 
von  C^  die  Strecken  Ci^Tj,  C^K\  gleich  dem  Radius  von  k  auf, 
so  sind  ATj,  K\  Punkte  der  beiderseitigen  Aeqnidistante  xx'  der 
Pascal'schen  Gurve  y.  In  anderer  Weise  wird  auch  nach  Art.  63 
die  Pascarsche  Gurve  y  erhalten,  indem  wir  an  den  Kreis  7t  eine 
Tangente  ^^  c  legen,  auf  diese  von  (S  aus  das  Loth  (S  c  fällen  und 
auf  der  Verlängerung  desselben  c  (7^  =  S  c  machen.  Es  ist  dann 
die  Gerade  C^  ^^ ,  welche  den  Gurvenpunkt  C^  mit  dem  Berührungs- 
punkte $1  jener  Tangente  verbindet,  die  Normale  fttr  den  Punkt  C^ 
der  PascaTschen  Gurve  y,  und  femer  ist  ^t^i  =  ^iS,  Der  Ra- 
dius 4>$j  ist  demnach  parallel  H^  C^  und  halbirt  den  Winkel  S  <!>)),. 

Der  sowohl  zu  C^  als  zu  den  beiden  Punkten  K^ ,  K\  gehörende 
Krümmungsmittelpunkt  H^  ergiebt  sich  nach  Art.  63  (Fig.  172),  in- 
dem wir  auf  C^^^  die  Senkrechte  ))|qi  errichten,  die  C^H^  in  qi 
trifft,  als  Schnitt  von  q,4>  mit  C^^^.  Somit  erhalten  wir  auch 
punktweise  die  zu  den  Gurven  y,  x,  x'  gehörende  Evolute  /,  /', 
die  aus  den  zwei  getrennten  Theilen  /,  y'^  besteht,  von  der  Gen- 
tralen  F4>  symmetrisch  getheilt  wird  und  auf  derselben  zwei  in 
bekannter  Weise  zu  bestimmende  Rückkehrpunkte  3',  S'^  besitzt. 

Für  den  Wendepunkt  C^,  liegt  der  entsprechende  Krümmungs- 
mittelpunkt im  Unendlichen  auf  der  betreffenden  Gurvennormalen 
C»f)w;  dieselbe  ist  daher  eine  Asymptote  der  Evolute  y^',  und  die 
auf  dieser  Asymptote  liegenden  Punkte  K^ ,  Kl  sind  auch  Wende- 
punkte der  Aequidistanten  x,  x\  Um  den  Wendepunkt  Cu,  und 
diese  Asymptote  zu  construiren ,  beschreiben  wir ,  wie  in  Art.  63 
(Fig.  172)  angegeben  wurde,  über  ^P^als  Durchmesser  einen  Kreis, 
schneiden  denselben  mit  einem  Kreisbogen,  dessen  Hittelpunkt  S 
und  dessen  Radius  gleich  dem  des  Kreises  7t  ist,  ziehen  durch 
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den  erhaltenen  Schnittpunkt  ^  und  durch  S  die  Oerade  H„  C»  »» 
HC\  dann  ist  C«  der  Wendepunkt  und  die  von  C«  nach  dem  zu 
H^  diametralen  Punkte  t)»  gezogene  Gerade  die  Asymptote. 

Ausser  den  beiden  auf  der  Centralen  F^  liegenden  Rückkehr- 
punkten S',  S''  befindet  sich  auf  /  noch  eiuRttckkehrpunkt  S«, 
der  durch  die  folgenden  Darlegungen  bestimmt  wird.  Wir  nehmen 
an^  in  Fig.  S36  rolle  der  Kreis  p  auf  einem  gleich  grossen  Kreise  7t^ 
in  beiden  seien  beziehlich  die  gleichen  concentrischen  Elreise  pe, 
Tte  beschrieben,  welche  von  der  einen  durch  den  Pol  ^k  gehenden 
gemeinsamen  Tangente  resp.  in  den  Punkten  Ci,  S^t  berührt  wer- 
den; und  von  $«  aus  sei  eine  Secante  gezogen ,  die  pc  in  zwei 
nahe  an  Cu  gelegenen  Punkten  C\  C"  schneidet.  Wir  erhalten  dann 
nach  der  bekannten  Construction  zu  C  den  entsprechenden  Krüm- 
mungsmittelpunkt SJ  der  von  O  beschriebenen  Gurve,  indem  wir 
die  radiale  Oerade  C'F  ziehen,  welche  die  in  $i  auf  ^tC'  errich- 
tete Senkrechte  in  O'  trifft,  als  Schnitt  der  Geraden  O' <t>,  C'^t. 
In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  zu  C"  der  entsprechende  Krüm- 
mungsmittelpunkt SJ\  und  femer  entspricht  nach  dieser  Construc- 
tion dem  Berührungspunkte  Ct  der  andere  Berührungspunkt  S^. 
Bezeichnen  wir  die  Fusspunkte  der  von  F  und  4>  auf  ^*C'  ge- 
fällten gleich  langen  Lothe  resp.  mit  m  und  ^u,  dann  ist,  so  lange 
sich  C  innerhalb  einer  bestimmten  Entfernung  von  6»  befindet, 
mC^>  /uS',  also  auch  CS'  >  m^;  und  unter  derselben  Bedin- 
gung ergiebt  sich,  dass  auch  C^'SJ'  >  m^  ist.  Dem  zufolge  ist 
Ck3,t  der  kleinste  Krümmungsradius  hinsichtlich  aller  Punkte, 
welche  auf  dem  Kreise  pe  beiderseits  von  Ct  innerhalb  bestimmter 
Entfernungen  liegen. 

Ziehen  wir  in  Fig.  284  an  die  Kreise  p^  ^c  die  Tangenten 
CPkj  (&$t,  welche  die  Kreise  p^  n  einerseits  resp.  in  den  Punkten 
Pk^  $*  schneiden,  so  tritt  beim  Bollen  des  Kreises  p  der  Punkt  P« 
mit  %k  in  Berührung,  während  der  beschreibende  Punkt  C  nach 
Cjt  gelangt;  und  an  dieser  Stelle  tangirt  die  verlängerte  Curyen- 
normale  Ct^i  den  Kreis  tt«  in  dem  zugehörigen  Krümmungsmittel- 
punkte Sit.  Demnach  entspicht  diesem  Curvenpunkte  G  der  rela- 
tiv kleinste  Krümmungsradius  C»Sa,  dessen  Länge  gleich  2 .  $a(S 
ist,  und  der  Krümmungsmittelpunkt  Sjt  ist  der  oben  genannte  seit- 
lich von  der  Centralen  F^  liegende  Rückkehrpunkt  der  Evolute  /. 
Dieser  Rückkehrpunkt  S^k  ergiebt  sich  also,  wenn  wir  an  den  Kreis 
Ttc  die  Tangente  S^^  legen,  als  Berührungspunkt  der  zweiten  von 
$*  an  diesen  Kreis  gezogenen  Tangente,  oder  als  Schnittpunkt,  den 
das  von  S  auf  den  Radius  4>$ft  gefällte  Loth  mit  dem  Kreise  tvc 
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bildet;  nnd  der  Carrenpankt  Ct  wird  erhalten,  indem  wir  ^tCk 
gleich  S^k^k  oder  '^aS  machen.  Die  Aequidistante  x  enthält  dem- 
nach keine  Kttckkehrpunkte,  wenn  der  Kadias  des  erzeugenden 
Kreises  k  kleiner  oder  ebenso  gross  als  der  relativ  kleinste  Erttm- 
mangsradias  Ct^k  ist,  der  die  Länge  2.$iS  besitzt;  dagegen  treten 
Bückkehrponkte  auf,  wenn  dieser  Radius  grösser  als  2 .  ^t^  ist 
Bei  der  anderen  Aequidistante  x^  verschwinden  die  Bttckkehr- 
p  unkte,  wenn  dieser  Badius  ebenso  gross  oder  kleiner  als  der  zu 
C  gehörende  in  der  Centralen  liegende  Krümmungsradius  CH^^  ist. 
Da  für  die  auf  der  Gurvennormalen  GiS*  liegenden  Punkte  iT*,  K\ 
der  Aequidistanten  x,  W  auch  Rt  der  zugehörige  Erümmungsmittel- 
punkt  ist,  so  haben  die  Aequidistanten  in  diesen  Punkten  die  rela- 
tiv grösste  Krümmung. 

Aus  den  obigen  Darlegungen  folgt  auch,  dass  wir  in  Fig.  236 
für  eine  auf  dem  Durchmesser  %SSi  des  Kreises  n  angenommene 
Lage  des  Punktes  (S  den  entsprechenden  Bückkehrpunkt  S«  er- 
halten, indem  wir  auf  $  "Sl  die  Senkrechte  6  $i  bis  an  den  Kreis  7t 
ziehen,  ferner  von  6  auf  <l>$it  das  Loth  ^x  fällen  und  dasselbe  um 
seine  eigene  Länge  verlängern,  also  »Rh=^^»  nuachen.  Verbin- 
den wir  nun  die  Mitte  M  des  Badius  ^  ^i  mit  (S  und  S;t ,  so  ist 
MS,u  =  M(i= M<P^  und  der  Winkel  ^*  MS*  =  2 .  il/o *  i/.  Hieraus 
ersehen  wir,  dass  für  alle  auf  der  Geraden  4>  $  befindlichen  Lagen 
des  Punktes  G  oder  jenes  Punktes  C  der  geometrische  Ort  ^  der 
entsprechenden  Bückkehrpunkte  S*  eine  sternförmige  Trochoide 
ist,  die  der  Punkt  Zt  erzeugt,  wenn  derselbe  mit  dem  um  M  be- 
schriebenen Kreise  m  verbunden  wird,  der  auf  dem  dopf^lt  so 
grossen  mit  4>  concentrischen  Kreise  fi  rollt.  Um  den  rollenden 
Kreis  m  in  seiner  Ausgangslage  m^^  der  die  mit  $  coincidirende 
Lage  Sq  des  erzeugenden  Punktes  S,t  entspricht,  zu  zeichnen, 
brauchen  wir  nur  um  die  Mitte  M^  von  4>$  mit  dem  Badius  i4>^ 
den  Kreis  m^  zu  beschreiben;  und  femer  ist  der  Badius  des  um  4> 
beschriebenen  ruhenden  Kreises  gleich  i4>$. 

98.  Der  Roots'sche  Ventilator  I.  Um  die  Gonstruction  der  Kap- 
selräder auszuführen,  deren  Zahnköpfe  ein  kreisförmiges  Profil  be- 
sitzen, wollen  wir  zunächst  die  am  meisten  in  Anwendung  befind- 
lichen, zweizähnigen  Kapselräder  mit  stetigem  Eingriff  eingehend 
betrachten.  Es  seien  p^  n  in  Fig.  287  die  beiden  gleichen  Theil- 
kreise  der  Bäder  Fp^  4>  ft ;  femer  seien  auf  der  Centralen  4>  F  die 
beiden  Punkte  S,  C  so  angenommen,  dass  sie  vom  Berührungs- 
punkte $  dieser  ELreise  beispielsweise  um  I  ihres  Badius  entfernt 
sind.  Die  Theilkreise  theilen  wir  von  ^  aus  in  je  8  gleiche  Theile, 
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um  C  als  Mittelpunkt  beschreiben  wir  den  dnrch  die  beiden  Theil- 
punkte  Kiy  Kn  gehenden  Ereis,  dessen  Bogen  KikKn  die  Form 
des  Zahnkopfes  bildet    Hierdurch  ist  nun  nach  den  in  Art.  97 
gegebenen  Ausführungen  die  entsprechende  Zahnlttcke  bestimmt. 
Wir  erhalten  die  Umgrenzungscurve  x  derselben  als  die  einseitige 
Aequidistante  der  PascaTschen  Curve  y,  die  von  dem  Punkte  C 
beschrieben  wird,  wenn  der  ELreis  p  auf  dem  festgehaltenen  Kreise 
7t  rollt    Wir  beschreiben  um  <P  den  durch  £  gehenden  Kreis  ncy 
ziehen  von  einem  Punkte  i/«  desselben  durch  S  eine  Gerade, 
machen  auf  dieser  H»  C»  =  HC  resp.  gleich  dem  Durchmesser 
des  Theilkreises  und  verbinden  (7«  mit  dem  Punkte  ^wy  der  H„  dia- 
metral gegenttber  liegt;  dann  ist  C^  ein  Punkt  der  PascaTschen 
Curve  y  und  Ctop«,  die  zugehörige  Normale,   die  nach  Art  63 
(Fig.  171)  auch  durch  den  Endpunkt  $»  des  zu  H^,  Cv,  parallelen 
Theilkreisradius  geht     Auf  dieser  Normalen  machen  wir  C^iT» 
gleich  dem  Badius  CK  des  Kreises  Ar,  und  dann  ist  K^  ein  Punkt 
der  Aequidistante  x.   Die  durch  S  gehende  Gerade  H„  Cu,  haben  wir 
zugleich  durch  den  Schnittpunkt  ^  gelegt,  in  welchem  der  über 
4>jS  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  einerseits  von  dem  um 
(S  mit  dem  Radius  ^^  gezogenen  Kreisbogen  geschnitten  wird; 
dem  zufolge  sind  C»,  K„  nach  der  obigen  Darlegung  in  Art.  97 
Wendepunkte  der  Curven  yy  x,  und  die  Cnrvennormale  Cv,pw  ist 
eine  Asymptote  der  Evolute  y^y"  dieser  Curven.    Ferner  ergiebt 
sich,  wenn  wir  auf  4>E  die  Senkrechte  S^*  errichten,  vom  Punkte 
$ik  des  Theilkreises  n  an  den  Kreis  7te  die  Tangente  ^k  S*  ziehen, 
auf  derselben  ^iCt  gleich  Sßt^  oder  ^kS,t  machen,  der  Curven- 
punkt  C^y   zu  dem  der  relativ   kleinste  Krümmungsradius  CtSt 
gehört.    Der  Grenzpunkt  C^  des  von  der  Curve  y  zur  Geltung 
kommenden  Stückes  CC^  wird  erhalten,  indem  wir  vom  Endpunkte 
H^  des  auf  S  H  senkrechten  Durchmessers  E^  }f^  durch  d  eine  Ge- 
rade ziehen  und  auf  derselben  H^  C^  gleich  dem  Durchmesser  des 
Theilkreißes  machen.    Die  zugehörige  Normale  (7, )),  schneidet  den 
Theilkreis  tc  in  dem  Theilpunkte  ^^ ,  denn,  da  bei  der  Pascal- 
schen  Curve  der  Badius  <I>$i  parallel  H^C^  ist  und  den  Winkel 
e*^  halbirt,  so  ist  ^,S  =  ^,^,  =  ^^C,;  demnach  föUt  der  auf 
dieser  Normalen  liegende  Punkt  K^^  der  Aequidistante  x  mit  dem 
Punkte  $1  zusammen,  und  der  um  p^  beschriebene  durch  K^j  K^ 
begrenzte  Kreisbogen  K^WK^  bildet  als  Profil  des  Zahnkopfes  die 
Fortsetzung  der  Zahncurve  x  des  Rades  4>7r.    Dieser  Kreisbogen 
und  die  Aequidistante  x  haben  im  Anschlusspunkte  K^  oder  $, 
dieselbe  Tangente,   aber  verschiedene  Ejümmungsradien ;   denn 
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ziehen  wir  auf  C,  p^  die  Senkrechte  p,  q,  bis  an  die  Gerade  C^  H^ , 
dann  schneidet  (\y^y  wie  oben  angegeben  wurde,  die  Normale  C^p^ 
in  dem  zugehörigen  Erümmungsmittelpunkte  S^ ,  der  ein  Punkt  der 
Evolute  /  ist.  Hiermit  ist  die  Bestimmung  der  geschlossenen  voll- 
ständigen Zahncurve  xx'x"x'"  des  Rades  ^^r,  die  von  den  recht- 
winkeligen Geraden  SJ^,  H^p^  in  vier  symmetrische  Theile  ge- 
theilt  wird,  beendet;  und  ihr  entspricht  die  congruente  Zahncurve 
kWV"  des  anderen  Rades  Fp. 

Drehen  sich  diese  beiden  Räder  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit um  die  beiden  festen  Axen  4>,  F  in  der  Richtung  der  Pfeile, 
dann  gelangen  die  beiden  Punkte  K^j  Ki  der  rollenden  Kreise 
TT,  p  nach  i  Umdrehung  auf  der  Centralen  4>/^  in  Berührung, 
während  der  Aequidistantenbogen  KK^  an  dem  Kreisbogen  KKi 
entlang  gleitet.  Die  vom  Eingriffs-  oder  Berührungspunkte  der 
Zahncurve  x,  k  erzeugte  Eingriffscurve  c  wird  erhalten,  indem 
wir  um  F  den  durch  C  gehenden  Kreis  pe  beschreiben  und  von 
einem  Punkte  a  desselben  durch  $  die  Gerade  aB  gleich  dem 
Radius  CK  des  Kreises  k  ziehen ;  denn  es  wird,  wenn  C  nach  a 
gelangt,  der  Eingriffspunkt  sich  in  B  befinden,  und  somit  ist  6  ein 
Punkt  der  schleifenartig  gestalteten  durch  $  gehenden  Eingriffs- 
curve. Während  das  Curvenstück  K%K^  an  dem  Bj-eisbogen  KkKi 
entlang  gleitet,  durchschreitet  der  Eingriffspunkt  das  Curvenstück 
Kt%  von  da  an  gleitet  der  Kreis  K^'k'  an  der  Aequidistante  ÜT/A', 
und  der  Eingriffspunkt  bewegt  sich  von  $  aus  auf  der  Fortsetzung 
$  ^  der  Eingriffscurve  weiter.  Diese  Fortsetzung  ergiebt  sich,  in- 
dem wir  von  einem  z.  B.  auf  B  $  liegenden  Punkte  a'  des  Ej-eises 
7tc  durch  ^  die  Gerade  a'B'  gleich  CK  ziehen,  oder  indem  wir 
$B'»=$B  machen.  Während  einer  Umdrehung  wird  demnach 
auch  die  vollständige,  symmetrisch  gestaltete  Eingriffscurve  ee', 
deren  beide  Schleifen  Theile  je  einer  Kreiskonchoide  sind,  von 
dem  Eingriffspunkte  stetig  durchlaufen.  Hierin  liegt  ein  wichtiger 
Vorzug  der  in  dieser  Weise  mit  kreisförmigen  Zahnköpfen  ver- 
sehenen Kapselräder;  denn  durch  diese  stetige  Berührung  der 
beiden  Zahncurven  wird  ein  beständiges  Zusammenschliessen  der 
Zähne  bewirkt,  so  dass  kein  schädlicher  Raum  entstehen  kann, 
der  bei  vielen  anderen  Verzahnungen  als  grosser  Uebelstand  un- 
vermeidlich ist.  Die  beiden  durch  die  tiefsten  Lttckenpunkte  be- 
grenzten Zähne  dieser  Räder  werden,  weil  sie  sich  in  ihrer  Gestalt 
so  sehr  von  den  zur  gleichförmigen  Bewegungsflbertragung  die- 
nenden Radzähnen  unterscheiden,  auch  von  den  Praktikern  als 
,, Kolben''  und  diese  Räder  als  „Kolbenräder"  benannt. 
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Die  beiden  Räder  sind  nebst  ihrer  Eingriffscurre  in  Fig.  238 
in  der  angegebenen  Weise,  wie  man  aus  der  gleichartigen  Bezeich- 
nung erkennt,  verkleinert  gezeichnet  und  von  einer  schematisch  im 
Durchschnitt  dargestellten  Kapsel  umschlossen.  Sie  sind  zur  Ueber- 
tragnng  der  Bewegung  nicht  geeignet  und  werden  deshalb  durch 
zwei  ausserhalb  der  Kapsel  auf  ihren  Axen  festgesetzte  gleiche 
Zahnräder  in  Bewegung  gehalten.  Dieses  nach  Boots  0  benannte 
Kapselräderwerk  wird  in  grosser  Dimension  ausgeführt  als  Venti- 
lator bei  Bergwerken  zur  Grubenlfiftung  vielfach  angewendet.  Das 
theoretische  Luftvolumen,  welches  bei  jeder  Umdrehung  fortge* 
trieben  wird,  ist  gleich  der  doppelten  Volumendifferenz  von  einem 
vervollständigten,  anschliessenden  Gylinder  und  einem  Bade,  und 
dieses  Luftvolumen  ist  demnach  um  so  grösser,  je  tiefer  die  Zahn- 
lücken sind.  Viel  Mher  wurde  von  Lecocq  dieses  Kapselräder- 
werk als  rotirende  Pumpe  mit  zweizähnigen  und  auch  mit  drei- 
zähnigen  Bädern  ausgeftLhrt  ^). 

Wir  haben  in  Fig.  237  den  Abstand  des  Kreismittelpunktes  C 
von  dem  Theilkreise  p  willkürlich  gleich  \  des  Badius  dieses 
Kreises  genommen  und  hiermit  den  Badius  CKi  der  ZahnkOpfe 
der  2*  zähnigen  Kapselräder  und  i^lles  Uebrige  bestimmt.  Legen 
wir  aber  den  Punkt  C  näher  an  den  Kreis  Py  dann  wird  durch 
den  mit  dem  Badius  CKi  beschriebenen  Kreis  k  die  entsprechende 
Zahnlücke  mehr  vertieft.  Bei  dieser  Veränderung  darf  aber  der 
Grenzfall,  in  welchem  dieser  Badius  CKi  gleich  dem  relativ  klein- 
sten Krümmungsradius  CkS^k  der  Pascal'schen  Gurve  /  ist,  nicht 
überschritten  werden,  weil  sonst  die  Aequidistante  x  einen  Bück- 
kehrpunkt erhält  und  deshalb  als  Zahncurve  unbrauchbar  wird. 

Diesen  wichtigen  Grenzfall,  bei  welchem  CKj^^  dSk  oder 
g^^BsCj^S^  ist,  können  wir  für  jede  beliebige  Theilung,  also 
fdr  einen  beliebig  auf  dem  Theilkreise  7t  angenommenen  Punkt 
$,  leicht  bestimmen.  Es  ist,  wenn  wir  in  diesem  Theilkreise  die 
durch  S  gehende  Sehne  ^^U  ziehen,  weil  d^k  senkrecht  auf  4>$ 

und  da  ferner  im  Grenzfalle: 
e*i  —  GS*  =  2.6?*, 

^)  Specification  Nr.  1333  vom  9.  Mai  1866.  Engineer.  1867.  Aug.  p.  146. 
Prapagation  industrielle.  IV.  1869.  p.  179.  Practiseher  Maschinen-Constructeur. 
1870.  B.  3.  S.  341.  Taf.  88.  J.  v.  Haaer,  Die  Hütienwesens-Maschinen.  1876. 
S.  208,  und  Institution  of  Mechanical-Engineers.  1877.  p.  92. 

^)  Descriptions  des  tnachities,  1843.  T.  47.  p.  428.  Brevets  14  aoüt  et 
9  oct.  1832. 
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80  folgt:  gu  =  ^^- 

4 

Wird  nun  in  Fig.  289  durch  den  Punkt  ^^  eine  beliebige  Ge- 
rade, etwa  eine  Senkrechte,  auf  den  Theilkreisradius  4>^  gezogen, 
welche  denselben  in  c  trifft,  und  auf  dieser  die  Strecke  cu  =  i^^c 
gemacht,  femer  zu  4>  $  die  Parallele  u  U  bis  an  den  Tbeilkreis  7t 
gezogen;  dann  schneidet  Vi%  den  Radius  4>$  in  dem  Punkte  (S, 
durch  welchen  die  obige  Beziehung  erftlllt  wird,  und  S  $j  ist  gleich 
dem  Radius  des  Zahnprofiles,  dem  die  tiefste  Zahnlücke  entspricht. 
Wir  erhalten  also  z.  B.  den  Zahnkopf  x',  indem  wir  mit  dem  Radius 
pi%  =  S $1  den  Kreisbogen  x'  beschreiben.  Die  so  construirten 
2-zähnigen  Eapselräder  besitzen  die  tiefsten  Zahnlücken  und  liefern 
somit  bei  einer  Umdrehung  das  gr()sste  Luftvolumen.  Der  zu  dem 
Punkte  $1  der  Aequidistante  x  gehörende  Erümmungsmittelpunkt 
Hj  ist  verhältnissmässig  weit  von  dem  Mittelpunkte  pi  des  Kreises 
x'  entfernt,  und  daher  ändert  sich  an  dieser  Stelle  die  Krümmung 
vom  Kreise  x'  nach  der  Aequidistante  x  hin  sprungweise.  In  der 
Nähe  derartiger  Stellen  yerändert  sich  auch  nur  langsam  die  Lage 
des  Eingriffspunktes,  der  das  nahe  an  den  Kreisen  /r,  p  gelegene 
Stück  der  Eingriffscurve  tt'  durchläuft;  deshalb  wird  an  diesen 
Stellen  die  Abnutzung  am  grössten  sein  und  eine  sorgfältige  Dich- 
tung erfordert.  J.  SchönenbergerO  hat  bei  solchen  mit  den 
tiefsten  Zahnlücken  versehenen  2-zähnigen  Kapselrädem  an  jene 
Stellen  und  auch  an  die  Scheitel  der  ZahnkOpfe  zweckmässige 
Dichtungen  angebracht,  um  dadurch  das  Zurücktreten  des  luft- 
förmigen  resp.  des  tropfbarflüssigen  Körpers  möglichst  zu  ver- 
hindern; 

Bei  einer  beliebigen  Zähnezahl  n  ist  der  Bogen  $$,  gleich 
dem  4ntel  Theil  des  Theilkreises  /r,  und  wenn  nun  in  Fig.  289  für 
diesen  allgemeinen  Fall  die  Gerade  ^^  c  senkrecht  auf  den  Theil- 
kreisradius 4>  ^  gezogen  wird,  den  wir  durch  q  bezeichnen  woUeUi 
so  ist: 

Vi  c  =  p  sm  —  >       <Pc  =  p  cos } 

und  folglich,  weil  cu  =  i¥iC  gemacht  wird: 


uU-?^^l^_sm>— -cos— J. 


Q  COS 


n 


»)  Deutsches  Reichspatent  Nr.  6028  vom  22.  October  1878. 
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Da  ferner  c(S  «=  iuU  ist,  so  erhalten  wir  für  den  Grenzfall  den  Ab- 
stand des  Mittelpunktes  des  Profilkreises  von  dem  desTheilkreises: 

<P6  =  <|>c  +  ce  =  ,r|>/7I3~r^+leo»^^ 

L^    '^  16  n  5  n 

oder:         d>ß  _  i_  ^  I  l/TI        TT^F  ,          90M 
^^  —  ^  Q  \y  1&  —  sin* h  cos • 

Bei  den  2  -  zähnigen  Rädern  ergiebt  sich  hieraas  fHr  n  ==  2  der 
Abstand  <!>&  =  0,9288.^  0  and  bei  den  6z-ähnigen  erhalten  wir 
<I>  6  — 0,9915.^. 

Haben  die  Zahnlücken  die  grösste  Tiefe,  so  ist  aach  in  Fig.  239 
die  Differenz  pi  S^  zwischen  dem  Radius  )>,  ^^  des  Kreises  x'  und 
dem  Krümmungsradius  Z^^^  für  den  Punkt  $,  der  Aequidistante  x 
verhältnissmässig  gross,  und  demnach  tritt  an  der  Stelle  $i  der 
Zahncurye  eine  sprungweise  Aenderung  der  Krümmung  auf.  Der 
Gang  dieser  Räder  ist  aber  naturgemäss  sanfter  und  die  Abnutz- 
ung an  der  genannten  Stelle  geringer,  wenn  diese  sprungweise 
Veränderung  der  Krümmung  vermieden  wird.  In  manchen  Fällen 
wird  nicht  der  grösste  Lückenraum  verlangt,  wie  z.  B.  bei  An- 
wendung dieses  Elapselräderwerkes  als  Wassermesser,  dann  kann 
man  die  Zahncurve  durch  Verkleinerung  der  Lttckentiefen  derart 
gestalten,  dass  die  Punkte  p^ ,  S^  zusammenfallen,  und  dem  zufolge 
wird  jene  unstetige  Aenderung  der  Krümmung  beseitigt.  Dies 
geschieht,  wenn  wir  in  Fig.  240  bei  dem  2 -zähnigen  Kapselrade 
von  dem  Theilpunkte  %  auf  den  Radius  ^  $  des  Theilkreises  tv 
das  Loth  ^^  S  fÜlen  und  den  Abstand  des  Kreismittelpunktes  )>,  von 
dem  Theilkreise  rc  gleich  S'^  nehmen.  Denn  beschreiben  wir  um 
<I>  den  durch  S  gehenden  Kreis  ^e,  so  coincidirt  der  Berührungs- 
punkt Sj  der  von  $i  an  diesen  Kreis  gelegten  zweiten  Tangente 
mit  dem  Punkte  )>i,  und  %pi  ist  zugleich  der  relativ  kleinste  Krüm- 
mungsradius der  Aequidistante  x,  die  vermittelst  der  PascaTschen 
Gurve  y  construirt  ist  Wird  vom  Endpunkte  ^,  des  Durchmessers 
)>i  H^  durch  d  die  Gerade  H^  C\  gleich  dem  Theilkreisdurchmesser 
und  die  durch  $j  gehende  zum  Curvenpunkt  C^  gehörende  Nor- 
male C^pi  gezogen,  so  steht  diese  auf  piH^  senkrecht,  und  somit 
fällt  nach  der  früheren  Bestimmung  der  entsprechende  Krümmunga- 
mittelpunkt  S^  der  Aequidistante  mit  pi  zusammen. 

Bei  der  in  Fig.  240  gezeichneten  vollständigen  Zahncurve 

>)  Der  hier  fftr  die  2-z&hiugen  R&der  berechnete  Werth  wurde  auch  von 
J.  Schmidt  im  Practischen  Maschinen-Constructeur,  1879.  S.  54,  ohne  Ab- 
leitung mitgetheilt 
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xx'x"x'"  geht  also  die  Erttmmnng  von  den  Aeqnidistanten  x,  x" 
continairlich  in  die  der  Kreise  x',  x'"  über.  In  diesem  Falle  sind 
aber  die  Zahnlücken  sehr  flach  geworden.  Die  so  geformten 
Eapselräder  werden  wegen  ihres  sanfteren  Ganges  oft  angewendet, 
nnd  nm  diesen  Zweck  in  noch  höherem  Maasse  zu  erreichen,  hat 
man  diesen  Eapselrädem  auch  die  in  Art.  95  erwähnte  schrauben- 
förmige Gestalt  der  Hooke'schen  Räder  gegeben,  die  entsteht, 
wenn  sich  die  Zahncnrve  nm  die  auf  ihrer  Ebene  senkrechten 
Axe  ^  dreht  und  gleichzeitig  proportional  dieser  Drehung  in  der 
Richtung  dieser  Axe  verschoben  wird.O 

99.  Das  Pappenheim'sche  Kapselräderwerk.  In  Fig.  241,  auf 
Taf.  XVn,  ist  daj3  Pappenheim 'sehe  Kapselräderwerk^),  wel- 
ches als  das  Urbild  aller  späteren  mannigfach  gestalteten  Ma- 
schinen dieser  Art  betrachtet  werden  kann,  wie  Leupold  a.  a.  0. 
angiebt,  mit  6 -zähnigen  Rädern  und  mit  kreisförmig  profilirten 
Zahnköpfen  dargestellt.  Aber  wir  haben  in  der  vorhin  ange- 
gebenen Weise,  wie  leicht  aus  der  gleichartigen  Bezeichnung  er- 
kennbar ist,  den  Punkt  6  so  bestimmt,  dass  die  tie&ten  Ziahn- 
Ittcken  entstehen.  Anstatt  dieser  constructiven  Bestimmung  kann 
man  auch  nach  der  auf  S.  239  abgeleiteten  Formel,  in  der  q  den 
Radius  der  Theilkreise  bezeichnet,  die  Strecke  4>S  =  <I>|)j  = 
0,9915 .  Q  machen.  Hiemach  liegen  bei  diesen  6-zähnigen  Kapsel- 
rädern die  Mittelpunkte  der  Profilkreise  sehr  nahe  an  der  Peri- 
pherie der  Theilkreise  /?,  tt,  so  dass  man  diese  Mittelpunkte  bei 
der  praktischen  AusftLhrung,  wie  es  in  der  Leupold'schen  Zeich- 
nung geschieht,  auf  dem  Theilkreise  selbst  liegend  annehmen 
kann.  Der  EingrifFspunkt  der  Zähne  bewegt  sich  stetig  auf  der 
schleifenförmigen  Eingriffscurve  ee',  die  in  gleicher  Weise  wie 
vorhin  bei  dem  Roots'schen  Ventilator  construirt  wird.  Durch 
diese  Räder  kann  zwar  die  Uebertragung  der  Bewegung  von 
einem  Rade  auf  das  andere  vermittelt  werden,  so  dass  keine 
äusseren  Zahnräder  erforderlich  sind ;  aber  die  Zähne  dieser  Räder 
sind  zur  dauernden  Uebertragung  der  Bewegung  nicht  geeignet, 
weil  der  Winkel,  den  die  gemeinsame  Normale  der  sich  berühren- 
den Zahncurven  mit  der  zur  Centralen  ^F  senkrechten  Geraden 
bildet,  sich  bei  der  Berührung  der  Zahnscheitel  mit  dem  tiefsten 
Punkt  der  Zahnlücke  bis  auf  90°  vergrössert.  Bei  einer  guten 
Verzahnung  dagegen  soll  dieser  Winkel  stets  möglichst  klein  sein, 
damit  beim  Eingriff  Stemmungen  der  Zähne  vermieden  werden. 

>)  Vergl.  H.Krigar,  Deutsches  Beichspatent  Nr.  7116  vom  16.  Aug.  1878. 
')  Siehe  J.  J.  Becher  a.  a.  0. 
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100.  Die  Rep80ld'8Che  Pumpe.  Bei  dem  in  Fig.  242  schema- 
tisch dargestellten,  von  Repsold  zuerst  ausgeführten  Kapselräder- 
werke sind  die  beiden  umschlossenen  Bäder  nur  mit  je  einem  Zahne 
versehen,  dessen  Gestalt  sich  aus  jener  von  Leupold  angenom- 
menen Zahnform  durch  eine  kreisförmige  Verbreiterung  des  Schei- 
tels ergiebtO-  Jeder  der  beiden  symmetrischen  Theile  xx',  x^x'^ 
des  geschlossenen  Zahnprofiles  besteht  aus  einem  Viertelkreise 
nebst  dem  zugehörigen  Aequidistantenbogen ;  die  beiden  Viertel- 
kreise x',  Y,\  sind  durch  den  Scheitelkreisbogen  x,,  die  beiden  Aequi- 
distantenbogen X,  x^  durch  den  Fusskreisbogen  Xg  verbunden.  Die 
cylindrische  Umschliessung  der  Kapsel  muss  den  Bogen  x,  minde- 
stens zu  einem  Vollkreise  ergänzen  und  beiderseits  gleich  weit  über 
den  Durchmesser  aß  hervorragen,  so  dass  die  beiden  Canäle  nie- 
mals direct  communiciren  können.  Der  Viertelkreis  x',  und  sein 
innerhalb  des  Theilkreises  tv  liegender  Mittelpunkt  )>  ^  muss  so  ge- 
wählt oder  bestimmt  werden,  dass  erstens  der  Scheitelbogen  x^ 
möglichst  gross,  also  der  Ein-  und  Ausfluss  am  wenigsten  durch 
die  cylindrische  Umschliessung  verengt  wird,  zweitens  die  Aequi- 
distante  x^  möglichst  tief  und  somit  die  durchgeführte  Wassermenge 
möglichst  gross  wird.  Ist  der  Winkel  p^^p\  des  Scheitelbogens  x, 
zweckmässig  gewählt,  dann  erhalten  wir  durch  die  bekannte  Con- 
struction den  Punkt  %  femer  auf  dem  Schenkel  ^^\  den  Hittel- 
punkt p\  und  damit  auch  den  Badius  ^\^\  des  Viertelkreises  x'^, 
an  dem  sich  die  tiefste  Aequidistante  ansetzt,  die  vermittelst  der 
PascaTschen  Curve  y  construirt  wird. 

Bei  der  Drehung  dieser  beiden  einzähnigen  Kapselräder,  die 
durch  zwei  äussere,  gleiche  Zahnräder  bewirkt  wird,  ruht  der  Ein- 
grifiFspunkt,  während  die  Kreise  x, ,  A3  an  einander  gleiten,  auf  der 
Centralen  4>  i^  in  £,  durchschreitet,  wenn  die  Aequidistante  x  den 
Kreis  Ar,  der  Kreis  x'  die  Aequidistante  k^  berührt,  beziehlich  die 
Theile  -ffc?,  ^e'^'  der  kreiskonchoidischen  Eingriflfscurve ,  ruht 
dann,  so  lange  die  Kreise  x,,  Ar,  an  einander  gleiten,  im  Punkte  K' 
und  kehrt  auf  der  anderen  Hälfte  der  Eingriffscurve  nach  Vollen- 
dung einer  Drehung  in  K  zurück.  Es  findet  also  bei  diesen  ein- 
zähnigen Kapselrädern  ein  stetiger  Eingriff  und  somit  eine  con- 
tinuirliche  Schliessung  statt,  und  daher  kann  auch  hier  kein  schäd- 
licher Baum  entstehen. 


')  Die  praktische  Ausf abrang  der  Repsold'schen  Pumpe,  bei  welcher 
die  Räder  mit  einer  besonderen  Dichtung  yersehen  sind,  ist  in  den  Verhand- 
lungert  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gerverbfleisses  in  Preussen,  1844, 
S.  208  ausfahrlich  beschrieben. 

BnrmeBter,  Kinematik  L  16 
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101.  Der  Knight'sche  Ventilator  i).  Bei  dem  in  Fig.  248  dar- 
gestellten Eapselräderwerke  wird  die  Drehung  durch  zwei  äussere 
Bäder  vermittelt ,  deren  Theilkreise  sich  wie  1:2  verhalten;  da- 
her ist  der  Theilkreis  it  des  Kapselrades  4>7r  doppelt  so  gross 
als  der  Theilkreis  f  des  anderen  Eapselrades  Fj».  Jenes  ist  mit 
6  Zähnen,  dieses  mit  3  Zähnen  versehen.  Um  diese  ungleichartig 
gestalteten  Eapselräder,  deren  Zähne  kreisförmig  und  äquidistan- 
tisch  profilirt  sind,  zu  construiren,  theilen  wir  den  Theilkreis  f  vom 
Pol  $  ausgehend  in  3  gleiche  Theile,  femer  den  Theilkreis  n  in 
6  gleiche  Theile,  so  dass  die  Endpunkte  a,  ß  des  vertikalen  Durch- 
messers Theilpunkte  sind ;  dann  liegt  der  Pol  $  in  der  Mitte  der 
Theilung  ¥,$9^  Nehmen  wir  im  Kreise  'p  auf  dem  Badius  F^ 
nahe  an  der  Peripherie  einen  Punkt  C  an,  und  lassen  wir  den 
Kreis  f  auf  dem  als  ruhend  gedachten  Kreise  tc  bis  $'  den  Bogen 
$^'  =  i¥^i  durchrollen;  dann  tritt,  wenn  auf  p  der  Bogen 
^P'  =  $$'  gemacht  ist,  P'  mit  ?'  in  Berührung,  die  Strecke 
FC  gelangt  nach  F^  C,  und  der  Punkt  C  beschreibt  das  kleine 
Stflck  CC  einer  gestreckten  Epitrochoide ,  deren  Normale  im 
Punkte  C  die  Gerade  C'$'  ist,  die  4>$,  im  Punkte  ^)|  trifft.  Auf 
dieser  Normalen  nehmen  wir,  um  eine  möglichst  tiefe  Zahnlücke 
zu  erhalten,  einen  Punkt  N  in  der  Nähe  von  )>,  an;  beschreiben 
mit  )>j  N  als  Badius  um  f}^  den  kleinen  Kreisbogen  x',  der  von  N 
ausgeht  und  anderseits  bezüglich  <I>  $,  symmetrisch  begrenzt  wird. 
Femer  beschreiben  wir  mit  ON  als  Badius  um  C  den  bezüglich 
FC  symmetrischen  Kreisbogen  ^,  der  einerseits  von  der  Geraden 
CP'  im  Punkte  Ä"'  begrenzt  wird.  Durch  dieser  Kreisbögen  sind 
die  Badien  4>  x',  FK  der  anschliessenden  beiden  Ej-opfcylinder  be- 
stimmt; und  wir  haben  jenen  Punkt  N  in  der  Nähe  von  ^^  so  ge- 
wählt, dass  diese  Cylinder  gleiche  Grösse  erhalten.  An  den  Kreis- 
bögen x'  schliesst  sich  in  N  die  zur  gestreckten  Epitrochoide  CC^ 
gehörende  Aequidistante  x  an,  die  dem  Kreisbogen  k  entspricht. 
Das  Zahncurvenstück  K'K^^  welches  sich  an  den  Kreis  k  an- 
schliesst  und  von  dem  Kreise  x'  erzeugt  wird,  ergiebt  sich  als 
die  Aequidistante  k!  der  vom  Punkte  )f^  im  Bade  Fp  beschriebenen 
gestreckten  Epitrochoide. 

Die  Eingriffscurve  e,  welche  ovalartig  gestaltet  ist  und  aus 
zwei  Bogenstücken  zweier  verschiedener  Kreiskonchoiden  zusam- 
mengesetzt ist,  erhalten  wir  in  der  bekannten  Weise.  Wir  ziehen 
durch  den  Pol  $  eine  Gerade,  welche  den  durch  C  gehenden 


')  Enight,  American  Mechanical  Dictionary,  1876.  Vol.  III.  p.  1986. 
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Kreis  fc  in  a  trifft,  und  machen  auf  dieser  Geraden  aB  =  C^ 
gleich  dem  Radius  des  Kreises  Ar;  'dann  ist  b  ein  Paukt  des  Theiles 
der  Eingriffscurve,  den  der  Eingriffspnnkt  während  der  Berührung 
des  Kreises  k  und  der  entsprechenden  Aequidistante  x  durchläuft. 
In  analoger  Weise  erhalten  wir  durch  den  Kreis  tcc  und  den  Ra- 
dius des  Kreises  x'  den  anderen  Theil  der  Eingriffscurve,  den  der 
Eingriflispunkt  während  der  Berührung  des  Kreises  x'  und  der  ent- 
sprechenden Aequidistante  A*'  durchschreitet.  Hier  findet  also  ein 
stetiger  Eingriff  statt,  so  dass  sich  kein  schädlicher  Raum  bilden 
kann.  Aus  diesem  Orunde  sind  alle  bisher  betrachteten  Kapsel- 
räderwerke theoretisch  vollkommener  als  alle  noch  folgenden,  bei 
denen  der  schädliche  Raum  unvermeidlich  ist. 


Constraction  der  Eapselräder  mit  nnstettgem  Eingriff. 

102.  Das  Evrard'ache  Kapselräderwerk.  Dieses  in  Fig.  244 
schematisch  dargestellte  Slapselräderwerk  wird  durch  zwei  gleiche 
äussere  ZahniiUler  bewegt  und  besteht  aus  zwei  ungleich  gestal- 
teten zweizähnigen  Kapselrädem  <I>/r,  Fjp,  deren  gleiche  Theilkreise 
TT,  f  grösstentheils  prakticabel  auf  einander  rollen,  wodurch  die 
Abnutzung  vermindert  und  eine  dauerhafte  Abschliessung  bewirkt 
wirdO-  Das  Profil  der  an  dem  Cylinder  f  festgeschraubten  beiden 
Zähne  des  Rades  Ff  besteht  aus  zwei  zum  Radius  FC  parallel 
und  symmetrisch  gezogenen  Geraden,  deren  Enden  durch  einen 
kleinen  abrundenden  Kreis  Ar  verbunden  sind.  Der  Mittelpunkt  C 
des  kleinen  Abrundungskreises  Ar  beschreibt  im  Rade  4>7r  eine 
Pascarsche  Curve  y^  die,  weil  C  ausserhalb  des  Theilkreises  f 
liegt,  hier  eine  verschlungene  Trochoide  ist,  und  der  Abrundungs- 
kreis  k  erzeugt  einerseits  die  Aequidistante  x  von  /.  Um  diese 
Gurven  zu  construiren,  ziehen  wir  die  Gerade  ^S,  so  dass  der 
Winkel  6<l>$  =  CF^,  die  Strecke  <I>6  =  FC  ist,  und  beschreiben 


')  Dieses  von  Reuleauxin  seiner  Kinematik^  S.  400,  nach  Evrard 
benannte  Kapselräderwerk  geht  durch  eine  geringe  Ab&nderang  aus  dem  Eve- 
schen  Eapsehr&derwerke  hervor,  welches  in  Bataille-Jallien,  Machines  ä 
vapeury  1847 — 49.  T.  I.  p.  441,  ausführlich  in  verschiedenen  Formen  beschrie- 
ben ist.  Das  Kapselräderwerk  von  Laidlow-Thomson  im  Engineer,  1868. 
Mai  29.  p.  394,  ist  mit  dem  von  Evrard  identisch.  In  der  Form  abgeändert 
ist  der  Baker'sche  Yentilator  im  Polytech.  Journal  1874.  B.  212.  S.  384. 
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am  4>  mit  4>6  als  Radius  den  Kreis  ^e;  ziehen  ferner  von  einem 
beliebigen  Punkte  H^  dieses  Kreises  eine  Gerade  nach  S  und 
machen  aaf  derselben  die  Strecke  Hx  Cs  gleich  dem  Theilkreis- 
dnrchmesser,  dann  ist  C!r  ein  Punkt  der  PascaVschen  Gurve  7, 
deren  entsprechende  Normale  C^  p^  nach  dem  Hj,  diametral  gegen- 
überliegenden Punkt  px  geht.  Wird  auf  dieser  Normalen  die  kleine 
Strecke  C^Ks  gleich  dem  Radius  des  Abrundungskreises  k  gemacht^ 
so  ist  Kx  ein  Punkt  der  Aequidistante  x,  die  nebst  der  Pasc al- 
schen  Gurye  y  von  der  Geraden  4>(E  symmetrisch  getheilt  wird. 
Um  einen  Punkt  b  der  kreiskonchoidischen  Eingriffscurre  e  zu  er- 
halten, ziehen  wir  vom  Pol  $  nach  einem  Punkte  a  des  mit  FC 
um  F  beschriebenen  Kreises  pe  eine  Gerade  und  machen  auf  der- 
selben die  Strecke  ab  gleich  dem  Radius  des  Abrundungskreises  k. 
Die  so  erhaltene  Eingriflfscurve,  welche  von  einem  zu  pc  concen- 
trischen  Kreise  nur  wenig  abweicht,  wird  durch  den  Theilkreis  rc 
in  den  Punkten  €,  £'  begrenzt. 

Werden  diese  Kapselräder  den  Pfeilrichtungen  gemäss  gedreht, 
dann  bewegt  sich  der  Eingriffspunkt,  während  der  Zahn  die  Lücke 
durchschreitet,  auf  der  Eingriffscurve  c  von  e  bis  «',  springt  von 
da  auf  die  Centrale  4>  F  nach  dem  Pol  $,  ruht  dort  so  lange  als 
die  entsprechenden  Bogen  der  Theilkreise  auf  einander  rollen  und 
springt  hierauf  von  $  nach  e  zurück.  In  der  gezeichneten  Rad- 
stellung wird  vom  Austrittscanal  her  eine  Luft-  resp.  Wassermenge 
von  Zahn  und  Lücke  eingeschlossen  und  durch  die  Oeffnung, 
welche  sich  bei  $  bildet,  nach  dem  Eintrittscanal  zurückgedrängt 
Gleichzeitig  führt  aber  die  andere  congruente  Lücke  an  der  cylin- 
drischen  Wandung  fast  dieselbe  Menge  dem  Austrittscanal  zu,  so 
dass  bei  Voraussetzung  bester  Dichtung  während  jeder  Umdrehung 
die  'Förderungsmenge  angenähert  gleich  dem  Inhalte  des  Gylinder- 
ringes  ist,  der  durch  den  Theilkreis  p  und  den  vervollständigten 
grossen  Kropf  kreis  bestimmt  wird. 

Wird  bei  gegebener  Kapsel  eine  möglichst  grosse  Förderungs- 
menge verlangt,  dann  müssen  die  Zähne  des  Rades  Fp  so  lang 
genommen  werden  als  es  die  Verhältnisse  gestatten.  Um  die  hier- 
bei auftretenden  Beziehungen  zu  erkennen,  ist  zu  beachten,  dass 
einem  längeren  Zahne  eine  grössere  Lückenweite  entspricht,  durch 
welche  die  Schliessung  bei  $  aufhört,  bevor  der  Zahn  den  Lücken- 
rand erreicht  hat,  und  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Ganäle 
direct  communiciren  können.  Ziehen  wir  von  F  und  4>  an  die 
beiden  gleichen  Theilkreise  tt,  p  resp.  die  Tangente  FC^  <I>S, 
deren  Berührungspunkte  C7,  S  sein  mögen,   und  betrachten  wir 
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die  ans  dem  Theilkreise  p  hervorragende  Strecke  CD  als  einen 
linearen  Zahn,  dann  beschreibt  der  Pankt  C  in  dem  Rade  4>  ti  eine 
PascaTsche  Cnrve  y,  welche  den  Theilkreis  7t  im  Bertlhrungs- 
pnnkte  C  nnd  im  Pol  $  schneidet.  Denn  die  Symmetralgerade  ^@ 
dieser  PascaTschen  Cnrve  halbirt  in  dem  rechtwinkeligen  Drei- 
eck C4>F  den  Winkel  C4>$,  dessen  Grösse,  weil  die  Kathete  4>  (7 
halb  so  gross  als  die  Hypothennse  ^F-  ist,  60®  beträgt.  Wenn 
wir  nnn  den  Zahn  CD  verlängern,  dem  gemäss  die  Zahnlücke 
erweitem,  dann  wird  der  Pol  $  sich  innerhalb  dieser  Zahnltlcke 
befinden,  nnd  somit  die  Schliessung  bei  $  aufhören,  bevor  die 
Schliessung  durch  Zahn  und  Lücke  begonnen  hat.  Hiemach  darf 
der  betrachtete  Grenzfall  nicht  überschritten  werden.  Verkürzen 
wir  dagegen  den  Zahn,  so  verengt  sich  die  Lücke;  dies  hat  zur 
Folge,  dass  die  zwischen  Zahn  und  Lücke  eingeklemmte  Wasser- 
menge nicht  gleich  bei  %  eine  Oeffnung  findet,  um  nach  dem  Ein- 
trittscanal  zurttckzufliessen ,  und  daher  eine  hemmende  Pressung 
erleidet.  Dieser  Uebelstand  wird  aber  leicht  durch  Abrundung 
der  an  dem  Lückenrande  befindlichen  Spitzen  vermieden. 

In  Fig.  844,  wo  der  Zahn  nicht  in  einem  Punkte  endet,  son- 
dern durch  einen  kleinen  Kreis  k  abgerundet  ist,  haben  wir  den 
Mittelpunkt  C  dieses  Kreises  auf  der  von  F  an  /r  gelegten  Tan- 
gente ein  wenig  vor  dem  Berührungspunkte  angenommen,  so  dass, 
gleich  nachdem  die  entsprechende  Aequidistante  x  mit  dem  Zahne 
in  Berührung  gelangt  ist,  die  Schliessung  der  Theilkreise  tt,  p 
aufhört.  Die  seitliche  theoretische  Begrenzung  des  Zahnes  wird 
durch  die  Kardioiden  gegeben,  welche  die  beiden  Bandspitzen  der 
Zahnlücke  in  dem  Bade  Fp  beschreiben;  daher  kann  man  die  Zähne 
entweder  durch  diese  Kardioiden  begrenzen  oder  innerhalb  der- 
selben nach  beliebiger  Form  profiliren.  Um  eine  bessere  Schliess- 
ung der  Zähne  an  dem  Kropfcylinder  zu  erhalten,  kann  man  den 
Zähnen  eine  grössere  Breite  geben  und  das  Ende  derselben  durch 
einen  um  F  beschriebenen  Kreisbogen  begrenzen.  Dies  erfordert 
aber  eine  Verkürzung  des  Zahnes,  damit  die  Lückenweite  nicht 
zu  gross  wird  und  nicht  ein  vorzeitiges  Aufhören  der  Schliessung 
eintritt  Auch  diesen  Kapselrädem  hat  H.  KrigarO  in  gleicher 
Weise  wie  beim  Boots 'sehen  Ventilator  die  bekannte  schrauben- 
förmige Gestalt  der  Ho oke 'sehen  Bäder  gegeben. 

103.  Der  Fabry'sche  Ventilator.  Dieses  zum  Ventiliren  der 
Gmben  viel  in  Anwendung  befindliche  ELapselräderwerk ,  dessen 


»)  Vergl.  Deutsches  Reichspatent  Nr.  4121  vom  24.  M&rz  1878. 
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eigenthümlich  gestalteten  luftfördemden  Bäder  anch  Fabry'sche 
Wetterr&der  ^  genannt  werden ,  ist  in  Fig.  245  schematisch  dar- 
gestellt Die  zweizähnigen  Bäder  sind  mit  punktförmiger  nnd 
epicycloidischer  Verzahnung  versehen.  Um  die  Gonstmction  der- 
selben auszuführen,  theilen  wir  den  Theilkreis  7t  in  vier  gleiche 
Theile,  zeichnen  die  von  einem  Theilpunkte  F  ausgehende  Epi- 
cydoide  Fx,  die  ein  Peripheriepunkt  des  auf  n  rollenden  gleich 
grossen  Kreises  p  erzeugt,  und  somit  in  diesem  besonderen  Falle 
eine  Eardioide  ist,  indem  wir  von  einem  Punkte  v  des  Theil- 
kreises  tt  durch  F  eine  Gerade  v^  gleich  dem  Theilkreisdurch- 
messer  ziehen ;  femer  zeichnen  wir  die  symmetrische  Epicycloide 
F'  x',  die  von  dem  Theilpunkte  F'  ausgeht,  und  beide  Epicycloiden 
wttrden,  bis  zum  Schnittpunkte  0  gef&hrt,  das  vollständige  Profil 
des  Zahnkopfes  bilden.  Von  diesem  Profil  kommt  aber  nur  der 
ausgezogene  Theil  zur  Geltung;  denn  jene  Epicycloiden  werden 
anderseits  durch  die  Punkte  A,  A'  begrenzt,  in  denen  sie  von  dem 
um  4>  beschriebenen  Kreise  ee'  getroffen  werden,  der  so  gross 
gewählt  wird,  dass  er  vom  Theilkreise  p  mindestens  einen  Viertel- 
kreis abschneidet  2).  Die  epicycloidischen  cylindrischen  Zahn- 
flächen FxA,  F'x'A'  sind  aus  gebogenen  Blechtafeln  oder  aus 
Holz  hergestellt  und  durch  ein  Querstttck  an  dem  symmetralen 
Flügel  ££i  befestigt.  Der  Theilkreis  p  schneidet  den  Epicycloiden- 
bogen  X  in  dem  Punkte  K^  und  durch  die  von  K  ausgehende  Vier- 
theilung dieses  Kreises  ergeben  sich  die  Zähne  des  anderen  con- 
gruenten  Bades.  Der  mit  dem  Badius  ^  S  oder  4>  S^  beschriebene 
Kreis  k^^  bertlhrt  den  Axenkreis  <>,  so  dass  die  Flilgelendpunkte 
S,  Sj  an  diesem  Kreise  vorbeistreifen.  Der  Punkt  S  beschreibt  in 
diesem  Bade  Fp  eine  PascaTsche  Gurve  f,  die  bezüglich  der 
aui  S  S^  senkrechten  Geraden  F^  symmetrisch  ist  Diese  Gerade, 
welche  den  über  SS^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  kr 


')  Diese  Wetterräder  (Roues  pneomatiques)  sind  in  Ponson,  Tratte  de 
Texploitation  des  mines  de  houille.  1853.  T.  II.  p.  186,  oder  in  der  deutschen 
Bearbeitung  von  G.  Hartmann,  1856,  S.  339,  mit  dreiZ&hnen  („Flügeln")  und 
sp&ter  nach  einer  Mittheilung  im  Polytech.  Cetiiralblattj  1858.  S.  506,  mit  zwei 
Z&hnen  von  Fabry  ausgeführt  worden. 

')  Bei  einem  von  Gh.  Hoppe  patentirten  Eapselräderwerk  ist  diese  punkt- 
förmige epicycloidische  Verzahnung  vierzähniger  Räder  vollständig  ausgeführt. 
Auf  jeder  der  beiden  Axen  befinden  sich,  um  die  beiden  äusseren  üebertragungs- 
räder  zu  vermeiden^  vier  solche  gegen  einander  versetzte  innere  Bäder,  welche 
die  Bewegung  selbst  übertragen.  Yergl.  Deutsches  Reichspatent  Nr.  19147  vom 
27.  October  1881. 
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einerseits  in  dem  Punkte  d  schneidet,  trifft  den  Axenkreis  2> 
einerseits  in  dem  Scheitel  o  dieser  Pascarschen  Garye  s.  Um 
dieselbe  zu  constmiren,  ziehen  wir  von  einem  Pankte  a:  des 
Kreises  kr  durch  S  eine  Gerade  a:y  gleich  dem  Theilkreisdnrch- 
messer,  dann  ist  y  ein  Punkt  dieser  Gurre,  von  der  wir  nur 
die  eine  symmetrische  Hälfte  dso  gezeichnet  haben.  Aus  der 
Gestalt  dieser  Pas cal'schen  Curve  ist  ersichtlich,  dass  der  Punkt 
S  ungehindert  durch  die  betreffende  Zahnlücke  hindurch  gehen 
kann. 

Bei  der  Drehung  dieser  beiden  Kapselräder,  die  durch  zwei 
äussere  gleiche  Zahnräder  in  den  gezeichneten  Pfeilrichtungen  be- 
wegt werden,  beginnt  im  Punkte  e  das  Gleiten  des  Punktes  K 
auf  dem  Epicycloidenbogen  x  von  A  nach  F  und  setzt  sich  fort, 
bis  der  Eingriffspunkt  auf  dem  Theilkreise  p  den  Bogen  e^  durch- 
schritten hat.  Von  da  an  gleitet  der  Punkt  F  auf  dem  Epicycloiden- 
bogen c  von  K  nach  L,  bis  der  jetzt  auf  dem  Theilkreise  7t  fort- 
schreitende Eingriffspunkt  den  Punkt  e  erreicht,  wo  der  Eingriff 
aufhört  In  diesem  Momente  befindet  sich  SS,  in  vertikaler  und 
SS^  ia  horizontaler  Stellung;  und  es  tritt  der  Punkt  F,  mit  dem 
Epicycloidenbogen  c,  an  der  Stelle  e'  auf  dem  Theilkreise  n;  in 
Berührung.  Der  Eingriffspunkt  springt  also  Yon  e  nach  c',  durch- 
läuft auf  n;  den  Bogen  e'^  weiter  auf  p  den  Bogen  ^e^,  und  wäh- 
rend dieses  ganzen  Bewegungsvorganges  haben  die  Räder  eine 
Umdrehung  vollendet.  In  jenem  Momente,  wenn  SS,  vertikal  und 
SS^  horizontal  'steht,  wird  vom  Austrittscanal  her  eine  beträcht- 
liche Luftmenge  in  der  Zahnlücke  FF,  eingeschlossen  und  bei  der 
weiteren  Drehung  nach  dem  Eintrittscanal  zurückgeftlhrt  Vier- 
mal  wird  während  einer  Umdrehung  ein  Luftvolumen  hindurch- 
gefördert, welches  von  dem  Halbcylinder  der  Kapsel  und  den  ver- 
tical  gestellten  Radflügeln  umgrenzt  wird ;  aber  viermal  wird  auch 
jene  in  der  Zahnlücke  eingeschlossene  Luftmenge  zurückgetrieben; 
und  demnach  kann  nur  die  Differenz  als  theoretische  Förderungs- 
menge betrachtet  werden.  Bei  dreizähnigen  Kapselrädern  ist  die 
in  der  Zahnlücke  eingeklemmte  Luftmenge  kleiner ;  dagegen  wird 
dieselbe  aber  während  einer  Umdrehung  sechsmal  in  den  Eintritts- 
canal zurückgedrängt  Die  cylindrische  umschliessende  Wandung 
braucht  in  diesem  Falle  sich  nur  bis  auf  einen  Drittelkreis  zu  er- 
strecken. 

104.  Der  Payton'sche  Wassermesser.  Das  in  Fig.  246  sche- 
matisch dargestellte  Kapselräderwerk,  dessen  zweizähnige  Räder 
epi-hypocycloidisch  verzahnt  sind,  ist  in  ähnlicher  Gestalt  von 
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Payton  als  Wassermesser  angewendet  worden^).  Um  die  Zahn- 
curven  zn  erhalten,  nehmen  wirvden  Htllfsrollkreis  q  an,  dessen 
Durchmesser  kleiner  als  der  Radius  der  Theilkreise  tt,  p  ist,  welche 
sich  in  $  berühren;  machen  auf  diesen  Kreisen  die  beiden  Bögen 
^%i^P\  gleich  dem  halben  Umfange  von  q\  ferner  auf  <1>$,  und 
FP^  resp.  die  Strecken  ^,A,  P^a  gleich  dem  Durchmesser  des 
Kreises  q.  Dieser  HülfsroUkreis  q  erzeugt  durch  seine  halbe  Ab- 
rollung auf  7t  die  Epicycloide  $xA,  an  die  der  um  4>  beschrie- 
bene Kreisbogen  AA'  angeschlossen  ist,  und  durch  seine  halbe 
Abrollung  in  p  die  Hypocjcloide  $Ara,  welche  sich  in  a  an  den 
Axenkreis  t>  anschliesst.  Durch  die  Zahnkopfcurre  $xAA'  und 
die  Flankencurve  ^kao'  sind  einerseits  die  congrnenten  Zähne 
dieser  Kapselräder  bestimmt  Anderseits  mtlssen  diese  Zähne  so 
begrenzt  werden,  dass  der  eine  Zahn  ungehindert  an  dem  anderen 
vorbeigehen  kann.  Die  theoretische  Begrenzung  ergiebt  sich  durch 
die  Pascarsche  Gurve  Ld'^  die  der  Punkt  A'  in  dem  Rade  Fp 
beschreibt.  Diese  Pascarsche  Gurve  wird  erhalten,  wenn  wir  den 
Durchmesser  LL^  ziehen,  der  den  Axenkreis  if  einerseits  ihrem 
Scheitel  a'  schneidet,  und  auf  der  von  einem  Punkte  x  des 
Kreises  kp  nach  L  gezogenen  Geraden  die  Strecke  xy  =  i,  a' 
oder  gleich  dem  Theilkreisdurchmesser  machen ;  denn  dann  ist  y 
ein  Punkt  der  von  A'  beschriebenen  Pascarschen  Gurve,  deren 
Stück  Ld/o*  einerseits  die  Zahnbegrenzung  bildet. 

Werden  die  beiden  Kapselräder,  deren  gegenseitige  Bewegung 
zwei  äussere  gleich  grosse  Zahnräder  vermitteln,  in  der  gezeich- 
neten Pfeilrichtung  gedreht,  dann  durchschreitet  der  Eingriffspunkt 
von  ^  ausgehend  den  Halbkreis  $?&,  ruht,  während  die  Kreis- 
bögen AA',  a&  an  einander  gleiten,  in  e,  springt  dann  nach  £, 
ruht  dort,  während  der  Bogen  LL'  an  dem  entsprechenden  Bogen 
des  Axenkreises  /^  gleitet,  und  durchläuft  von  da  an  den  Halb- 
kreis Bq'%  In  dem  Momente,  wenn  der  Eingriffspunkt  von  e  nach 
B  springt,  wird  eine  Wassermenge  aus  dem  Austrittscanal  von  den 
Zähnen  umschlossen  und  nach  dem  Eintrittscanal  zurückgeführt. 
Da  aber  dieses  Zurückführen  bei  jeder  Umdrehung  regelmässig 
geschieht,  so  kann  dieses  Kapselräderwerk  mit  einem  Zählapparat 
verbunden,  wenn  keine  grosse  Genauigkeit  erfordert  wird,  als 
Wassermesser  benutzt  werden. 


*)  Vergl.  Engineering.  1868.  Jan.  p.  97,  und  Engineer,  1868.  Febr.  p.  92, 
wo  dieses  Kapselräderwerk  „Epicycloidal  water  meter'*  genannt  wird.  Ferner 
auch  Polytechnisches  Journal,  1868.  B.  188.  S.  22. 
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105.  Das  Reuleaux'sche  Kapselräderwerk  0-  In  Fig.  247,  Taf. 
XYUI,  sind  die  Zähne  der  zweizähnigen  Säder  nach  Ereisevol- 
venten  geformt,  deren  gleiche  Gmndkreise  co  nnd  o  sind.  Damit 
die  Ereisevolventen  Ar,  x  nicht  unnütz  lang  werden,  mttssen  wir 
ihre  Grandkreise  o;,  o  im  Verhältnisse  zur  Centralen  ^F  möglichst 
gross  wählen,  und  nm  den  in  unserer  Figur  genommenen  Grenz- 
fall zu  erhalten,  muss  die  gemeinschaftliche  Tangente  a  a,  welche 
die  beiden  Grundkreise  a>,  o  resp.  in  den  Punkten  a,  a  berührt, 
gleich  dem  halben  Umfang  dieser  Kreise  sein.  Denn  lassen  wir 
diese  Tangente  auf  dem  Grundkreise  o  rollen,  so  beschreibt  ihr 
mit  a  coincidirender  Punkt  K  die  Ereisevolvente  KkJ^  deren 
Bflckkehrpunkt  oder  Spitze  J  dem  Punkte  a  diametral  gegenüber- 
liegt; lassen  wir  femer  diese  Tangente  den  halben  Grundkreis  oi 
umroUen,  so  erzeugt  derselbe  Punkt  K  die  von  a  ausgehende 
Ereisevolyente  FxA,  die  jener  ersten  Ereisevolvente  congruent 
ist  und  mit  deiielben  während  einer  halben  Umdrehung  der  Räder 
in  Berührung  bleibt  Bei  grosseren  Grun^kreisen  würden  sich 
demnach  die  so  entstandenen  Ereisevolventen  für  zweizähnige 
Bäder  zu  kurz,  bei  kleineren  aber  länger  als  nothwendig  ist,  er- 
geben. 

Nach  jener  Bedingung  ist  die  halbe  gemeinschaftliche  Tan- 
gente $a  gleich  1  des  Ereisumfanges  <?,  also: 

j-,  3,1415..  j^ 

und  folglich  ist,  wenn  i;  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  gemein- 
schaftliche Tangente  mit  der  Centralen  bildet: 

cot  ri  —   ^'^^^^  ' '   =  1,5708  .  . 

oder:  ij  —  32*»  28' 53,6". 

Durch  diesen  Winkel,  dessen  Grösse  bei  zweizähnigen  Bädern 
nicht  überschritten  werden  darf,  sind  die  beiden  grössten  Grund- 
kreise cj,  o  bestimmt,  die  den  Schenkel  $a  tangiren. 

Die  von  den  Punkten  A',  A  in  dem  Bade  Fp  beschriebenen 
Pascarschen  Gurven  d\  d  sind  in  bekannter  Weise  gezeichnet. 
Um  z.  B.  einen  Punkt  y  auf  d'  zu  erhalten,  ziehen  wir  von  einem 
Punkte  a;  des  Ereises  kr  eine  Gerade  nach  dem  Punkte  i',  der  A' 
symmetral  gegenüberliegt,  und  machen  auf  dieser  Geraden  xy=^<PF. 


>)  Reuleaax  hat  in  seiner  Kinematik  S.  349  anstatt  der  epi-hypocycloi- 
dischen  Verzahnung  der  Eapsebräder  des  Payton'achen  WaBsermessers  £yo1- 
yenten-Verzahnung  genommen. 
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Analog  ergiebt  sich  yennittelst  des  zu  A  symmetrischen  Ponktes  S 
die  andere  PascaTsche  Gurve  d.  Von  diesen  beiden  Corven  bil- 
den die  Theile  L^d'a\  aJj  welche  durch  einen  kurzen  Bogen  aif 
des  Axenkreises  tr  verbunden  sind,  die  übrige  theoretische  Be- 
grenzung des  Zahnes.  Um  aber  mehr  freiere  Bewegung  zu  ge- 
winnen, wird  es  zweckmässig  sein,  die  Zahnspitzen  A',  X'  ein 
wenig  abzurunden.  Beginnt  die  durch  äussere  gleiche  Zahnräder 
vermittelte  Drehung  in  der  Pfeilrichtung,  dann  springt  in  der  ge- 
zeichneten Stellung  der  Eingriff  von  a  nach  a  und  durchläuft 
während  jeder  halben  Umdrehung  die  Gerade  aa  beständig  in 
derselben  Richtung  aa. 

106.  Die  Marcus'sche  Saug-  und  Druckpumpe  <).  Bei  diesem 
in  Fig.  348  dargestellten  Kapselräderwerke  ist  in  sehr  vortheil- 
hafter  Weise  die  innere  Verzahnung  angewendet.  Das  Rad  Fo 
greift  in  das  innen  verzahnte  Bad  4>C(;,  welches  von  einer  cylin- 
drischen  Kapsel  umschlossen  ist.  Zwischen  den  Scheiteln  der 
Zähne  beider  Räder  ist  ein  Abschlussstttck  M  an  die  hintere 
Kapsel  wand  geschraubt,  und  beiderseits  kreiscylindrisch  geformt, 
so  dass  die  Zähne  beider  Räder  mit  den  Scheiteln  dicht  an- 
schliessend an  diesem  Abschlussstttcke  M  entlang  gleiten.  In  der 
hinteren  Kapsel  wand  münden  zwei  Röhren  72d,  Rsj  durch  welche 
Zu-  und  Abfluss  der  Flüssigkeit  stattfinden  kann.  Durch  Drehung 
des  Rades  Fo  im  Sinne  des  Pfeils  tritt  das  Wasser  vom  Saug- 
rohr R,  zwischen  die  Zähne  und  wird  vermittelst  der  Zahnlücken 
beiderseits  an  dem  Abschlussstücke  M  entlang  dem  Druckrohre  Ed 
zugeführt ;  denn  die  zu  beiden  Seiten  des  Abschlussstückes  befind- 
lichen Räume  können  wegen  des  beständigen  Eingriffes  der  Zähne 
bei  K  nicht  communiciren.  Wir  haben  bei  den  beiden  Rädern 
Evolventenverzahnung  angewandt,  und  die  Gonstruction  der  Zähne 
nach  der  Angabe  in  Art.  94  ausgeführt.  Das  Verhältniss  der 
Uebersetzung  oder  das  Verhältniss  der  Radien  der  beiden  Roll- 
kreise Pf  7t  ist  3:4;  das  Rad  Fo  ist  mit  12,  das  Hohlrad  4>a> 
mit  16  Zähnen  versehen,  und  die  durch  den  Pol  $  gehende  Ein- 
griffsgerade, welche  von  den  Grundkreisen  0,  w  resp.  in  a,  a  be- 
rührt wird,  bildet  mit  der  Centralen  F^  einen  Winkel  von  60 ^ 
Der  Eingriff,  welcher  in  a  beginnt  und  in  e  aufhört,  ist  bei  dieser 
Anordnung  sehr  günstig;  denn  es  wird  durch  denselben  ein  dichter 
Abschluss  bewirkt  und  der  schädliche  Raum  fast  vermieden. 

Bei  der  praktischen  Ausführung  ist  die  treibende  Welle  des 


>)  Marcus,  Deutsches  Reichspatent  Kr.  21413  vom  22.  Juli  1882. 
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Bades  Fo  in  beiden  Elapselwänden  gelagert  and  das  Hohlrad  wird 
als  Zahnring  in  der  Cylinderwandang  geführt  Soll  aber  die  Be- 
wegung vom  Hohlrade  ausgehen,  dann  ist  der  Zahnring  an  eine 
Scheibe  zu  befestigen ,  deren  Welle  in  der  vorderen  Eapselwand 
gelagert  ist  und  durch  diese  hindurch  geht  Die  Welle  des  aussen 
verzahnten  Bades  dagegen  befindet  sich  in  der  hinteren  Eapsel- 
wand gelagert  und  ragt  aus  dieser  hervor.  Sind  nun  an  beiden 
Wellen  z.  B.  Kurbeln  angebracht,  so  kann  bei  dieser  Anordnung 
die  Bewegung  entweder  von  dem  einen  oder  dem  anderen  Bade 
ausgehen. 

107.  Roots'scher  Ventilator  II.  Die  zweizähnigen  Bäder  des 
in  Fig.  249  dargestellten  auch  von  Boots  ausgeführten  Kapsel- 
räderwerkes ^)  sind  in  der  allereinfachsten  Weise  profilirt,  so  dass 
bei  diesen  Bädern  nur  der  Kopfkreisbogen  mit  dem  entsprechen- 
den Fusskreisbogen  schliessend  in  gleitende  Berührung  tritt  Be- 
hufis  der  Gonstruction  der  Zähne  machen  wir  auf  der  Centralen 
<I>F  die  gleichen  Strecken  <1>L,  FL  gleich  i  von  ^F,  beschreiben 
um  4>,  F  resp.  die  Kreise  x,  k  und  y^  c,  welche  sich  beziehlich  in 
den  Punkten  A,  L  bertlhren  und  von  der  Centralen  aus  in  je  vier 
gleiche  Theile  getheilt  sind;  femer  construiren  wir  das  Stück 
BAA  der  Pascarschen  Curve,  die  der  von  B  ausgehende  Punkt 
L  des  Bades  Fp  in  dem  anderen  Bade  4>7r  erzeugt,  indem  wir 
auf  der  von  einem  Punkte  x  des  Kreises  x  nach  A  gehenden 
Geraden  die  Strecke  xy^=^^F  machen,  und  anderseits  zeichnen 
wir  das  symmetrische  Curvenstttck  B'  V  A',  welches  durch  die  be- 
treffenden Theilpunkte  B',  A'  begrenzt  wird.  Hierdurch  erhalten 
wir  die  seitliche  theoretische  Begrenzung  des  Zahnes,  innerhalb 
welcher  der  Zahn  beliebig  geformt  werden  kann.  Um  eine  mög- 
lichst tiefe  Zahnlücke  zu  bekommen,  haben  wir  die  Strecke  FL 
möglichst  gross,  gleich  iF<t>,  genommen.  Bei  noch  grösserem 
Abstände  des  Punktes  L  von  F  würde  die  von  L  beschriebene 
Pascarsche  Curve  k  sich  der  Symmetralgeraden  des  Zahnes  zu 
sehr  nähern  und  dadurch  der  Zahn  zu  schwach  werden.  Wenn 
die  so  bestimmten  Kapselräder  durch  zwei  äussere  gleiche  Zahn- 
räder gemäss  der  Pfeilrichtung  in  Drehung  versetzt  werden,  dann 
strömt  die  vom  Austrittscanal  her  zwischen  die  Zähne  einge- 
schlossene Luftmenge  durch  die  bei  B  entstehende  Oeffhung  nach 

*)  Specification  Nr.  1181  vom  23.  April  1867,  und  Deutsches  Reichspatent 
Nr.  1444  vom  7.  December  1877.  —  Praktische  Aasfahraogen  dieses  Boots- 
Bchen  Yentiiators  sind  angegeben  in  Institution  of  Mechanical  Engineers.  1877. 
p.  92. 
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dem  Eintrittscanal  znrttck,  und  während  der  ersten  Vierteldrehung 
gleitet  der  Viertelkreis  AA'  des  Zahnkopfes  an  dem  Viertelkreise 
JJ^  des  Lttckenbodens ,  wobei  der  Eingriffspunkt  anf  der  Cen- 
tralen im  Berührungspunkte  ruht.  Bei  der  folgenden  Viertel- 
drehung findet  der  analoge  Vorgang  wechselseitig  statt.  Das  Vo- 
lumen der  von  den  Zähnen  eingeklemmten  zurückgetriebenen 
Luftmepge  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  gleichen  Volumina, 
welche  in  einer  Zahnlücke  beiderseits  von  der  radialen  ebenen 
Fläche  und  der  trochoidischen  Cylinderfläche  umschlossen  wird. 
Hiemach  ist,  wenn  wir  die  Differenz  der  Dichtigkeiten  jener  zu- 
rückgeführten Luftmenge  und  der  zufliessenden  Luft  unbeachtet 
lassen,  das  theoretische  Förderungsvolumen,  welches  einer  Um- 
drehung entspricht,  gleich  dem  eines  Zahnringcylinders,  dessen 
Grundfläche  durch  den  Kopfkreis  und  Fusskreis  begrenzt  wird, 
und  dessen  Höhe  gleich  der  Breite  des  Zahnes  ist. 

Bei  den  nach  dieser  Verzahnung  in  Fig.  250  ausgeführten  ein- 
zähnigen  Eapselrädem  können  die  Fusskreise  k^  y  beliebig  klein 
genommen  werden  und  bis  auf  die  Mittelpunkte  ^,  F  zusammen- 
schrumpfen, so  dass  in  diesem  Grenzfalle  das  theoretische  Förde- 
rungsvolumen  gleich  dem  eines  vollständigen  Eropfcylinders  ist 

Denken  wir  uns  y  und  k  als  fest  mit  der  umschliessenden 
Kapsel  verbundene  Gylinder,  um  welche  die  Zähne  A  A'  B'  B  und 
L  L' J' J  Touren,  so  werden  wir  durch  eine  solche  Anordnung  zu 
der  Gonstruction  des  folgenden  theoretisch  interessanten  Kapsel- 
räderwerkes geleitet,  welches  sich  von  dem  vorhergehenden  prin- 
cipiell  unterscheidet. 

108.  Der  Behrens'sche  Motor.  Bei  diesem  in  Fig.  261  gezeich- 
neten, von  Behrens^)  erfundenen  Kapselräderwerke  sind  die  vor- 
hin betrachteten  Zähne,  welche  um  die  hier  mit  kreisförmigen 
Ausschnitten  versehenen  festen  Cylinder  /,  k  rotiren,  an  seitliche 
Kreisscheiben  befestigt,  so  dass  diese  gleichsam  den  nicht  vor- 
handenen Badboden  ersetzen.  Der  wesentliche  und  principielle 
Unterschied  dieser  Kapselräder  von  allen  übrigen  besteht  nun 
darin,  dass  die  Schliessung  der  Bäder  nicht,  wie  bisher,  durch 
Gylinderflächen,  welche  sich  in  Linien,  sondern  durch  Kreiscylin- 
derflächen,  die  sich  in  Flächen  berühren,  bewirkt  wird ;  denn  die 
ZahnkopfiQäche  berührt  beim  Durchgange  die  ganze  Fläche  des 
coaxialen  Ausschnittes   des  betreffenden  festen  Gylinders.    Dem 


«)  Bericht  über  die  Weltausstellung  zu  Paris  1867.    Wien.   1869.  B.  IL 
S.  124.    Propagation  industrielle.  1867.  T.  ü.  p.  116. 
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zufolge  findet  hier  eine  dichtere  Schliessnng  statt,  so  dass  dieses 
Kapselräderwerk  als  Motor  beziehlich  als  rotirende  Dampfmaschine 
gebrancht  werden  kann.  Diese  Schliessnng  wird  sich  jedoch  we- 
gen der  Abnutzung  nicht  dauernd  erhalten,  um  für  einen  höheren 
Dampfdruck  zu  genügen;  daher  wird  dieses  theoretisch  inter- 
essante, aber  schwierig  herzustellende  Eapselräderwerk  wohl 
schwerlich  als  Motor  Eingang  in  die  Praxis  finden. 

Die  Zähne  können  seitlich  beliebig  begrenzt  sein,  denn  es  ist 
nur  nothwendig,  dass  die  Zähne  ungehindert  an  einander  yorbei- 
gehen  und  dass,  bevor  der  eine  Zahn  einerseits  den  Gylinderaus- 
schnitt  yerlässt,  der  andere  Zahn  anderseits  den  Cylinderausschnitt 
schon  erreicht  hat.  In  unserer  Zeichnung  haben  wir  die  Zähne 
in  bekannter  Weise  durch  die  symmetrischen  Pascarschen  Gurren 
begrenzt,  welche  von  den  diametralen  Spitzen  des  einen  Zahnes 
in  dem  anderen  erzeugt  werden,  weil  dadurch  der  entstehende 
schädliche  Baum  möglichst  klein  wird.  Die  beiden  Zahnspitzen 
A,  Z  erreichen  gleichzeitig  die  Ausschnitte  der  festen  Gylinder; 
und  die  in  diesem  Momente  von  den  Zähnen  und  Ausschnitten 
umschlossene  Dampfinenge  wird  durch  die  im  Sinne  der  Pfeile 
weitergehende  Drehung  nach  dem  Eintrittscanal  zurttckgeftlhrt. 
Das  Volumen  derselben  vergrössert  sich,  wie  man  leicht  anschau- 
lich erkennt,  bis  die  beiden  Zahnspitzen  gleichzeitig  die  Centrale 
passiren,  und  verkleinert  sich  in  dem  Momente,  wenn  die  beiden 
Zahnspitzen  A,  X  die  Cylinderausschnitte  durchschritten  haben, 
wieder  bis  auf  seine  ursprüngliche  Grösse.  Denmach  wird  bei 
dieser  Maschine  in  dem  schädlichen  fiaume  auch  keine  Pressung 
eintreten,  wenn  dieselbe  als  Wasserpumpe  benutzt  wird,  um  die 
Einklemmung  des  Dampfes  oder  Wassers  z.  B.  an  der  Stelle  BL 
zu  vermeiden  und  um  eine  freiere  Bewegung  zu  erhalten,  müssen 
die  Zahnspitzen  stets  abgestumpft  werden,  und  dem  entsprechend 
muss  auch  die  cylindrische  Umschliessung  des  Kropfes  über  die 
verticalen  Baddurchmesser  hinausragen. 

109.  Die  Greindrsche  Pumpe.  Nach  der  Boots'schen  Verzah- 
nung, bei  welcher  die  wesentliche  Profilirung  aus  je  zwei  con- 
centrischen  Kreisen  besteht,  ist  auch  die  in  Fig.  252  dargestellte 
GreindTsche  rotirende  Pumpe*)  construirt;  jedoch  mit  der  Ab- 
änderung, dass  die  Zähnezahlen  der  beiden  äusseren  treibenden 


»)  Vergl.  Polyt.  Journal.  B.  212.  S.  454.  1874  und  B.  238.  S.  380.  1880, 
ferner  Deutsches  Reichspatent  Nr.  2253  vom  19.  October  1877.  Praktische  Aus- 
führongen  findet  man  in  Institution  of  Mechanical  Engineers.  1878.  p.  440. 
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Zahnräder  nicht  gleich  sind ,  sondern  in  dem  Verhältnisse  1  : 2 
stehen,  und  dass  dem  zufolge  anch  die  Drehungen  der  Kapsel- 
räder  Fp^  <1>  tt,  sowie  die  betreffenden  Theilkreise  ^,  p  sich  wie 
1 : 2  verhalten.  Dem  zweizähnigen  Eapselrade  Fp  entspricht  so- 
mit ein  einzähniges  Kapselrad  4>7r.  Die  Construction  dieser  Räder 
wird  in  folgender  Weise  ausgeführt.  Wir  beschreiben  um  <t>,  F 
beziehlich  die  beiden  Kreise  x,  A,  die  dich  auf  der  Centralen  0  F 
in  einem  Punkte  A  etwa  in  der  Mitte  derselben  berühren,  zeichnen 
die  verschlungene  Trochoide  JdL^  die  der  Punkt  A  des  Bades 
4>7r  von  J  ausgehend  in  dem  Rade  Fp  erzeugt  und  anderseits  im 
Punkte  L  auch  von  der  Centralen  begrenzt  wird.  Hierauf  be- 
schreiben wir  um  <P,  F  resp.  die  Kreise  y^  e,  die  sich  in  L  be- 
rühren, zeichnen  die  verschlungene  Trochoide  B^A,  welche  der 
Punkt  L  des  Rades  Fp  von  B  ausgehend  im  anderen  Rade  4>7r 
erzeugt  und  nach  A  führen  muss,  weil  die  beiden  Zahnspitzen 
X,  A  bei  der  Rotation  im  Schnittpunkte  A  der  Kreise  x,  c  coinci- 
diren.  Zu  der  Curve  JdL  construiren  wir  die  symmetrische 
Curve  J^  d*  L\  so  dass  der  hierdurch  begrenzte  Zahn  eine  genü- 
gende Stärke  erhält;  machen  den  Winkel  A4>A'  =  1.LFL\  und 
zeichnen  zu  der  Curve  6AA  ebenfalls  die  symmetrische  Curve 
B'A'A'.  Hiemach  sind  die  Zähne  nebst  ihren  theoretischen  Umgren- 
zungen, durch  welche  der  schädliche  Raum  möglichst  klein  wird, 
bestimmt;  sie  können  innerhalb  dieser  seitlichen  Umgrenzungen 
zwar  beliebig  profilirt  werden,  jedoch  nur  mit  Vergrösserung  des 
schädlichen  Raumes.  Es  müssen  die  Zahnlücken  aber  stets  über 
die  seitliche  theoretische  Umgrenzung  hinaus  ausgehöhlt  werden, 
damit  beispielsweise  die  in  der  gezeichneten  Radstellung  von 
B'iJUL  umschlossene  Wassermenge  bei  X'  vorbeigehen  kann 
und  keine  störende  Pressung  erleidet.  Bei  der  Drehung  dieser 
Kapselräder  in  der  gezeichneten  Pfeilrichtung  fliesst  die  momentan 
eingeklemmte  Wassermenge  durch  die  bei  J  entstehende  Oeffnung 
zurück,  und  die  Schliessung  wird  durch  die  auf  einander  gleiten- 
den Kreisbögen  LL\  BB'  bewirkt,  bis  die  Zahnspitze  A'  den 
Kreis  k  in  J'  berührt.  Von  diesem  Momente  an  beginnt  das  Zu- 
rückfliessen  der  von  Neuem  eingeklemmten  Wassermenge  und 
die  Schliessung  durch  die  auf  einander  gleitenden  Kreisbögen 
J'kJ,^  A'xA. 

Diese  beiden  theil weise  auf  einander  gleitenden  Kreise  Ar,  x 
sind  in  unserer  Figur  von  gleicher  Grösse,  weil  wir  ihren  Berüh- 
rungspunkt in  der  Mitte  der  Centralen  ^  F  annahmen.  Der  Zahn- 
spitze A  entspricht  die  gleichzeitig  in  der  Centralen  befindliche 
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Zahnspitze  L^  nnd  in  diesem  Pnnkte  X,  den  wir  als  Schnitt  der 
Centralen  mit  der  yon  A  im  Bade  Fp  beschriebenen  Trochoide  d 
erhalten,  berühren  sich  die  beiden  anderen  theilweise  auf  einan- 
der gleitenden  Kreise  c^  y.  Legen  wir  die  Spitze  A  näher  an  F^ 
so  rttckt  dem  gemäss  anch  die  entsprechende  Spitze  L  näher  an 
4>,  dadurch  wird  der  Zahnring  und  mit  diesem  auch  die  Förde- 
rungsmenge yergrOssert,  und  der  Grenzfall  tritt  ein,  wenn  L  mit 
4>  zusammenfällt.  Je  kleiner  aber  der  Bogen  B  B'  im  Verhältnisse 
zu  dem  Bogen  LL*  ist,  desto  mehr  wird  der  erstere  durch  die 
Oleitung  abgenutzt  und  die  Dichtung  der  Schliessung  verringert; 
deshalb  ist  es  zweckmässig,  A  nicht  zu  nahe  an  F^  sondern  in 
der  Mitte  der  Centralen  4>F  anzunehmen. 

Um  die  gegenseitige  Lagenbeziehung  der  entsprechenden 
Punkte  A,  L  besser  zu  überschauen,  denken  wir  uns  in  Fig.  258 
mit  den  beiden  rotirenden  Eapselrädem  ^tv,  Fp  beziehlich  die 
radialen  Geraden  ^(pj  Ff  verbunden,  die  bei  ihrer  Botation  gleich- 
zeitig von  der  Centralen  ^F  ausgehen,  und  zeichnen  die  vom 
Schnittpunkte  A  dieser  rotirenden  Geraden  erzeugte  Curve  aa', 
indem  wir  für  verschiedene  Lagen  von  /  den  Winkel  $  4>  9) »» 
2 .  ?  Ff  machen.  Diese  Curve  a «',  von  der  wir  jedoch  nur  einen 
Theil  ^  a  gebrauchen,  ist  nach  Art  32  eine  Hyperbel,  für  welche 
der  Pol  $  und  der  Punkt  F  die  beiden  Scheitel  sind,  und  4>  ein 
Brennpunkt  ist.  Beschreiben  wir  um  <1>,  F  von  einem  beliebigen 
Hyperbelpunkte  A  aus  bis  an  die  Centrale  die  Kreisbögen  ^A, 
^jL,  so  sind  A,  L  zwei  entsprechende  Punkte;  denn  die  beiden 
in  A  coincidirenden  Punkte  der  Eapselräder  haben  gleichzeitig 
die  Centrale  durchschritten.  Oder  nehmen  wir  den  Punkt  A  be- 
liebig auf  der  Centralen  an,  dann  bestinunt  der  Eeisbogen  A^ 
den  Hyperbelpunkt  A  und  der  Kreisbogen  AL  den  entsprechen- 
den Punkt  L.  Ist  insbesondere,  wie  in  unserer  Figur,  der  Punkt 
A  die  Mitte  von  4>F,  also  ^F=2.^A^  so  muss,  weil  auch  der 
Winkel  ^4>9)  =  2 .  ^F/ ist,  in  dem  Dreieck  *^F  der  Winkel 
an  der  Ecke  A  ein  rechter  sein,  und  demnach  ist  der  Winkel  $^/ 
—  60",  und  der  Winkel  $F/=  30^  In  diesem  besonderen  Falle 
ergiebt  sich  somit  der  entsprechende  Punkt  L  einfach,  indem  wir 
FL  gleich  der  von  F  an  den  Kreis  A^  gelegten  Tangente  FA 
machen.  Der  um  F  durch  <t>  gezogene  Kreisbogen  ^Ag  liefert 
auf  der  Hyperbel  den  Schnittpunkt  Ag  und  der  um  4>  beschriebene 
Kreisbogen  AgAg  bestimmt  für  jenen  genannten  Grenzfall  den 
Punkt  A,,  dem  der  mit  4>  zusammenliegende  Punkt  Lg  entspricht 
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Von  der  Stützung  und  der  zwangläufigen 
Bewegung  der  Gebilde  in  der  Ebene. 


Stützung  der  Gebilde  in  der  Ebene. 

110.  Definitionen.  Eine  ebene  Figur,  bei  der  wir  Undnrch- 
dringlichkeit  voraussetzen  wollen,  und  deren  jedwede  Begrenzung 
wir  also  als  widerstandsfähig  betrachten,  soll  ein  ebenes  un- 
durchdringliches Gebilde  oder  auch  kurz  Gebilde  genannt 
werden.  Wir  nehmen  nun  an,  ein  ebenes  undurchdringliches  Ge- 
bilde sei  gezwungen,  innerhalb  einer  festen  Ebene  eine  Bewegung 
zu  vollziehen,  die  wir  conplane  Bewegung  nennen,  dann  wird 
die  volle  Freiheit  der  Bewegung  in  dieser  Ebene  beschränkt, 
wenn  in  derselben  ein  anderes  ebenes  undurchdringliches  Gebilde 
festliegend  vorhanden  ist;  denn  da  wir  die  Gebilde  als  undurch- 
dringlich voraussetzen,  so  werden  dem  bewegten  Gebilde  durch 
das  festliegende  bestimmte  Bewegungen  verwehrt.  Befindet  sich 
das  bewegte  Gebilde  mit  dem  festliegenden  in  steter  Berührung, 
dann  wird  dies  Berühren  derselben  das  Stützen  genannt.  Das  fest- 
liegende Gebilde  heisst  das  stützende  und  wird  auch  als  Stütze 
bezeichnet.  Der  jeweilige  gestützte  Berührungspunkt  des  bewegten 
Gebildes  heisst  der  Stützpunkt  desselben  und  der  entsprechende 
stützende  Berührungspunkt  des  festliegenden  Gebildes  wird  der 
Stützenpunkt  genannt.  Von  einem  Punkte,  der  gezwungen  ist 
sich  auf  einer  vorgeschriebenen  Linie,  Curve  oder  Geraden,  zu  be- 
wegen, sagen  wir:  er  bewege  sich  zwangläufig.  Wird  die  Be- 
wegung eines  Gebildes  durch  Stützung  derart  beschränkt,  dass  die 
Punkte  desselben  bestimmte  Linien  beschreiben,  dann  befindet  sich 
das  GebUde  in  zwangläufiger  Bewegung.  Die  Aufgabe  der 
Theorie  der  Stützung  ist:  die  Bedingungen  aufzusuchen,  welche 
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erstens  fttr  die  Fesüegang,  zweitens  für  die  Zwangläafigkeit  eines 
Gebildes  erforderlich  sind.^ 

111.  Beschränkung  der  Beweglichkeit  des  ebenen  Gebildes 
durch  eine  einzige  Stütze.  Jede  nnendlich  kleine  conplane  Be- 
wegung eines  ebenen  Gebildes  kann  angesehen  werden  als  eine 
nnendlich  kleine  Drehung  nm  einen  Pol,  die  aber  in  eine  nnend- 
lich kleine  Parallelbewegnng  resp.  Verschiebung  übergeht ,  wenn 
der  Fol  im  Unendlichen  liegt.  In  Fig.  364,  Taf.  XIX,  ist  das  ge- 
sttttzte  Gebilde  lAB  vom  Stützpunkte  /  aus  durch  den  Winkel 
AIB^  und  die  Stütze  iälS  vom  stützenden  Punkte  1  aus  durch 
den  Winkel  91  i  9  begrenzt.  Stösst  nun  das  Gebilde  lAB  mit 
dem  Scheitelpunkte  /  gegen  den  Scheitelpunkt  1  der  Stütze  und 
ist  A^IB'  der  Scheitelwinkel  von  AIB^  so  wird  dem  Scheitel- 
punkte oder  Stützpunkte  /  durch  die  Stütze  jede  Bewegung  ver- 
wehrt, deren  Richtung  von  /  ausgehend  innerhalb  des  Winkels 
A'l^  liegt  Das  Feld,  welches  alle  Richtungen  enthält,  in  denen 
keine  Bewegung  erfolgen  kann,  wird  in  Fig.  264  von  dem  Schen- 
kel lA'  des  Scheitelwinkels  A'  IB*  und  dem  Schenkel  1^  des 
Stützen  winkeis  SiS  eingeschlossen.  Das  genannte  Feld  wird  also 
von  den  äussersten  Schenkeln  des  Scheitel  winkeis  A^IB'  und 
des  Stützenwinkels  S(i9  begrenzt.  Wenn  in  Fig.  266  der  Stützen- 
winkel tli99  von  dem  Scheitelwinkel  A'IB'  überspannt  wird, 
dann  ist  jenes  Feld  von  dem  Scheitelwinkel  eingeschlossen,  und 
es  ist  unabhängig  von  dem  Stützenwinkel.  Wird  dagegen  in 
Fig.  266  der  Scheitelwinkel  A'IB'  von  dem  Stützenwinkel  %lSb 
überspannt,  dann  ist  jenes  Feld  durch  den  Stützenwinkel  begrenzt 
und  unabhängig  von  dem  Winkel  AIB  des  gestützten  Gebildes. 

Damit  wir  eine  Uebersicht  über  die  möglichen  Drehungen 
des  Gebildes  lAB  erhalten,  ziehen  wir  in  Fig.  264  durch  den 
gemeinsamen  Scheitel  auf  AI^  Sdl  resp.  die  Normalen  aiaij  Bib^, 
nennen  die  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  eine  Rechts- 
drehung,  die  entgegengesetzte  eine  Linksdrehung,  und  be- 
zeichnen dieselben  beziehlich  mit  r,  /.  Um  alle  Punkte  dieser 
beiden  Normalen  können  beiderlei  Drehungen  erfolgen,  die  sich 
noch  durch  ihre  endliche  und  unendlich  kleine  Grösse  unter- 
scheiden. Wenn  diese  Unterscheidung,  weil  wir  in  der  Folge  nur 
unendlich  kleine  Bewegungen  betrachten,  auch  nicht  noth wendig 

*)  Die  Grundlagen  für  die  Lehre  von  der  Stützung  sind  von  Beuleaux 
in  seiner  Kinematik ^  Gap.  ni,  und  umfassender  von  Beck  im  CimUngenieur^ 
1876.  B.  XXII.  8. 571  gegeben.  Vergleiche  auch  die  Bemerkung  von  Ritters- 
hauB  daselbst.  1875.  B.  XXI.  S.  438. 
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ist,  SO  wollen  wir  doch  bemerkeni  dass  um  alle  Punkte  auf  loj^ 
so  wie  am  alle  Punkte  auf  1  b^  die  Linksdrehungen  nur  unendlich 
klein  sein  kOnnen.  Die  Punkte ,  um  welche  nur  Bechtsdrehung 
möglich  isty  liegen  innerhalb  des  Winkels  a/b^;  daher  nennen  wir 
den  von  diesem  Winkel  eingeschlossenen  Flächentheil  das  Rechts- 
drehungsfeld  und  bezeichnen  dasselbe  ebenso  wie  den  Winkel 
durch  11/ B|.  Die  Punkte,  um  welche  nur  Linksdrehung  möglich  ist, 
liegen  innerhalb  des  Winkels  a^  b/ ;  derselbe  schliesst  dem  gemäss 
das  Linksdrehungsfeld  a^bJ  ein.  Von  diesen  Feldern  sind 
aber  die  Punkte  auf  den  begrenzenden  Winkelschenkeln  ausge- 
schlossen, insbesondere  auch  der  Scheitelpunkt  Um  alle  Punkte 
innerhalb  der  beiden  anderen  Winkel  fl/b/,  a^i^  können  Drehungen 
in  beiderlei  Sinn  stattfinden  und  dies  ist  durch  r .  /  gekennzeichnet. 
In  Fig.  265  ttberspannt  der  Scheitelwinkel  A'IB'  den  Stützen- 
Winkel  SlJfJB;  demnach  sind  auf  lAy  IB  die  Normalen  a^Oj,  b^b^ 
gezogen,  und  folglich  ist  ajb^  das  Bechtsdrehungsfeld ,  a^b^  das 
Linksdrehungsfeld.  In  Fig.  256  ttberspannt  aber  der  Stfltzenwinkel 
%m  den  Scheitelwinkel  A'IB*,  daher  sind  auf  /«,  il9  die  Nor- 
malen a/ai,  b/b,  gezogen,  und  es  ist  a/b«  Bechtsdrehungsfeld,  a,b/ 
Linksdrehungsfeld. 

Ist  der  Winkel  AIB  des  gestutzten  Gebildes  in  Fig.  257  ttber- 
stumpf,  also  einspringend,  und  werden  auf  lA ,  IB  die  Normalen 
Oj  Oj ,  bi  b^  gezogen,  so  erkennt  man,  dass  dieser  Fall  sich  wesent- 
lich von  den  vorhergehenden  Fällen  unterscheidet;  denn  es  kann 
jetzt  um  alle  Punkte,  welche  innerhalb  der  beiden  Winkel  a^^/, 
a^b^  liegen,  keine  Drehung  stattfinden.  Wir  wollen  die  Flächen- 
theile,  um  deren  Punkte  keine  Drehung  möglich  ist,  die  Sttttz- 
ungsfelder  nennen.  Um  die  Punkte  auf  /a^,  Ib^  und  inner- 
halb des  Winkels  a^bi  kann  nur  Bechtsdrehung  eintreten;  dem- 
nach ist  Oj  bj  das  Bechtsdrehungsfeld.  Dagegen  ist  um  die  Punkte 
auf  lüi^  Ib^  und  innerhalb  des  Winkels  a,6^  nur  Linksdrehung 
möglich ;  folglich  ist  a^  b^  das  Linksdrehungsfeld.  Die  Grösse  des 
Sttttzenwinkels  S[iS3,  die  zwischen  Null  und  AIB  yariiren  kann, 
hat  auf  diese  Beziehungen  keinen  Einflnss.  Wird  umgekehrt  AIB 
als  die  Stütze  und  9  i  9  als  das  gestützte  Gebilde  betrachtet,  dann 
bleiben  jene  beiden  Sttttzungsfelder  bestehen.  Es  erfolgt  aber  eine 
Wechselung  der  Drehungsfielder,  indem  ajb^  Bechtsdrehungsfeld 
und  a^bi  Linksdrehungsfeld  wird. 

^  Besonders  zu  beachten  ist  der  specielle  Fall  in  Fig.  258,  bei 
welchem  der  Winkel  AIB  des  gestützten  Gebildes  ein  gestreckter 
ist,  also  durch  eine  Gerade  vertreten  wird.   In  diesem  Falle  theilt 
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die  mit  n^Ui  bezeichnete,  durch  den  Stutzpunkt  /  gehende  Nor- 
male der  Geraden  AB  die  Ebene  in  ein  Rechts-  nnd  ein  Links- 
drehnngsfeld ;  denn  nm  alle  Pnnkte  auf  der  Seite  B  der  Normalen 
ist  nnr  Rechtsdrehnng  nnd  um  alle  Punkte  auf  der  Seite  A  ist 
nur  Linksdrehung  möglich.  Dagegen  können  um  alle  Punkte  auf 
der  Normalen  beiderlei  Drehungen  eintreten.  Diese  Normale  wollen 
wir  in  der  Folge  die  Stütznormale  nennen.  Da  die  Grösse  des 
Stützenwinkels  hier  nicht  in  Betracht  kommt,  so  ist  die  Stütze  mit 
dem  stützenden  Punkte  1  schematisch  durch  eine  widerstandsfähige 
Strecke  ersetzt 

111.  Festlegung  des  ebenen  Gebildee  und  Beschränkung  der 
Beweglichkeit  desselben  durch  mehrere  Stutzen.  Damit  wir  den 
Einfluss,  welchen  mehrere  Stützen  auf  die  Beweglichkeit  des  Ge- 
bildes ausüben y  erkennen,  ist  dajauf  zu  achten,  dass  um  alle 
Punkte  der  Ebene,  die  zugleich  in  einem  Bechtsdrehungsfelde 
und  in  einem  Linksdrehungsfelde  liegen,  keine  Drehung  möglich 
ist,  und  dass  alle  Ebenentheile ,  welche  von  ungleichnamigen 
Drehungsfeldem  überdeckt  sind,  Stützungsfelder  werden,  um  deren 
Punkte  also  keine  Drehung  stattfinden  kann.  Der  besseren  Ueber- 
sicht  wegen  wollen  wir  anfangs  die  Winkel,  welche  Stützungsfelder 
einschliessen,  durch  einen  ausgezogenen  Bogen  kennzeichnen. 

In  Fig.  269  befinden  sich  zwei  entgegengesetzte  Stützen  1,  2  in 
den  Scheiteln  der  Einkerbungen  oder  der  einspringenden  Winkel 
AjIBj^  AjjIIBjj  des  Gebildes,  dessen  vollständige  Stützung  oder 
ünbeweglichkeit  in  diesem  Falle  durch  die  Anschauung  erkannt 
wird.  Um  dies  aber  theoretisch  zu  begründen,  ziehen  wir  auf 
die  Schenkel  des  Winkels  AjIBj^  so  wie  auf  die  Schenkel  des 
Winkels  AjIIBjj  die  entsprechend  bezeichneten  Normalen  ajo^^ 
bjb^  und  fl/ja,,  Ä^^A,.  Vermöge  des  Stützpunktes  /  sind  a^hj^  ajf^ 
Stützungsfelder,  und  vermöge  des  Stützpunktes  //  sind  %6//,  a^K 
Stützungsfelder.  Der  Winkelraum  aiaji  wird  vollständig  über- 
deckt von  dem  Linksdrehungsfelde  aj  b^  und  dem  Bechtsdrehungs- 
felde 0/7^,.  Ebenso  wird  der  Winkelraum  b^bjj  vollständig  über- 
deckt von  dem  Bechtsdrehungsfelde  a^  bj  und  dem  Linksdrehungs- 
felde a^bjj.  Demnach  ist  die  ganze  Ebene  in  ein  Stützungsfeld 
verwandelt  und  das  Gebilde  durch  die  beiden  Stützen  in  den  Ein- 
kerbungen festgelegt  Analog  ergiebt  sich  in  Fig.  260  die  Ünbe- 
weglichkeit des  Gebildes  1 11  j  bei  welchem  die  beiden  Stützen 
Si^®i9  ^2Sß^  mit  Kerben  versehen  sind. 

Betrachten  wir  in  gleicher  Weise  die  Stützung  in  Fig.  261, 
so  ergiebt  sich,  dass  um  alle  Punkte  innerhalb  des  stärker  schraf- 
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firten  Dreiecks ,  welches  von  den  Normalen  /a^,  Jla,,  II hj^  ge- 
bildet wird,  Linksdrehung  möglich  ist,  während  im  üebrigen  die 
ganze  Ebene  in  ein  Sttttzungsfeld  verwandelt  ist.  Demnach  ist  in 
diesem  Falle  das  GebUde  nicht  vollständig  festgesttttzt  In  Fig.  282, 
wo  lAi  II II All  ist,  geht  jenes  Dreieck  in  die  Normale  Ila^  über; 
es  ist  also  hier  noch  unendlich  kleine  Linksdrehung  um  alle  Punkte 
auf  Ila^  und  wegen  der  symmetrischen  Gestaltung  unendlich  kleine 
Bechtsdrehung  um  alle  Punkte  auf  la^  möglich.  Aber  im  Bezug 
auf  den  unendlich  fernen  Punkt  dieser  Normalen  erhalten  wir  end- 
liche Verschiebung  des  Gebildes. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  in  Fig.  268  zunächst  nur  die  beiden 
Stützen  1  und  2  vorhanden,  dann  würden  noch  das  Rechtsdrehangs- 
feld  ajiiila^  und  das  Linksdrehungsfeld  aiinlla^  bestehen  bleiben, 
weil  der  übrige  Ebenentheil  Sttttzungsfeld  ist.  Um  aber  auch  diese 
beiden  Drehungsfelder  in  Stützungsfelder  zu  verwandeln  und  somit 
das  Gebilde  festzulegen,  ist  noch  gegen  JB/  Bn  eine  dritte  Stütze  3 
erforderlich,  so  dass  die  zugehörige  Stütznormale  »3%/  zwischen 
t/,  in  liegt.  Geht  diese  Stütznormale  durch  den  Punkt  t/,  so  ist 
noch  eine  unendlich  kleine  Rechtsdrehung  um  diesen  einzigen 
Punkt  ii  möglich;  geht  sie  durch  t//,  so  kann  noch  unendlich 
kleine  Linksdrehung  um  den  einzigen  Punkt  t};  stattfinden.  Liegt 
dagegen  die  Stütznormale  »,%/  ausserhalb  t/t//,  dann  wird  eins 
von  jenen  Drehungsfeldem  nicht  mehr  gänzlich  in  Stützungsfeld 
verwandelt. 

In  Fig.  264  sind  drei  Stützen  1,  2,  3  gegen  das  Gebilde  ge- 
richtet, welches  in  den  Stützpunkten  keine  Einkerbungen  besitzt. 
Die  zugehörigen  Stütznormalen  it^H/,  ^t,»//,  »,%/  bilden  ein  Drei- 
eck t't''?''',  welches  nur  von  Rechtsdrehungsfeldem  überdeckt  ist 
Da  aber  alle  Punkte  ausserhalb  dieses  Dreiecks  im  Stützungs- 
felde liegen,  so  ist  nur  um  die  Punkte  dieses  Dreiecks  Rechts- 
drehung möglich.  Bringen  wir  in  Fig.  266  noch  eine  vierte  Stütze  4 
derart  an,  dass  jenes  dreieckige  Bechtsdrehungsfeld  von  dem  zu 
dieser  vierten  Stütze  gehörenden  Linksdrehungsfelde  bedeckt  wird, 
dann  ist  das  Gebilde  vollständig  gestützt,  und  dadurch  festgelegt 

Gehen  in  Fig.  266  die  drei  Stütznormalen  n,n/,  n^R//,  11,%/ 
durch  einen  Punkt  $,  und  sind  sie  derart  gelegen,  dass  mit  Aus- 
nahme dieses  Punktes  die  ganze  Ebene  in  Stützungsfeld  verwan- 
delt wird,  dass  also  jenes  Dreieck  in  einen  Punkt  $  zusammen- 
schrumpft, so  kann  nur  um  diesen  einzigen  Punkt  $  beiderlei 
Drehung  stattfinden.  Denn  bei  jeder  einzelnen  Stütze  ist  um  jeden 
Punkt  der  zugehörigen  Stütznormalen  sowohl  in  dem  einen  als  in 
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dem  anderen  Sinne  Drehnng  möglich.  Um  anch  in  diesem  Falle 
die  Festlegung  zn  erreichen,  sind  in  Fig.  267  noch  zwei  Stützen 
4  und  5  erforderlich,  die  so  angebracht  werden  mttssen,  dass  der 
Punkt  $  in  ungleichnamigen,  diesen  beiden  Stützen  entsprechen- 
den Drehungsfeldem  liegt.  Im  Allgemeinen  kann  also,  wenn  keine 
Einkerbungen  vorhanden  sind,  das  Gebilde  durch  vier  zweckmässig 
angeordnete  Stützen  festgelegt  werden. 

In  Fig.  268  sind  die  beiden  Stützen  1,  2  parallel  und  gleich- 
gerichtet; dagegen  ist  die  dritte  parallele,  zwischen  den  beiden 
Stütznormalen  n^Uj^  n^riji  gelegene  Stütze  3  entgegengesetzt  ge- 
richtet Hierdurch  wird  die  ganze  Ebene  mit  Ausnahme  des  un- 
endlich fernen  Schnittpunktes  der  drei  parallelen  Stütznormalen 
n^fijj  n^njjj  n^n^  zum  Stützungsfelde.  Demnach  kann  nur  noch 
Verschiebung  des  Gebildes  senkrecht  zu  den  Stütznormalen  in 
beiderlei  Sinn  stattfinden;  und  die  Vermeidung  dieser  Verschie- 
bung erfordert  zwei  neue,  zweckmässig  anzubringende  Stützen. 

Steht  den  beiden  parallelen  gleichgerichteten  Stützen  1 ,  2,  wie 
in  Fig.  269  gezeichnet  ist,  eine  eingekerbte  Stütze  3  gegenüber, 
dann  ist  das  Gebilde,  welches  hier  durch  ein  Dreieck  vertreten 
wird,  fest  gelegt  Bei  dem  Dreieck,  Fig.  270,  sind  die  Stützen 
durch  die  vier  Stützenpunkte  1,  2,  3,  4  ersetzt,  die  gleichsam  als 
Repräsentanten  eingeschlagener  Stifte  betrachtet  werden  können. 
Die  beiden  Stützenpunkte  3,  4  sind  jener  eingekerbten  Stütze  äqui- 
valent. Das  Dreieck  ist  somit  durch  die  vier  Stützenpunkte  fest- 
gelegt. 

Das  Parallelogramm,  Fig.  271,  ist  durch  vier  Stützenpunkte 
unbeweglich  gemacht  Jedes  Stützenpunktpaar  1,  2  und  3,  4  kann 
auch  durch  eine  äquivalente  eingekerbte  Stütze  ersetzt  werden. 
Anders  kann  diese  Stützung  auch  durch  zwei  Stützenpunkte  be- 
wirkt werden,  welche  sich,  Fig.  272,  innerhalb  gegenüberliegender 
Ecken  des  Parallelogramms  befinden.  Auch  durch  drei  Stützen- 
punkte, Fig.  273,  ist  das  Parallelogramm  festgelegt  Bei  der  in 
Fig.  274  gewählten  Lage  der  vier  Stützenpunkte  1,  2,  3,  4,  bleibt 
noch  ein  Bechtsdrehungsfeld  übrig,  welches  durch  stärkere  Schraf- 
für  gekennzeichnet  ist  Dieses  Bechtsdrehungsfeld  kann  aber  durch 
zweckmässige  Anbringung  eines  fünften  Stützenpunktes  vertilgt 
werden. 

112.  SonderfiUle  der  Stützung  eines  ebenen  Gebildes.  Das  in 
Fig.  276  gezeichnete  Gebilde,  welches  theilweise  durch  die  Kreis- 
bögen /,  /,  deren  Mittelpunkte  resp.  F^  L  sind,  convex  begrenzt 
wird,  ist  vermittelst  der  vier  Stützen  1,  2,  3,  4  festgelegt.    Werden 
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aber  bei  diesem  Gebilde  in  Fig.  S76  anstatt  der  Sttitzen  1,  2  und 
3,  4  die  mit  der  concaven  Seite  stützenden  Kreisbögen  9),  A  an- 
genommen, deren  Mittelpunkte  beziehlich  4>,  A  sind,  und  deren 
Sttttznormalen  entgegengerichtet  in  einer  Geraden  I II  znsam- 
men£EÜlen,  dann  treten  besondere  Beziehungen  auf,  die  wir  noch 
betrachten  wollen.  Zunächst  folgt  aus  der  Anschauung,  dass  das 
gezeichnete  Gebilde  um  alle  Punkte  der  Strecke  FL  beiderlei 
endliche  Drehungen  vollziehen  kann;  dagegen  sind  um  alle  an- 
deren Punkte  der  unendlichen  Geraden  4>A  nur  beiderlei  unend- 
lich kleine  Drehungen  möglich.  Unter  diesen  letzten  Punkten  be- 
finden sich  aber  zwei  ausgezeichnete  Punkte  $^,  $'',  die  beim 
Uebergange  der  Strecke  /  //  über  die  Gerade  <I>  A  als  Pole  auf- 
treten, wenn  das  Gebilde  so  bewegt  wird,  dass  /  an  9)  und  gleich- 
zeitig /  an  A  gleitet  Bei  dieser  Bewegung  kOnnen  erstens  die 
beiden  Berührungspunkte  oder  Gleitpunkte  vor  jenem  Uebergange 
während  der  Bewegung  nach  einer  Seite  von  4>A  gelegen  sein, 
und  zweitens  kann  der  eine  rechts,  der  andere  links  von  4>A 
liegen.  Dem  ersten  Falle  entspricht  der  ausserhalb  der  Strecke 
1 II  befindliche  Pol  ^,  dem  zweiten  Falle  der  innerhalb  dieser 
Strecke  liegende  Pol  $''.  Infolge  dieser  Bewegung  beschreiben 
die  Punkte  F^  L  resp.  die  Kreisbögen  /',  /',  deren  Mittelpunkte 
beziehlich  4>,  A  sind.  Es  sind  denmach  ^',  $'^  auch  die  Pole  für 
den  zweiartigen  Uebergang  der  Strecke  FL  über  die  Gerade  4>  A, 
und  diese  Pole,  welche  nach  S.  114  zu  den  beiden  Punktpaaren 
A2^,  4>£  harmonisch  liegen,  können,  wie  dort  gelehrt  wurde, 
in  folgender  Weise  construirt  werden.  Wir  beschreiben  über  AjP 
als  Durchmesser  einen  Kreis  &,  femer  einen  durch  4>X  gehenden 
beliebigen  Kreis  I,  der  k  in  zwei  Punkten  &,  H  schneidet,  ziehen 
die  gemeinschaftliche  Secante  GüYnÄ  zum  Schnittpunkte  0  auf  der 
Geraden  4>A,  bestimmen  den  Berührungspunkt  T  einer  von  0  an 
k  gelegten  Tangente;  dann  schneidet  der  um  0  mit  dem  Radius 
OT  beschriebene  Kreis  die  Gerade  4>A  in  den  Polen  ^,  ^ 
Aus  dieser  Bestimmung  der  Pole  $',  $^  ersehen  wir,  dass  die- 
selben imaginär  werden,  wenn  einer  von  den  Punkten  4>,  L  inner- 
halb und  der  andere  ausserhalb  der  Strecke  F\  liegt.  .  Bei  den 
in  Fig.  277  und  278  dargestellten  Fällen  kann  sich  demnach  das 
Gebilde  nicht  in  der  Weise  bewegen,  dass  die  Kreise/,  /  resp. 
an  9),  A  gleiten,  auch  nicht  endliche  Drehungen  vollziehen,  son- 
dern die  Bewegung  des  Gebildes  ist  somit  auf  unendlich  kleine 
Drehungen  um  alle  Punkte  der  unendlichen  Geraden  4>A  be- 
schränkt.   Gehen  in  Fig.  277  die  Kreisbögen  9),  A  in  parallele 
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Gerade  ttber,  befinden  sich  also  die  Ereismittelpnnkte  <!>,  A  im 
Unendlichen,  dann  sind  die  Pole  $',  ^^  wieder  reell,  liegen  aber 
beide  ebenfalls  im  Unendlichen ,  and  demnach  ist,  wie  anch  die 
Anschauung  ergiebt,  die  senkrecht  zn  /  II  gerichtete  endliche 
ParaUelbewegnng  des  Gebildes  möglich.  Endliche  Drehungen 
können  aber  nicht  auftreten,  wenn  die  Summe  der  Radien  FI  + 
LII>  III  ist  Gehen  in  Fig.  878,  wo  FI+  LH <  III  ist, 
die  Kreisbögen  %  X  m  parallele  Gerade  ttber,  dann  kann  ausser 
der  endlichen  Parallelbewegung  noch  endliche  Drehung  um  alle 
Punkte  der  Strecke  FL  stattfinden. 


Zwanglänflge  Bewegung  der  Gebilde  in  der  Ebene. 

113.  Die  Erzeugung  zwangläuflger  Bewegung.  Gleitet  das  con- 
plan  bewegte  ebene  Gebilde  S  in  Fig.  279,  Taf.  XX,  an  zwei 
Sttitzencuryen  /i,  /sy  ^uid  wird  von  der  umgrenzenden  Curve  c  des 
bewegten  Gebildes  S  die  HttUbahncunre  y^  in  dem  stützenden  Ge- 
bilde S  erzeugt,  die  wir  auch  als  Sttttzencurre  betrachten,  so 
schneiden  sich  die  drei  betreffenden  Stfltznormalen  n^l,  n^\  n^S 
in  dem  veränderlichen  Pol  $  des  bewegten  Gebildes.  Sind  nun 
diese  Stfltznormalen  beständig  so  gelegen  und  gerichtet,  dass 
die  ganze  Ebene  mit  Ausnahme  des  Pols  in  Sttttzungsfeld  ver- 
wandelt wird,  dann  ist  die  durch  diese  Stützung  eingeschränkte 
Bewegung  des  Gebildes  zwangläufig.  Werden  die  Stiitzencurven 
durch  drei  Sttttzenpunkte  1,  2,  3,  wie  Fig.  280  zeigt,  ersetzt;  ist 
also  die  theilweise  das  bewegte  Gebilde  S  begrenzende  Curve  e 
identisch  mit  der  Bahn,  welche  der  ruhende  Sttttzenpunkt  3  im 
Gebilde  S  beschreibt,  dann  ist  auch,  wenn  dasselbe  an  den  Punk- 
ten 1,  2  hingleitet,  in  diesem  Falle  bei  Erfüllung  jener  weiteren 
Bedingung  die  Bewegung  des  Gebildes  zwangläufig.  Die  Zwang- 
läufigkeit  besteht  selbstverständlich  gegenseitig;  denn  betrachten 
wir  das  Gebilde  S  als  fest,  so  ist  auch  umgekehrt  2  zwangläufig 
beweglich  gegen  S. 

Ist  in  Fig.  281  das  bewegte  Gebilde  S  durch  eine  starre  ge- 
rade Strecke  AB  vertreten,  deren  Endpunkte  Ä^  B  sich  im  ruhen- 
den Gebilde  S  beispielpweise  auf  einer  Ellipse  b  bewegen,  so 
erzeugt  diese  Strecke  eine  von  der  Ellipse  umschlossene  Htill- 
bahncurve  y.  Dieselbe  wird  constructiv  punktweise  bestimmt,  in- 
dem wir  die  zu  den  Punkten  J,  B  gehörenden  Ellipsennormalen 


( 
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A^j  B^  ziehen,  die  sich  im  Pol  ¥  der  bewegten  starren  Strecke 
schneiden  und  Yon  ^  sut  AB  das  Loth  ^C  fUlen;  dann  ist  der 
Fnsspnnkt  C  der  Berflhmngspankt,  defa  die  Strecke  A  B  mit  der 
Httllbahncarve  y  bildet  Die  drei  bestiindig  durch  den  yeiilnder- 
liehen  Pol  $  gehenden  StfltBnormalen  A%  B%  C^  sind,  wenn 
die  Länge  AB  eine  bestimmte  Grenze  nicht  überschreitet,  stets 
so  gelegen  und  gerichtet,  dass  die  ganze  Ebene  mit  Ausnahme 
des  Pols  in  Sttttznngsfeld  verwandelt  wird.  Das  darch  die  Strecke 
A  B  Tertretene  Oebilde  <S  bewegt  sich  demnach  zwanglftnfig  zwi- 
schen der  Ellipse  e  und  der  Httllbahncarve  y. 

In  Fig.  282  ist  derselbe  Fall  dargestellt,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  das  bewegte  Gebilde  S  durch  ein  Rechteck  ABB'A' 
ersetzt  ist.  Die  von  der  Rechtecksseite  A'B'  erzeugte  HtlUbahn- 
curve  y'  ist  die  Aequidistante  von  jener  Gurve  y  (Fig.  281);  denn, 
wenn  wir  vom  Pol  $  auf  A'  B'  das  Loth  $  C  fällen*,  so  ist  der 
Fnsspunkt  C  der  Berührungspunkt,  den  A'B'  mit  der  HttUbahn- 
curve  y'  bildet.  Das  Rechteck  bewegt  sich  demnach  aus  dem 
obigen  Grunde  zwangläufig  zwischen  der  Ellipse  e  und  der  Httll- 
bahncurve  y'.  Wird  aber  das  Rechteck  mehr  und  mehr  breiter 
genommen,  so  tritt  der  Fall  ein,  dass  die  Httllbahncurve  y'  die 
Strecke  A'B'  an  der  anderen  Seite  berührt  und  als  Stützencurve 
unbrauchbar  wird,  und  damit  hört  dann  auch  die  Zwangläufig- 
keit  auf. 

Gleitet  in  Fig.  288  eine  starre  Curve  c  an  den  beiden  Stütz- 
punkten 1,  2  entlang,  und  soll  jeder  Punkt  dieser  Curve  c,  z.  B. 
der  Punkt  ///,  sich  in  der  Curve  selbst  bewegen,  so  muss  die 
Gurvennormale  des  Punktes  ///  durch  den  Schnittpunkt  Sß  der 
Stütznormalen  n,l,  n,2  gehen,  und  eine  Curve,  deren  sämtliche 
Normalen  durch  einen  einzigen  Punkt  $  gehen,  ist  ein  Kreis,  der, 
wenn  $  im  Unendlichen  liegt ,  in  eine  gerade  Linie  übergeht. 
Demnach  sind  die  Kreislinie  und  die  gerade  Linie  die  einzigen 
ebenen  Linien,  welche  in  sich  selbst  bewegt  werden  kOnnen. 

Bei  dem  ringförmigen  Gebilde  S  in  Fig.  284  ist  auf  vier  ver- 
schiedene Weisen  durch  drei  Stützen  zwangläufige  kreislinige  Be- 
wegung erreicht.  Die  drei  Stütznormalen  schneiden  sich  in  dem 
ruhenden  Pol,  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  ^  der  beiden  be- 
grenzenden Kreise,  und  sind  so  gelegen,  dass  durch  sie  die  ganze 
Ebene  mit  Ausnahme  des  Pols  in  Stützungsfeld  verwandelt  wird. 
Das  ringförmige  Gebilde  rotirt  also  um  den  festen  Mittelpunkt  $. 
Die  Praxis  erfordert  aber  selten  das  Minimum  der  Stützpunkte, 
sondern  meistens  zur  grösseren  Sicherung  der  Bewegung  möglichst 
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viele  StfltzpQnkte.  In  Fig.  386  wird  die  Stützung  des  rotirenden 
ringförmigen  Gebildes  S  dnreh  einen  vollen  Kreis  bewirkt;  in 
Fig.  286  bewegt  sich  ein  Stflck  S  des  ringförmigen  <9ebildes  zwi- 
schen concentrischen  Kreisen,  und  Fig.  887  stellt  eine  Modification 
dieses  Falles  dar.  Werden  die  beiden  stützenden  Kreise  nnend- 
lieh  gross,  gehen  sie  also  in  parallele  Gerade  über,  dann  erhaltep 
wir  den  Specialfall,  in  welchem  das  Gebilde  S  eine  geradlinige 
Bewegung  in  dem  stützenden  Gebilde  S  vollzieht. 

114.  Kinematische  Eiementenpaare  und  Gliederpaare.  Die  Ge- 
samtheit aller  Oberflächentheile  des  einen  festen  Körpers,  die  wäh- 
rend der  ganzen  Bewegung  mit  einem  anderen  festen  Körper  in 
Berührung  kommen,  heisst  ein  kinematisches  Element;  und 
die  zwei  zusammengehörigen  Elemente  dieser  beiden  Körper  bilden 
ein  kinematisches  Elementenpaari).  Sind  zwei  Körper, 
die  auch  als  Glieder  bezeichnet  werden,  durch  Stützung  zwang- 
läufig gegen  einander  beweglich,  bewegen  sich  also  die  Punkte  des 
einen  Gliedes  im  Bezug  auf  das  andere  in  bestimmten  krummen 
oder  geraden  Linien,  so  wird  das  betreffende  kinematische  Ele- 
mentenpaar ein  zwang  läufiges  genannt,  und  die  beiden  Körper 
heissen  ein  zwangläufiges  Körperpaar  oder  Gliederpaar. 
Die  genannten  Oberflächentheile,  welche  ein  kinematisches  Ele- 
ment bilden,  können  sich  in  theoretischer  Hinsicht  sowohl  auf 
Punkte  als  auf  Linien  reduciren.  Die  bewegten  Körper  oder  Glie- 
der werden  bei  der  theoretischen  Betrachtung  oft  durch  starre 
geometrische  Gebilde  ersetzt,  welche  dieselbe  gegenseitige  Beweg- 
lichkeit besitzen,  sich  aber  auch  gegenseitig  durchdringen  können; 
und  diese  Gebilde  werden  dann  als  Systeme  bezeichnet 

Betrachten  wir  die  in  einer  Ebene  gegenseitig  zwangläufigen, 
undurchdringlichen  ebenen  Gebilde  5,  2  als  die  senkrechten  Quer- 
schnitte zweier  cylindrischer  Körper,  die  wir  ebenfalls  mit  S  und 
£  bezeichnen  wollen,  so  bilden  die  während  der  Bewegung  in 
Berührung  tretenden  Cylinderflächen  das  betreffende  Elementen- 
paar; und  die  beiden  Körper,  welche  ausser  der  cylindrischen 
Umgrenzung,  sofern  die  Beweglichkeit  dadurch  nicht  beschränkt 
wird,  noch  im  Uebrigen  beliebig  gestaltet  sein  können,  bilden  das 
zwangläufige  Gliederpaar. 


>)  Diese  Definition  wnrde  von  Schadwill  gegeben  in  den  Verhandlungen 
des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen.  1876.  Jahrg.  55. 
S.  386.  Die  von  Renleaux  in  seiner  Kinematik,  S.  46,  gewählte  Benennung, 
kinematisches  Element  für  Glied  oder  Körper,  ist  unznlässig,  weil  die 
Unterscheidang  zwischen  kinematisches  Element  und  Glied  unentbehrlich  ist. 
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Ist  die  gegenseitige  zwanglänfige  Bewegung  zweier  Glieder 
S,  2  derart,  dass  ein  Punkt  D  des  Gebildes  S  dieselbe  Linie  im 
Gliede  S  beschreibt,  wie  ein  zu  S  gehörender  Ponkt  A,  der  mit  D 
zusammentrifft,  im  Gliede  S^  so  werden  die  betreffenden  Elemente 
niedere  zwanglänfige  Elemente,  im  anderen  Falle  höhere 
zwanglänfige  Elemente  genannt.  Bei  einem  niederen  zwang- 
länfigen  Elementenpaar  erfolgt  demnach  keine  Aenderung  des  Be- 
wegnngSYOi^anges,  wenn  man  das  eine  oder  das  andere  Glied  als 
mhend  betrachtet,  wenn  also  die  Bewegung  umgekehrt  wird.  Der 
Einfachheit  wegen  sagen  wir  auch  kurz:  zwei  Glieder  sind  resp. 
durch  eine  niedere  Paarung,  oder  durch  eine  höhere  Paa- 
rung verbunden. 

115.  Gliederpaare  mit  niederen  zwangläuligen  klnematiachen 
Elementen.  Das  in  Fig.  288  dargestellte  Gliederpaar  besitzt  als 
Elemente  zwei  Botationscylinderflächen.  Es  dreht  sich  beispiels- 
weise ein  mit  Ansätzen  versehener  Vollcylinder  in  einem  Hohl- 
cylinder.  Derselbe  Kreis  d,  den  ein  Punkt  D  des  Gliedes  S  im 
Bezug  auf  das  ruhende  Glied  2  erzeugt,  wird  gleichzeitig  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  auch  von  dem  Punkte  A  des  Gliedes  2,  der 
mit  D  zur  Coincidenz  gelangt,  in  dem  anderen  Gliede  S  beschrie- 
ben. .  Denken  wir  uns  femer  den  Eieis  d  zu  dem  rotirenden  Sy- 
stem S  gehörend,  so  erzeugt  derselbe  im  ruhenden  System  S  einen 
identischen  Kreis ;  es  bewegt  sich  daher  der  Kreis  d  in  sich  selbst. 
Anstatt  durch  die  beiden  Rotationscylinderflächen  können  die  kine- 
matischen Elemente  zur  Hervorbringnng  der  betrachteten  kreis- 
linigen  zwangläufigen  Bewegung  durch  zwei  entsprechende  belie- 
bige Rotationsflächen  vertreten  sein.  Ein  aus  Rotationsflächen 
oder  aus  Theilen  derselben  bestehendes  zwangläufiges  Elementen- 
paar nennen  wir  eine  Drehpaarung. 

Bei  dem  in  Fig.  889  gezeichneten  Gliederpaare ,  welches  als 
kinematische  Elemente  prismatische  Flächen  besitzt,  ist  das  Hohl- 
prisma S  auf  dem  Vollprisma  S  und  dieses  in  jenem  verschieb- 
bar. Ein  Punkt  D  des  Hohlprismas  beschreibt  gegen  das  als 
ruhend  angenommene  Vollprisma  S  eine  den  Kanten  parallele 
Gerade  d;  und  dieselbe  Gerade  wird  auch  von  dem  zu  S  ge- 
hörenden Punkte  A,  der  mit  D  zusammentrifft,  im  Bezug  auf  S 
erzeugt  Betrachten  wir  die  Gerade  d  z.  B.  zu  dem  System  S 
gehörend,  so  erzeugt  sie  im  System  S  eine  identische  Gerade, 
und  bewegt  sich  also  in  sich  selbst  Ein  ans  Prismenflächen  oder 
Theilen  derselben  bestehendes  Elementenpaar  oder  auch  ein  in 
anderer  Weise   gebildetes  Elementenpaar,   welches   geradlinige 
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Pandlelbewegang  bewirkt,  nennen  wir  eine  Bichtpaarnng.  Die 
Drehpaamng  und  die  Bichtpaarnng  sind  bei  der  ebenen  Bewegung 
die  beiden  einzigen  zwangl&ufigen  Gliederirerbindungen  durch  nie- 
dere Elementenpaare;  denn  die  Kreislinie  und  die  gerade  Linie 
sind  die  einzigen  ebenen  Linien,  die  sich  in  sich  selbst  bewegen 
können. 

Bei  der  räumlichen  Bewegung  giebt  es  noch  ein  einziges  nie- 
deres zwangläufiges  Elementenpaar,  welches  aus  Schraubenflächen 
oder  Theilen  derselben  besteht,  und  dessen  zugehöriges  Glieder- 
paar durch  Schraube  und  Schraubenmutter  vertreten  wird.  Das 
eine  Glied  vollzieht  gegen  das  andere  eine  zwangläufige  räum- 
liche Bewegung;  die  Punkte 'des  einen  Gliedes  beschreiben  im 
Bezug  auf  das  andere  Schraubenlinien.  Bei  der  Behandlung  in 
der  Ebene  wird  dieses  Elementenpaar,  welches  wir  Schrauben- 
paarung nennen,  nur  als  Hfllfsmittel  zur  Erzeugung  ebener  Be- 
wegung in  Betracht  kommen. 

116.  Gliederpaare  mit  hölieren  zwangläufigen  kinematisclien 
Elemeiiton.  a)  Bogenzweieck  in  einem  gleichseitigen 
Dreieck.  Das  Charakteristische  der  höheren  Elementenpaare 
besteht  nach  der  vorhin  gegebenen  Definition  darin,  dass  zwei 
Punkte,  die  beziehlich  den  beiden  gepaarten  Gliedern  angehören 
und  bei  der  Bewegung '  coincidiren  können,  in  diesen  Gliedern 
verschiedene  Bahnen  durchlaufen,  dass  also  die  Bewegung  ver- 
schieden ist,  wenn  wir  das  eine  oder  das  andere  Glied  als  ruhend 
betrachten.  Wir  wollen  nun  in  der  Folge  einige  zwangläufige  Ge- 
bilde betrachten,  die  Bepräsentanten  solcher  Gliederpaare  sind, 
denen  höhere  zwangläufige  Elementenpaare  angehören. 

In  Fig.  880  ist  ein  Bogenzweieck  HJ  dargestellt,  welches  sich 
zwangläufig  in  einem  stützenden  gleichseitigen  Dreieck  S  JBS  be- 
wegt, dessen  Seitenmitten  mit  nta,  ntB,  ntc  bezeichnet  sind.  Dieses 
Bogenzweieck  wird  aus  zwei  congruenten  Kreisbögen  gebildet,  de- 
ren Badius  gleich  der  halben  Dreieckshöhe  ist;  und  der  Mittelpunkt 
des  einen  dieser  Kreisbögen  liegt  in  der  Mitte  des  anderen.  Bogens. 
In  der  gezeichneten  symmetrischen  Lage  des  Bogenzweiecks  ist 
die  Mitte  von  ntatn»  oder  die  Mitte  von  der  Höhe  ntcS  der  Mittel- 
punkt E  für  den  Bogen  HDJ,  der  « JB  in  der  Mitte  ntc  berührt 
Femer  ist  der  mit  nie  coincidirende  Punkt  D  der  Mittelpunkt  des 
Bogens  HEJ^  der  mit  seinen  Enden  H^  J  die  anderen  Dreiecks- 
seiten berührt  Lassen  wir  zunächst,  um  die  Zwangläufigkeit  des 
Gebildes  nachzuweisen,  die  beiden  Bogen  HDJ^  HEJ  resp.  an 
den  Dreiecksseiten  91 JO,  XS  gleiten,  dann  bewegt  sich  die  Bogen- 
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mitte  E  auf  der  Geraden  xa^vx^  und  die  BogeDmitte  D  auf  der  Ge- 
raden vxtXtLa^  weil  ntatn«  zn  S3%  nnd  nicnta  zn  81S  parallel  ist 
Wenn  aber  zwei  Punkte  i>,  E  des  Gebildes  sich  auf  Geraden  be- 
wegen,  die  sich  in  einem  Pnnkte  nt«  schneiden,  so  rollt  nach  Art.  18 
der  dnrch  DExaa  gehende  Kreis  des  Gebildes  in  einem  festen  nm 
vXa  beschriebenen  Kreise  von  doppelter  Grösse.  In  der  gezeich- 
neten Lage  ist  tncWa  der  Durchmesser  des  rollenden  Kreises.  Sein 
Mittelpunkt  t,  der  Schnitt  von  HJ  und  vx^m^^  bildet  mit  den  Punk- 
ten m«,  J  ein  gleichseitiges  Dreieck.  Es  ist  demnach ,  wie  man 
leicht  ersieht,  der  Badius  iJ  des  rollenden  Kreises  gleich  kHJ 
und  der  nm  Uta  mit  doppeltem  Badius  beschriebene  feste  Kreis 
geht  durch  ntc,  nie.  Alle  Pnnkte  jes  rollenden  Kreises  bewegen 
sich  in  diesem  Falle  bekanntlich  auf  Geraden,  die  durch  m«  gehen, 
und  da  auch  die  Ecke  J  auf  diesem  Kreise  liegt  und  sich  in  der 
Dreiecksseite  JBS  befindet,  so  bewegt  sich  auch  J  in  derselben. 
Die  in  Fig.  292  für  eine  beliebige  Lage  des  Bogenzweiecks  HJ 
gezeichneten  Sttttznormalen  1$,  22>,  3£  schneiden  sich  beständig 
in  dem  betreffenden  Pol  $  des  bewegten  Gebildes  und  sind  stets  so 
gelegen,  dass  sie  die  ganze  Ebene  bis  auf  den  Pol  in  ein  Sttttzungs* 
feld  verwandeln.  Demnach  ist  die  Bewegung  des  Bogenzweiecks 
in  dem  gleichseitigen  Dreieck  zwangläufig.  Aus  der  Symmetrie 
der  Beziehungen  folgt  dann,  dass  die  Polbahn  durch  das  Bogen- 
dreieck  mam^ntc  vertreten  wird  und  die  Polcurve  DhEi  ein 
Bogenzweieck  ist,  bei  welchem  der  Mittelpunkt  des  einen  Bogens 
in  der  Mitte  des  anderen  liegt.  Bei  der  gezeichneten  Lage  in 
Fig.  282  rollt  der  Bogen  DhE  wi  dem  Bogen  ntcine.  Bei  fort- 
gesetzter Bewegung  rollt  der  Bogen  EiD  an  dem  Bogen  nt^ma, 
ferner  i>A£  an  ntatitc  u.  s.  w.  Bis  zum  Wiederbeginn  der  BoUung 
von  DhE  an  ntcnib,  also  während  einer  Periode,  treten  sechs  Be- 
wegungsarten auf. 

Wenn  ein  Kreis  in  einem  anderen  von  doppelter  Grösse  rollt, 
beschreiben  die  Pnnkte  des  bewegten  Systems  im  Allgemeinen 
Ellipsen.  Demnach  besteht  die  Bahn  eines  mit  dem  bewegten 
Bogenzweieck  verbundenen  Punktes  aus  sechs  EUipsenstttcken, 
die  insbesondere  zu  geraden  Strecken  oder  zu  Kreisbögen  de- 
generiren  können;  und  bei  jedem  Uebergange  der  Bollung  von 
einem  Bogen  auf  den  anderen  bewegt  sich  der  Punkt  aus  einem 
ElIipsensttLcke  in  ein  anderes. 

Die  beiden  Pnnkte  2>,  E  bewegen  sich  auf  den  Seiten  des 
Dreiecks  uiaUt^ntc.  In  diesem  besonderen  Falle  sind  alle  sechs 
EUipsenstücke  in  gerade  Strecken  ausgeartet,  von  denen  je  zwei 
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eine  Seite  dieses  Dreiecks  bilden.  Die  beiden  Ecken  H^  J  durch- 
laufen  bestimmte  Strecken  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  8[$BS  und 
drei  EUipsenstttcke,  welche ,  wie  die  Fig.  280  zeigt,  die  gerad- 
linigen Bahnstrecken  verbinden ;  somit  besteht  die  dreitheilig  sym- 
metrische Bahn  dieser  Ecken  ans  drei  geraden  Strecken  and  drei 
Ellipsensttlcken.  Besonders  ausgezeichnet  ist  noch  die  Bahn  der 
beiden  Punkte  A,  t ;  denn  sie  besteht  aus  drei  congruenten  Kreis- 
bögen,  deren  Mittelpunkte  resp.  m«,  m^^  utc  sind,  und  aus  drei 
geradUnigen  Ansätzen.  Es  degeneriren  hier  also  drei  EUipsen- 
stttcke  zu  Kreisbögen  und  drei  EUipsenstttcke  gehen  in  Geraden- 
Btttcke  ttber.  Diese  drei  betrachteten  in  Fig.  890  gezeichneten 
Bahnen  können  gleichsam  als  Typen  der  mannigfaltig  gestalteten 
von  den  Punkten  des  Bogenzweiecks  beschriebenen  Bahnen  ange- 
sehen werden.     ^ 

Bei  der  Umkehrung  der  Bewegung,  also  bei  festgehaltenem 
Bogenzweieck  HJ  in  Fig.  292  und  bewegtem  Dreieck  SS9S,  rollt 
das  Bogendreieck  vXaVXtVXc  auf  dem  Bogenzweieck  DhEi.  Wenn 
aber  ein  Kreis  mit  seiner  inneren  Seite  auf  einem  halb  so  grossen 
Kreise  rollt,  dann  beschreiben  die  Punkte  des  bewegten  Systems 
nach  Art.  19  Pascal'sche  Curven  und  die  auf  dem  rollenden 
Kreise  liegenden  Punkte  erzeugen  insbesondere  Kardioiden.  Es 
sind  demnach  die  Bahnen  der  mit  dem  bewegten  Dreieck  ver- 
bundenen Punkte  aus  sechs  Stücken  von  PascaFschen  Curven 
zusammengesetzt;  und  in  besonderen  Fällen  können  diese  Stttcke 
in  Kardioidenbögen  und  Kreisbögen  ttbergehen.  Bewegen  wir  in 
Fig.  291  die  Ecke  S,  durch  welche  die  beiden  Kreise  ntcUta,  utcm^ 
gehen,  nach  rechts,  dann  rollt  der  Bogen  utcUtB  auf  dem  Bogen 
DhE  und  S  beschreibt  den  entsprechenden  Kardioidenbögen  S&. 
Bei  fortgesetzter  Bewegung  rollt  der  Bogen  m»  Uta  auf  dem  Bogen 
EiD  und  S  durchläuft  das  Stück  S*S3  einer  Pascal'schen  Curve. 
Hierauf  rollt  der  Bogen  ntatrtc  auf  dem  Bogen  DhE^  und  da  der 
Punkt  S  auf  dem  Kreise  utaUtc  liegt,  so  ist  das  entsprechende  Stück 
93  6'  seiner  Bahn  ein  Kardioidenbögen.  Die  weitere  Bewegung  er- 
zeugt die  andere  Hälfte  dieser  viertheilig  symmetrischen  Bahn, 
welche  somit  aus  vier  Stücken  von  Kardioiden  und  zwei  Stücken 
von  Pascarschen  Curven  zusammengesetzt  ist  Der  Punkt  Uta, 
der  Hittelpunkt  für  den  Bogen  ut^mc,  durchläuft,  während  dieser 
Bogen  2L\dDhE  rollt,  den  Kreisbogen  ntiJ(i\  er  durchläuft  femer 
bei  der  Rollung  von  Uta  Ute  und  vXaVXi  auf  DiE  resp.  die  Kardioiden- 
bögen uta^  und  fxD.  In  diesem  Falle  besteht  die  viertheilig  sym- 
metrische Bahn  des  Punktes  Uta,  die  auch  zugleich  Bahn  der 
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beiden  Punkte  nt^^  vXc  ist,  ans  vier  Eardioidenbögen  nnd  zwei 
Kreisbögen. 

Bezeichnen  wir  mit  a,  b,  c  die  Bogenmitten  des  rollenden  Bogen- 
dreiecks  tttaitteittc,  nnd  betrachten  wir  den  Pnnkt  b  von  t  ausgehend, 
so  entsteht,  während  die  Bogenhälfte  bntc  anf  iD  rollt,  derELar- 
dioidenbogen  ü  seiner  Bahn ;  nnd  weiter  wird  bei  der  RoUnng  des 
Bogens  vXcVXb  wafDhE  yon  b  das  Bahnstttck  iß  erzengt,  welches 
ein  Stttck  einer  PascaTschen  Cnnre  ist  Der  Cnryentheil  ihß 
bildet  ein  Viertel  der  yiertheilig  symmetrischen  Bahn,  nnd  dem- 
nach besteht  dieselbe  ans  vier  Sttlcken  yon  Pascarschen  Guryen 
nnd  zwei  Eardioidenstticken ,  welche  zn  der  Verbindungsgeraden 
ihrer  Bttckkehrpnnkte  A,  t  symmetrisch  liegen.  Diese  yqm  Punkte  b 
durchlaufene  Bahn  ist  zugleich  auch  die  Bahn  der  beiden  anderen 
Bogenmitten  a  und  c. 

Die  gegenseitigen  Bewegungen  bleiben  bestehen,  wenn  wir 
in  Fig.  298  das  Bogenzweieck  DHEJ  mit  äquidistanten  Kreis- 
bögen umziehen,  deren  Hittelpunkte  i?,  E^  Hj  J  sind,  und  das 
gleichseitige  umschliessende  Dreieck  S'JB'S'  dem  gemäss  ent- 
sprechend yergrössem.  Hierdurch  wird  der  Yortheil  erreicht,  dass 
jetzt  beständig  nur  Kreisbögen  nnd  nicht  mehr  scharfe  Ecken  an 
den  Seiten  des  Dreiecks  gleiten ;  denn  bei  dem  zugehörigen  Glie- 
derpaare wird  hierdurch  die  Abnutzung  yermindert  Die  Zwang- 
läufigkeit  wird  in  den  betrachteten  Fällen  durch  drei  Stützpunkte 
erreicht. 

b)  Keguläres  Bogendreieck  in  einem  Quadrat.  In 
Fig.  2M  ist  ein  reguläres  Bogendreieck  HJK  dargestellt,  welches 
sich  zwangläufig  in  einem  stützenden  Quadrat  9CSSS>  bewegt 
Die  Seiten  des  gleichseitigen  Dreiecks  HJK  sind  den  Quadrat- 
seiten gleich,  und  je  zwei  Ecken  sind  durch  einen  Kreisbogen 
yerbunden,  dessen  Mittelpunkt  die  gegenttberliegende  Ecke  ist. 
Lassen  wir,  um  die  Zwanglänfigkeit  des  Gebildes  zu  beweisen, 
die  beiden  Bogen  HJ^  HK  resp.  an  den  Quadratseiten  91J0,  SS) 
gleiten,  dann  bewegt  sich  die  Ecke  J  auf  JBS  nnd  die  Ecke  K 
auf  SS).  Demnach  rollt  der  durch  JK^  gehende,  mit  dem  be- 
wegten Gebilde  yerbnndene  Kreis,  dessen  Durchmesser  JK  ist, 
in  einem  doppelt  so  grossen  Kreise  ab,  dessen  Mittelpunkt  S  und 
dessen  Radius  gleich  der  Quadratseite  ist.  Bezeichnen  ftA,  m^,  m^ 
die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  HJK  und  yerbinden  wir  je 
zwei  dieser  Mitten  durch  einen  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt 
die  gegenttberliegende  Mitte  ist,  so  repräsentirt  das  Bogendreieck 
nihminik  die  Polcurye.    Von  jenem  genannten  rollenden  Kreise 
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kommt  nur  das  Bogenstttck  m  mt  zur  Geltang.  Die  Polbahn  wird 
durch  das  Bogenyiereck  aBcb  yertreten,  welches  sich  ergiebt,  in- 
dem wir  nm  die  Ecken  X,  JB,  S,  S)  mit  dem  Badins  gleich  der 
Qnadratseite  die  betreffenden  Kreisbögen  beschreiben.  Während 
die  beiden  Ecken  J^  K  anf  den  Qnadratseiten  S3Sy  <S!£)  gleiteni 
rollt  der  Bogen  mimt  sisi  dem  Bogen  ba;  bei  fortgesetzter  Bewe- 
gung rollt  mt0tA  an  a6  u.  s.  w.  Bis  zum  Wiederbeginn  der  Rol- 
lung von  Winik  an  ba,  also  während  einer  Periode  treten  zwölf 
Bewegungsarten  auf.  Die  in  Fig.  206  ffir  eine  beliebige  Lage  des 
Bogendreiecks  gezeichneten  Sttttznormalen  \%  2 $,  3 $,  \%  von 
denen  je  zwei  in  einer  Geraden  liegen,  schneiden  sich  beständig 
in  dem  Pol  $  des  bewegten  Gebildes  und  sind  stets  so  gelegen 
und  gerichtet,  dass  sie  die  ganze  Ebene  bis  auf  den  Pol  in  Sttttz- 
ungsfeld  yerwandeln.  Folglich  ist  die  Bewegung  des  Bogendrei- 
ecks in  dem  Quadrat  zwangläufig. 

Die  Bahn  eines  mit  dem  bewegten  Bogendreieck  verbundenen 
Punktes  ist,  weil  während  einer  Periode  zwölf  Bewegungsarten  ein- 
treten, aus  zwölf  EUipsenstttcken  zusammengesetzt,  die  insbesondere 
in  gerade  Strecken  oder  Kreisbögen  Übergehen  können.  Wenn  in 
Fig.  294  der  Bogen  m«i7t<  an  ab  rollt,  beschreibt  die  Ecke  K^  weil 
sie  auf  dem  Kreise  mumi^  li^S^i  ^^  der  Quadratseite  S^  eine 
Strecke  fift^  und  wenn  weiter  ^itia  an  bc  rollt,  ein  EUipsenstttck 
Jfft'.  Die  Bahn  der  Ecke  K^  die  zugleich  auch  die  Bahn  der 
beiden  anderen  Ecken  H^  J  ist,  wird  demnach  theils  aus  geraden 
Strecken,  theils  aus  vier  verbindenden  EUipsenstttcken  gebildet. 
Die  Ecke  mi  der  Polcurve  durchläuft  bei  der  Rollung  von  niimit 
an  ba  auf  der  Geraden  bC  die  Strecke  bm«,  femer,  während 
mtnih  an  ab  rollt,  den  Kreisbogen  m^/u,  dessen  Mittelpunkt  S)  und 
dessen  Badius  gleich  der  halben  Quadratseite  ist;  und  beim  Bollen 
von  »tAmi  an  Bc  beschreibt  nii  auf  der  Geraden  9(c  die  Strecke  (ic. 
Es  ist  femer  noch  die  Bahn  des  Punktes  h  gezeichnet,  der  auf 
dem  Kreise  m«^  £  der  Mitte  des  Bogens  mjtmi  diametral  gegen- 
ttberliegt  Während  mitm^  an  ab  und  i7t<mA  an  bc  rollt,  beschreibt 
h  resp.  die  gerade  Strecke  hh>  und  das  EUipsenstttck  A'A*.  Diese 
Bahn  ist  demnach  aus  vier  geraden  Strecken  und  acht  EUipsen- 
stttcken, von  denen  je  zwei  symmetrisch  benachbart  sind,  zusam- 
mengesetzt Die  viertheiUge  Form  der  festen  Polbahn  abcb  be- 
dingt die  viertheilige  Gestaltung  der  Bahnen  der  mit  dem  bewegten 
Bogendreieck  verbundenen  Punkte. 

Wird  umgekehrt  in  Fig.  206  das  Bogendreieck  HJK  als  rahend 
betrachtet  und  das  umschliessende  Quadrat  X0SS)  bewegt,  ist 
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also  das  Bogendreieck  rnnmitnu  die  feste  Polbahn,  dann  erzeugt 
die  Qaadratecke  (&  als  Mittelpunkt  des  Kreisbogens  ab,  während 
dieser  an  m»m,  rollt,  einen  am  nik  beschriebenen  Kreisbogen  Ci&. 
An  diesen  schliesst  sieh,  weil  6  auch  auf  dem  Kreise  bc  liegt,  ein 
Kardioidenbogen  (S*S*,  welcher  bei  der  Rollung  von  bc  an  i«i^A  ent- 
steht; und  weiter  durchläuft  <£  das  Stück  (E^®  einer  Pascarschen 
Curve,  das  durch  die  KoUung  von  c6  an  mAi?!«  erzeugt  wird.  Diese 
Bahn,  auf  welcher  sich  alle  vier  Quadratecken  bewegen,  besteht 
somit  aus  drei  congruenten  Kreisbögen,  sechs  Kardioidenbogen, 
von  denen  je  zwei  symmetrisch  sind,  und  aus  drei  congruenten 
Stttcken  einer  PascaTschen  Gurre.  Femer  ist  noch  die  Bahn 
gezeichnet,  die  von  den  vier  Ecken  a,  b,  c,  b  der  Polcurve  durch 
laufen  wird.  Gemäss  der  Dreitheilung  der  Polbahn  rnnminik  be- 
sitzen auch  diese  Bahnen  eine  dreitheilige  Gestalt. 

Die  gegenseitigen  Bewegungen  der  betrachteten  Gebilde  blei- 
ben bestehen,  wenn  wir  in  Fig.  S97  das  Bogendreieck  mit  äqui- 
distanten  Kreisbögen  umziehen,  deren  Mittelpunkte  H^ «/,  K  sind, 
und  das  umschliessende  Quadrat  9' i83'@'!D'  entsprechend  vergrös- 
Sern.  Dieses  so  umgrenzte  Gebilde  hat  wie  das  Bogendreieck 
HJK  die  Eigenschaft,  dass  jede  Normale  an  einem  Punkte  der 
Umgrenzung  auch  zugleich  für  ihren  zweiten  mit  der  Umgrenzung 
gebildeten  Schnittpunkt  Normale  ist  und  dass  diese  beiden  Um- 
fangspunkte  constante  Entfernung  besitzen.  Derartige  umgrenzte 
Gebilde  werden  äquidistant  umgrenzte  Gebilde  oder  auch 
Gebilde  constanter  Breite  genannt 

c)  Reguläres  Bogendreieck  in  einem  Rhombus.  In 
Fig.  298,  Taf.  XXI,  ist  das  reguläre  Bogendreieck  HJK  von 
einem  Rhombus  91 9 (EU)  umschlossen,  bei  welchem  der  Abstand 
der  parallelen  Seiten  gleich  der  constanten  Breite  des  Bogen- 
dreiecks  ist,  und  bei  welchem  beispielsweise  die  beiden  Winkel 
an  den  Ecken  S,  S  grösser  sind  als  die  gleichen  Winkel  des 
Bogendreiecks.  Dies  hat  zur  Folge,  dass  das  Bogendreieck,  wenn 
z.  B.  die  Ecke  K  mit  S  coincidirt,  eine  endliche  Drehung  um  S 
resp.  um  K  vollziehen  kann.  Wird  die  Sehne  KJ  aus  der  ge- 
zeichneten Lage  um  S  gedreht  und  senkrecht  zu  91 J8  in  die  Lage 
KJ^  gestellt,  dann  hört  mit  dieser  Stellung  die  Drehung  um  & 
auf,  und  bei  der  weiteren  Bewegung  gleiten  >/,  K  resp.  auf  den 
Rhombusseiten  931,  ®(S.  Beschreiben  wir  den  durch  KJ^Sd  gehen- 
den Kreis  p\  dessen  Durchmesser  also  gleich  der  Rhombusseite 
ist,  ferner  um  93  als  Mittelpunkt  den  durch  9(S  gehenden  Kreis  ft^, 
so  rollt  y  während  die  Ecken  «/,  K  sich  auf  jenen  Rhombusseiten 
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bewegen,  der  Kreis  f  aa  dem  Kreise  n^.  Die  Polbahn  besteht 
demnach  einen  Theils  ans  den  beiden  symmetrisch  gelegenen 
Kreisbögen  StTr^S,  %n^%  deren  Mittelpunkte  beziehlich  93,  ^ 
sind,  nnd  anderen  Theils  ans  den  beiden  Punkten  St,  S,  um 
welche  das  bewegte  Bogendreieck  eine  endliche  Drehung  yoU- 
zieht  Die  Polcunre  wird  ans  den  drei  Elreisbögen  p\^  pi^  pk  ge- 
bildet, welche  mit  dem  Badius  gleich  der  halben  Bhombusseite 
beschrieben,  in  den  Ecken  H^  Jj  K  enden.  Von  der  gezeichneten 
Lage  des  Bogendreiecks  ausgehend,  muss  zunächst  die  Ecke  J 
nm  (S  bis  «/*  gedreht  werden,  dann  erst  beginnt  der  Bogen  ph  an 
TTB  zn  rollen.  Die  Bewegung  ist  auch  hier  zwaaglänfig,  weil  die 
Sttitznormalen ,  welche  sich  im  entsprechenden  Pol  auf  der  Pol- 
bahn schneiden,  stets  so  gelegen  sind,  dass  sie  die  ganze  Ebene 
bis  auf  den  jeweiligen  Pol  in  Sttltznngsfeld  verwandeln.  Die  ge- 
meinsame Bahn  der  drei  Ecken  des  Bogendreiecks  besteht  theils 
ans  vier  in  den  Bhombnsseiten  liegenden  geraden  Strecken,  von 
denen  je  zwei  in  den  Ek^ken  8,  S  znsammenstossen ,  nnd  theils 
ans  zwei  Ellipsenstttcken,  welche  diese  Strecken  verbinden.  Dem- 
nach kommt  der  Übrige  Theil  der  Bhombnsseiten  bei  der  Sttttznng 
nicht  zur  Geltung.  0 

d)  Begnläres  Bogendreieck  zwischen  zwei  Kreis- 
bogenpaaren. Die  Stützung  des  zwanglänfigen  regulären  Bogen- 
dreiecks HJK  kann,  wie  Fig.  289  zeigt,  auch  durch  zwei  Paare 
concentrischer  Kreisbögen  a,  er'  und  ß^  ß'  hergestellt  werden,  deren 
Mittelpunkte  resp.  A,  B  sind,  nnd  deren  Badiendifferenz  gleich 
der  Constanten  Breite  des  Bogendreiecks  ist.  Die  Polbahn  7t  be- 
steht in  dem  dargestellten  Falle  ans  drei  Curvenstttcken ;  femer 
aber  auch  ans  dem  Schnittpunkte  9(  der  Kreisbögen  a\  /9',  weil 
nm  8  eine  endliche  Drehung  des  Bogendreiecks  stattfindet  Die 
wegen  der  Unterscheidung  feiner  gezeichnete  Polcnrve  p  ist  von 
so  complicirter  Gestalt,  dass  dadurch  der  Bewegnngsvorgang  nicht 
veranschanlicht  wird.  Die  gemeinsame  Bahn  der  drei  Ecken  £r,  /,  K 
besteht  theils  ans  den  vier  sttitzenden  Kreisbogenstticken ,  femer 
aus  zwei  Kreisbogenstttcken  9),  V^,  deren  Mittelpunkt  91  ist,  nnd 
ans  zwei  anderen  Curvenstttcken  d,  e.  Anstatt  der  dnrch  die 
Kreisbogenpaare  gebildeten  äqnidistanten  Sttttznng,  kann  auch 
dnrch  jede  andere  passend  gewählte  äquidistante  Sttttznng  die 
Zwangläufigkeit  des  Bogendreiecks  bewirkt  werden. 


>)  In  Reuleaux*  ICmematik,  Cap.  UI,  sind  die  Bewegungen  dieser  Art 
sehr  ansfahrlich  behandelt  nnd  die  mannigfaltig  gestalteten  Bahnen  geselchnet 
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e)  Reguläres  Bogenfflnfeck  in  einem  Qnadrat.  In 
Fig.  300  iflt  ein  reguläres  Bogenfttnfeck  gezeichnet,  welches  von 
einem  Quadrat  umschlossen  ist.  Die  Ecken  ABCDE  des  Bogen- 
fttnfecks  sind  resp.  die  Mittelpunkte  der  gegenüber  liegenden  Ejreis- 
bögen^  Lassen  wir  z.  B.  den  Kreisbogen  CD  an  der  Quadratseite 
S®  und  den  Kreisbogen  i?C7  an  der  Quadratseite  JBS  gleiten, 
dann  bewegen  sich  die  Ecken  A^  E  resp.  auf  den  gegenttber 
liegenden  Quadratseiten  (SS),  !X)9.  Die  vier  Sttttznormalen ,  von 
denen  je  zwei  in  einer  Geraden  liegen,  schneiden  sich  beständig 
in  dem  Pol  des  bewegten  Gebildes,  verwandeln  durch  ihre  Lage 
und  Richtung  die  ganze  Ebene  bis  auf  den  veränderlichen  Pol  in 
Sttttzungsfeld;  und  demnach  bewegt  sich  das  reguläre  BogenfÜnf- 
eck  zwangläufig  in  dem  Quadrat. 

f)  Herzförmiges  Gebilde  in  einem  Quadrat  Um  in 
Fig.  SOI  ein  herzförmiges ,  von  Kreisbögen  umgrenztes  Gebilde 
constanter  Breite  zu  zeichnen,  welches  sich  zwangläufig  in  einem 
Quadrat  bewegt,  beschreiben  wir  um  die  Mitte  K  der  Quadratseite 
SÜ)  ein  Kreisbogenstück  ItJ\  welches  die  gegenüber  liegende 
Quadratseite  8®  in  der  Mitte  L  berührt  und  bezüglich  KL  sym- 
metrisch begrenzt  ist;  dann  bestimmen  wir  auf  der  Geraden  KEP 
den  Mittelpunkt  mn  des  Kreisbogenstückes  H'  J7,  welches  die  Qua- 
dratseite 9[£)  in  H  berührt,  und  beschreiben  femer  um  m^  den 
Bogen  KJ.  In  analoger  Weise  erhalten  wir  anderseits  durch  den 
auf  J^ K  gelegenen  Mittelpunkt  m,  die  Kreisbögen  J^  J  und  KH, 
Wir  haben  den  Winkel  H'  KJ\  der  zwischen  0®  und  60*  variiren 
kann,  beispielsweise  gleich  30*  genonmien.  Für  die  Grenzfälle 
dieses  Winkels  0*  und  60*  erhalten  wir  nach  dieser  Construction 
resp.  einen  vollständigen  Kreis  und  ein  reguläres  Bogendreieck. 

In  Fig.  802  ist  das  herzförmige  Gebilde  anstatt  der  Kreis- 
bögen theils  voif  einer  halben  Ellipse  HLJ^  theils  von  einer  zu 
derselben  gehörenden  äquidistanten  Curve  HKJ  umgrenzt.  Diese 
äquidistante  Curve  wird  erhalten,  indem  wir  die  Ellipsennormalen 
n^n\^  n^n'^  gleich  der  grossen  Axe  HJ  der  Ellipse  machen.  An- 
statt der  Normalen  kann  man  auch  um  die  Ellipsenpunkte  Kreis- 
bögen mit  dem  Radius  von  der  Grösse  HJ  nach  der  Seite  K 
hingewendet  beschreiben  und  die  Curve  HKJ  ziehen,  welche  die 
Kreisbögen  umhüllt  Die  halbe  Ellipse  muss  aber  so  gewählt 
werden,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  A,  der  dem  Ellipsen- 
scheitel L  entspricht  und  nach  S.  94  durch  die  auf  HL  senk- 
rechte Gerade  SA  bestimmt  wird,  innerhalb  der  Strecke  LK  liegt, 
die  gleich  HJ  ist,  dass  also  der  Krümmungsradius  XA  <  HJ  ist; 
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denn,  wenn  X  über  K  hinansfäUt,  besitzt  die  ftqnidistante  Curve 
Bflckkehrpankte,  und  es  tritt  damit  eine  Ueberschneidung  dieser 
Curve  ein.  Dadurch  würde  aber  die  Umgrenzung  des  Gebildes 
HLJK  praktisch  unbrauchbar  fttr  die  Zwangläufigkeit,  welche 
durch  das  umsehliessende  Quadrat  31® (SS)  bewirkt  wird.  In  glei- 
cher Weise  lassen  sich  mannigfache  Gebilde  gleicher  Breite  her- 
stellen, wenn  man  anstatt  der  halben  Ellipse  eine  andere  dem 
Zwecke  entsprechende  Curve  wählt.  Auch  dem  umschliessendeo 
innerlich  gleichbreiten  Gebilde  kann  man  eine  beliebige  andere 
zweckmässige  Form  geben. 

117.  Gliederpaare  mit  höiieren  zwangläufigen  kinematischen 
Elementenpaaren  anderer  Gestalt.  Sollen  sich  in  Fig.  308  zwei 
Punkte  Ay  B  eines  Gebildes  S  auf  einer  Curve,  z.  B.  auf  einer 
Ellipse  a  bewegen,  so  kann  die  Zwangläufigkeit  dieses  Gebildes 
dadurch  erreicht  werden,  dass  wir  in  demselben  um  ^,  ^  resp. 
die  gleichen  Elreise  a,  b  beschreiben,  welche  von  den  beiden 
Aeqnidistanten  a\  a"  der  Ellipse  a  gesttitzt  werden.  Hierbei  ist 
aber  zu  beachten,  dass  die  gleichen  Badien  der  Kreise  a,  b  klei- 
ner sein  müssen  als  der  kleinste  Ejümmungsradius  der  Ellipse  a, 
damit  die  innere  Aequidistante  a"  keine  Bttckkehrpunkte  enthält. 
Den  kleinsten  Krümmungsradius  dfi  erhalten  wir  nach  S.  94  in 
der  grossen  Axe  der  Ellipse,  wenn  wir  vom  Schnittpunkte  17  der 
an  die  Ellipsenscheitel  d,  t  gelegten  Tangenten  auf  Ot  die  Senk- 
rechte ri(Ji  ziehen.  In  diesem  Falle  ist  das  zwischen  den  Aeqni- 
distanten a',  a"  zwangläufige  Gebilde  «S  constanter  Breite  von  den 
beiden  starr  verbundenen  Kreisen  a,  b  umgrenzt. 

In  Fig.  304  ist  ein  äquidistant  umgrenztes  Gebilde  S  gezeich- 
net, welches  aus  zwei  starr  verbundenen,  congruenten  regulären 
Bogendreiecken  HJK^  H^J'K'  besteht  und  sich  zwangläufig  zwi- 
schen den  beiden  äquidistanten  Curven  x,  x'  bewegt  Im  darge* 
stellten  Momente  bewegen  sich  die  beiden  Punkte  K^  K'  des  Ge- 
bildes resp.  auf  den  Curven  x,  x'. 

Um  schliesslich  noch  ein  Beispiel  eines  zwangläufigen  Gebildes 
näher  zu  betrachten,  sind  in  Fig.  306  zwei  symmetrisch  gelegene 
regnläre  Bogendreiecke  HJK^  H'J^K*  mit  einander  starr  verbun- 
den. Das  Bogendreieck  HJK  gleitet  zwischen  parallelen  Schienen 
a,  ß  und  das  Bogendreieck  W  J'  K  zwischen  parallelen  Schienen 
a\  ß\  die  auf  den  ersteren  senkrecht  sind,  aber,  damit  die  Füh* 
rung  durch  die  Kreuzung  hindurch  ermöglicht  wird,  tiefere  Lage 
haben.  Dem  gemäss  muss  auch  das  Bogendreieck  H'J'K*  an  der 
Verbindungsstange  LV  mittelst  eines  Zapfens  X'  befestigt  werden, 

18* 
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der  durch  Einachnitte  in  den  oberen  Schienen  a,  ß  hindurch  geht. 
Ftir  diesen  Zapfen  L*  igt  die  entsprechende  Bahn  V  gezeichnet. 
Femer  ist  noch  fflr  die  Mitte  M  der  Stange  LTJ  die  zugehörige 
Bahn  (i  construirt.  Bei  der  praktischen  Ausführung  dieser  Bewe- 
gung können  auch  die  beiden  Bogendreiecke  beziehlich  an  beiden 
Seiten  der  Stange  LV  befestigt  werden  und  die  Schienenpaare 
in  parallelen  Ebenen  liegen,  zwischen  denen  sich  die  Stange  LU 
bewegt.  Die  Bahnen  der  Punkte  des  zwangläufig  bewegten  Ge- 
bildes sind,  wie  man  leicht  erkennt,  aus  zwölf  Ellipsensttlcken 
zusammengesetzt.  Während  H  auf  ß  und  Kl  auf  a!  gleitet,  be- 
schreibt M  ein  Ellipsenstttck  Ol ;  während  femer,  wie  in  der  ge- 
zeichneten Stellung,  H  SLid  ß  und  J'  auf  ß'  fortschreitet,  erzeugt 
M  das  Ellipsenstttck  12;  während  weiter  K  sich  auf  a  und  J^ 
sich  auf  ß'  bewegt,  durchläuft  M  das  Ellipsenstttck  23  u.  s.  w. 

Da  wir  die  ebenen  Gebilde  als  die  senkrechten  Querschnitte 
cylindrischer  oder  prismatischer  Körper  betrachten,  so  bertthren 
sich  die  betreffenden  Flächen,  welche  die  höheren  Elementen- 
paare bilden,  in  geraden  Linien.  Bei  den  niederen  Elementen- 
paaren kann  die  Berührung  aber  in  Flächen  stattfinden,  dadurch 
wird  die  Abnutzung  vermindert  und  eine  bessere  Ftthrung  erreicht; 
und  darin  besteht  fttr  die  Praxis  der  grosse  Vorzug  der  niederen 
Elementenpaare  vor  den  höheren  Elementenpaaren. 

118.  Ersetzung  eines  höheren  Eiementenpaares  durch  niedere 
Elementenpaare.  Ein  höheres  Elementenpaar  kann,  wenn  bei  der 
ebenen  Bewegung  eines  Gebildes  die  Bahnen  zweier  Punkte  Kreise 
oder  Gerade  sind,  durch  niedere  Elementenpaare  ersetzt  werden. 
Ist  das  Gebilde  5  in  Fig.  806  durch  ein  bestimmtes  höheres  Ele- 
mentenpaar,  welches  in  der  Zeichnung  aber  nicht  angegeben  ist, 
zwangläufig,  und  bewegen  sich  z.  B.  die  Punkte  F^  L  dieses  Ge- 
bildes S  auf  den  Kreisen  %  A,  deren  Mittelpunkte  mit  4>,  A  bezeich- 
net sind,  so  können  wir  um  F,  L  resp.  die  Kreise  f^  l  beschreiben, 
die  dann  gesttttzt  zwischen  den  concentrischen  Elreisen  q/  q/*  und 
X'  l"  gleiten.  Die  durch  die  Kreise  /,  /  und  durch  die  Kreisbögen 
q>'qf\  üiJ'  bestimmten  cylindrischen  Flächen  bilden  somit  ein 
zweites  höheres  Elementenpaar,  welches  jenem  erstgedachten  äqui- 
valent ist.  Die  zwangläufige  Bewegung  des  Gliedes  S  wird  tdso 
auch  durch  das  Gleiten  zweier  cylindrischer  Zapfen  in  kreiscylin- 
drischen  Schlitzen  bewirkt.  Der  Bewegungsvorgang  des  Gliedes  S 
gegen  das  Glied  S  bleibt  bestehen,  wenn  wir  auf  die  dttnner 
gewählten  cylindrischen  Zapfen  F,  L  in  Fig.  807  bogenförmige 
Schlitten  a,  b  setzen,  die  in  den  kreiscylindrischen  Schlitzen  gleiten. 
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Demnaeh  wird  das  höhere  Elementenpaar  vermittelst  der  beiden 
hinzugefügten  Glieder  a,  b  durch  vier  niedere  Elementenpaare  er- 
setzt, die  alle  vier  Drehpaare  sind.  Umgekehrt  können  auch  durch 
Schmälemng  der  Schlittennmgrenznng,  wie  man  sagt,  die  Glieder 
a,  b  weggemindert  werden,  so  dass  wieder  das  in  Fig.  306  ge- 
zeichnete  höhere  Elementenpaar  auftritt.  Die  Schlitten  oder  Glie- 
der a,  b  können  auch,  wie  Fig.  808  zeigt,  durch  die  Stangen  o,  b 
ersetzt  werden,  die  sich  um  die  festen  cylindrischen  Zapfen  <I>,  A 
drehen;  und  dadurch  entsteht  ein  Gelenkviereck.  Bewegen  sich 
die  Funkte  F,  L  auf  Geraden,  dann-  bewegen  sich  in  diesem  be- 
sonderen Falle  jene  beiden  Schlitten  in  geradlinigen  Schlitzen,  und 
jenes  höhere  Elementenpaar  wird  dann  durch  zwei  Drehpaarungen 
und  zwei  Riohtpaarungen  ersetzt. 

119.  ErkISrung  des  Mechanismus  und  des  Getriebes.  Werden 
Glieder  durch  Elementenpaare  beweglich  verbunden,  so  entsteht 
ein  Mechanismus,  der  ein  zwangl&ufiger  Mechanismus  ge- 
nannt wird,  wenn  die  gegenseitige  Beweglichkeit  aller  Glieder 
zwangl&ufig  ist.  Bewegen  sich  insbesondere  die  Punkte  aller 
Glieder  des  Mechanismus  zwangläufig  in  parallelen  Ebenen,  dann 
nennen  wir  denselben  einen  ebenen  zwangläufigen  Mecha- 
nismus oder  auch  schlechtweg  ebenen  Mechanismus.  Ein 
Mechanismus,  bei  welchem  ein  Glied  als  festgestellt  betrachtet 
wird,  heisst  auch  ein  Getriebe  0-  Das  in  Fig.  306  gezeichnete 
Gliederpaar  /S,  S,  welches  durch  ein  höheres  Elementenpaar  ver- 
bunden ist,  bildet  demnach  einen  zweigliederigen  Mechanismus. 
Aus  diesem  Mechanismus  entsteht,  wenn  das  höhere  Elementen- 
paar durch  vier  niedere  Elementenpaare,  wie  in  Fig.  807  und  808, 
ersetzt  wird,  ein  viergliederiger  ebener  Mechanismus,  dessen 
Glieder  durch  vier  Drehpaarungen  verbunden  sind.  Ein  aus  zwei 
Gliedern  resp.  aus  einem  Gliederpaare  bestehender  Mechanismus 
heisst  ein  elementarer  Mechanismus.  Wenn  die  Glieder 
eines  Mechanismus  in  geschlossener  Reihenfolge  durch  Elementen- 
paare verbunden  und  alle  gegen  einander  zwangläufig  sind,  dann 
wird  derselbe  ein  einfacher  Mechanismus  genannt  Bei  dem 
einfachen  Mechanismus  kann  jedes  Glied  nur  mit  zwei  benach- 
barten Gliedern  durch  Paarungen  verbunden  sein.  In  jedem  an- 
deren Falle,  wenn  ein  Glied  oder  mehrere  Glieder  mit  mehr  als 

^)  Eine  abweichende  Definition  der  Begriffe  „Mechanismas"  und  „Getriebe** 
gab  Hartig  unter  Berücksichtigung  der  technologischen  Beziehungen  zu  den 
Begriffen  „Werkzeug",  »Triebzeug"  und  «Maschine*.  Cmlingefueur.  1884. 
B.  XXX.  S.  421. 
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zwei  Gliedern  dnrch  Paarungen  yerbnnden  sind,  bezeichnen  wir 
den  Mechanigmus  als  einen  zusammengesetzten  Mechanis- 
mus. Wir  haben  die  Benennung  Mechanismus  der  Ton  Reu- 
leauxO  gebrauchten  Benennung  kinematische  Kette  vorge- 
zogen; denn  es  zeigt  sich  keine  Veranlassung  jene  ältere  Benennung 
durch  eine  neuere  zu  verdecken. 

120.  Umgestaltung  der  Glieder  eines  Mechanismus.  Die  Glie- 
der eines  Mechanismus  können  ohne  Einfluss  auf  ihre  gegenseitige 
Bewegung  mannigfach  umgestaltet  werden.  Um  dies  an  einem 
Beispiele  zu  zeigen,  betrachten  wir  den  in  Fig.  309  gezeichneten, 
viergliederigen  Mechanismus,  dessen  Glieder  a,  S,  b^  S  durch  vier 
Drehpaarungen  verbunden  sind.  Während  einer  Umdrehung  des 
Gliedes  a  um  die  feste  Axe  4>  vollzieht  das  um  die  feste  Axe  A 
drehbare  Glied  b  hin-  und  hergehend  eine  Schwingung.  Durch- 
läuft also  der  Punkt  F  den  Elreis  %  dann  schwingt  der  Punkt  L 
auf  dem  Kreisbogen  X  hin  und  her.  Wird  nun  der  cylindrische 
Kurbelzapfen  F  des  Gliedes  a  derart  erweitert,  dass  er  die  Axe  4> 
umfasst,  dann  entsteht  aus  dem  Kurbelarm  a,  wie  Fig.  810  zeigt, 
ein  Excentrik,  welches  sich  in  der  ebenfalls  erweiterten  cylin- 
drischen  Umfassung  des  Gliedes  S  drehend  bewegt.  Eine  der- 
artige Zapfenerweiterung  bietet  oft  den  Yortheil,  dass  eine  Kröpf- 
ung der  betreffenden  Welle  vermieden  wird,  wenn  die  Lager  dieser 
Welle  sich  zu  beiden  Seiten  des  Gliedes  S  befinden.  Anderseits 
kann  auch  der  in  Fig.  308  schraffirte  Zapfen  A  des  schwingenden 
Gliedes  b  so  erweitert  werden,  dass  derselbe  dir  Axe  L  umfasst, 
wie  dies  in  Fig.  311  dargestellt  ist. 

Der  Punkt  F  beschreibt  in  dem  Gliede  b  einen  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  L  ist  Dem  zufolge  können  wir,  wie  Fig.  312  veran« 
schaulicht,  das  Glied  S  durch  einen  bogenförmigen  Schlitten  er- 
setzen, der  in  F  drehbar  mit  dem  Gliede  a  verbunden  ist  und 
sich  im  Gliede  b  innerhalb  eines  zu  L  concentrischen  kreiscylin- 
drischen  Schlitzes  bewegt.^) 

121.  EingrilTspaarung ,  Ueberpaarung ,  Beharrungsschluss  und 
Kraftschluss.  Die  bisher  betrachtete  zwangläufige  Bewegung  eines 
Gebildes  in  Bezug  auf  ein  anderes  wurde  durch  entsprechende  hin- 
reichende Stützung  bewirkt.  Es  kann  aber  der  Fall  eintreten,  dass 
in  besonderen  Lagen  des  bewegten  Gebildes  die  Stützung  nicht 
genttgt,  dass  infolge  dessen  die  zwangläafige  Bewegung  unstetig 


')  Reuleaux,  Kinematik.  S.  49. 

')  Yergl.  Reuleaux,  Kinematik,  §§  71,  76. 
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oder  zweideutig  wird  und  sich  sowohl  in  dem  einen  oder  dem 
anderen  Sinne  vollziehen  kann.  Um  dies  zn  verhindern,  wird 
eine  Anordnung  getroffen,  bei  welcher  zwei  der  betreffenden  Ge- 
bilde oder  Glieder  eines  Mechanismus,  wenn  sie  in  die  Nähe  jener 
Lagen  gelangen,  vorübergehend  sttltzend  in  einander  greifen,  und 
diese  zahnartige  Eingriffssttttzung  wollen  wir  Eingriffspaarung 
nennen.  Es  können  bei  einem  Mechanismus  zwei  nicht  benach- 
barte Glieder,  obwohl  sie  zwangläufig  gegen  einander  sind,  dufch 
eine  hinzugefügte  Paarung  verbunden  werden ;  indem  wir  z.  B.  das 
eine  dieser  Glieder  mit  einem  Zapfen,  das  andere  mit  einer  ent- 
sprechenden Nuthe  versehen,  in  welcher  dieser  Zapfen  gleitet,  so 
dass  hierdurch  die  stete  Bewegung  über  Unstetigkeitslagen  ver- 
mittelt wird.  Oder  es  ist  in  besonderen  Fällen  möglich,  dass  in 
einen  Mechanismus,  ohne  die  Bewegung  desselben  zu  beeinträch- 
tigen, ein  Glied  eingefügt  werden  kann,  welches  an  zwei  Glieder 
durch  Paarungen  angeschlossen  ist  und  die  stetige  Bewegung  über 
Unstetigkeitslagen  vermittelt  Eine  derartige  Einrichtung  nennen 
wir  Ueberpaarung.  Befindet  sich  ein  Körper  in  Bewegimg,  so 
wird  derselbe  infolge  des  Gesetzes  der  Beharrung  die  Bewegung 
fortsetzen,  wenn  keine  äusseren  Ursachen  auf  ihn  einwirken.  Tritt 
nun  ein  bewegtes  Glied  in  eine  Unstetigkeitslage,  in  der  also  die 
^Bewegung  durch  geometrische  Bedingungen  nicht  eindeutig  be- 
stimmt ist,  so  wird  das  Glied  durch  das  Beharrungsvermögen  seine 
Bewegung'  stetig  fortsetzen.  Wir  sagen  dann ,  dass  in  derartigen 
Fällen  die  eindeutige  Bewegung  durch  Beharrungsschluss 
bewirkt  wird. 

In  manchen  Fällen,  wo  eine  hinreichende  Stützung  des  be- 
wegten Gebildes  nicht  vorhanden  ist,  kann  diese  Stützung  durch 
eine  stete  Eraftwirkung  ergänzt  werden.  Das  in  Fig.  313  gezeich- 
nete Gebilde  jS,  bei  welchem  der  um  F  beschriebene  Kreis  /  sich 
zwischen  den  bezüglich  4>  concentrischen  Kreisbögen  9)',  9)"  be- 
wegt und  die  Curve  c  an  der  Curve  y  gleitet,  ist  nur  dann  gegen 
das  ruhende  Gebilde  2  zwangläufig,  wenn  durch  eine  Kraftwirkung 
die  Curve  c  in  stetem  berührenden  Anschlüsse  an  y  gehalten  wird; 
es  ist  also  eine  Kraft  erforderlich,  welche  die  Trennung  der  be- 
rührenden Theile  verhindert.  Wir  sagen  daher  mit  Reuleaux, 
dass  in  solchen  Fällen  die  Zwangläufigkeit  durch  Kraft schluss 
mit  bedingt  wird.  Das  höhere  Elementenpaar,  welches  den  bei- 
den Gliedern  S^  £  angehört,  kann  hier  auch  zum  Theil  durch 
zwei  niedere  Elementenpaare  vertreten  werden,  welche  ein  drittes 
Glied  a  in  Fig.  314  mit  dem  bewegten  Zapfen  F  und  mit  dem 
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mhenden  Zapfen  4>  verbinden.  Es  entsteht  hierdnrch  ein  drei- 
gliederiger  Mechanismus,  welcher  zwei  Drehpaare  und  ein  höheres 
kraftschlttssiges  Elementenpaar  enthält  Derselbe  dreigliederige 
Mechanismus,  nur  anders  gestaltet,  ist  in  Fig.  816  gezeichnet  Bei 
demselben  drehen  sich  zwei  Zahnräder  S,  £  resp.  um  die  Axen 
F^  4>,  welche  das  Olied  a  trägt,  und  die  Zahnflächen  e,  y  werden 
durch  Eraftschluss  in  Berührung  gehalten.  Dieser  Eraftschluss 
kann  theoretisch  dadurch  vermieden  werden,  dass  die  Zähne  ohne 
Spielraum  in  einander  greifen ;  aber  in  der  Praxis  ist  dies  wegen 
der  Abnutzung  der  Zähne  nicht  ausfahrbar.  Nehmen  wir  nun  an, 
es  seien  keine  Zähne  vorhanden,  und  es  sollen  die  beiden  Gylinder 
iS,  Z  an  einander  rollen,  so  ist,  damit  die  Uebertragung  der  Be- 
wegung von  einem  Gylinder  auf  den  anderen  durch  Rollung  er- 
möglicht wird,  eine  Zusammenpressung  der  Gylinder  erforderlich, 
um  Reibung  zu  verursachen,  welche  die  Bewegung  vermittelt  Die 
pressende  Kraft  hat  hier  nicht  die  Trennung  der  berührenden  Gy- 
linder zu  verhüten,  sondern  die  Reibung  hervorzubringen,  die  als 
Ersatz  fttr  die  stützenden  Zahnflächen  eintritt. 

Die  Praxis  benutzt  bei  der  Uebertragung  der  Bewegung  bieg- 
same und  auch  bildsame  Körper  in  mannigfacher  Art,  und  daher 
ist  es  nothwendig,  nicht  nur  wie  bisher  ausschliesslich  starre  Kör- 
per als  Glieder  eines  Mechanismus  zu  betrachten,  sondern  sowohl, 
biegsame  als  bildsame  Körper  anzuwenden.  Von  den  biegsamen 
Körpern  dienen  vorzugsweise  Riemen  und  Seile  u.  s.  w.  zur  Her- 
vorbringung zwangläufiger  Bewegungen.  In  Fig.  816  wird  die 
zwangläufige  Bewegung  der  beiden  Kreisscheiben  /S,  S,  welche 
sich  resp.  um  die  Axen  F,  4>  in  dem  festen  Oliede  a  drehen, 
durch  den  Treibriemen  b  b'  und  dessen  Reibung  bewirkt  Da  das 
Treibriemenstttck ,  welches  auf  die  eine  Scheibe  aufzieht,  gleich 
dem  Stücke  ist,  welches  von  der  anderen  abläuft,  so  verhalten 
sich  die  Drehgeschwindigkeiten  der  Scheiben  umgekehrt  wie  ihre 
Radien,  und  dem  zufolge  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Kreis- 
tangenten A,  b'  der  Pol  dieser  beiden  Scheiben.  Demnach  können 
wir  diesen  Mechanismus  durch  einen  einüetchen  Mechanismus  er- 
setzen, bei  welchem  die  Scheiben  FS^  ^  S  durch  zwei  Zahnräder 
vertreten  werden,  deren  Rollkreise  sich  in  dem  genannten  Pol 
berühren.  Noch  in  anderer,  aber  nicht  so  einfacher  Weise  können 
wir  einen  einfachen  Mechanismus  erhalten,  der  dieselbe  Bewegung 
hervorbringt.  Wir  denken  uns  die  Scheiben  durch  Zahnräder  und 
den  Riemen  durch  eine  in  dieselben  eingreifende  Zahnstange  er- 
setzt, die  sich  in  der  Richtung  des  geradlinigen  Riemenstückes  b 
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yermittelt  durch  Eraftschlnss ,  zwanglftnfig  in  dem  Gliede  a  yer- 
sehiebty  so  wttrden  wir  in  kinematischer  Hinsicht  dieselbe  Bewe- 
gang  erreichen.  Jener  durch  Riemen  erhaltene  Mechanismus  ver- 
tritt demnach  diesen  letzteren  aus  vier  starren  Gliedern  bestehenden 
einfachen  Mechanismus.  Aber  die  durch  den  Riemen  vermittelte 
Bewegung  hat  den  Vortheil,  dass  sie  fortdauernd  in  dem  einen 
oder  in  dem  anderen  Sinne  vor  sich  gehen  kann,  während  durch 
die  Zahnstange  wegen  ihrer  begrenzten  Länge  die  Bewegung  in 
beiderlei  Sinn  beschränkt  ist  Wir  wollen  aber  einen  Mechanis- 
mus solcher  Art,  dass  wir  ihn,  wenn  auch  mit  Anwendung  des 
Eraftschlusses,  durch  einen  einfachen  Mechanismus  ersetzen  kOn- 
nen,  ebenfalls  einen  einfachen  Mechanismus  nennen.  Indem 
betrachteten  Falle  können  wir  auch  den  Kraftschluss  vermeiden 
und  einen  einüeichen  viergliederigen  Mechanismus  herstellen,  wenn 
an  jedes  jener  Räder  eine  coaxiale  cylindrische  Nabe  angedreht 
wird  und  das  Zahnstangenglied  mit  zwei  parallelen  Längsschlitzen 
versehen  wird,  die  resp.  ttber  diese  Naben  gleiten.  Es  kann  auch, 
um  den  Eraftschluss  zu  vermeiden,  die  Zahnstange  durch  eine 
Richtpaarung  im  festen  Gliede  a  geradlinig  parallel  gef&hrt  werden. 
Durch  diese  Anordnung  wird  das  feste  Glied  aber  durch  kinema- 
tische Paarungen  mit  drei  Gliedern  verbunden  und  der  Mechanis- 
mus ist  dann  ein  zusammengesetzter. 

In  Fig.  317  ist  eine  um  die  feste  Axe  4>  drehbare  Welle  S 
gezeichnet.  Um  den  dickeren  Theil  derselben  ist  das  Seil  &'  und 
um  den  dünneren  das  Seil  b  gewunden.  An  den  nicht  mit  der 
Welle  verbundenen,  freien  Enden  dieser  beiden  Seile  by  b'  wirken 
vertikale  Elräfte  Q,  Qy  die  den  Eraftschluss  hervorbringen.  Einer 
vertikal  abwärts  gerichteten  Bewegung  des  einen  Seiles  entspricht 
eine  vertikal  aufwärts  gerichtete  Bewegung  des  anderen  und  eine 
Drehung  der  Welle  £.  Die  Seile  können  nur  auf  Zug  beansprucht 
werden  und  demnach  nur  als  Zugorgane  wirken. 

Um  noch  eine  Anwendung  eines  bildsamen  incompressibelen 
Eörpers  z.  B.  des  Wassers  hervorzuheben,  sind  in  Fig.  318  zwei 
communicirende  Hohlcylinder  a,  a!  gezeichnet,  in  denen  sich  die 
Eolben  B^  B'  nebst  ihren  Stangen  6,  6'  ohne  Drehung  verschieben. 
Ist  nun  der  ganze  Raum  beider  Cylinder  unter  und  ttber  den  beiden 
Eolben  mit  Wasser  angefüllt,  dann  wird  eine  hin-  und  hergehende 
Bewegung  des  einen  Eolbens  auf  den  anderen  ttbertragen,  und  die 
Wege  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Querschnitte  der  Cylinder. 
Befindet  sich  das  Wasser  nur  unterhalb  der  beiden  Eolben,  so  wird 
die  Bewegung  vermittelst  Eraftschlusses  von  einem  Eolben  auf  den 
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anderen  übertragen.  Diese  Bewegung  kann  nur  durch  Dmck  be- 
wirkt werden,  und  das  Wasser  tritt  demnach  hierbei  als  Druck- 
organ auf.  Ein  Analogon  zu  den  betrachteten  Uebertragnngen  der 
Bewegung  (Fig.  817  und  318)  bildet  der  in  Fig.  819  dargestellte 
yiergliederige  zusammengesetzte  Mechanismus.  Derselbe  besteht 
ans  einem  Doppelzahnrade  2,  welches  sich  um  die  feste  Axe  4>  in 
dem  ruhenden  Gliede  aa!  dreht,  und  aus  zwei  eingreifenden  Zahn- 
stangen bj  b\  die  sich  parallel  im  Gliede  aa!  verschieben.  Jene 
beiden  gleichartigen  Bewegungsvorgänge  können  wir  demnach 
auch  durch  diesen  Mechanismus  hervorbringen,  bei  welchem  das 
feste  Glied  a  a'  durch  Paarungen  mit  den  drei  Gliedern,  dem  Dop- 
pelzahnrade £  und  den  beiden  Zahnstangen  verbunden  ist. 

Wenn  wir  die  Körper,  welche  insbesondere  wegen  ihrer  Elasti- 
cität,  Biegsamkeit  oder  Bildsamkeit  bei  Vermittelung  der  Bewe- 
gungen angewendet  werden,  als  fügsame  Körper  bezeichnen,  so 
können  die  Mechanismen  im  weiteren  Sinne  auch  theils  aus  starren, 
theils  aus  fligsamen  Gliedern  bestehen.  In  der  Kinematik  wird 
ein  Mechanismus  dieser  Art  meistens  nur  betrachtet,  wenn  der- 
selbe durch  einen  entsprechenden  aus  starren  Gliedern  gebildeten 
Mechanismus  und  eventuell  vermittelst  Kraftschlusses  theoretisch 
ersetzt  werden  kann. 


SECHSTER  ABSCHNITT. 

Einfache  ebene  Mechanismen. 

Einfache  ebene  Mechanismen  mit  yier  Drehpaarnngen. 
EnrbelmechaniBmnB  nnd  Enrbelgetriebe. 

122.  Die  drei  Hauptarten  des  Kurlieigetriebes.  Wenn  die  Glie- 
der eines  ebenen  Mechanismus  in  geschlossener  Reihenfolge  durch 
Elementenpaare  verbunden  und  alle  gegen  einander  zwanglftufig 
sind 9  so  nennen  wir  denselben  nach  Art  119  einen  einfachen 
ebenen  Mechanismus.  Ein  solcher  Mechanismus  kann  höch- 
stens aus  vier  Gliedern  bestehen,  die  durch  vier  Elementenpaare 
in  geschlossener  Reihenfolge  verbunden  sind ;  denn  flinf  in  dieser 
Weise  verbundene  Glieder  vollziehen,  wie  man  leicht  erkennt, 
nicht  mehr  alle  gegen  einander  zwangläufige  Bewegungen.  Das 
Gelenkviereck  repräsentirt  den  einfachen  ebenen  Mechanismus  mjt 
vier  Drehpaarungen,  den  wir  Eurbelmechanismus  nennen. 
Die  Glieder  a,  b,  c,  d  des  in  Fig.  320,  Taf.  XXII,  dargestellten 
Eurbelmechanismus  sind  in  4>,  F,  £,  A  durch  Drehpaarungen  in 
geschlossener  Reihenfolge  verbunden;  und  wenn  eins  von  diesen 
Gliedern  festgestellt  wird,  erhalten  wir  ein  Kurbelgetriebe. 
Das  festgestellt  gedachte  Glied  a  wird  der  Steg  genannt,  das 
gegenüber  liegende  bewegliche  Glied  c  heisst  die  Koppel,  und 
die  anderen  drehbaren  Glieder  &,  d  werden  gemeinsam  als  die 
Arme  bezeichnet  Jeder  dieser  beiden  Arme  wird  Kurbel  oder 
Schwinge  genannt,  je  nachdem  derselbe  um  seine  feste  Axe 
ringsherum  oder  nur  hin  und  her  drehbar  ist  Das  Kurbel- 
getriebe wird  nach  der  Beweglichkeit  seiner  Arme  gegen  das 
feste  Glied  in  drei  Hauptarten  getheilt: 

1.  Das  Schwingkurbelgetriebe  oder  Kurbelschwing- 
getriebe, wenn  von  den  beiden  Armen  der  eine  Kurbel  und 
der  andere  Schwinge  ist 
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2.  Das  Doppelknrbelgetriebe,  wenn  beide  Arme  Kur- 
beln sind. 

3.  Das  Doppelschwinggetriebe,  wenn  beide  Arme 
Schwingen  sind. 

In  kürzerer  Aosdrocksweise  werden  diese  drei  Getriebe  anch 
resp.  Schwingknrbel;  Doppelknrbel  and  Doppelschwinge 
genannt. 

Die  vollständige  oder  theilweise  Drehnng  der  Arme  am  die 
festen  Axen  ist  durch  die  auf  einander  folgenden  Abstände  der 
Axen  ^y  jPy  £,  A,  d.  h.  durch  die  Gliedlftngen,  welche  zugleich 
durch  üy  b^  c^  d  bezeichnet  werden,  bedingt.  Um  zu  erkennen, 
welche  Bedingungen  die  Oliedlängen  erfüllen  müssen,  damit  jene 
drei  Gtetriebearten  auftreten,  haben  wir  die  nachfolgenden  sechs 
Fälle  zu  betrachten,  bei  denen  wir  stets  voraussetzen,  dass  alle 
Gliedlängen  von  endlicher  Grösse  sind. 

Ist  erstens  das  Glied  b  das  kleinste  und  das  anliegende  Glied  a 

das  grösste  des  Eurbelmechanismus,  und  wird  vorausgesetzt,  dass 

die  Summe  des  kleinsten  und  des  grössten  Gliedes  kleiner  sei  als 

die  Summe  der  beiden  anderen  anliegenden  Glieder,  dass  also  die 

Bedingung: 

a  +  b  <  c  +  rf    ....    I) 

bestehe,  so  folgt  hieraus,  weil  tf  <  a  ist: 

rf  +  *<c  +  a    .    .    .    .    n), 

und  weil  auch  c  <Ca  ist: 

*  c  +  i<a  +  rf....m). 

Ist  zweitens  wieder  das  Glied  b  das  kleinste,  aber  das  gegen- 
über liegende  Glied  d  das  grösste,  und  wird  vorausgesetzt,  dass  die 
Summe  des  kleinsten  und  des  grössten  Gliedes  kleiner  sei  als  die 
Summe  der  beiden  anderen  gegenüber  liegenden  Glieder,  dass 
demnach  die  Bedingung: 

b  +  d  <  a  +  c    ....    II) 
bestehe,  so  ergiebt  sich  hieraus,  weil  c  <id  ist: 

A  +  c  <  a  +  rf    .     .     .     .    III), 
und  weil  auch  a  <Cd  ist: 

a  +  b  <:  d  +  c    .     .     .    .    T). 

Es  gelten  hiemach  in  den  beiden  Fällen  dieselben  drei  Be- 
dingungen. Vermöge  der  Bedingung  I)  kann  für  beide  Fälle  in 
Fig.  321  und  882  das  kleinste  Glied  b  in  die  Verlängerung  des 
Gliedes  a  gedreht  werden,  so  dass  das  Dreieck  ALF  gebildet 
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wird.  Infolge  der  Bedingimg  II)  kann  das  Glied  b  in  a  gedreht 
werden,  so  dass  in  Fig.  328  and  324  das  Dreieck  ALF  entsteht; 
denn  in  diesem  ist  rf  <  c  +  a  —  b  oder  ä  +  rf  <  a  +  c.  Dem- 
nach kann  das  eine  der  beiden  Glieder  e,  d  keine  ganze. Um- 
drehnng  in  dem  anderen  vollziehen.  GemSss  der  Bedingung  III) 
iSsst  sich  das  kleinste  Glied  ^  in  die  Verlangerang  yon  c  bringen 
and  in  Fig.  326  und  326  das  Dreieck  AL^  bilden.  Vermöge  der 
Bedingung  l)  kann  b  mit  c  zasammenfsdlen ,  so  dass  in  Fig.  827 
and  828  das  Dreieck  AjL<I>  entsteht;  denn  in  diesem  ist  a  <  ^ 
+  c  —  b  oder  a  +-  i  <  c  +  rf.  Dem  zufolge  kann  das  kleinste 
Glied  b  ganze  Umdrehungen  in  dem  Gliede  a  und  auch  in  dem 
Gliede  c  ausfuhren;  and  umgekehrt  a  ia  b^  sowie  c  in  b.  Da- 
gegen kann  aber  das  eine  der  Glieder  a,  d  keine  ganzen  Um- 
drehungen in  dem  anderen  machen. 

Wenn  drittens  bei  der  Annahme,  dass  b  das  kleinste  Glied 
und  das  anliegende  a  das  grösste  sei,  insbesondere  die  Summe 
des  kleinsten  und  des  grössten  Gliedes  gleich  der  Summe  der 
beiden  anderen  anliegenden  Glieder  ist,  also  die  Bedingung: 

c  +  Ä  —  c  +  rf    .    .    .    .    I^) 
besteht,  so  ist  aach,  weil  i/<a,  c<a: 

d  +  b  <  c  +  a    .    .    .    .    II) 
beziehlich: 

c  +  b  <:  a  +  d    .    .    .    .    ni). 

Wenn  yiertens  wieder  b  das  kleinste,  aber  das  gegenttber 
liegende  Glied  d  das  grösste  ist,  insbesondere  die  Sunmie  des 
kleinsten  and  des  grössten  Gliedes  gleich  der  Summe  der  beiden 
anderen  gegenttber  liegenden  Glieder  ist,  also  die  Bedingung: 

Ä  +  i/  «"  a  +  c    .    .    .    .    Ilft) 
besteht,  so  folgt,  weil  c  <  £/,  a  <Cd: 

b  +  c  <  a  +  d    ....    III) 
beziehlich : 

a  +  b  <  d  +  e    .     .     .     .    I). 

Infolge  der  Bedingung  I^  wttrde  in  Fig.  821  und  827  der 
Punkt  £  in  die  Gerade  ^  A  fallen,  und  die  betreffenden  Dreiecke 
degeneriren  dann  zu  einer  Geraden.  Vermöge  der  Bedingung  IIo) 
wttrde  in  Fig.  824  und  328  der  Punkt  L  in  die  verlängerte  Ge- 
rade A4>  fallen;  die  betreffenden  Dreiecke  schrumpfen  dann  in 
eine  Gerade  zasammen.  Da  durch  diese  Sonderfftlle  die  obigen 
Folgerungen  nicht  alterirt  werden  und  da  auch  im  Uebrigen  die- 
selben Bedingungen  vrie  vorhin  bestehen,  so  gelten  in  dem  dritten 
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und  vierten  Falle  die  gleichen  Beziehungen  wie  im  ersten  and 
zweiten  Falle. 

Hiernach  ist  in  den  vier  betrachteten  Fällen  das  kleinste 
Glied  b  Enrbel  nnd  das  gegenttber  liegende  Glied  d  Schwinge, 
wenn  das  eine  der  beiden  anderen  Glieder  a  oder  c  festgehalten 
wird ;  dagegen  sind  a  und  c  beide  Kurbeln  oder  beide  SchwingeUi 
je  nachdem  das  kleinste  Glied  b  oder  das  gegenttber  liegende  d 
fest  ist. 

Wird  fünftens  bei  der  Annahme,  dass  b  das  kleinste  Glied 
und  a  das  grösste  sei,  vorausgesetzt: 

a  +  b  >  c  +  d  .  .  .  .  10, 
so  ergiebt  sich  hieraus,  weil  c  >>  6 : 

a  +  c  >  b  +  d  .  .  .  .  II), 
und  weil  rf  >  i  ist: 

a  +  d  >  c  +  i    .    .     .    .    IE). 

Wird  sechstens  bei  der  Annahme,  dass  b  das  kleinste  Glied 
und  d  das  grOsste  sei,  vorausgesetzt: 

b  +  d  >  a  +  c  .  .  .  .  nO, 
so  folgt  hieraus,  weil  a>  b  ist: 

a  +  d  >  b  +  c  .  .  .  .  m), 
und  weil  c  >  6  ist,  auch: 

c  +  d  >  a  +  b    .     .    .     ,    I). 

Hier  bleiben  also  im  fünften  Falle  die  beiden  Bedingungen 
U),  III),  und  im  sechsten  Falle  die  beiden  Bedingungen  HI),  I) 
bestehen. 

Wegen  der  Bedingung  F)  im  fttnften  Falle  ist  sowohl  in 
Fig.  321  das  Dreieck  AXi^  als  in  Fig.  827  das  Dreieck  AL^ 
nicht  möglich;  somit  kann  das  eine  der  Glieder  &,  a  nur  gegen 
das  andere  schwingen,  und  dasselbe  gilt  von  den  Gliedern  6,  c. 
Da  hier  femer  die  beiden  Bedingungen  H),  HI)  gelten,  so  besteht 
dem  gemäss  in  Fig.  828  das  Dreieck  ALF  und  beziehlich  in 
Fig.  826  das  Dreieck  AZ<I>;  folglich  können  wie  vorhin  auch 
hier  die  Glieder  d,  c,  so  wie  die  Glieder  c/,  a  nur  gegen  einander 
schwingen. 

Wegen  der  Bedingung  U!)  im  sechsten  Falle  ist  sowohl  in 
Fig.  324  das  Dreieck  AZF  als  in  Fig.  828  das  Dreieck  AL^ 
nicht  möglich ;  demnach  kann  das  eine  der  Glieder  6,  a  nur  g^en 
das  andere  schwingen,  und  dasselbe  gilt  von  den  Gliedern  ä,  c. 
Da  aber  hier  die  beiden  Bedingungen  HI),  I)  gelten,  besteht  dem 
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zufolge  in  Fig.  326  das  Dreieck  AZ4>  und  beziehlich  in  Fig.  322 
das  Dreieck  AZF;  somit  können  wie  vorhin  auch  hier  die  Glie- 
der d^  ttj  so  wie  die  Glieder  d^  c  nur  gegen  einander  schwingen. 
Da  hiermit  alle  in  Betracht  kommenden  Fälle  erschöpft  sind,  so 
folgt  ans  diesen  Darlegangen  der  Gras hof 'sehe  Satz: 

Der  Knrbelmechanismns  kann  nur  dann  ein 
Schwingknrbelgetriebe  oder  ein  Doppelknrbel- 
getriebe  liefern,  wenn  die  Summe  der  kleinsten  und 
der  grössten  Gliedlänge  nicht  grösser  als  die  Summe 
der  beiden  anderen  Gliedlängen  ist;  und  zwar  wird 
er  dann  durch  Feststellung  des  kürzesten  Gliedes  ein 
Doppelkurbelgetriebe,  durch  Feststellung  eines  der 
beiden  diesem  benachbarten  Glieder  ein  Schwing- 
kurbelgetriebe, bei  welchem  das  kürzeste  Glied  die 
Kurbel  ist;  in  allen  anderen  Fällen  gehen  Doppel- 
schwinggetriebe aus  dem  Kurbelmechanismus  hervor^). 

123.  Bewegungsvorgänge  bei  dem  Schwingkurbelgetriebe  und 
bei  dem  durclisclilagenden  Scliwinglcurbelgetriebe.  Um  die  Bewe- 
gungsTorgänge  bei  verschiedenen  Längenverhältnissen  der  Glieder 
des  Kurbelgetriebes  zu  überschauen,  wollen  wir  für  die  Länge  a 
des  festen  Gliedes  oder  Steges  verschiedene  Grössen  annehmen; 
aber  die  übrigen  Gliedlängen  b^  c^  d^  von  denen  b  die  kleinste, 
c  die  grösste  sein  möge,  als  constant  betrachten,  und  mit  dem 
Schwingkurbelgetriebe  beginnen. 

Der  Punkt  L  kann  sich  bei  dem  in  Fig.  328  gezeichneten 
Kurbelgetriebe  von  4>  höchstens  um  die  Strecke  c  +  6,  mindestens 
um  die  Strecke  c  —  b  entfernen ;  und  der  Punkt  F  kann  von  A 
höchstens  den  Abstand  c  +  d^  mindestens  den  Abstand  c  —  d  er- 
halten. Die  in  Fig.  329  um  4>  mit  den  Radien  c  +  *,  c  —  b  be- 
schriebenen SLreise  ^6+»,  fc-h  schneiden  den  Bahnkreis  l  des 
Punktes  L  beziehlich  in  den  Punktpaaren  X'S*  und  Z'8^  Die 
um  A  mit  den  Radien  c  +  d^  c  —  d  beschriebenen  Kreise  /c+d, 
Ic-d  treffen  aber  den  Bahnkreis  q)  des  Punktes  F  nicht.  Dem- 
nach sind  bei  dem  betrachteten  Kurbelgetriebe  die  Punkte  L\  L^ 
auf  dem  Elreise  l  die  Bahngrenzen  des  Punktes  L]  denn  L  ge- 
langt nach  L\  wenn  4>F  die  Lage  4>F*  in  der  Geraden  i*^ 
annimmt,  und  nach  i*,  wenn  OF  die  Lage  4>F*  erhält,  also  in 
die  Verlängerung  von  i*  ^  fällt  Die  beiden  anderen  Punkte  8*,  8* 
sind  jedoch  nur  dann  Grenzpunkte  ftlr  die  Bahn  des  Punktes  X, 


>)  Vergl.  F.  Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre,  1883.  B.  IL  S.  117. 
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wenn  wir  uns  das  Enrbelgetriebe  um  4>  A  in  die  Zeichnongsebene 
umgeklappt  denken.  Diese  Anordnung,  welche  mit  der  in  Fig.  329 
gezeichneten  bezüglich  der  Geraden  4>A  symmetrisch  ist,  wollen 
wir  nicht  weiter  in  Betracht  ziehen.  Da  die  genannten  Kreise 
4+<fi  4-d  den  Bahnkreis  q>  nicht  schneiden^  so  kann  das  Glied  b 
ganze  Umdrehungen  um  4>  machen.  W&hrend  dasselbe  eine  Um- 
drehung vollendet,  durchschreitet  der  Punkt  L  hin-  und  hergehend 
den  Bogen  L^  L*  und  das  Glied  d  vollzieht  eine  Sch?nmgung.  In 
diesem  Falle  ist  also  das  Glied  b  eine  Kurbel,  das  Glied  d  eine 
Schwinge  und  dieses  Getriebe  ist  demnach  ein  Schwingkurbel- 
getrie.be. 

Bewegt  sich  in  Fig.  829  ^  der  Punkt  F  von  F^  ausgehend  in 
der  Pfeilrichtung  bis  F^y  dann  durchschreitet  der  Punkt  L  den 
Bogen  X*  L%  und  während  F  seine  Bewegung  von  F*  bis  F*  fort- 
setzt, legt  L  den  Bogen  L*L^  zurück.  In  den  beiden  Momenten, 
wenn  F  die  Punkte  F\  F*  durchschreitet,  tritt  flir  £  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  L\  IJ  Umkehr  der  Bewegung  ein;  und  da- 
her nennen  wir  die  Punkte  L\  L*  Umkehrpunkte.  Denken 
wir  uns  den  Punkt  L  von  L^  aus  in  die  Pfeilrichtung  getrieben, 
so  kann  der  in  F^  befindliche  Punkt  F  sich  auf  dem  Bahnkreise 
q>  in  dem  einen  oder  dem  anderen  Sinne  bewegen.  Dasselbe  gilt, 
wenn  L  sich  in  L*  und  dem  entsprechend  F  sich  in  F*  befindet; 
und  daher  nennen  wir  die  Punkte  F\  F*  Wechselpunkte.  Jene 
Umkehrpunkte  und  diese  Wechselpunkte  werden  gemeinsam  Todt- 
p unkte  genannt,  und  die  entsprechenden  Lagen  der  Koppel  c 
heissen  Todtlagen. 

Ist  insbesondere  in  Fig.  830  die  Summe  der  beiden  benach- 
barten Glieder  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen  benachbarten 
Glieder,  also: 

dann  ist  auch: 

a  —  rf  «=a  c  —  b. 

Demnach  wird  der  Bahnkreis  q>  von  dem  Kreise  le-^d  in  F^  und 
der  Bahnkreis  l  von  dem  Kreise  fe-b  in  L^  berührt ;  es  ist  also 
jP^i«  =  FL  =  c,  und  alle  Glieder  klappen  in  der  Centralen  *  A 
zusammen.  In  diesem  Falle  gelangen,  wenn  in  Fig.  330^  der 
Punkt  F  im  Sinne  des  Pfeilbogens  rotirt,  die  Punkte  F,  L  gleich- 
zeitig nach  jP°,  L^  und  können  die  Centrale  4>A  in  gleicher  Rich- 
tung überschreiten.  Stösst  aber  die  Koppel  FL  bei  L^  auf  eine 
angebrachte  Stützung,  so  wird,  wenn  F  von  jP'  ausgehend  nach 
F^  rotirt,  der  Punkt  L  den  Bogen  i*  L^  durchlaufen ;  beim  Ueber- 
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gang  des  Punktes  F  Aber  die  Centrale  ist  aber  der  Punkt  L  ge- 
zwungen in  U  nmznkehreni  und  während  F  eine  ganze  Umdrehung 
vollendet,  hat  sich  L  auf  dem  Bogen  TJ  U  hin-  und  herbewegt 
Das  Analoge  gilt  in  symmetrischer  Anordnung  auf  der  anderen 
Seite  der  Centralen ,  wenn  der  Uebergang  des  Punktes  L  nach 
oben  hin  verhindert  wird.  Bewegt  sich  F  von  S'  ausgehend  im 
Sinne  des  Pfeilbogens  bis  F^^  von  dort  weiter  bis  SrS  so  durch- 
schreitet L  den  Bogen  S*X®,  ist  gezwungen  in  U  umzukehren,  und 
gelangt  wieder  nach  S^  zurfick.  Diese  zwei  Bewegungsvor^ge 
auf  dem  Bahnkreise  X  sind  durch  die  beiden  äusseren  Pfeilbogen 
veranschaulicht. 

Wird  der  Uebergang  des  Punktes  L  über  die  Centrale  durch 
Beharrungsschluss  vermittelt  und  hierdurch  die  Zweideutigkeit  der 
Bewegung  an  der  Stelle  U  beseitigt,  so  bewegt  sich,  wenn  der 
Punkt  F  von  F^  ausgehend  nach  F^  rotirt,  der  Punkt  L  von  U 
nach  U^  und  beide  Punkte  jP,  L  ttberschreiten  gleichzeitig  in  glei- 
chem Sinne  die  Centrale.  Hat  F  weiter  rotirend  den  Punkt  S^ 
erreicht,  dann  ist  L  nach  8^  gekommen,  und  nachdem  F  eine 
ganze  Umdrehung  beendet  hat,  also  wieder  in  F^  angelangt  ist, 
befindet  sieh  L  noch  auf  dem  Wege  S*  X^  Beginnt  F  eine  zweite 
Umdrehung,  dann  ttberschreiten  F,  L  resp.  bei  F^j  L^  gleichzeitig, 
aber  in  entgegengesetzter  Richtung  die  Centrale,  und  nachdem  F 
zum  zweiten  Male  nach  seiner  Ausgangslage  F^  zurückgekehrt  ist, 
gelangt  dagegen  L  erst  zum  ersten  Male  nach  seiner  Ausgangs- 
lage  £'  zurttck.  Bei  diesem  Getriebe,  das  vrir,  weil  der  Bogen 
DL^i^  mit  seiner  convexen  Seite  nach  dem  Bahnkreise  fp  gewen- 
det ist,  ein  convexes  durchschlagendes  Schwingkurbel- 
getriebe nennen  wollen,  macht  der  Punkt  L  auf  dem  Bogen 
X'S^  nur  einen  Hin-  und  Hergang,  d.  h.  nur  eine  ganze  Schwin- 
gung, wenn  die  Kurbel  ^F  zwei  ganze  Umdrehungen  vollendet 
hat  Dieser  Bewegungsvorgang  ist  durch  den  innerhalb  des  Bahn- 
kreises q>  gezeichneten  doppelten  Pfeilkreis  und  durch  den  an  der 
Innenseite  des  Bahnkreises  l  gezeichneten,  entsprechenden  Pfeil- 
bogen veranschaulicht 

Ist  in  Fig.  881: 

Ä  -f-  <?  ■"  ö  +  ^» 
dann  ist  auch: 

c  —  rf  =^  a  —  Ä, 

Demnach  wird  der  Bahnkreis  X  von  dem  Kreise  fc^h  in  L^ 
und  der  Kreis  q>  von  dem  Kreise  4-d  in  F^  berührt  Der  Be- 
wegnngsvorgang  ist  dann  analog  dem  vorigen.    Ist  der  Punkt  L 
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verhindert  die  Centrale  4>A  zu  ttberschreiten,  so  bewegt  sich  der- 
selbe nur  auf  einer  Hälfte  des  Bogens  X'X^S*  bis  X®  hin-  und 
hergehend,  während  der  Punkt  F  eine  ganze  Umdrehung  voll- 
endet. Wenn  aber  der  stetige  Uebergang  des  Punktes  L  über  die 
Centrale  durch  Beharrungsschluss  vermittelt  wird,  dann  durchläuft 
der  Punkt  L  den  Bogen  L*  L®8'  einmal  hin-  und  hergehend,  wäh- 
rend der  Punkt  F  zwei  Umdrehungen  beendet.  Diese  Bewegungs- 
vorgänge sind  in  Fig.  331  ^  durch  die  entsprechenden  ausserhfUb, 
so  wie  innerhalb  der  Bahnkreise  %  X  gezeichneten  Pfeile  anschau- 
lich gemacht.  Dieses  Getriebe  nennen  wir,  weil  der  Bogen  L^L^2^ 
mit  seiner  concaven  Seite  nach  dem  Bahnkreise  q>  gewendet  ist, 
ein  concaves  durchschlagendes  ächwingkurbelgetriebe. 

124.  Bewegungsvorgänge  bei  dem  Doppelkurbelgetriebe  und 
bei  dem  durchschlagenden  Doppelkurbelgetriebe.  In  Fig.  332  ist 
die  Steglänge  a  so  weit  verkürzt,  dass  weder  der  Bahnkreis  k  von 
den  nicht  gezeichneten  Kreisen  fc-^by/c-b^  noch  der  Bahnkreis  q> 
von  den  Kreisen  /c+j,  Ic-d  geschnitten  wird.  Demnach  können  in 
diesem  Falle  die  beiden  Glieder  A,  d  ganze  Umdrehungen  machen 
und  vollenden  gleichzeitig  eine  Umdrehung.  Dieses  Getriebe  ist  also 
ein  Doppelkurbelgetriebe,  das  auch  in  der  Praxis  Kurbel- 
kuppelung genannt  wird.  Wenn  wir  die  Steglänge  a  bis  auf 
Null  verkürzen,  was  im  Falle  ä  +  rf  >  c  möglich  ist,  so  coinci- 
diren  die  beiden  Axen  <I>,  A,  und  wir  erhalten  dann  ein  rotiren- 
des  starres  Dreieck. 

Sind  insbesondere  in  Fig.  333  die  Summen  der  gegenüber 
liegenden  Glieder  gleich,  ist  also: 

a  +  c  =  A  +  rf, 

so  ergiebt  sich  hieraus  auch: 

ö  —  ü  =  c  —  rf, 

c  —  b  =  d  —  a. 

Dem  zufolge  wird  der  Bahnkreis  9>  von  dem  Kreise  /«-d  in 
i^,  der  Bahnkreis  l  von  dem  Keise/e-.»  in  U  berührt,  und  es 
ist  F^L^  =  FL  =s  c.  In  diesem  Falle  nennen  wir  das  Getriebe 
ein  durchschlagendes  Doppelkurbelgetriebe.  Die  Be- 
wegungsvorgänge sind  hier  nicht  so  leicht  zu  verfolgen,  und  des- 
halb haben  wir  in  Fig.  334  die  Polbahn  n  und  die  Polcurve  p 
eines  durchschlagenden  Doppelkurbelgetriebes  constrüirt  Die  Pol- 
bahn 7t  wird  von  der  Centralen  <I>A,  die  Polcurve  p  von  der 
Koppel  FL  symmetrisch  getheilt;  die  Sjmmetralpunkte  ^,  $'', 
P^,  P^'  wurden,  wie  wir  in  Art.  52  angegeben  haben,  bestimmt 
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Der  besseren  Uebersicht  wegen  sind  die  entsprechenden  Hälften 
dieser  Garven  beziehlich  ausgezogen  und  gestrichelt. 

Wenn  der  Punkt  F  im  Sinne  des  Pfeiles  nach  F^  rotirt,  hier 
die  Centrale  überschreitet,  dreht  sich  der  Pnnkt  L  in  gleichem 
Sinne  und  Überschreitet  an  der  Stelle  L^  gleichzeitig,  aber  in  ent- 
gegengesetzter Bichtnng  mit  F^  die  Centrale.  Während  dieses  Vor- 
ganges rollt  der  Bogen  $  P'  der  Polcurye  p  anf  dem  Bogen  $  $' 
der  Polbahn  ^,  und  im  Momente  der  Ueberschreitung  der  Cen- 
tralen treten  die  Punkte  P\  $'  in  Berflhrnng.  Bei  fortgesetzter 
Drehung  des  Punktes  F  rollt  die  ausgezogene  Hälfte  der  Polcurve 
auf  der  ausgezogenen  Hälfte  der  Polbahn ,  und  indem  F  zum 
zweiten  Male  nach  F^  gelangt,  überschreitet  auch  L  in  L^  zum 
zweiten  Male  gleichzeitig  mit  F  in  entgegengesetzter  Bichtung 
die  Centrale;  aber  diese  zweite  Ueberschreitung  unterscheidet 
sich  von  der  ersten  dadurch,  dass  jetzt  der  Punkt  P''  der  Pol- 
cunre  mit  dem  Punkte  ^''  der  Polbahn  in  Berührung  tritt.  Vor 
der  ersten  Ueberschreitung  hat  das  durchschlagende  Doppelkurbel- 
getriebe beispielsweise  die  gezeichnete  Gestalt  ^FLA]  vor  der 
zweiten  dagegen  erscheint,  wenn  L  wieder  in  dieselbe  Lage 
gekommen  ist,  die  durch  Pnnktirung  gekennzeichnete  Gestalt 
<PF^LA.  Bewegt  sich  der  Punkt  jP  gleichförmig,  so  ist  die  Be- 
wegung des  Punktes  L  bei  dem  ersten  Durchgange  an  der  Stelle 
L^  langsamer  als  bei  dem  zweiten.  Der  periodische  Bewegungs- 
Yorgang  des  Punktes  L  wiederholt  sich  in  gleicher  Weise,  wäh- 
rend der  Punkt  F  je  zwei  ganze  Umdrehungen  vollendet. 

Sind  bei  einem  Doppelkurbelgetriebe,  dessen  kleinstes  Glied  tf, 
dessen  grösstes  Glied  d  ist,  die  Summen  der  anliegenden  Glieder 
gleich,  ist  also  a  +  d  ^^  b  +  c^  so  erhalten  wir  ebenfalls  ein 
durchschlagendes  Doppelkurbelgetriebe,  dessen  Bewe- 
gungsvorgänge in  analoger  Weise  wie  vorhin  auftreten. 

125.  Bewegungavorginge  bei  dem  Doppelschwinggetriebe  und 
bei  dem  durchschlagenden  Doppelschwinggetriebe.  In  Fig.  386  wird 
bei  vergrOsserter  Steglänge  a  der  Bahnkreis  l  nur  von  dem  Kreise 
fc+  b  in  den  Punkten  L\  S^  geschnitten ;  und  anderseits  wird  der 
Bahnkreis  q>  nur  von  dem  Kreise  le+d  in  den  Punkten  F'^  f$'  ge- 
schnitten. Die  Eüreise  fe-bf  A  und  le~df  q>  treffen  sich  aber  nicht. 
Befindet  sich  die  Koppel  FL  in  der  Lage  6'S^  Fig.  386%  so  kann, 
wenn  F  von  8'  aus  bewegt  wird,  der  Punkt  L  entweder  von  8' 
nach  L^  oder  8'  sich  bewegen.  Nehmen  wir  an,  dass  die  erste 
Bewegung  stattfindet,  dann  gelangt  L  nach  L\  wenn  F  den  Punkt 
F'  überschreitet;  und  während  i^'bis  F'  rotirt,  durchläuft  L  rück- 
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wärtsgehend  den  Bogen  DL  K  Durch  die  entsprechenden  M.a8seren 
Pfeilbogen  wird  diese  Bewegung  veranschaulicht  Bewegt  sich  da- 
gegen, wenn  F  von  t$^  ausgeht,  der  Punkt  L  in  entgegengesetzter 
Sichtung  S'8S  so  durchschreitet  derselbe  zunächst  den  Bogen  8^8*, 
hierauf  zurttckkehrend  den  Bogen  %^U^  während  F  von  3'  nach 
F^  rotirt.  Diese  Bewegung  ist  durch  die  entsprechenden  inneren 
Pfeilbogen  schematisch  dargestellt  In  diesem  Falle  kann  also 
jedes  der  beiden  Glieder  <E>F,  AZ  nur  Schwingungen  machen 
und  daher  ist  dieses  Getriebe  ein  Doppelschwinggetriebe. 
Die  Bewegung  wird  um  so  mehr  beschränkti  je  grOsser  die  Steg- 
länge a  ist,  und  wenn  a  »» &  4.  e  +  (f  wird,  also  die  grOsste  Länge 
erhält,  dann  ist  keine  Bewegung  möglich. 

Verkleinern  wir  jetzt  die  Steglänge  a,  so  dass  in  Fig.  386  nur 
der  E[reis  fc^b  den  Bahnkreis  l  in  L\  ^  und  femer  nur  der  Kreis 
Ic-d  den  Bahnkreis  q>  in  F^\  ^^^  schneidet;  dann  ist  der  Bewe- 
gungSYorgang  analog  wie  vorhin.  Befindet  sich  die  Koppel  FL 
in  der  Ausgangslage  F^^U^^  Fig.  886*,  und  bewegt  sich  der  Punkt 
X,  wie  der  äussere  Pfeilbogen  anzeigt,  in  der  Richtung  D^L\  so 
durchschreitet  L  den  Bogen  V^L\  während  F  nach  F^  gelangt 
Hierauf  bewegt  sich  L  zurttckkehrend  bis  8'^,  wenn  F  nach  f$^' 
gekommen  ist  Ist  dagegen  die  An&ngsbewegung  des  Punktes  £, 
wie  der  innere  Pfeilbogen  anzeigt,  nach  8'  gerichtet,  dann  durch- 
läuft L  den  Bogen  X'^S«,  während  F  von  F^  nach  g*  rotirt  Hier- 
auf bewegt  sich  L  zurttckkehrend  auf  dem  Bogen  8^8'^  bis  8^, 
wenn  F  nach  §''  gelangt.  Weil  die  beiden  Glieder  *  jP,  Ai  nur 
Schwingungen  machen  können,  ist  auch  dieses  Getriebe,  wie  das 
vorige,  ein  Doppelschwinggetriebe.  Das  vorige  Doppel- 
schwinggetriebe unterscheidet  sich  von  diesem  dadurch,  dass  bei 
jenem  die  beiden  Schwingungsbogen  gegen  einander  convex,  bei 
diesem  aber  gegen  einander  concav  sind.  Wir  haben  bei  den  bei- 
den DoppelBchwinggetrieben  die  kttrzeste  Schwinge  ^F  von  einer 
Grenzlage  in  die  andere  geführt  und  die  beiden  entsprechenden 
Bewegungen  der  grösseren  Schwinge  AZ  verfolgt.  Wir  können 
aber  auch  die  grössere  Schwinge  AZ  von  einer  Grenzlage  in  die 
andere  rotiren  lassen,  dann  ergiebt  sich,  dass  auch  der  Punkt  F 
in  analoger  Weise  zwei  verschiedene  entsprechende  Bewegungen 
vollziehen  kann. 

In  Fig.  887,  Taf.  XXTTT,  ist  ein  Doppelschwinggetriebe  ge- 
zeichnet, bei  welchem  die  Koppel  c  das  kleinste,  der  Steg  a  das 
grösste  Glied  ist,  und  die  Summen  der  gegenttber  liegenden  Glie- 
derpaare gleich  sind,  also: 
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a  -4-  c  «=  b  +  d. 
Hieraus  folgt: 

and  demnach  erhalten  wir  ein  durchschlagendes  Doppel- 
schwinggetriebCy  dessen  Koppel  die  Centrale  innerhalb  der 
Axen  ^9  A  überschreitet  Der  um  4>  mit  dem  Badius  &  +  <^  be- 
schriebene Kreis  fh^c  schneidet  den  Bahnkreis  l  in  den  Punkten 
L\  8\  und  der  um  A  mit  dem  Radius  c  +  d  beschriebene  Ej-eis 
/e+d  trifft  den  Bahnkreis  q>  in  den  Punkten  F^^  f$'.  Bewegt  sich 
F  nach  dem  Wechselpunkte  F"^^  dann  gelangt  L  nach  dem  Um- 
kehrpunkte L\  und  während  F  sich  weiter  bis  F^  bewegti  schreitet 
L  imikehrend  nach  U.  Wird  nun  F  rückwärts  geführt,  so  kann 
L  in  dem  Wechselpunkte  U  sich  in  dem  einen  oder  dem  anderen 
Sinne  bewegen ;  gleichzeitig  mit  F  überschreitet  aber  L  die  Cen- 
trale 4>jP.  Auf  der  anderen  Seite  der  Centralen  sind  die  Bewe- 
gungsTOi^^ge  symmetrisch. 

Wir  haben  in  Fig.  887  dieselben  Qliedlängen  wie  bei  dem  in 
Fig.  884,  Taf.  XXTT,  gezeichneten  durchschlagenden  Doppelkurbel- 
getriebe gewählt  Wir  erhalten  demnach,  wenn  wir  bei  diesem  das 
Glied  c  feststellen  und  die  Curre  7t  auf  der  ruhenden  Curve  p 
rollen  lassen,  die  Bewegungsvor^ge  des  durchschlagenden  Dop- 
pelschwinggetriebes in  Fig.  837. 

Bei  dem  in  Fig.  888  dargestellten  Doppelschwinggetriebe  ist 
wieder  die  Koppel  c  das  kleinste,  aber  der  Arm  d  das  grOsste 
Olied,  und  die  Simimen  der  anliegenden  Gliederpaare  sind  gleich. 
Es  ist  also: 

fl  +  Ä  c=  c  +  rf, 

und  demnach: 

c  —  a  +  Ä  —  rf==  F°i°. 

In  diesem  Falle  erhalten  wir  ein  durchschlagendes  Doppel- 
schwinggetriebe, bei  welchem  die  Centrale  ausserhalb  der 
Axen  4^,  A  ron  der  Koppel  FL  überschritten  wird.  Der  imi  4> 
mit  dem  Badius  b  -^  e  beschriebene  Kreis  fh^c  schneidet  den 
Bahnkreis  X  in  den  Punkten  L\  8^  und  der  um  A  mit  dem  Badius 
d  —  c  beschriebene  Kreis  h-e  trifft  den  Bahnkreis  q)  in  den 
Punkten  F\  f$^  Die  Bewegungsvorgänge  ergeben  sich  wie  bisher 
aus  den  eingezeichneten  Todtlagen  der  Koppel  ohne  Schwierigkeit 
Bei  allen  bisher  behandelten  Doppelschwinggetrieben  fanden 
zu  beiden  Seiten  der  Centralen  ^  A  die  Bewegungsvorgänge  statt, 
und  daher  wollen  wir  schliesslich  in  Fig.  889  noch  ein  Doppel- 
schwinggetriebe betrachten,   dessen  Bewegungsvorgänge  nur  an 
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einer  Seite  der  CeDtralen  auftreten.  Die  beiden  nm  4>  mit  den 
Radien  i  +  c,  b  —  c  beschriebenen  Kreise  yi+c,  fh-e  bestimmen 
einerseits  auf  dem  Bafankreise  X  die  Schnittpunkte  L^y  L\  and 
die  beiden  um  A  mit  den  Radien  £^+^7  d  —  c  beschriebenen 
Kreise  U+e^  U-e  treffen  einerseits  den  Bahnkreis  (p  in  den  Punk- 
ten F'y  F^'.  Wir  haben  beispielsweise  die  beiden  Arme  A,  d  gleich 
lang  angenommen,  und  daher  sind  die  aus  den  eingezeichneten 
TodÜagen  erkenntlichen  Bewegungsvorgänge  in  diesem  Falle  be- 
züglich der  in  der  Mitte  auf  4>  A  senkrechten  Geraden  symmetrisch. 
Ftlr  dieses  Getriebe,  welches  als  ein  gleicharmiges  Doppel- 
schwinggetriebe bezeichnet  werden  kann,  sind  in  Fig.  340  die 
symmetrisch  gestalteten  RoUcurven  tt,  p  gezeichnet,  von  denen  die 
Polcurye  p  auf  der  festen  Polbahn  n  rollt.  Durch  die  RoUcurven 
wird  aber,  wenn  sie  complicirt  gestaltet  sind,  die  Uebersichtlich- 
keit  der  Bewegnngsvorgänge  im  Allgemeinen  nicht  gefördert  0«  In 
dem  betrachteten  Falle  rollt  die  complicirt  gestaltete  Ourve  p  auf 
der  ruhenden  Gurve  n.  Denken  wir  uns  diese  Bewegung  umge- 
kehrt, also  das  Glied  c  festgestellt,  dann  geht  aus  diesem  Mecha- 
nismus ein  gleicharmiges  Doppelkurbelgetriebe  hervor, 
bei  welchem  die  Curve  7t  auf  der  jetzt  festen  Curve  p  rollt 

126.  Die  dreifache  Erzeugung  der  Koppeicurve  des  Kurbel- 
getriebes. Die  Curve,  welche  ein  mit  der  Koppel  verbundener 
Punkt  im  Bezug  auf  den  Steg  beschreibt,  nennen  wir  eine  Koppei- 
curve. Um  zu  beweisen,  dass  die  Koppeicurve  durch  drei  ver- 
schiedene Kurbelgetriebe  erzeugt  werden  kann,  müssen  wir  noch 
einige  für  die  Folge  wichtige  Beziehungen  ableiten,  welche  die 
Grundlage  unserer  Entwickelung  bilden. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  in  Fig.  841  das  Dreieck  FAB  ähnlich- 
veränderlich, die  Ecke  F  sei  fest,  und  die  Ecken  ^4,  B  seien  resp. 
in  die  Lagen  A\  B'  gelangt,  so  folgt,  weil  FAB  ähnlich  FA'B' 
ist,  dass  auch  die  Dreiecke  FAA'^  FBB'  ähnlich  sind;  denn  ihre 
Winkel  bei  F  sind  gleich,  und  fUr  die  anliegenden  Seiten  besteht 
die  Proportion  FA:FB  =  FA! : FB\  Hieraus  ergiebt  sich,  wenn 
die  eine  der  beiden  Ecken  A^  B  eine  Curve  beschreibt,  so  durch- 
schreitet die  andere  Ecke  eine  ähnliche  Curve.  Diese  beiden 
Curven  gehören  zu  ähnlichen  ebenen  Systemen,  die  F  als  selbst- 
entsprechenden Punkt  besitzen  und  unter  dem  Winkel  AFB  gegen 
einander  gedreht  sind. 

^)  Eine  aUgemeine  analytische  Behandlang  der  BoUcurven  bat  Roberts 
in  den  Proceedings  ofthe  London  Mathematical  Society.  1871.  Vol.  III.  p.  310 
mitgetheilt.    Yergl.  aach  Ghasles,  Compies  Rendus.  1876.  LXXXII.  p.  1S76. 
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In  Fig.  342  ist  AOiClO^  ein  Gelenkparallelogramm ,  nnd  an 
die  benachbarten  Seiten  AO^J  AO^  sind  die  ähnlichen  Dreiecke 
O^F^A^  O^AL^  geheftet,  deren  Winkel  wir  mit  f,  l,  o  bezeichnen. 
Wird  femer  der  Parallelogrammwinkel  an  der  Ecke  0,  mit  u  nnd 
der  Winkel  t\AL^  mit  x  bezeichnet,  so  ist: 

a?  =  360°  — f  — I  — (180^  — tt)=  ISO^^  +  M  — (f  +  0, 

x=  180"  +  M  —  (180^  —  0)  =  w  +  0, 

nnd  somit  der  Winkel: 

F,0,a~F,AL^.      . 

Femer  besteht  infolge  jener  ähnlichen  Dreiecke  die  Proportion: 

0,F,'.0,il  =  AF,iAL^. 

Demnach  sind  die  Dreiecke  F^O^Cl  und  F^AL^  ähnlich,  imd  folg- 
lich ist  nach  der  obigen  Darlegung  das  Dreieck  F^CiL^  ähnlich 
dem  Dreieck  F^O^A^  sowie  auch  dem  Dreieck  AO^L^,  Durch 
Verändemng  des  Gelenkparallelogramms  AO^CiO^  erhalten  wir 
hiermit  ein  ähnlich -veränderliches  Dreieck  HF^L^. 

Ist  in  Fig.  343  die  Axe  H  des  Gelenkparallelogramms  AO^CiO^ 
fest,  und  ftthren  wir  den  Punkt  F^  auf  einer  Gurve  9p,  so  be- 
schreibt der  Punkt  L^  eine  ähnliche  Curve  A,  und  beide  Curven 
entsprechen  sich  in  ähnlichen  Systemen,  die  H  als  selbstent- 
sprechenden Punkt  besitzen.  Wenn  insbesondere  (jp,  X  Kreise  sind, 
deren  Mittelpunkte  wir  resp.  mit  <E>,  A  bezeichnen,  wenn  femer 
den  Lagen  F, ,  F/,  F{^, . .  des  auf  q>  geführten  Punktes  die  Lagen 
Z,,  Z^,  Z^V  •  des  auf  A  bewegten  Punktes  entsprechen,  so  sind  die 
Punktgebilde  a*J^,F{Ff^Ff^^.,  ßAL,Z^,Zi/Xi^^  .  ähnlich,  und 
der  Winkel,  den  die  entsprechenden  Radien  *i^i,  Ai^;  *i^/, 
A  Z^ ; . .  bilden,  ist  constant  gleich  dem  Winkel  0. 

Die  Bewegung  dieses  Mechanismus  wird  nicht  gehindert, 
wenn  wir  in  Fig.  344  an  <1>jP,-4  das  Gelenkparallelogramm  ^F^AF 
und  an  S.1j^A  das  Gelenkparallelogramm  KL^AL  anfügen.  Da 
nun  die  Sadien  <E>/^^,  AZ,  mit  einander  den  constanten  Winkel  0 
bilden,  so  ist  auch  der  Winkel  /^^Z«=o;  demnach  ist  das 
Dreieck  FAL  starr  und  dem  Dreiecke  4>QA  ähnlich.  Infolge 
dieser  Beziehung  erhalten  wir  die  drei  Kurbelgetriebe  \^FL^ 
^ClO^F^^  ClAL^O^  mit  den  ähnlichen  Koppeldreiecken  FLA, 
F^AO^,  AL^O^j  die  in  A  drehbar  mit  einander  yerbunden  sind, 
und  dem  festen  Axendreieck  4>A£2  ähnlich  sind.  Die  Koppel- 
cnrve  a,  welche  der  Punkt  A  beschreibt,  wird  also  gleichzeitig 
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durch  diese  drei  Kurbelgetriebe  auf  dreifache  Weise  erzeugt,  und 
wir  erhalten  somit  den  interessanten  Bober ts'schen  Satz^): 

Vermittelst  jedes  der  drei  Kurbelgetriebe  A<l> Fi/, 
^Q,O^F^J  ClAL^O^  wird  vom  Punkte -4  dieselbe  Koppel- 
curve  er  beschrieben. 

Jeder  der  drei  Pole  $,  ^j,  $,  dieser  drei  Kurbelgetriebe  be- 
stimmt mit  dem  beschreibenden  Punkte  A  verbunden  die  Normale 
der  Koppelcurve  a,  und  demnach  liegen  die  vier  Punktet,  %  $j,  ^, 
in  dieser  Normalen. 

127.  Gestaltungen  der  Koppelcurve.  Wird  in  Fig.  345  von 
einem  Koppelpunkte  A  des  Kurbelgetriebes  <E>  FL  A,  dessen  St^ 
4>A  ist,  eine  Koppelcurve  a  beschrieben,  die  in  der  betrachteten 
Lage  von  A  einen  Doppelpunkt  6  besitzt,  dann  muss  es  zwei 
Lagen  AFL,  AF'L'  des  Koppeldreiecks  geben,  bei  denen  in  G 
die  entsprechenden  Lagen  des  beschreibenden  Punkten  coinci- 
diren.  Verbinden  wir  diesen  Doppelpunkt  G  mit  den  festen  Axen- 
punkten  4>,  A,  so  werden  die  gleichen  Winkel  FGF\  L  GlJ  resp. 
von  6?4>,  GA  halbirt;  folglich  ist  der  Winkel  *GA  —  FGL,  und 
dem  gemäss  muss  der  Doppelpunkt  G  auf  dem  über  <I>A  beschrie- 
benen Kreise  i  liegen,  dessen  auf  <E>  A  stehender  Peripheriewinkel 
gleich  dem  Dreiecks winkel  FAL  ist.  Dieser  Kreis  geht  durch 
die  bei  der  dreifachen  Erzeugung  auftretenden  drei  festen  Axen 
4>,  A,  O,  weil  die  Dreiecke  ^ KU,  FLA  ähnlich  sind.  Bei  einem 
durchschlagenden  Kurbelgetriebe  giebt  es  aber  noch  einen  Sonder- 
doppelpunkt und  in  speciellen  Fällen  auch  zwei  Sonderdoppel- 
punkte, die  nicht  auf  diesem  Kreise  i  liegen.  Umgekehrt  folgt 
auch  aus  unserer  Darlegung,  dass  jeder  Schnittpunkt,  den  der 
Kreis  i  mit  der  von  dem  betreffenden  Punkt  A  beschriebenen 
Koppelcurve  a  bildet,  ein  Doppelpunkt  derselben  ist  Die  beiden 
Pole  %  $',  welche  den  Koppellagen  FLA,  F* V A  entsprechen, 
liefern  mit  G  verbunden  die  beiden  zu  dem  Doppelpunkte  ge- 
hörenden Normalen  der  Koppelcurve.  Fallen  diese  beiden  Nor- 
malen in  einer  Geraden  zusammen,  dann  geht  der  Doppelpunkt 
in  einen  Selbstberührungspunkt  der  Koppelcurve  über.  Goinci- 
diren  die  beiden  betrachteten  Koppellagen,  dann  coincidiren  auch 
diese  beiden  Pole  im  Punkte  G,  der  in  diesem  Falle  ein  Berüh- 
rungspunkt der  BoUcurven  und  somit  ein  Bückkehrpunkt  der 
Koppelcurve  ist.    Da  jeder  Punkt  der  Polcnrve  im  Moment  der 


1)  Roberts,  Three-bar  Motion  in  Plane  Space.   Proceedings  ofthe  Lon- 
don Mathematiedl  Society.  1875.  Vol.  YII.  p.  14. 
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BertthniBg  mit  der  Poibahn  in  Buhe  ist,  und  da  dies  bei  allen 
übrigen  mit  der  Koppel  rerbnndenen  Punkten  nicht  stattfindet, 
so  kann  ein  Rttckkehrpankt  nur  in  derjenigen  Eoppelcnrye  auf- 
treten, die  von  einem  auf  der  Polcurve  Uzenden  Punkte  erzeugt 
wird.  Durch  Betrachtung  eines  speciellen  Falles  werden  wir  in 
Art.  129  erkennen,  dass  die  Eoppelcurve  des  Kurbelgetriebes  von 
sechster  Ordnung  ist  und  auf  jenem  Kreise  t  höchstens  drei  Doppel- 
punkte enthalten  kann;  aber  es  ist  nicht  leicht,  die  Bedingungen 
au&nstellen,  denen  auf  dem  Kreise  i  eine  bestimmte  Anzahl 
von  Doppelpunkten  entspricht;  denn  diese  Anzahl  kann  3,  2,  1 
und  0  sein. 

In  Fig.  346  ist  ein  durchschlagendes  Schwingkurbelgetriebe 
4>  FL  A  und  die  von  einem  Koppelpunkte  A  beschriebene  Koppel- 
curre  a  gezeichnet.  Beim  Durchschlagen  gelangt  das  Koppel- 
dreieck FLA  zweimal  in  die  Lage  F^L^A%  und  demnach  ist  der 
mit  A^  zusammenliegende  Punkt  G^  des  ruhenden  Systems  ein 
Sonderdoppelpunkt  der  Koppelcurve.  Die  beiden  Curven- 
normalen  fl^  diesen  Sonderdoppelpunkt  G^  werden  durch  die  in 
Art.  52  gegebenen  Constructionen  der  beiden  in  der  Centralen  4>A 
befindlichen  Pole  bestimmt,  die  den  Durchschlagslagen  entsprechen. 

Wird,  während  F  über  F^  schreitet,  der  Punkt  L  durch  ein 
Hindemiss  gezwungen  in  L^  umzukehren,  so  dass  derselbe  nur  auf 
dem  Bogen  L^L^  schwingt,  dann  kann  der  Punkt  A  den  Sonder- 
doppelpunkt G^  nicht  überschreiten  und  nur  den  einen  bei  G^  ge- 
schlossenen Gurventheil  beschreiben.  Ist  dagegen  der  Punkt  L 
gezwungen  sich  nur  auf  dem  Bogen  Zr^S*  zu  bewegen,  dann  be- 
schreibt der  Punkt  A  den  anderen  bei  G^  geschlossenen  Gurven- 
theil. Es  kann  somit  im  Sonderdoppelpunkte  eine  Verzweigung 
des  Weges  eintreteui  und  demnach  ist  ein  Sonderdoppelpunkt  auch 
ein  Verzweigungspunkt 

Auf  dem  Kreise  t,  dessen  über  <I>A  stehender  Peripherie- 
winkel gleich  dem  Winkel  FAL  ist,  befinden  sich  zwei  Doppel- 
punkte G^,  6^^;  und  auf  diesem  Kreise  liegt  auch  der  noch  bei 
der  dreifachen  Erzeugung  hinzutretende  dritte  Axenpunkt  H,  der 
erhalten  wird,  indem  wir  das  Dreieck  4> AH  ähnlich  dem  Dreieck 
FLA  machen. 

Um  von  den  drei  Erzeugungsweisen  noch  eine  zweite  anzu- 
geben, zeichnen  wir  das  Parallelogramm  ^F^A^F^  und  machen 
das  Dreieck  F.A^'O^  ähnlich  i^'^ZM'';  dann  erhalten  wir  das  zweite 
Kurbelgetriebe  ^CLO^F^^  bei  welchem  die  vier  Axen  in  einer 
Geraden  liegen  und  das  Koppeldreieck  F^  0,  A  sich  also  in  der 
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DurcbschlagBlage  befindet.  Analoge  Beziehungen  ergeben  sich  für 
das  dritte  Kurbelgetriebe.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Wird  eine  Eoppelcurye  durch  ein  durchschlagen- 
des Kurbelgetriebe  erzeugt,  so  werden  auch  die  bei- 
den anderen  Erzeugungsweisen  dieser  Koppelcurve 
vermittelst  durchschlagender  Kurbelgetriebe  bewirkt 

Wir  haben  in  Fig.  847  dieselben  Längenyerhältnisse  bis  auf 
die  Steglänge,  welche  ein  wenig  verkürzt  wurde,  beibehalten; 
dadurch  entsteht  ein  seitlich  schwingendes  Schwingkurbelgetriebe, 
bei  welchem  der  Punkt  L  auf  dem  Bogen  L^  I?  hm  und  hergeht, 
während  der  Punkt  F  den  Bahnkreis  q>  durchläuft.  Der  Koppel- 
punkt A  beschreibt  das  gezeichnete  Oval  a,  welches  den  Kreis  i 
in  den  Punkten  G^,  6'^  schneidet  und  nur  einen  Bestandtheil  der 
vollständigen  Koppelcurve  bildet.  Bei  dem  durchschlagenden 
Kurbelgetriebe  wechselt  das  Koppeldreieck  seine  Lage  gegen  das 
Gelenkviereck ;  bei  dem  seitlich  schwingenden  Schwingkurbel- 
getriebe kann  dies  aber  nicht  eintreten,  wir  müssen  daher,  um 
diese  Wechselung  zu  erreichen,  in  Fig.  347  das  Gelenk  bei  L 
auflösen  und  in  der  bezüglich  des  Steges  <&A  anderseitigen 
Lage  S  wieder  zusammensetzen,  so  dass  das  Koppeldreieck  die 
Lage  SS^'  erhält  Dann  beschreibt  der  Koppelpunkt  A^  das 
punktirt  gezeichnete  Oval  or',  welches  das  Oval  a  in  den  Punkten 
(jr\  G'^j  die  Doppelpunkte  sind,  schneiden  muss.  Wenn  diese 
beiden  Doppelpunkte  in  einem  Punkte  zusammenfallen,  dann  be- 
rühren sich  die  beiden  Ovale  a,  a!  auf  dem  Kreise  i  in  diesem 
Punkte.  Wird  die  Koppelcurve  von  dem  Kreise  i  nicht  geschnitten, 
dann  besitzt  sie  keine  Doppelpunkte  und  die  beiden  Ovale  a,  a! 
sind  in  diesem  Falle  von  einander  getrennt  Demnach  besteht 
die  vollständige  Koppelcurve  aus  den  beiden  Ovalen  or,  a'.  Diese 
Gurvengestaltung  können  wir  auch  aus  Fig.  346  ersehen,  indem 
wir  dort  ausserhalb  des  Gurvendreiecks  G^  G^  G^'  durch  den  Sonder- 
doppelpunkt G^  einen  lösenden  Schnitt  ziehen,  und  dadurch  ent- 
stehen aus  der  verschlungenen  Gurve  zwei  Ovale  wie  in  Fig.  347. 

In  Fig.  348  ist  beispielsweise  ein  gleicharmiges ,  durchschla- 
gendes Doppelkurbelgetriebe  dargestellt  und  die  Koppelcurve  a 
gezeichnet,  die  von  der  Spitze  A  eines  gleichschenkeligen  Koppel- 
dreiecks FL  A  beschrieben  wird.  Diese  Koppelcurve  ist  demnach 
bezüglich  der  auf  dem  Stege  4>A  in  der  Mitte  senkrecht  stehen- 
den Geraden  AA"*  symmetrisch  gestaltet  Beim  Durchschlagen 
gelangt  das  Koppeldreieck  zweimal  in  die  Lage  F^L^Ä^^  und  der 
mit  A^  coincidirende  Punkt  G^  des   ruhenden  Systems   ist  der 


Kurbelmechanismus  und  Kurbelgetriebe.  299 

Sonderdoppelpunkt  dieser  Eoppelcurve,  die  ausserdem  noch  drei 
auf  dem  Kreise  t  befindliche  Doppelpunkte  G',  G"',  &"  besitzt. 
Femer  ist  noch  die  von  der  Koppelmitte  B  beschriebene  Koppel- 
curve  ß  strichpunktirt  gezeichnet,  die  von  den  beiden  senkrechten 
Geraden  AA°,  4>A  symmetrisch  getheilt  wird  und  drei  auf  4>A 
liegende  Doppelpunkte  besitzt,  von  denen  der  mittlere  ein  Selbst- 
bertthrungspunkt  ist. 

In  Fig.  349  sind  dieselben  Längenyerhältnisse  bis  auf  die  Steg- 
länge <PAf  welche  ein  wenig  verlängert  ist,  beibehalten;  dadurch 
entsteht  ein  Doppelschwinggetriebe.  Die  Koppelcurve  a  behält  in 
diesem  Falle  die  drei  auf  dem  Kreise  i  befindlichen  Doppelpunkte 
G\  G'\  G'^^y  und  ihre  Gestalt  kann  aus  Fig.  348  erkannt  werden, 
wenn  wir  dort  in  der  Geraden  A  A'^  durch  den  Sonderdoppelpunkt 
G^  einen  lösenden  Schnitt  legen.  Bei  der  strichpunktirten  Koppel- 
curve ß  tritt  eine  gestaltliche  Aenderung  nur  insofern  ein,  als 
die  Ourve  sich  in  der  Stegmitte  nicht  mehr  selbst  berührt,  son- 
dern sich  in  derselben  durchschneidet. 

Unter  gleichen  Bedingungen  ist  in  Fig.  360  die  Steglänge  4>  A 
ein  wenig  verkürzt,  so  dass  ein  Doppelkurbelgetriebe  entsteht. 
Während  die  Punkte  F,  L  resp.  ihre  Bahnkreise  %  X  durchlaufen 
und  gleichzeitig  eine  Umdrehung  vollenden,  beschreibt  der  Koppel- 
punkt A  das  Oval  a,  welches  nur  ein  Bestandtheil  der  vollstän- 
digen Koppelcurve  ist;  denn  bei  dieser  Bewegung  kann  das 
Koppeldreieck  FAA  seine  Lage  gegen  das  Gelenk  Viereck  ^FLA. 
nicht  wie  in  den  beiden  vorigen  Fällen  wechseln.  Um  aber  diese 
Weehselung  zu  erreichen,  lösen  wir  eins  der  Gelenke,  z.  B.  das 
bei  Ly  und  setzen  dieses  Gelenk  an  der  anderen  Seite  von  <&A 
in  8  wieder  zusammen,  so  dass  wir  das  Gelenk viereck  <I>f$8A 
erhalten,  bei  welchem  das  Koppeldreieck  gSA'  nach  innen  ge- 
wendet  ist.  Dann  beschreibt  der  Punkt  A'  den  verschlungenen 
anderen  Bestandtheil  a'  der  Koppelcurve,  die  auf  dem  Kreise  i 
die  drei  Doppelpunkte  G^,  G'^,  G^'  besitzt.  Diese  gestalüiche  Um- 
wandlung in  zwei  getrennte  Curventheile  ersehen  wir  auch  aus 
Fig.  348,  indem  wir  dort  senkrecht  zur  Geraden  AA^  durch  den 
Sonderdoppelpunkt  G^  einen  lösenden  Schnitt  ziehen.  Die  Koppel- 
curve, welche  der  Koppelmitte  B  entspricht,  besteht  in  diesem  Falle 
aus  den  beiden  bezüglich  4>A  symmetrischen  Ovalen  /?,  ß^.  Das 
strichpunktirte  Oval  ß  wird  von  der  Mitte  B  der  Koppel  FL^  und 
das  einfach  punktirte  Oval  ß^  wird  von  der  Mitte  B'  der  Koppel 
SS  beschrieben. 

Bei  dem  in  Fig.  361  dargestellten  durchschlagenden  Doppel- 
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Bchwinggetriebe  ist  die  vom  Eoppelpnnkte  A  beschriebene  Koppel- 
cnrye  er  gezeichnet.  Dieselbe  besitzt  ausser  dem  Sonderdoppel- 
punkte  6r°  nur  noch  einen  auf  dem  Kreise  t  liegenden  Doppelpunkt 
GK  In  Fig.  36S  ist  bei  dieser  Doppelschwinge  nur  das  Glied  1>  A 
ein  wenig  yerl&ngert,  damit  ein  Durchschlagen  nicht  mehr  statt- 
findet. Die  vom  Punkte  A  erzeugte  Koppelcurve  a  hat  in  diesem 
Falle  nur  einen  auf  dem  Kreise  i  befindlichen  Doppelpunkt  6r', 
und  ihre  Gestalt  geht  auch  aus  Fig.  351  hervor ,  wenn  wir  dort 
durch  den  Sonderdoppelpunkt  G^  den  lösenden  Schnitt  s  legen. 
Schliesslich  ist  in  Fig.  863  bei  dem  betrachteten  Doppelschwing- 
getriebe das  Glied  AZr  ein  wenig  verkflrzt,  so  dass  dasselbe  nur 
seitlich  von  <E>A  schwingen  kann.  Bei  diesem  Doppelschwing- 
getriebe zerfällt  die  betreffende  Koppelcunre  in  zwei  getrennte  Be- 
standtheile,  die  Schleife  a  und  das  Oval  af^  welches  vom  Punkte 
A^  vermittelst  des  anderen  Doppelschwinggetriebes  4>§8A  be- 
schrieben wird.  Diese  beiden  Bestandtheile  ergeben  sich  aus 
Fig.  361,  indem  wir  dort  durch  den  Sonderdoppelpunkt  G^  den 
lösenden  Schnitt  ^  ziehen. 

Das  Zeichnen  einer  Koppelcurve  geschieht  in  der  einfachsten 
Weise  vermittelst  eines  Dreispitzcirkels  oder  mit  Hülfe  eines  Blattes 
von  Pauspapier  resp.  Gelatinpapier,  auf  welchem  die  drei  Punkte 
F^  Ly  A  des  bewegten  ebenen  Systems  resp.  die  Ecken  des  Koppel- 
dreiecks markirt  sind.  Wir  fbhiren  dann  die  Punkte  F^  L  des  Paus- 
papierblattes beziehlich  auf  den  Kreisen  %  A;  und  indem  wir  in 
den  verschiedenen  Lagen  mit  einer  Nadel  durch  den  Punkt  A 
stechen,  erhalten  wir  die  Punkte  der  Koppelcurve  in  der  Zeichnung. 


Specielle  Kurbelgetriebe. 

128.  Das  Parallelkurbelgetriebe.  Wenn  in  Fig.  364,  Taf.  XXIV, 
von  einem  Gelenkparallelogramm  <I>AXF  ein  Glied  z.  B.  <1^  A  fest- 
gestellt wird,  erhalten  wir  ein  Parallelkurbelgetriebe.  Die 
beiden  gleichen  Kurbeln* 4>/^,  Ai,  welche  während  ihrer  Bota- 
tionen  parallel  bleiben,  machen  gleiche  Drehbewegungen,  und  die 
zum  Stege  4>A  beständig  parallele  Koppel  FL  vollzieht  eine 
Parallelbewegung,  bei  der  alle  mit  der  Koppel  verbundenen  Punkte 
gleiche  Kreise  beschreiben,  deren  Badien  gleich  4>jP  oder  AL 
sind.  Die  BoUcurven  befinden  sich  bei  diesem  Getriebe  im  Un- 
endlichen und  entziehen  sich  daher  der  Betrachtung.    Wenn  wir 
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jedem  der  beiden  Glieder  4>  A,  FL  die  Form  eines  Lineals  geben, 
repribsentirt  dieser  Mechanismus  das  bekannte  Parallellineal. 
Tritt  die  Koppel  FL  in  eine  der  beiden  Darchschlagslagen  F^  U^ 
F^L^^  so  kann,  während  der  eine  der  beiden  Punkte  F^  L  die 
Centrale  <E>  A  überschreitet,  der  andere  seine  Bewegung  umkehren. 
Der  gleichsinnige  Weitergang  der  Kurbeln  und  die  Fortführung 
der  Parallelbewegung  der  Koppel  kann  leicht  in  Fig.  366  vermit- 
telst üeberpaanmg  durch  eine  dritte  Kurbel  F  C  bewirkt  werden. 
Denn  der  mit  der  Koppel  FL  verbundene  Punkt  C  beschreibt 
einen  Kreis  /,  dessen  Mittelpunkt  F  gegen  den  Steg  <E>  A  so  liegt, 
dass  das  Dreieck  4>AF  dem  Koppeldreieck  FLC  congruent  ist, 
und  dessen  Badius  FC  gleich  4>F  oder  A£  ist  Wenn  nun  die 
Koppel  FL  in  die  Centrale  4>A,  also  in  die  beiden  Todtlagen 
gelangt,  dann  wird  durch  die  dritte  Kurbel  FC  die  stetige  Fort- 
führung der  Rotationen  der  Kurbeln  vermittelt  Denken  wir  uns 
in  Fig.  866  eine  von  den  drei  Kurbeln  z.  B.  <E>  F  festgestellt,  dann 
vollziehen  die  resp.  um  4>,  -P  rotirenden  Dreiecke  <t>AF,  FLC 
gleiche  stetige  Drehungen,  weil  sie  durch  zwei  Koppeln  AX,  F  C 
verbunden  sind.  Durch  die  HinzufUgung  eines  fünften  Gliedes 
erhalten  wir  aber  einen  zusammengesetzten  Mechanismus. 

Diese  letzte  Anordnung  wird  in  der  Praxis  behufs  der  stetigen 
Fortführung  der  Drehungen  viel  angewandt  Es  werden,  wie  die 
Fig.  866  im  Grund-  und  Aufriss  schematisch  darstellt,  an  den  Kur- 
beln <t>F,  Ai  rechtwinkelig  gleich  lange  Kurbeln  4>F',  Ai'  be- 
festigt, deren  Länge  man  meistens  gleich  derjenigen  des  ersten 
Kurbelpaares  nimmt  Die  beiden  Kurbelwellen  sind,  wie  der 
Grundriss  verdeutlicht,  in  einem  Rahmen  4>^  A^  gelagert,  und  jede 
derselben  trägt,  um  die  Kröpfungen  zu  vermeiden,  an  beiden  En- 
den je  eine  der  Kurbeln.  Bei  dieser  Anordnung,  die  man  bei  den 
Triebrädern  der  Locomotiven  stets  anwendet,  wird,  wenn  eine 
Koppel  sich  in  einer  Dorchschlagslage  oder  Todtlage  befindet, 
der  Uebergang  über  die  Centrale  durch  die  beiden  anderen  dann 
zur  Centralen  senkrecht  stehenden  Kurbeln  und  durch  deren 
Koppel  vermittelt 

In  Fig.  867,  welche  den  Grund-  und  AuMss  schematisoh  dar- 
stellt, rotirt  um  jede  der  festen  Axen  <I>,  A  ein  System  von  drei 
Kurbeln,  welche  die  gleichen  Winkel  von  120^  einschliessen  und 
beziehlich  durch  die  drei  Koppebi  Fi,  F'i',  F^  L"  verbunden 
sind.  Bei  dieser  Anordnung  können  die  drei  Koppeln  aus  Eisen- 
driihten  oder  Drahtseilen  bestehen  und  eine  beträchtliche  Länge 
erhalten;  denn  während  der  Drehung  wird  beständig  mindestens 
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eine  dieser  Koppeln  auf  Zug  in  Ansprach  genommen.  Diese 
Uebertragong  der  Bewegung  bei  grösserer  Entfernung  der  Karbel- 
axen  wurde  von  Theobald  BOhm*)  angegeben  und  von  Heil- 
mann ^)  vermittelst  gekröpfter  Wellen  4>j,  A^  praktisch  ausgeführt 
Um  die  Wellenkröpfungen  zu  vermeiden,  sind,  wie  in  Fig.  358 
durch  Grund-  und  Aufriss  veranschaulicht  ist,  die  drei  Koppeln 
schräg  gegen  die  Kurbelzapfen  gezogen,  die  sich  in  den  beiden 
rotirenden  Scheiben  t$9  S  befinden.  Bei  der  Drehung  dieser  Schei- 
ben in  den  festen  Lagern  4>j ,  A^  bewegen  sich  die  drei  Koppeln 
an  einer  elliptischen  Cylinderfläche,  die  beiderseits  durch  kreis- 
förmige zu  den  Scheiben  parallele  Basis  begrenzt  ist;  und  dem- 
nach können  die  Koppehi  während  der  Bewegung  ungehindert 
neben  einander  vorbeigehen. 

129.  Die  Zwillingskurbelgetriebe.  Sind  bei  dem  in  Fig.  869 
gezeichneten  ttberschlagenen  Gelenkviereck  ^ALF  wieder  je 
zwei  gegenüber  liegende  Glieder  von  gleicher  Länge,  nämlich: 

<PA^FL  =  a,        4>F=AL~  *, 

dann. wird  ein  gelenkiges  Antiparallelogramm  gebildet;  und  wir 
erhalten,  wenn  eins  der  Glieder  festgestellt  ist,  ein  Zwillings- 
kurbelgetriebe.  Wird  eins  der  beiden  längeren  Glieder  als 
Steg  genommen ,  ist  also  in  Fig.  369  das  Glied  4>  A  festgestellt, 
dann  sind  die  Drehungen  der  Kurbeln  4>jP,  AZ  entgegengesetzt, 
und  das  Zwillingskurbelgetriebe  heisst  ein  gegenläufiges.  Wird 
dagegen  eins  der  beiden  kürzeren  Glieder  z.  B.  ^F  festgehalten, 
dann  rotiren  die  Kurbeln  4>A,  FL  in  gleichem  Sinne,  und  das 
Zwillingskurbelgetriebe  wird  ein  gleichläufiges  genannt. 

Wenn  wir  4>A  als  Steg  betrachten,  wird  durch  den  Schnitt- 
punkt der  verlängerten  Kurbelgeraden  *jF,  AL  der  Pol  ^  und 
damit  die  Polbahn  7t  bestimmt,  die  eine  Hyperbel  ist  und  <E>,  A 
als  Brennpunkte  besitzt.  Denn  da  die  Dreiecke  2^A4>,  AFL 
symmetrisch  congruent  sind,  so  ist  F$s==  A^  und  ferner: 

<l>^  — A$  — <I>F=*. 

Es  ist  also  die  Differenz  der  Abstände  des  Pols  $  von  den  festen 
Punkten  <E>,  A  gleich  der  constanten  Grösse  6,  und  denmach  ist 
die  Polbahn  tc  eine  Hyperbel,  deren  Brennpunkte  4>,  A  sind, 
deren  Hauptaxe  ü"!!^  =  A  ist  und  deren  Scheitel  n**,  n^  bezieh- 


*)  Kunst'  und  Gewerbeblatt  des  Polytechn,  Vereins  in  Bayern.  1834.  Heft  V. 
S.  20  und  Polytechn,  Journal.  1837.  B.  64.  S.271. 

>)  Bulletin  de  la  Socie'te  Industrielle  de  Mulhausen.  1837.  T.  X.  p.  178  und 
Polytechn.  Journal  1837.  B.  64.  S.  273. 
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lieh  in  den  Mitten  der  Strecken  <I>i^  AF^  liegen.  Wegen  der 
symmetrischen  Gestalt  dieses  Mechanismus  ist  anch  die  Polcnrve  p 
eine  mit  der  Polbahn  congrnente  Hyperbel,  deren  Brennpunkte 
die  Gelenkpunkte  F^  L  sind.    Hieraus  folgt: 

Bei  dem  Zwillingskurbelgetriebe  sind  die  Roll- 
curven,  welche  den  beiden  grösseren  Gliedern  4>Ay 
FL  angehören,  congrnente  Hyperbeln,  deren  Brenn- 
punkte resp.  <E>,  A  und  F^  L  sind,  und  deren  Hauptaxe 
gleich  der  Länge  b  der  kleineren  Glieder  ist. 

Gelangt  die  Koppel  FL  in  die  Durchschlagslage  F^L^^  dann 
berühren  sich  die  entsprechenden  Hyperbelscheitel  P^,  ü^;  gelangt 
sie  in  die  Durchschlagslage  F'^  £^,  dann  treten  die  beiden  anderen 
Hyperbelscheitel  P^,  ü^  in  Berührung. 

In  den  Durchschlagslagen  kann,  während  der  eine  der  beiden 
Punkte  Fy  L  seine  Bewegung  fortsetzt,  der  andere  seine  Bewe- 
gung umkehren,  und  das  Zwillingskurbelgetriebe  geht  dann  in  ein 
Parallelkurbelgetriebe  über.  Um  dies  zu  verhindern,  kann  die 
stetige  Fortsetzung  der  Drehungen  durch  Eingriffspaarung  ver- 
mittelt werden ,  wenn  wir ,  Fig.  361 ,  in  den  Punkten  ü^,  ü^  des 
Steges  4>  A  zwei  Gabeln  und  in  den  Punkten  P®,  P^  der  Koppel 
zwei  Zapfen  anbringen,  welche  beziehlich  in  die  Gabeln  eingreifen. 
Von  der  Bahn  des  Punktes  P%  die  in  W  einen  Bückkehrpunkt 
hat,  ist  ein  Stück  gestrichelt  gezeichnet ;  und  der  Zapfen  P^  greift 
wie  ein  Zahn  in  eine  Zahnlücke,  die  bei  ü^  durch  die  Gabel  ge- 
bildet wird. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  360  einstweilen  das  Glied  4>  F  fest- 
gehalten, dann  schneiden  sich  4>A,  FL  im  Pol  %  Wegen  der 
symmetrischen  oongruenten  Dreiecke  PA<^,  \FL  ist  P$  =  A^, 
also:  i$+A^=Pi  =  a, 

4>$  +  P$  —  *  A  =  a. 
Hieraus  folgt: 

Bei  dem  Zwillingskurbelgetriebe  sind  die  Boll- 
curven,  welche  den  beiden  kleineren  Gliedern  4>P, 
AZr  angehören,  congrnente  Ellipsen,  deren  Brenn- 
punkte resp.  4>,  F  und  A,  L  sind,  und  deren  Hauptaxe 
gleich  der  Länge  a  der  grösseren  Glieder  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  wieder  das  Glied  4>  A  festgestellt,  dann 
rollen  die  beiden  resp.  um  die  festen  Axen  4>  und  A  rotirenden 
Ellipsen  tt,  p  auf  einander,  und  wenn  diese  beiden  Ellipsen  ent- 
sprechend verzahnt  werden,  erhalten  wir  die  bekannten,  in  der 
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Praxis  oft  angewendeten  elliptischen  Räder.  Gelangt  die 
Koppel  FL  in  die  Lage  F^U^  dann  berühren  sich  die  Ellipsen- 
scheitel P®,  n®,  und  wenn  sie  in  die  Lage  F'^  L^  gekommen  ist, 
treten  die  beiden  Ellipsenscheitel  P^,  n^  in  Bertthrnng.  Auch  hier 
kann  durch  Eingriffspaarung  der  stetige  Uebergang  der  Koppel 
über  die  Centrale  bewirkt  werden,  indem  wir  in  Fig.  882  in  den 
beiden  Punkten  11°,  11^  der  einen  Kurbel  Gabeln  und  in  den  Punk- 
ten P^,  P^  der  anderen  Zapfen  befestigen.  0 

Der  besondere  Fall,  bei  welchem  die  beiden  Punkte  4>,  L 
im  Unendlichen  liegen,  also  a^^oo^  b^^oo  ist,  und  die  Hyper- 
belUi  so  wie  die  Ellipsen  in  Parabeln  Übergehen,  wird  auf  S.  334 
näher  betrachtet. 

Wenn  auf  einer  Polbahn  eine  congruente  Polourve  rollt,  so 
dass  stets  homologe  Punkte  in  Berührung  kommen,  dann  be- 
schreibt, wie  in  Art.  23  bewiesen  wurde,  jeder  Punkt  des  beweg- 
ten Systems  eine  Bahncurve,  die  derjenigen  Fusspunktencurve  im 
Verhältnisse  2  : 1  homothetisch  ähnlich  ist,  deren  Lothpunkt  im 
ruhenden  System  zu  dem  beschreibenden  Punkte  symmetrisch 
liegt,  und  dieser  Lothpunkt  ist  zugleich  der  zugehörige  Aehnlich- 
keitspunkt  Ist  bei  dem  in  Fig.  859  dargestellten  gegenläufigen 
Zwillingskurbelgetriebe  ein  Punkt  A  an  der  Koppel  FL  befestigt, 
und  wird  der  Punkt  91  derart  bestimmt,  dass  das  Dreieck  4>A3( 
dem  Dreieck  L  FA  symmetrisch  congruent  ist,  dann  beschreibt  der 
Punkt  A  eine  Fusspunktencurve  a  von  der  bezüglich  des  Loth- 
punktes  9  zur  Polbahn  tc  im  Verhältnisse  2 : 1  homothetisch  ähn- 
lichen Hyperbel. 

Wir  erhalten  also  auch  Punkte  dieser  Bahncurve  a,  indem 
wir  auf  die  Tangenten  $  t  der  Polbahn  m  von  S  Lothe  fällen  und 
dieselben  um  ihre  eigene  Länge  yerlängem.  So  z.  B.  fällen  wir 
auf  die  Hyperbeltangente  $t  das  Loth  9  t  und  machen  auf  der 
Verlängerung  desselben  tA^^flt    Hieraus  folgt: 

Bei  dem  gegenläufigen  Zwillingskurbelgetriebe 
beschreibt  ein  an  der  Koppel  befestigter  Punkt 
eine  Fusspunktencurve  der  zur  Polbahn  homothetisch 
ähnlichen  Hyperbel;  bei  dem  gleichläufigen  Zwil- 
lingskurbelgetriebe eine  Fusspunktencurve  der  zur 
betreffenden  Polbahn  homothetisch  ähnlichen  Ellipse. 

*)  Die  RoUcorven,  welche  bei  den  Zwillingskorbelgetrieben  auftreten,  wer- 
den schon  in  Klügera  Mathematischem  Wörterbuche,  1805,  B.  II,  S.  128  er- 
w&hnt,  von  J.  Jopling  im  Meehanics'  magazine,  1830,  Vol.  XII,  p.  329  und 
sp&ter  von  Renleanz  im  Cmlingenieur.  1859.  B.  V.  S.  99  behandelt. 
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Liegt  der  beschreibende  Punkt  A  ausserhalb  der  Polcurre  f^ 
also  auch  der  entsprechende  symmetrisch  gelegene  Punkt  %  ausser- 
halb der  Polbahn  tt,  dann  können  von  ihm  zwei  Tangenten  an  die 
Polbahn  7t  gezogen  werden,  und  demnach  besitzt  die  Fusspunkten- 
curve  a  in  9  einen  Doppelpunkt.  Befindet  sich  dagegen  der  be- 
schreibende Punkt  A  innerhalb  der  Polcurye  f^  dann  hat  die 
Fusspunktencurve  keinen  Doppelpunkt. 

Wenn  das  Zwillingskurbelgetriebe  in  einer  der  beiden  Todt- 
lagen  oder  Durchschlagslagen  in  ein  Parallelkurbelgetriebe  ttber- 
gehty  beschreibt  der  mit  der  Koppel  FL  verbundene  Punkt  A 
einen  Kreis  a,  der  den  Bahnkreisen  9,  A  gleich  ist,  und  dessen 
Mittelpunkt  Q^  erhalten  wird,  indem  wir  das  Dreieck  <I>A£2  dem 
Dreieck  FLA  congruent  machen;  und  jener  Doppelpunkt  S(  liegt 
auf  dem  durch  <E> AQ  gehenden  Kreise  i.  Die  vollständige  Koppel- 
curve,  die  der  Punkt  A  beschreibt,  besteht  denmach  bei  dem  Zwil- 
lingskurbelgetriebe  aus  der  Fusspunktencurve  a  und  dem  SLreise  o. 
Beachten  wir,  dass  nach  dem  Beweise  auf  S.  130  die  Fusspunktenr 
curve  einer  Hyperbel  oder  Ellipse  von  vierter  Ordnung  und  der 
Kreis  von  zweiter  Ordnung  ist,  so  folgt  nach  dem  Princip  der  Er- 
haltung der  ZahP),  dass  auch  im  Allgemeinen  dieKoppel- 
curve  eines  Kurbelgetriebes  von  sechster  Ordnung  ist. 

Der  Kreis  a  schneidet  die  Fusspunktencurve  a  auf  dem  Kreise  i 
in  den  beiden  Punkten  G^,  6r^',  die  also  Doppelpunkte  der  voll- 
ständigen Koppelcurve  sind,  und  femer  in  den  beiden  Sonder- 
doppelpunkten 6^,  G^^  in  denen  sich  der  Punkt  A  befindet,  wenn 
die  Koppel  FL  resp.  in  die  Durchschlagslagen  F^L^^  F^L^  ge- 
langt. Diese  beiden  Sonderdoppelpunkte  6^,  G^  sind  die  End- 
punkte des  durch  den  Doppelpunkt  %  gehenden,  zu  4>  A  parallelen 
Durchmessers  des  Kreises  a.  Die  vollständige  Koppelcurve  besitzt 
also  in  dem  betrachteten  Falle  auf  dem  Kreise  t  die  drei  Doppel- 
punkte G',  6r^',  ä  und  femer  die  beiden  Sonderdoppelpunkte  ö**,  G^^ 
in  denen  eine  Verzweigung  des  Weges  des  Punktes  A  eintreten 
kann,  und  die  sich  mit  einer  Längenänderung  der  Glieder  auflösen. 

Der  Ejreis  a  kann  den  Kreis  i  höchstens  in  zwei  Punkten 
schneiden,  und  die  Fusspunktencurve  a  kann  höchstens  einen 
Doppelpunkt  besitzen;  hieraus  folgt,  dass  auch  im  Allge- 
meinen die  Koppelcurve  des  Kurbelgetriebes  auf  dem 
Kreise  i  höchstens  drei  Doppelpunkte  besitzt.^) 

*)  Schubert,  Ähzählende  Geometrie.  1879. 

')  Yergl.  Gaylej,  Proceedings  of  the London  Maihematical  Society.  1876. 
VoL  Vn.  p.  136. 

Bnrmeiter,  KineiMtUc  I.  20 
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Vermittelst  der  yerschiedeneD,  durch  die  beiden  Sonderdoppel- 
punkte  G\  G^  gelegten  lösenden  Schnitte  gewinnen  wir  eine  Vor- 
stellung von  den  mannigfaltigen  Gestalten  der  Eoppelcurve  des 
Kurbelgetriebes. 

Wenn  insbesondere  bei  dem  gegenläufigen  Zwillingskurbel- 
getriebe der  beschreibende  Punkt  A  in  der  Koppelmitte  liegt  und 
die  Steg-  oder  Koppellänge  a  sich  zur  Kurbellänge  b  wie  1/2 : 1 
verhält,  dann  beschreibt  der  Punkt  A  die  Fnsspunktencurve  einer 
gleichseitigen  Hyperbel,  deren  in  der  Stegmitte  liegender  Mittel- 
punkt der  Lothpunkt  ist,  und  in  diesem  besonderen  Falle  ist  die 
Fusspunktencurre  eine  Lemniscate^.  Die  vollständige  Koppel- 
curve  besteht  aber  aus  dieser  Lemniscate  und  dem  um  die  Steg- 
mitte mit  dem  Badius  b  beschriebenen  Kreise. 

130.  Das  gleichschenkeiige  Doppelkurbelgetriebe  und  das  gleich- 
echenkelige  Schwingkurbelgetriebe.  Diese  speciellen  interessanten 
Getriebe,  die  in  mannigfacher  Weise  theoretische  und  praktische 
Verwendung  finden,  gehen  aus  dem  Gelenkviereck  hervor,  wenn 
in  demselben  zwei  benachbarte  Glieder  unter  sich  gleich  sind 
und  femer  auch  die  beiden  anderen  benachbarten  Glieder  unter 
sich  gleich  sind.  Es  ist  bei  dem  in  Fig.  863  dargestellten  G^lenk- 
viereck 

und  wir  erhalten  somit,  je  nachdem  eins  der  kürzeren  oder  eins 
der  längeren  Glieder  festgestellt  wird,  ein  gleichschenkeliges 
Doppelkurbel-  oder  Schwingkurbelgetriebe,  die  beide 
durchschlagende  Getriebe  sind,  weil  ^F  +  FL  =  4>A  +  Ai 
ist  Wenn  wir  das  Glied  4>A  als  fest  betrachten,  tritt  beim  Zu- 
sammenklappen der  Glieder,  weil  die  Axen  F,  A  coincidiren,  die 
EigenthtlmÜchkeit  ein,  dass  die  beiden  Glieder  FX,  AL  vereint 
um  A  rotiren;  demnach  bildet  der  Punkt  A  einen  ausserordent- 
lichen Punkt  resp.  Bestandtheil  der  Polbahn.  Das  Gleiche  gilt 
von  dem  Punkte  F,  wenn  wir  das  Glied  FL  festhalten,  dann 
können  beim  Coincidiren  der  Axen  A,  F  die  Glieder  F<P^  A4> 
vereint  um  den  Punkt  F  rotiren.  Wir  wollen  nun  beweisen,  dass 
die  Polbahn,  so  wie  die  Polcurve  eine  Pascarsche  Curve  ist, 
und  betrachten  zunächst  das  in  Fig.  363  gezeichnete  gleichschen- 
keiige Doppelkurbelgetriebe,  dessen  Steg  4>A  ist.  Wir  verlängern 
die  beiden  Kurbelgeraden  F4>,  iA,  welche  sich  in  dem  Pol  $ 

*)  Diese  einfache  mechanische  Erzeugung  der  Lemniscate  hat  Haeden- 
kamp  mitgetheilt  im  Archiv  für  Mathematik  und  Physik.  1843.  Th.  3.  S.  400. 
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schneiden,  bezeichnen  den  Fahrstrahl  A$  mit  q^  den  Winkel  <I>  A$ 
mit  dj  und  ziehen  zu  den  beiden  Geraden  4>i^,  <t>  A  resp.  die  Pa- 
rallelen AS,  FS,  welche  sich  im  Punkte  S  anf  der  Geraden  4>jL 
treffen.  Denken  wir  xms  um  A  mit  dem  Radius  a  den  durch  OS 
gehenden  Kreis  beschrieben,  so  ist: 

i*.iS  =  c*  — fl*. 

Femer  ergiebt  sich  wegen  der  Parallelen  4>$,  SA: 

c  iE  L^  —  LS 

7+e  =lW'      ^  =  ^ LS 

Fällen  wir  nun  von  L  auf  4>A  die  Senkrechte  LN  und  ziehen 
wir  die  Gerade  FA,  welche  die  Gerade  4>  i  im  Punkte  M  senk- 
recht schneidet,  so  ist  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  4>  A^'X,  <PMA: 

N^         if4>         X4>  — ZS 
L^  ~     a      ~  2a         ' 

und  hiemach  erhalten  wir  mit  Rttcksioht  auf  die  obigen  Glei- 
chungen: ,^_ 


Q  2ac 

Da  aber  N^  »  e .  cos  0  +  a  ist,  so  folgt  für  die  Polbahn  tv  die 
Gleichung: 

v  (^ .  cos  ö  +  a), 


c'  —  a' 


welche  nach  Art  19  eine  Pascarsche  Curve  repriüsentirt ;  und 
wegen  der  symmetrischen  Gestalt  des  betrachteten  Mechanismus 
ergiebt  sich  für  die  Polcurve  p  eine  analoge  Gleichung;  demnach 
folgt  der  Satz; 

Bei  dem  gleichschenkeligen  Doppelkurbel-  oder 
Schwingkurbelgetriebe  sind  die  Rollcurven  Pascal- 

sehe  Curven.O 

Wir  können  demnach  die  Polbahn  n  auch  constrairen,  indem 
wir  mit  dem  Radius  ac^:{c^  —  a')  den  durch  A  gehenden  Kreis  k 
beschreiben,  dessen  Mittelpunkt  auf  A4>  links  von  A  liegt;  dann 
durch  A  Fahrstrahlen  ziehen  und  auf  dieselben  von  ihren  mit 
diesem  Kreise  gebildeten  zweiten  Schnittpunkten  aus  die  constante 
Strecke  2a'c :  (c* — o')  beiderseits  abtragen.  Wenn  wir  die  Koppel 
FL  nach  F'L'  legen,  so  dass  die  Kurbel  Ai'  auf  4>A  senkrecht 
steht,  also  den  Kreis  k,  so  wie  den  Bahnkreis  9)  in  A  tangirt,  und 

>)  In  anderer  Weise  wurde  dies  von  Roberts  bewiesen.  Proceedings 
of  the  London  Mathemaiieal  Society,  1870.  Vol.  in.  p.  91. 
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den  entsprechenden  Pol  $'  bestimmen ,  so  wird  die  constante 
Strecke  dnrch  A$'  dargestellt.  Machen  wir  anf  dem  Fahrstrahl 
A^  die  Strecke  ^H^^'A  und  ziehen  wir  in  H  auf  A$  die 
Senkrechte  HJ^  welche  A<l>  in  «/  trifft,  dann  ist  AJT  der  Durch- 
messer des  Kreises  k.  Die  Schnittpunkte  TL%  11%  welche  die  Fol- 
bahn  n  mit  der  Centralen  A<t>  bildet,  erhalten  wir,  indem  wir 
beiderseits  von  J  die  Strecken  JII**  =*  JIl^  —  A^'  auf  die  Cen- 
trale abtragen.  Hiemach  sind  auch  auf  der  Koppel  FL  die  ent- 
sprechenden Punkte  P^,  P^  der  Polcurve  p  bestinmit ;  denn  es  ist 
beiderseits  von  F  die  Strecke  FF^  =  AH*^  und  die  Strecke  FP^ 
<»  AII^  Wir  können  dem  zufolge  auch  die  Polcurve  p  con- 
struiren,  wenn  wir  die  Strecke  P®P^  im  Punkte  U  halbiren,  über 
ÜF  als  Durchmesser  den  Kreis  x  beschreiben,  durch  F  Fahr- 
strahlen ziehen  und  auf  dieselben  von  ihren  mit  diesem  Kreise 
gebildeten  zweiten  Schnittpunkten  aus  beiderseits  die  constante 
Strecke  UP^  abtragen. 

Aus  jener  Gleichung  ergeben  sich  für  0  —  0,  ö  —  180®  be- 
ziehlich  die  Abstände  der  Punkte  ü'^,  11^  von  A: 

An»-^^.      Am-   ^"^ 


c  —  a  c  -{-a 

die  wir  auch  in  anderer  Weise  construiren  kOnnen.  Um  den  ersten 
dieser  Abstände  zu  bestimmen,  beschreiben  wir  in  Fig.  364  ttber 
4>jL®»=:a-f-c  als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  der  die  in  A  auf 
4>A  errichtete  Senkrechte  im  Punkte  v  trifft,  und  ziehen  senk- 
recht auf  den  Badius  i^v  die  Kreistangente  vUP\  denn  nach  dieser 

Construction  ist:  

AH" .  /uA  =  Ay*  sss  a  .  Cj 

ferner  /i A  =  — ^ —  ^iid  somit: 

An»-^^-. 

c —  a 

Dies  ist  dieselbe  Construction,  die  wir  im  Art.  51  abgeleitet  haben. 
Man  könnte  auch,  wie  dort  angegeben  wurde,  den  zweiten  Abstand 
AII'^  bestimmen,  indem  man  anderseits  Ai^«-sc  macht,  ttber  ^L^ 
als  Durchmesser  einen  Halbkreis  beschreibt  und  vom  Bertthrungs- 
punkt  X  der  von  A  an  denselben  gezogenen  Tangente  auf  A4>  die 
Senkrechte  x^^  ^Ut.  Es  ist  aber  einfacher,  wenn  wir  auf  <1>A 
die  Strecke  Ai^  —  juL®  =  i  (c  +  ö)  machen  und  auf  ijy  die  Senk- 
rechte vlJy  ziehen,  welche  den  Punkt  11^  auf  ^A  bestimmt  Denn 
nach  dieser  Construction  ist,  wie  man  leicht  ersieht: 
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Die  Polbahn  7t ^  die  eine  Schleife  besitzt,  hat  in  A  einen 
Doppelpunkt,  die  mit  der  Koppel  verbundene  Polcurre  p  besteht 
aus  einem  Oval;  die  Punkte  P^»  ^  derselben,  welche  bei  dem 
Bollen  mit  dem  Doppelpunkte  A  in  Berührung  kommen,  liegen 
auf  einem  um  L  mit  dem  Badius  c  beschriebenen  Kreise. 

Befinden  sich  die  Punkte  F,  L  beziehlich  in  A,  £®,  dann  sind 
die  Punkte  ü®,  P®  der  Bollcurven  in  Berührung.  Botirt  F  von  A 
aus  im  Sinne  des  eingezeichneten  Pfeiles,  so  bewegt  sich  L  von 
U  aus  in  gleichem  Sinne.  Wenn  F  eine  halbe  Umdrehung  be- 
endet hat,  also  nach  Fj  gelangt  ist,  dann  befindet  sich  L  senk* 
recht  über  der  Mitte  4>  der  Strecke  i^  A,  und  in  dieser  Lage  tan- 
girt  L  A  die  Polbahn  im  Doppelpunkte  A.  Bei  dieser  Bewegung 
ist  auf  dem  Bogen  ü^^tt  A  der  Polbahn  der  entsprechende  Bogen 
P^pPji  der  Polcurve  abgerollt.  Während  F  von  Fj  weiter  roti- 
rend  nach  A  gelangt,  bewegt  sich  L  bis  X^,  und  der  Punkt  P^ 
der  Polcurve  tritt  mit  dem  Punkte  IP  der  Polbahn  in  Berührung. 
Der  Punkt  L  hat  also,  während  der  Punkt  F  eine  ganze  Um- 
drehung vollendet,  erst  eine  halbe  Umdrehung  gemacht.  Beginnt 
der  Punkt  F  eine  zweite  Umdrehung  und  ist  derselbe  zum  zweiten 
Male  nach  Fj  gelangt,  dann  befindet  sich  L  senkrecht  unter  der 
Mitte  4>  der  Strecke  FjA.  In  dieser  Lage  tangirt  LA  abermals 
die  Polbahn  im  Doppelpunkte  A,  und  mit  diesem  tritt  der  Punkt  P^ 
in  Berührung.  Wenn  schliesslich  der  Punkt  F  weiter  rotirend 
bis  A  gekommen  ist,  also  seine  zweite  Umdrehung  vollendet  hat, 
gelangt  L  nach  L^  zurück,  und  die  Polcurve  p  hat  eine  vollständige 
Abrollung  auf  der  Polbahn  7t  beendet.    Aus  dieser  Darlegung  folgt: 

Bei  dem  gleichschenkeligen  Doppelkurbelgetriebe 
vollendet  die  kurze  Kurbel  zwei  Umdrehungen,  wäh- 
rend die  lange  Kurbel  eine  Umdrehung  macht 

Auf  diese  Eigenthümlichkeit  dieses  Getriebes  hat  Gallo way^) 
zuerst  hingewiesen,  und  deshalb  hat  man  dasselbe  auch  das  Gallo- 
way'sche  Doppelkurbelgetriebe  genannt  Die  stetige  Fort- 
führung der  Bewegung  über  die  Durchschlagslagen  kann  bei  die- 
sem Getriebe,  wie  in  Fig.  366  dargestellt  ist,  durch  Eingriffspaarung 
bewirkt  werden,  wenn  in  den  Polbahnscheiteln  11®,  11^  resp.  eine 
Gabel  und  ein  Zapfen  an  dem  Stege  <t>A  angebracht  wird,  und 

>)  SpecificaHon  No.  10223  vom  12.  Juni  1844.  Repertary  of  Patent  In- 
ventions.  finlarged  Series.  1845.  Vol.  V.  p.  29;  femer  Polytechn.  Journal.  1845. 
B.  96.  S.  9,  und  vergl.  auch  daselbst  S.  432. 
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ebenso  in  den  Polcnrvenscheiteln  P^,  P^  beziehlich  ein  Zapfen 
und  eine  Gabel  an  der  Koppel  FL  befestigt  wird. 

Wir  können  anch,  wie  die  Fig.  865  yeranschanlicht,  für  die 
Eingriffspaanmg  die  Scheitel  der  Bollcnryen,  welche  zu  den  bei- 
den Korbeln  ^F^KL  gehören,  benutzen;  und  da  diese  RoUcurven 
resp.  mit  denen  des  Steges  <I^A  und  der  Koppel  FL  congruent 
sind,  so  werden  die  betreffenden  Befestigungsstellen  der  Zapfen 
wie  der  Oabeln  in  gleicher  Weise  wie  in  Fig.  366  bestimmt.^) 

Wird  eins  der  grösseren  Glieder  von  diesem  Mechanismus  fest- 
gestellt, dann  erhalten  wir  das  stetig  durch  die  Todtlagen  hin- 
durchgehende gleichschenkelige  Schwingkurbelgetriebe,  und  wir 
werden  in  Art.  136  erkennen,  dass  dieses  Getriebe  durch  Form- 
gebung der  Glieder  gestaltlich  modificirt  in  der  Praxis  Anwen- 
dung findet 

In  Fig.  367  ist  die  Koppelcurye  a  gezeichnet,  die  von  einem 
an  der  Koppel  FL  befestigten  Punkte  A  durch  das  gleichschen- 
kelige Doppelkurbelgetriebe  beschrieben  wird.  Diese  Koppelcurye 
kann  nach  dem  Bob  er ts 'sehen  Satze  auf  dreifache  Art  erzeugt 
werden,  und  hieraus  werden  wir  leicht  ersehen,  dass  sie  eine 
Fusspunktencurye  eines  Kegelschnittes  ist  Denken  wir  uns  das 
durch  die  Punkte  KLA  bestimmte  Parallelogramm  KLAL^  und 
das  mit  FLA  ähnliche  Dreieck  OAQ  gezeichnet,  femer,  weil 
L^A=^  LF  ist ,  zu  L  FA  das  congruente  Dreieck  L^  A  0^  con- 
struirt;  dann  wttrde  die  Koppelcurye  a  auch  durch  das  Kurbel- 
getriebe AXjOjQ  erzeugt  werden,  wenn  an  dessen  Koppel  L^O^ 
der  Punkt  A  befestigt  ist 

Zeichnen  wir  anderseits  das  durch  die  Punkte  ^FA  bestimmte 
Parallelogramm  ^FAF^  und  das  mit  FLA  ähnliche  Dreieck 
F^AO^^  welches  4>AQ  congruent  ist;  dann  wird  auch  die  Koppel- 
curye a  durch  das  Kurbelgetriebe  4>Q  0,  F^  yon  dem  an  die  Koppel 
F^O^  befestigten  Punkte  A  beschrieben.  In  jenem  ersten  abge- 
leiteten Kurbelgetriebe  AZ^O^Q  ist  wegen  der  congruenten  Drei- 
ecke LFA^  L^AO^  die  Koppel  L^O^  gleich  der  Kurbel  AL„ 
und  femer,  weil  auch  die  Punkte  CiO^AO^  ein  Parallelogramm 
bilden,  der  Steg  AQ  gleich  der  anderen  Kurbel  CiO^.  Wenn  wir 
wie  bisher  wieder  4>A  =  a,  FL  —  c  setzen,  so  ist  QOj :  AZ, 
»» a : c.  Demnach  ist  dieses  Kurbelgetriebe  S^L^O^Ci^  dessen 
Koppel  O^L^  =  A  L^  auch  gleichschenkelig  und  dem  ursprünglich 

>)  Diese  Eingrifibpaaning  hat  Keule aux,  Kinematik ,  S.  191,  zuerst  an- 
gegeben, aber  ohne  die  mathematische  Bestimmung  der  betreffenden  £ingri£fis- 
stellen  ausgeführt. 
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gegebenen  ähnlich.  In  dem  zweiten  abgeleiteten  Kurbelgetriebe 
^ClO^F,  ist  ^C1  =  F,0,]  und  weil  AO^  =  AF,  folgt  auch 
4>  Fj  =  Q  Oj .  Hiernach  ist  dasselbe  ein  gleichläufiges  Zwillings- 
kurbelgetriebe, dessen  Kurbeln  gleich  der  Dreiecksseite  FA  sind 
und  in  welchem  ^il:^F^  =  a:c  ist  Construiren  wir  nun  das 
zu  F^OiA  symmetrisch  congruente  Dreieck  n^PH,  dessen  Eck- 
punkt %  auch  auf  dem  um  4>AQ  beschriebenen  Kreise  t  liegt: 
so  folgt,  dass  die  vermittelst  dieses  Zwillingskurbelgetriebes  er- 
zeugte Koppelcurve  a  die  Fusspunktencurve  einer  Ellipse  in  Bezug 
auf  9(  als  Lothpunkt  ist.  Diese  Ellipse  ist  bezüglich  dieses  Loth- 
punktes  im  Verhältnisse  2 : 1  homothetisch  ähnlich  derjenigen  El- 
lipse, welche  von  dem  Schnittpunkte  p  der  Kurbeln  ^F^y  C10^ 
als  Polbahn  beschrieben  wird,  deren  Brennpunkte  4>,  Cl  sind  und 
deren  Hauptaxe  gleich  FA  ist  0  Je  nachdem  der  Punkt  %  ausser- 
halb oder  auf  der  von  p  beschriebenen  Ellipse  liegt,  ist  S(  ein 
Doppelpunkt  oder  Bttckkehrpunkt  der  Fusspunktencurve  a;  liegt 
aber  91  innerhalb  dieser  Ellipse,  dann  besitzt  diese  Fusspunkten- 
curve keinen  Doppelpunkt 

Wenn  a  >  c  und  also  durch  4>  FL  A  ein  gleichschenkeliges 
Schwingkurbelgetriebe  dargestellt  wird,  gelten  analoge  Beziehun- 
den;  das  Zwillingskurbelgetriebe  ist  dann  ein  gegenläufiges  und 
die  Curve  a  ist  in  diesem  Falle  die  Fusspunktencurve  einer  Hy- 
perbel.   Nach  diesen  Darlegungen  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bei  dem  gleichschenkeligen  Doppelkurbelgetriebe 
beschreibt  ein  an  der  Koppel  befestigter  Punkt  eine 
Fusspunktencurve  einer  Ellipse;  bei  dem  gleich- 
schenkeligen  Schwingkurbelgetriebe  eine  Fnss- 

■ 

punktencurve  einer  Hyperbel. 

Wenn  in  Fig.  867  der  Punkt  F  mit  A  zusammenfällt  und 
keine  Eingriffspaarung  vorhanden  ist,  dann  kann  sich  das  Dreieck 
FLA  vereint  mit  der  Kurbel  AZ  um  A  drehen,  und  der  Punkt  A 
beschreibt  um  A  einen  Kreis  a,  dessen  Badius  gleich  FA  ist. 
Die  vollständige  Koppelcurve  besteht  denmach  aus  jener  Fuss- 
punktencurve a  und  diesem  Kreise  a.  Dieser  Kreis  schneidet  die 
Fusspunktencurve  in  den  beiden  diametralen  Sonderdoppelpunkten 

')  Diese  Erseagnng  der  Fusspunktencurve  des  Kegelschnittes  hat  Roberts 
analytisch  bewiesen  in  denProceedings  ofthe  London  MathematiaüSodety,  1869. 
Vol.  n.  p.  133  and  1870.  Vol.  III.  p.  88.  YergL  auch  daselbst  p.  100  die  Abhand- 
lung Yon  Gayley.  Einen  rein  geometrischen  Beweis,  der  aber  die  Beziehungen 
nicht  so  klar  erkennen  lässt  wie  der  unserige,  gab  Mannheim  in  diesen  Pro- 
ceedings.  1874.  Vol.  VI.  p.  35. 
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G%  G^j  in  denen  sich  A  resp.  bei  den  DurchschlagBlagen  AL^j 
AL^  der  Koppel  FL  befindet,  nnd  ferner  anf  dem  SjreiBe  i  in 
den  Doppelpunkten  Q'^  G^.  Demnach  besitzt  die  vollständige 
Koppelcnrye  anf  dem  Slreise  t  die  drei  Doppelpunkte  G^^  6^',  % 
nnd  ausserdem  die  beiden  Sonderdoppelpunkte  G^^  G^^  in  denen 
eine  Verzweigung  des  Weges  des  Punktes  A  eintreten  kann. 
Wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  4>QAy  AG^U  und  der  synmie- 
trisch  congmenten  Dreiecke  <I>QAy  <I>QS(  liegen  die  drei  Punkte 
(t^,  &^y  81  auf  einer  zu  4>£2  parallelen  Geraden. 

Der  Kreis  a  wird  aber  auch  vom  Punkte  A  beschrieben, 
wenn  das  Zwillingskurbelgetriebe  4>  F,  0^  Q  bei  einer  Durch- 
schlagslage in  ein  Parallelkurbelgetriebe  Übergeht;  denn  wegen 
der  congmenten  Dreiecke  F^O^A^  4>QA  bildet  A  den  Mittel- 
punkt dieses  Kreises,  dessen  Radius  gleich  4>F,  »>  FA  ist  Hier- 
nach erhalten  wir  den  Satz: 

Das  gleichschenkelige  Doppelkurbelgetriebe  und 
das  gleichläufige  Zwillingskurbelgetriebe  erzeugen 
gleichartige  Koppelcurven;  ebenso  auch  das  gleich- 
schenkelige  Schwingkurbelgetriebe  und  das  gegen- 
läufige Zwillingskurbelgetriebe. 

Wenn  wir  bei  einem  gleichschenkeligen  Schwingkurbelge- 
triebe, dessen  Steglänge  und  Koppellänge  im  Yerhältniss  V2 : 1 
stehen,  die  Koppel  um  ihre  eigene  Länge  über  ihren  Anschluss- 
punkt an  dem  gleich  grossen  Arme  hinaus  verlängern,  dann  be- 
schreibt der  so  bestimmte  Koppelpunkt  in  diesem  besonderen 
Falle  eine  Lemniscate,  weil,  wie  S.  306  erwähnt  wurde,  beim 
gegenläufigen  Zwillingskurbelgetriebe  mit  gleichem  Längenver- 
hältnisse  die  Koppelmitte  eine  Lemniscate  erzeugt. 


Graphische  Darstellungen  der  Geschwindigkeit  und  des 

Weges  bei  dem  Kurbelgetriebe. 

131.  Allgemeine  Beatimmung  der  Geschwindigkeiten  beim  Kurbel- 
getriebe und  statische  Beziehungen  zwischen  Geschwindigkeiten  und 
Kräften.  Bei  dem  in  Fig.  868,  Taf.  XXV,  dargestellten  Kurbel- 
getriebe 4>FiA,  dessen  festes  Glied  oder  Steg  ^A  ist,  sei  fttr 
einen  Punkt  A  des  Gliedes  4>F  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
AAn  im  Bezug  auf  den  Steg  gegeben.  Um  fttr  einen  Punkt  C  des 
gegenüber  liegenden  Gliedes  AL  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
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CCk  zn  erhalten,  ziehen  wir  zn  AF,  FL^  LC  resp.  die  Parallelen 
^»F»,  J'bi»,  it,C»,  welche  auf  den  Geraden  4>F,  Ai,  AC  die 
lothrechten  Geschwindigkeiten  Fl"»,  LI^^  CC^  der  Gelenkpnnkte 
F,  L  und  des  Punktes  C  liefern.  Ist  B  ein  mit  der  Koppel  FL 
verbnndener  Ponkt,  so  ergiebt  sich,  indem  wir  femer  zu  FB^  LB 
die  Parallelen  F^^B^^  L^B^  ziehen,  durch  ihren  Schnittpunkt  B^ 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  BB^^  des  Punktes  B,  Wenn  aber 
der  Pol  $  der  Koppel  im  Bezug  auf  den  Steg  zu^glich  ist,  er- 
halten wir  den  Pui^t  B^  auch  als  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
B^  und  der  zu  FB  parallelen  Geraden  F^^Bt^. 

Gesttttzt  auf  das  bekannte  Princip  der  yirtueUen  Yerrttckungen 
oder  der  sogenannten  virtuellen  Geschwindigkeiten  kann  die  Eane- 
matik  sich  erfolgreich  mit  der  Statik  yereinen.  Es  ist  nach  diesem 
aus  der  Statik  entlehnten  Princip,  wenn  wir  die  Kräfte,  welche 
auf  die  Glieder  eines  Mechanismus  wirken,  senkrecht  auf  die  Tan- 
genten der  Bahnen  ihrer  Angriffspunkte  projiciren  und  jede  dieser 
Projectionen  mit  der  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  durchschrit- 
tenen  Wegstrecke  des  betreffenden  Angriffspunktes  multipliciren, 
die  Summe  dieser  Producte  im  Gleichgewichtszustande  gleich  Null ; 
und  ist  umgekehrt  diese  Summe  gleich  Null,  dann  findet  Gleich- 
gewicht statt  Wir  erhalten  demnach,  wenn  die  Sichtungen  der 
wirkenden  Kräfte  £*,,  jS,,  ^„ . .  mit  den  Bewegungsrichtungen  ihrer 
Angriffspunkte  resp.  die  Winkel  t//,,  i//^,  1^3, . .  bilden  und  die  An- 
griffspunkte in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  beziehlich  die  unend- 
lich kleinen  Wegstrecken  ds^^  ds^j  ds^^ . .  durchschreiten,  die  Glei- 
chung: 

K^  cos  1//1  ds^  +  jffj  cos  ipi  ds^  +  jKj  cos  \p^ds^'\ —  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich,  da  die  Geschwindigkeiten  der  Angriffspunkte: 

ds^  ds^  ds^ 


-  -  •  «  • 


^«-■rfT^        "^»"^W        *^»"W^ 

sind,  die  wichtige  statische  Beziehung: 

K^  cos  V'i .  »1  +  -K,  cos  i//a .  t>,  4-  A3  cos  Vs  •  »s  H =  0, 

in  welcher  aber  bei  den  auftretenden  stumpfen  oder  gestreckten 
Winkeln  der  Cosinus  selbstverständlich  negativ  ist 

Wirken  z.  B.  in  Fig.  868  an  A  und  C  die  tangentialen  Kräfte 
Kaj  Kc  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  ist  Gleichgewicht  vorhan- 
den, wenn:  

Ka.AA^i  —  Ke.  CCq  =  0,  oder: 

^c         AA'^ 
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Hiemach  wird  durch  eine  im  Punkte  A  tangential  wirkende 
Kraft  Ka  eine  in  dem  Punkte  C  tangential  wirkende  Kraft  Kc  er- 
zengt. Bei  jedem  Mechanismus  verhält  sich  demnach  die  an  einem 
Punkte  eines  Gliedes  tangential  wirkende  Kraft  £m  zu  der  dadurch 
erzeugten  an  einem  Punkte  eines  anderen  Gliedes  oder  auch  des- 
selben Gliedes  tangential  wirkenden  Kraft  K^  umgekehrt  wie  die 
Geschwindigkeiten  v^^  Vn  ihrer  Angriffspunkte;  und  somit  ist  in 
Zeichen : 


K^~  V 


m 


Durch  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  zweier  beliebiger 
Gliedpunkte  eines  Mechanismus  ist  also  stets  auch  das  Verhältniss 
der  betreffenden  tangential  wirkenden  Kräfte  bestimmt. 

132.  Darstellungen  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei  einem 
Doppelkurbeigetriebe.  Nehmen  wir  an,  dass  bei  dem  in  Fig.  369 
gezeichneten  Doppelkurbelgetriebe  die  Kurbel  <t>  F  mit  constanter 
Geschwindigkeit  rotire  und  dass  die  constante  lothrechte  Geschwin- 
digkeit des  Gelenkpunktes  F  gleich  dem  Kurbelradius  F<i>  sei, 
dann  bestinunt  die  zur  Koppel  FL  parallele  Gerade  ^L^,  auf  dem 
anderen  Kurbelradius  AZ  die  lothrechte  Geschwindigkeit  XZ«,  des 
Gelenkpunktes  L.  Die  von  dem  Endpunkte  Lt>  dieser  veränder- 
lichen lothrechten  Geschwindigkeit  gebildete  Gurve  t>  nennen  wir 
das  Ortliche  Geschwindigkeitsdiagramm  des  Punktes  Z; 
denn  dasselbe  liefert  für  jeden  Ort  dieses  Punktes  auf  dem  Ra- 
dius L  A  von  L  aus  nach  dem  betreffenden  Curvenpunkte  Z»  ge- 
messen die  zugehörige  lothrechte  Geschwindigkeit. 

Wenn  wir  auf  jener  zu  FL  parallelen  Geraden  ^Lt  die 
Strecke  4>  F^  "=  FL  machen  und  das  entstandene  Parallelogramm 
^FLFgs  als  ein  Gelenkparallelogramm  betrachten,  dann  stellt 
^FxL\  ein  Kurbelgetriebe  dar,  für  welches  ^A  der  Steg  ist; 
und  der  Punkt  L^  ist  der  Pol  der  Koppel  Fg^L  im  Bezug  auf 
diesen  Steg.    Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  ftlr  den 
ungleichförmig  bewegten  Gelenkpunkt  X  eines  Kurbel- 
getriebes 4>FiA  ist  identisch  mit  der  Polbahn  eines 
anderen  Kurbelgetriebes  ^F^LK^  welches  aus  jenem 
durch  Vertauschung  der  gleichförmig  gedrehten  Kur- 
bel und  der  Koppel  hervorgeht. 

Nehmen  wir  auf  dem  Radius  4>jP,  der  sich  wegen  der  con- 
stanten  Geschwindigkeit  des  Punktes  F  proportional  der  Zeit  dreht, 
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die  Strecke  <l>F/r  =  Lx^L^  indem  wir  einfach  parallel  zu  Ai  die 
Gerade  OZ  bis  an  die  Koppel  FL  ziehen  und  <1>  Vir  =  <I>Z  machen; 
dann  bilden  die  fttr  verschiedene  Lagen  erhaltenen  Punkte  F/,  F>/, 
F///,  Viv^ .  •  eine  Curve  ö«,  die  wir  das  zeitliche  polare  Ge- 
schwindigkeitsdiagramm des  Punktes  L  nennen.  Jeder 
Fahrstrahl  dieses  Diagramms  repräsentirt  die  Grösse  der  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  L  zu  der  Zeit,  in  welcher  der  gleichförmig 
rotirende  Eurbelradius  sich  in  diesem  Fahrstrahle  befindet.  In 
Fig.  369  schneidet  dieses  Diagramm  D«  den  Bahnkreis  (p  in  zwei 
Punkten,  und  diese  bestimmen  die  betreffenden  Zeitmomente,  in 
denen  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  L  gleich  der  constanten 
Geschwindigkeit  des  Punktes  F  ist 

Um  die  in  Art  3  angegebene  graphische  Darstellung  der  ver- 
änderlichen Geschwindigkeit  des  Punktes  L  auszuführen,  theilen 
wir  den  Bahnkreis  (p  des  Punktes  F  in  eine  Anzahl,  etwa  24, 
gleicher  Theile,  und  ebenso  in  Fig.  369  &  auf  der  Zeitaxe  eine 
gerade  Strecke  T^  T^ ,  die  zwar  von  beliebiger  Grösse  sein  kann, 
aber  gleich  dem  Umfange  des  Kreises  (p  gemacht  ist,  in  dieselbe 
Anzahl  gleicher  Theile.  Die  Abstände  dieser  Theilpunkte  von  T^ 
betrachten  wir  als  Abscissen,  die  der  Zeit  proportional  sind,  und 
als  orthogonale  Ordinaten  tragen  wir  die  entsprechenden  Geschwin- 
digkeiten des  Punktes  L  an.  Wenn  der  Punkt  F  von  F^  ausgeht 
und  in  der  Richtung  des  gezeichneten  Pfeiles  auf  dem  Kreise  cp 
die  Theilpunkte  0,  /,  ^,  3,4^..  durchschreitet,  so  entsprechen  diesen 
Punkten  die  gleichbezeichneten  Abscissenendpunkte  0,  i,  2,  3^  4^ ,. 
auf  der  Zeitaxe  T^T^]  und  die  zugehörigen  Ordinaten  OV^^  IV^^ 
^F,,  dFj,  4F4, . .  sind  beziehlich  gleich  den  in  Fig.  369  gezeich- 
neten Geschwindigkeiten  oder  Fahrstrahlen  <I>F**,  4>F/,  <[>F//, 
^Vuh  ^Vjvy  •  •  Die  Curve  bj,  welche  von  den  Punkten  P^,  V^^ 
^s9  ^89  ^Ai  "  gebildet  wird,  heisstdas  zeitliche  orthogonale 
Geschwindigkeitsdiagramm  des  Punktes  L.  Dieses  Dia- 
gramm liefert  ein  klares  tibersichtliches  Bild  von  der  gesetz- 
mässigen  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  L 
während  einer  ganzen  Umdrehung  der  gleichförmig  rotirenden 
Kurbel  4>jP;  es  zeigt  ein  Maximum  und  ein  Minimum  dieser  Ge- 
schwindigkeit Die  im  Abstände  gleich  <t>  F  zur  Abscissenaxe  T^  T^ 
parallel  gezogene  Gerade  x  repräsentirt  das  Diagramm  fttr  die  con- 
stante  Geschwindigkeit  des  Punktes  F\  und  aus  den  Abweichungen 
des  Diagrammes  ^^  von  dieser  Geraden  %  erkennen  wir  die  Un- 
gleichförmigkeit  der  Bewegung  des  Punktes  L  im  Vergleiche  zu 
der  gleichförmigen  Bewegung  des  Punktes  F.  Den  Schnittpunkten, 
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welche  x  ^^^  ^»  bildet,  entsprechen  die  Zeitmomente ,  in  denen 
die  Punkte  F  nnd  L  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen. 

Um  eine  graphische  Darstellung  der  vom  Punkte  L  in  ver- 
schiedenen Zeiten  durchlaufenen  Weglängen  zu  erhalten,  sind  in 
Fig.  369&  zugleich  als  Ordinaten  die  entsprechenden  Weglängen 
aufgetragen,  welche  wir  in  Fig.  369  auf  dem  Bahnkreise  l  von 
dem  in  der  Centralen  liegenden  Anfangspunkte  K  aus  messen. 
Demnach  mtlssen  wir,  weil  der  Ausgangslage  F^  des  Punktes  F 
die  Lage  L^  des  Punktes  L  auf  dem  Bahnkreise  X  entspricht,  die 
Anfangsordinate  o  W^^  in  Fig.  869^  negativ  nehmen  und  gleich  dem 
Bogen  KkL^  machen.  In  gleicher  Weise  werden  die  tlbrigen  Ordi- 
naten gleich  dem  entsprechenden  Bogen  gemacht ;  so  ist  z.  B.  die 
positive  Ordinate  4  W^  gleich  dem  Bogen  KL.  Die  so  erhaltene 
Curve  to)  wird  das  orthogonale  Wegdiagramm  genannt  Die 
Längenbestimmung  der  Kreisbögen  lässt  sich  angenähert  am  ein- 
fachsten ausführen,  wenn  wir  nach  der  bekannten  Weise,  wie  in 
Art  64 ,  eine  auf  T^  T^  senkrechte  gerade  Strecke  construiren, 
welche  dem  Umfange  des  Kreises  A  graphisch  gleich  ist,  dann 
diese  Strecke  und  diesen  Kreis  vom  Punkte  K  aus  in  dieselbe 
Anzahl  gleicher  Theile  theilen.  Zu  den  Lagen  von  F  in  den 
Theilpunkten  des  Bahnkreises  q>  bestimmen  wir  die  entsprechen- 
den Lagen  von  L  auf  dem  Bahnkreise  A,  tibertragen  dieselben 
auf  jene  gerade  Strecke,  indem  wir  den  kleinen  Bogen  von  einer 
solchen  Lage  bis  zum  nächstliegenden  Theilpunkte  als  geradlinig 
ansehen,  und  machen  die  entsprechenden  Ordinaten  gleich  den  so 
erhaltenen  Weglängen.  Wäre  die  Bewegung  des  Punktes  L  auf 
dem  Kreise  X  gleichförmig,  dann  würde  das  zugehörige  Weg- 
diagramm durch  die  Verbindungsgerade  W^W^^  dargestellt;  und 
denmach  geben  uns  die  Abweichungen  der  Curve  lo  von  dieser 
Geraden  ein  Bild  der  ungleichförmigen  Zunahme  der  Weglängen. 

Bezeichnet  ds  die  unendlich  kleine  Zunahme  der  Weglänge 
in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  dt^  so  ist  die  Geschwindigkeit: 

ds 

Dieser  Werth  erreicht  ein  Maximum  oder  Minimum  in  den  Wende- 
punkten des  Wegdiagranmies  tp,  und  diesen  entsprechen  beziehlich 
in  denselben  Ordinaten  liegend  die  Maximal-  oder  Minimalpunkte 
des  Geschwindigkeitdiagramms  K)}. 

133.  Darstellungen  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei 
einem  Schwingkurbelgetriebe.    In  gleicher  Weise  wie  vorhin  ist 
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mit  gleichartiger  Bezeichnung  in  Fig.  870  bei  einem  Schwing- 
knrbelgetriebe,  unter  Annahme,  dass  die  Kurbel  ^  F  sich  gleich- 
förmig dreht  und  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  F 
gleich  dem  Eurbelradius  F<P  sei,  das  zugehörige  örtliche  Ge- 
schwindigkeitsdiagramm t>  construirt.  Der  ausgezogene  nach  dem 
Innern  des  Bahnkreises  l  gewendete  Theil  desselben  entspricht 
der  Bewegung  des  Punktes  L  von  £'  bis  L*  resp.  der  Drehung 
des  Punktes  F  von  F^  bis  F^;  der  strichpunktirte  ausserhalb  des 
Bahnkreises  X  befindliche  Theil  entspricht  der  umgekehrten  Be- 
wegung des  Punktes  L  von  L^  bis  L^  beziehlich  der  im  Sinne  des 
Pfeiles  fortgesetzten  Drehung  des  Punktes  F  von  F^  bis  F\  Das 
Ortliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t),  welches  den  Bahnkreis  l  in 
den  Umkehrpunkten  L\  L*  schneidet,  besteht  hier  ans  einem  Oval. 

Bei  dem  zeitlichen  polaren  Geschwindigkeitsdiagramm  D«  ist  es 
zweckmässig,  die  Geschwindigkeit  ^PV^^^Z^^L^L  stets  von  4> 
nach  F  gerichtet  auf  den  Eurbelradius  ^  F  abzutragen,  obwohl  die 
Geschwindigkeit  ihren  Bichtungssinn  ändert.  Dadurch  erhält  dieses 
Diagramm  eine  schleifenförmige  Gestalt.  Der  ausgezogene  Theil 
desselben  entspricht  der  Bewegung  des  Punktes  L  von  L^  bis  L\ 
der  strichpunktirte  Theil  dagegen  entspricht  der  umgekehrten  Be- 
wegung des  Punktes  L.  Richtiger  würde  es  zwar  sein,  wenn  der 
Punkt  L  seine  Bewegung  im  entgegengesetzten  Sinne  vollzieht, 
auch  die  Geschwindigkeit  auf  den  Radius  ^F  entgegengesetzt, 
also  auf  seine  tlber  4>  hinausgehende  Verlängerung  abzutragen; 
dann  erhält  das  Diagramm  aber  eine  verschlungene  Gestalt  und 
dadurch  wird  die  Uebersichtlichkeit  beeinträchtigt  Das  zeitliche 
polare  Geschwindigkeitsdiagramm  t>j  schneidet  den  Bahnkreis  q> 
in  vier  Punkten  und  dem  gemäss  wird  in  den  entsprechenden  vier 
Zeitmomenten  die  veränderliche  Geschwindigkeit  des  Punktes  L 
gleich  der  constanten  Geschwindigkeit  des  Punktes  F.  Zwei  dieser 
Zeitmomente  treten  ein,  wenn  die  Koppel  Fj;L  des  gedachten 
Kurbelgetriebes  ^Fj,LA  in  die  Gerade  AZ  fällt,  die  Glieder  <I>F, 
A  L  also  parallel  werden,  und  diese  beiden  Lagen  lassen  sich  auch 
leicht  direct  bestimmen.  Den  beiden  anderen  Zeitmomenten  ent- 
sprechen die  Lagen,  in  denen  das  Viereck  ^FLL^  ein  gleich- 
schenkeliges  Trapez  vrird,  dessen  Seiten  <I>F,  ZdZ  gleich  sind. 

Fttr  das  betrachtete  Schwingkurbelgetriebe  ist  das  zeitliche 
orthogonale  Geschwindigkeitsdiagramm  t))  und  das  orthogonale 
Wegdiagramm  ko  in  Fig.  870^  gezeichnet,  bei  denen  der  Abscissen- 
anfang  T^  dem  Ausgangspunkte  F^  entspricht.  Von  dem  Geschwin- 
digkeitsdiagramm D)  ist  analog,  wie  in  Fig.  870,  der  Theil  ansge- 
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zogen,  welcher  der  Bewegung  des  Punktes  L  von  U  bis  L^  oder 
der  Drehung  des  Punktes  F  von  F^  bis  F'  entspricht,  und  der 
übrige  Theil  strichpunktirt.  Fflr  das  Wegdiagramm  sind  die  Weg- 
längen von  der  Mitte  K  des  Schwingbogens  DU  ausgemessen; 
der  Anfangslage  F^TJ  entspricht  demnach  die  positive  Weglänge 
T^W^,  die  gleich  dem  Bogen  KU  ist  Wenn  F  sich  in  F'  be- 
findet, ist  die  Weglänge  gleich  dem  Bogen  KU  und  im  positiven 
Sinne  zu  einem  Maximum  geworden.  Von  da  an  nimmt  die  Weg^ 
länge  ab,  wird  gleich  Null,  wenn  L  die  Bogenmitte  K  passirt  und 
erlangt  in  negativer  Richtung  ein  Maximum,  wenn  F  den  Punkt  F^ 
oder  L  den  Umkehrpunkt  U  erreicht 

134.  Darrtellungen  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei 
einem  durchschlagenden  Schwingkurbelgetriebe.  In  Fig.  371  sind 
in  der  angegebenen  Weise  für  ein  durchschlagendes  Schwing- 
kurbelgetriebe, dessen  Kurbel  ^F  sich  gleichförmig  dreht,  die 
zugehörigen  Geschwindigkeitsdiagramme  )),  t),  gezeichnet,  welche 
in  diesem  Falle  beide  von  der  Centralen  ^  A  symmetrisch  getheilt 
werden.  Befindet  sich  F  in  dem  Wechselpunkte  i^S  also  L  in 
dem  Umkehrpunkte  U^  dann  ist  die  Geschwindigkeit  von  L 
gleich  Null.  Wenn  F  in  der  Richtung  des  Pfeiles  nach  dem 
Punkte  F^  gelangt,  den  wir  als  Ausgangspunkt  betrachten  wollen, 
dann  ist  L  nach  U  gekommen,  und  beide  Punkte  F^  L  über- 
schreiten durch  Beharrungsschluss  vermittelt  gleichzeitig  in  glei- 
cher Richtung  die  Centrale.  In  diesem  Momente  klappen  alle 
Glieder  zusammen  und  die  Geschwindigkeit  von  L  kann  für  diese 
Lage  nicht  wie  bisher  bestimmt  werden ;  sie  erfordert  eine  beson- 
dere Construction,  die  wir  in  Nachfolgendem  mittheilen.  Hat  F  den 
zweiten  Wechselpunkt  ^^  erreicht,  dann  ist  L  nach  dem  zweiten 
Umkehrpunkte  8^  gelangt,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  wieder 
gleich  Null  ist  Ftir  die  Durchschreitung  des  Bogens  UU^^  sind 
in  beiden  Geschwindigkeitsdiagrammen  t>,  "Ot  die  entsprechenden 
Curventheile  ausgezogen.  Bei  fortgesetzter  Drehung  des  Punktes  F 
durchläuft  der  Punkt  L  diesen  Bogen  rtlckwärts,  und  wenn  F  eine 
ganze  Umdrehung  vollendet  hat,  sich  also  wieder  in  F^  befindet, 
ttberschreitet  L  die  Centrale  in  entgegengesetzter  Richtung  mit 
einer  noch  besonders  zu  bestimmenden  Geschwindigkeit.  Während 
F  eine  zweite  von  F^  ausgehende  Drehung  beendet,  bewegt  sich 
L  nach  U  und  kehrt  nach  U  zurttck.  Der  Punkt  L  durch- 
schreitet nur  einmal  hin-  und  hergehend  den  Bogen  UUi\  wenn 
F  zwei  ganze  Umdrehungen  vollendet.  Für  die  Durchschreitung 
dieses  Bogens  im  Sinne  S*  U  L  sind  in  beiden  Geschwindigkeits- 
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diagrammen  )>,  ^z  die  entsprechenden  Curventheile  strichpanktirt 
gezeichnet. 

Um  die  Geschwindigkeiten  L^Liy  UL'^  des  Punktes  L  in  den 
beiden  Dnrchschlagslagen  zu  erhalten,  haben  wir  zu  beachten, 
dass  die  Punkte  Uo,  T^'i  identisch  sind  mit  den  beiden  Polen, 
welche  bei  dem  gedachten  Kurbelgetriebe  4>jPciA  auftreten, 
wenn  die  Koppel  F^L  sich  in  der  Lage  F%L^^  also  in  der  Durch- 
schlagslage befindet ;  denn  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm 
t)  ist  die  Polbahn  ftlr  dieses  Kurbelgetriebe,  und  die  Punkte  ZJ», 
Ui  sind  die  Scheitel  derselben.  Diese  Punkte  liegen  nach  Art.  51 
harmonisch  zu  den  beiden  Punktpaaren  AF^,  4>Z^  und  werden, 
wie  dort  angegeben,  in  folgender  Weise  construirt.  Wir  beschrei- 
ben ttber  das  eine  dieser  Punktpaare,  z.  B.  ttber  4>  X^,  als  Durch- 
messer einen  ELreis  Ar,  femer  durch  das  andere  Punktpaar  S.F% 
einen  beliebigen  Kreis  I,  der  k  in  zwei  Punkten  ^,  H  schneidet, 
ziehen  die  gemeinschaftliche  Secante  GH  bis  zum  Schnittpunkte  0 
mit  der  Geraden  OA,  bestimmen  den  Bertthrungspunkt  T  einer 
von  0  an  Ar  gelegten  Tangente ;  dann  schneidet  der  um  0  mit  0  T 
als  Badius  beschriebene  Kreis  die  Gerade  <I>A  in  den  Punkten 

In  Fig.  371&  ist  das  zeitliche  orthogonale  Geschwindigkeits- 
diagramm t))  und  das  orthogonale  Wegdiagramm  b)  gezeichnet. 
Dieselben  beginnen  mit  der  Anfangslage  F^  und  L^y  in  welcher  die 
Koppelpunkte  F,  L  die  Centrale  in  gleicher  Bichtung  überschreiten. 
Die  Anfangsordinate  T^  V^  stellt  die  eben  gefundene  Geschwindig- 
keit L^  Lii  dar,  welche  in  diesem  Momente  ein  Maximum  erreicht. 
Die  Geschwindigkeit  nimmt  dann  ab,  wird  gleich  Null,  schneidet 
dem  entsprechend  die  Zeitaxe  T^Tj  erreicht  in  entgegengesetzter 
Bichtung  ein  Maximum  und  darauf  nach  einem  vollen  Umlauf  von 
F  ein  Minimum  ^V^r»  welches  gleich  der  eben  construirten  Ge- 
schwindigkeit X^Xto'  ist.  Für  den  zweiten  Umlauf  des  Punktes  F 
ergiebt  sich  der  andere  symmetrische  Curvrentheil  des  Geschwin- 
digkeitsdiagrammes  t>^.  Da  wir  die  Weglängen  von  L^  aus  messen 
und  darunter  die  Bogenlängen  verstehen,  welche  der  bewegte 
Punkt  L  und  der  feste  Punkt  L^  auf  dem  Bahnkreise  k  zwischen 
sich  fEUSsen,  so  ist  die  Anfangsordinate  des  Wegdiagranmis  to 
gleich  Null.    Die  Weglänge  nimmt  zu,  bis  sie  ftlr  die  Punktlage  S* 

ein  Maximum  erreicht,  welches  durch  die  Ordinate  5W^=^L^^^ 
dargestellt  ist  Hierauf  nimmt  die  Weglänge  ab  und  wird  wieder 
gleich  Null,  wenn  der  Punkt  F  eine  Umdrehung  beendet  hat 
Für  die  zweite  Umdrehung  dieses  Punktes  ergiebt  sich  der  zweite 
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im  Bezug  auf  den  Punkt  T^  centrisch  symmetrisch  gelegene  Canren- 
theil  des  Wegdiagramms. 

135.  Darstellungen  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei 
den  Zwiliingskurbelgetrieben.  Bei  dem  in  Fig.  87S  dargestellten 
gleichläufigen  Zwillingskurbelgetriebe  ^FLA  nehmen  wir  an, 
dass  die  Kurbel  ^F  sich  gleichförmig  drehe  und  die  oonstante 
lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  F  wieder  gleich  dem 
Eurbelradius  F^  sei.  Die  zur  Koppel  FL  parallele  Gerade  <P  L^ 
bestimmt  auf  der  verlängerten  Geraden  LA.  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit LLii  des  Punktes  L.  Construiren  wir  nun,  indem 
wir  auf  dieser  parallelen  Geraden  ^F^^^  FL  =  <[>  A  machen, 
das  gleichschenkelige  Doppelkurbelgetriebe  4>F,ZrA,  so  ist  das 
örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  )>  ftlr  den  Punkt  L  des  Zwil- 
lingskurbelgetriebes identisch  mit  der  Polbahn  dieses  gleichsehen- 
keligen  Doppelkurbelgetriebes  und  dem  zufolge  eine  Pascarsche 
Gurve,  die  wir  auch  leicht,  wie  in  Art  130  angegeben  wurde, 
direct  construiren  kOnnen. 

Tragen  wir  auf  die  gleichförmig  rotirende  Kurbel  4>F  die 
Strecke  4>  F  =»  X«,  X  ab ,  dann  ist  V  ein  Punkt  des  zeitlichen 
polaren  Geschwindigkeitsdiagrammes  ))«  des  Punktes  L.  Dieser 
Punkt  V  ergiebt  sich  aber  in  einfacherer  Weise,  indem  wir  zu 
^A  durch  L  die  Parallele  XF  bis  an  die  verlängerte  Kurbel 
4>F  ziehen;  denn  die  Gerade  LV  muss  wegen  der  symmetrischen 
Gestalt  des  überschlagenen  Vierecks  ^AZF,  und  weil  ^L^ 
parallel  FL  ist,  dem  Stege  4>A  parallel  sein. 

Die  Polbahn  7t  ist  bei  dem  gleichläufigen  Zwillingskurbel- 
getriebe nach  Art  129  eine  Ellipse,  deren  Hauptaxe  gleich  der 
Kurbellänge  c  ist  und  deren  Brennpunkte  die  festen  Azenpunkte 
4>,  A  sind.  Bezeichnen  wir  den  Winkel  A<l>$  mit  i//,  so  ist  die 
Polargleichung  dieser  Ellipse  fttr  den  Brennpunkt  4>  als  Ursprung: 


2    c  —  a  cos  \p 

Wegen  der  Parallelen  <1>A,  iF  ergiebt  sich: 

4>F'      AL        c 

cp^  °"  A$   ~  c  —  *^' 

und  demnach  erhalten  wir  fttr  das  zeitliche  polare  Geschwindig- 
keitsdiagramm t)«  die  Polargleichung: 

i^  +  cf  —  2ac  cosi// 
welche  eine  Ellipse  liefert,  deren  Brennpunkt  4>  ist  und  deren 
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Haaptaxe'in  der  Centralen  4>A  liegt  Wenn  die  Kurbel  AX  senk- 
recht <1>A  gedreht  wird,  befindet  sieh  der  Punkt  F,  weil  LV 
parallel  4>A  ist,  im  Endpunkte  Vr  der  kleinen  Axe  dieser  Ellipse. 
Ihre  kleine  Halbaxe  ist  demnach  gleich  der  Eurbellänge  c  und 
ihre  grosse  Halbaxe  gleich  dem  Fahrstrahle  ^Vr^  und  somit  kann 
diese  EUipse  vermittelst  ihrer  Axen  leicht  construirt  werden.  Be- 
zeichnen wir  die  Endpunkte  der  grossen  EUipsenaxe  mit  F®,  F^, 
dann  stellt  ^V^  die  grösste  und  4>F^  die  kleinste  Geschwindig- 
keit des  Punktes  L  dar. 

Analoge  Beziehungen  ergeben  sich  bei  dem  in  Fig.  878  dar- 
gestellten gegenläufigen  Zwillingskurbelgetriebe,  wenn  wir  an- 
nehmen, dass  die  Kurbel  AZ  sich  gleichförmig  drehe  und  die 
constante  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  L  gleich  dem 
Kurbelradius  LA  sei.  Dann  bestimmt  die  zur  Koppel  LF  pa- 
rallele Gerade  AjP»  auf  der  verlängerten  Geraden  ^F  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  FF^^  des  Punktes  F.  Machen  wir  auf  Aj^« 
die  Strecke  Aix  =  ü^«=A<I>,  dann  wird  durch  das  Gelenk- 
viereck ^FLxA  ein  gleichschenkeliges  Schwingkurbelgetriebe 
dargestellt,  dessen  Pol  der  Punkt  F^  ist  Dem  zufolge  ist  das 
örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t>  des  Punktes  F  des  gegen- 
läufigen Zwillingskurbelgetriebes  identisch  mit  der  Polbahn  dieses 
gleichschenkeligen  Schwingkurbelgetriebes  und  somit  eine  Pas- 
caTsche  Gurve. 

Machen  wir  auf  der  Verlängerung  der  gleichförmig  rotirenden 
Kurbel  LA  die  Strecke  AF=  FF^,  dann  ist  F  ein  Punkt  des 
zeitlichen  polaren  Geschwindigkeitsdiagramms  D«  des  Punktes  F. 
Diesen  Punkt  F  erhalten  wir  aber  leichter,  indem  wir  zu  <I>A 
durch  F  die  Parallele  i^F  bis  an  die  verlängerte  Kurbel  LA 
ziehen ;  denn  die  Gerade  F  V  muss  wegen  der  symmetrischen  Ge- 
stalt des  überschlagenen  Vierecks  ^ALF^  und  weil  AF»  parallel 
FL  ist,  zu  4>A  parallel  sein.  In  gleicher  Weise  wie  vorhin  kön- 
nen wir  auch  hier  vermittelst  der  Polbahn  tt,  die  nach  Art  129 
in  diesem  Falle  eine  Hyperbel  ist,  die  Gleichung  dieses  Geschwin- 
digkeitsdiagramms ableiten.  Dieselbe  ergiebt  sich  aber  leichter 
aus  der  betrefiFenden  obigen  Gleichung  durch  Vertauschung  der 
Grössen  OA  '^  c,  AL  =  a,  und  es  ist  denmach,  wenn  wir  den 
Winkel  4>AZ  mit  tp  bezeichnen: 

AF- £(?Lzi£3 

a*-|-c*  —  2ac  co^tff 

Dies  ist  die  Polargleichung  einer  Ellipse,  deren  einer  Brennpunkt  A 
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ist  und  deren  Hanptaxe  in  der  Centralen  4>A  liegt.  Da  c  grösser 
als  a  ist,  so  ist  der  Fahrstrahl  negativ  nnd  dem  gemäss  muss 
derselbe  auf  die  über  A  hinaus  verlängerte  Enrbel  L  abgetragen 
werden.  Wenn  die  Enrbel  ^F  senkrecht  anf  4>A  steht,  befindet 
sich  der  Punkt  V  in  dem  Endpunkte  Vr  der  kleinen  Axen  dieser 
Ellipse.  Ihre  kleine  Halbaxe  ist  also  gleich  der  Kurbellänge  a 
und  ihre  grosse  Halbaxe  gleich  dem  Fahrstrahle  AF«.. 

Aus  jener  Polargleichung  der  Ellipse,  die  in  Fig.  372  das  Qe- 
schwindigkeitsdiagramm  t>g  darstellt,  und  aus  der  eben  erhaltenen 
Polargleichung  der  Ellipse,  die  in  Fig.  878  das  Oeschwindigkeits- 
diagramm  tz  repräsentirt,  folgt,  dass  fttr  denselben  Winkel  ip  die 
zugehörigen  Fahrstrahlen  4>F,  AF  sich  wie  c:a  verhalten,  also 
im  Constanten  Verhältnisse  stehen.  Dem  zufolge  ist  das  zeitliche 
polare  Geschwindigkeitsdiagramm  fttr  den  Punkt  L  in  Fig.  878 
ähnlich  dem  zeitlichen  polaren  Oeschwindigkeitsdiagramm  fttr  den 
Punkt  F  in  Fig.  872.  Die  Veränderlichkeit  der  Rotationsbewegung 
der  Kurbel  AZ  des  gleichläufigen  Zwillingskurbelgetriebes  in 
Fig.  872  und  der  Kurbel  4>jP  des  gegenläufigen  Zwillingskurbel- 
getriebes in  Fig.  878  ist  also  identisch,  wenn  die  anderen  Kurbeln 
dieser  beiden  Zwillingskurbelgetriebe  mit  gleicher  constanter  Dreh- 
geschwindigkeit im  entgegengesetzten  Sinne  rotiren. 

Fflr  das  in  Fig.  878  dargestellte  gegenläufige  Zwillingskurbel- 
getriebe ist  in  Fig.  878^  das  zeitliche  orthogonale  Geschwindig- 
keitsdiagramm k))  und  das  orthogonale  Wegdiagramm  t&  des  Punk- 
tes F  gezeichnet,  wenn  derselbe  von  F^  ausgehend  sich  in  der 
Pfeilrichtung  bewegt.  Das  Geschwindigkeitsdiagramm  t^  ist  im 
Bezug  auf  die  Mittelordinate  T^  V^  symmetrisch.  In  den  Durch- 
schlagslagen  -F'^i®,  F^L^  der  Koppel  FL  erreicht  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  F  resp.  ein  Maximum  T^  F^ «»  A  F°  und  ein 
Minimum  7\.  F^  =  A  F^.  In  den  beiden  Momenten,  in  denen  die 
Kurbeln  ^F/KL  parallel  stehen,  sind  die  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  jL,  F  gleich.  Ziehen  wir  im  Abstände  gleich  der  Kurbel- 
länge a  zur  Zeitaxe  T^T^  die  parallele  Gerade  x»  welche  das 
Diagramm  der  constanten  Geschwindigkeit  des  Punktes  L  dar- 
stellt, so  wird  durch  die  Abweichung  der  Curve  t)  von  dieser 
Geraden  die  Abweichung  der  veriLnderlichen  Geschwindigkeit  des 
Punktes  F  von  der  constanten  Geschwindigkeit  des  Punktes  L 
veranschaulicht.  Das  Wegdiagramm  ID  ist  bezüglich  des  Punktes 
^y^  centrisch  symmetrisch ;  und  die  Abweichung  von  der  Geraden 
1\  W^  giebt  uns  ein  Bild  von  der  ungleichförmigen  Zunahme  des 
Weges  des  Punktes  F. 
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136.  Darstellungen  der  Geschwindigkeiten  bei  einem  gleich- 
echenkeligen  Doppelkurbel-  und  Schwingkurbelgetriebe.  Betrachten 
wir  in  Fig.  874,  Taf.  XXVI,  das  gleichschenkelige  Doppelknrbel- 
getriebe  4>/^XA,  dessen  Gliedlängen  mit  denen  des  vorhin  be- 
handelten Zwillingskorbelgetriebes  ttbereinstimmen ,  so  erkennen 
wir  leicht,  wenn  der  Punkt  F  mit  der  constanten  Geschwindigkeit 
gleich  F^  rotirt,  dass  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  D 
des  Punktes  L  mit  der  Polbahn  n  jenes  in  Fig.  372  dargestellten 
Zwillingskurbelgetriebes  identisch  und  somit  eine  Ellipse  ist,  deren 
Brennpunkte  4>,  A  sind,  und  deren  grosse  Axe  die  Koppell&nge 
FL  hat.  Denn  ziehen  wir  zu  FL  die  Parallele  4>Z)),  und  machen 
wir  auf  derselben  4>jPx  =  FL^  dann  erhalten  wir  das  Zwillings- 
kurbelgetriebe ^FxLK^  dessen  Pol  Ta^  ist 

Nehmen  wir  dagegen  an,  dass  sich  der  Punkt  L  mit  der  con- 
stanten Geschwindigkeit  gleich  XA  dreht,  dann  bestimmt  die  zu 
ii^  parallele  Gerade  AjP^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  FF^ 
des  Punktes  F.  Machen  wir  auf  dieser  parallelen  Geraden  die 
Strecke  AZ^  ^LF^  so  bildet  das  entstandene  Viereck  ^FL^X 
nur  eine  andere  Lage  des  Doppelkurbelgetriebes  4>i^XA';  und 
demnach  ist  die  Polbahn  7t  desselben  zugleich  das  örtliche  Ge- 
schwindigkeitsdiagramm fllr  den  Punkt  F^  wenn  die  grössere 
Kurbel  gleichförmig  rotirt. 

In  Fig.  876  ist  eins  der  grösseren  Glieder  dieses  Mechanismus 
als  Steg  <t>  A  genommen.  Wir  erhalten  dann  das  gleichschenkelige 
Schwingkurbelgetriebe.  Wenn  der  Punkt  F  die  constante  loth- 
rechte Geschwindigkeit  F^  besitzt,  ist  die  Polbahn  tv  zugleich 
das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  des  Punktes  L.  Denn  das 
Viereck  ^FxLh,  welches  entsteht,  indem  wir  auf  der  zur  Koppel 
FL  parallelen  Geraden  4>Zi,  die  Strecke  ^F^  ^^  FL  machen, 
liefert  nur  eine  andere  Lage  des  Schwingkurbelgetriebes  ^FLA. 

Nehmen  wir  dagegen  an,  dass  die  Schwinge  AX  sich  gleich- 
förmig bewegt,  der  Punkt  L  also  die  constante  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit L  A  besitzt ;  dann  ist  das  örtliche  Geschwindigkeits- 
diagramm t>  des  Punktes  F  mit  der  Polbahn  des  betreffenden 
Zwillingskurbelgetriebes  4>FZ'A  identisch,  und  demnach  eine 
Hyperbel,  deren  Brennpunkte  4>,  A  sind,  und  deren  Hauptaxe 
gleich  der  Koppellänge  FL  ist.  Die  Annahme  der  gleichförmigen 
Bewegung  der  Schwinge  AL  kann  jedoch  nur  als  eine  theoretische 
betrachtet  werden;  denn  die  lothrechte  Geschwindigkeit  Fi^  des 
Punktes  F  wird  unendlich  gross,  wenn  L  sich  in  den  Umkehr- 
punkten L\  8^  befindet,  und  priJttisch  ist  es  nicht  möglich,  dass 
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der  Punkt  L  in  diesen  Umkehrpnnkten  momentan  eine  Geschwin- 
digkeit von  endlicher  Grösse'  erhalte. 

Bei  diesem  gleichschenkeligen  Schwingknrbelgetriebe  ist  in 
Fig.  376  die  Koppel  FL  weggemindert  nnd  daftlr  in  der  Schwinge 
A  L  ein  halbkreisförmiger  Schlitz  angebracht,  der  von  der  Geraden 
AZ  begrenzt  wird  and  dessen  mittlerer  Radios  gleich  LF  ist. 
In  diesem  Schlitze  wird  der  Enrbelzapfen  F  geführt.  Wenn  nun 
die  Kurbel  4>  F  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  gleich  F4> 
gemäss  der  Pfeilrichtung  rotirt,  so  bleibt  während  der  halben 
Kurbelumdrehung  von  Oi^^  bis  4>i^"  die  Schwinge  Ai  in  Ruhe, 
erhält  aber  in  F^  einen  Stoss  und  wird  während  der  anderen 
halben  Kurbelumdrehung  in  eine  Schwingung  versetzt.  Das  ört- 
liche Geschwindigkeitsdiagramm  D  des  Schwingenpunktes  L  be- 
steht demnach  aus  der  halben  PascaTschen  Curve  Ll^L^ 
und  aus  dem  isolirten  Punkte  4>.  Zwar  wird  bei  der  Anwendung 
der  Punkt  X,  wenn  F  sich  in  F^  befindet,  nicht  momentan  die 
zugehörige  theoretische  Geschwindigkeit  annehmen,  welche  gleich 
der  Strecke  4>ZS  ist,  aber  schon  in  grösster  Nähe  von  L^  wird 
die  Abweichung  von  dem  Diagramm  D  verschwinden.  Für  die 
gezeichnete  Lage  liefert  die  zu  FL  parallele  Gerade  4>  Z«  für  den 
Punkt  L  die  lothrechte  Geschwindigkeit  ZZ»,  welche  allmählig 
abnimmt,  und  nachdem  L  in  die  äusserste  Lage  L^  gekommen  ist, 
gleich  Null  wird.  Von  da  an  nimmt  diese  Geschwindigkeit  rasch 
zu,  erreicht  ein  Maximum  von  der  Grösse  4>iJ,  wenn  F  nach  F^ 
gelangt  ist.  Diese  Geschwindigkeit  wird  in  der  Praxis  meist  durch 
Aufschlagen  der  Schwinge  auf  einen  angebrachten  Widerstand  ver- 
nichtet. Während  der  weiteren  halben  Umdrehung  des  Punktes  F 
ruht  der  Schwingenpunkt  L  in  4>,  und  der  entsprechende  Theil  des 
Geschwindigkeitsdiagramms  wird  dem  zufolge  durch  den  Punkt  4> 
vertreten.  In  dieser  Gestalt  wird  dieses  Getriebe  besonders  bei 
der  Ladenbewegung  der  Webstühle  angewendet  0  9  nnd  ist  auch 
bei  der  Fried  rieh 'sehen  Stimmplattenstanze  ^)  zweifach  ange- 
bracht 


^)  Zuerst  von  J.  Todd,  Specificatian  No.  2698,  14.  April  1803,  dann  yon 
J.  Garnett  und  J.  Mason,  Specification  No.  9078,  8.  Sept.  1841,  femer  von 
A.  Turner,  Specification  No.  1032,  11.  April  1865.  Vergl.  „Zusammenstellang 
der  verschiedenen  Ladenbewegnngen  an  mechanischen  Webstühlen"  von  Kohl 
in  den  Mittheilungeti  des  Gewerbevereins  zu  Hannover.  1872.  8.  414. 

')  Deutsches  Reickfpatent  Nr.  15810  vom  28.  Januar  1881. 
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Spedelle  Arten  einfacher  ebener  Mechanismen. 

1 37.  Die  vier  Hauptspecialfftlle  einfacher  ebener  INechanismen. 
Vennittelst  Ersetzung  Yon  Drehpaarong  durch  Richtpaarung  gehen 
aus  dem  einfachen  ebenen  Mechanismus  mit  vier  Drehpaarungen 
die  folgenden  vier  Mechanismenarten  hervor: 

1.  Der  Schubkurbelmechanismus  mit  einer  Richtpaarung 
und  drei  Drehpaarungen. 

2.  Der  Ereuzkurbelmechanismus  mit  zwei  benachbarten 
Richtpaarungen  und  zwei  benachbarten  Drehpaarungen. 

3.  Der  Schleifschiebermechanismus  mit  zwei  gegen- 
ttber  liegenden  Richtpaarungen  und  zwei  gegenüber  liegenden 
Drehpaarungen. 

4.  Der  Dreirichtmechanismus  mit  drei  Richtpaarungen. 

138.  Der  Scliublcurbeimechaniemue.  —  Das  Schubkurbeigetriebe 
und  das  Schieifkurbelgetriebe  nebet  deren  specieiien  Arten.    Um 

die  Umwandlung  einer  Drehpaarung  in  eine  Richtpaarung  anschau- 
lich auszuführen,  ersetzen  wir  in  Fig.  877,  Taf.  XXYI,  bei  einem 
Eurbelmechanismus  4>-FiA,  dessen  Gliedlängen  A<l>,  <PF^  FL^ 
LA  wir  wieder  resp.  mit  üj  b,  c^  d  bezeichnen,  das  Glied  \L 
durch  einen  in  L  drehbar  an  die  Koppel  FL  angeschlossenen 
Bogenschieber ,  der  sich  im  Gliede  4>A  innerhalb  eines  Bogen- 
schlitzes  bewegt,  dessen  Mittelpunkt  A  ist.  Der  um  A  mit  dem 
Radius  AZ  «»  d  beschriebene  Bahnkreis  l  des  Punktes  L  schnei- 
det ^  A  einerseits  in  dem  Punkte  E,  und  es  ist  somit  die  Strecke 
*E«=c  —  d  =  €.  Denken  wir  uns  nun ,  ohne  die  Strecken- 
differenz 4>  E  =:  e  zu  yerändem,  den  Radius  d  des  Kreises  l  un- 
endlich gross  genommen,  den  Punkt  A  also  auf  der  Geraden  4>  E 
ins  Unendliche  verlegt,  dann  geht  der  bogenfl^rmige  Schlitz,  der 
auch  Schleife  oder  Schleufe  genannt  wird,  wie  die  Fig.  378  dar- 
stellt, in  einen  geradlinigen  Schlitz  und  der  Kreis  k  in  eine  Ge- 
rade X  ttber,  die  im  Abstände  e  von  4>  auf  4>A'°  senkrecht  steht. 
Der  so  entstandene  specielle  Mechanismus,  bei  dem  die  Längen 
a,  d  der  beiden  Glieder  4>A*,  ZA*  unendlich  lang  sind,  wird 
durch  die  endlichen  Längen  *,  c  der  beiden  Glieder  *  F,  FL  und 
jene  endliche  Differenz  e  der  beiden  unendlich  langen  Glieder  be- 
stimmt; derselbe  wird  ein  Schubkurbelmechanismus  genannt, 
und  aus  ihm  ergeben  sich,  je  nachdem  eins  der  unendlichen  Glie- 
der oder  eins  der  endlichen  Glieder  als  Steg  genommen  wird,  zwei 
wesentlich  verschiedene  Getriebe: 
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Das  Schobkarbelgetriebe^  wenn  eins  der  unendlichen 
Glieder  <t>A*,  ZA*  festgestellt  wird. 

Das  Schleifknrbelgetriebe,  wenn  eins  der  endlichen 
Güeder  *F,  FL  festgehalten  wird.^ 

Je  nachdem  bei  dem  Schnbknrbelgetriebei  welches  auch, 
wenn  e  nicht  gleich  Nnll  ist,  ein  ezcentrisches  Schnb- 

kurbelgetriebe  heisst,  die  Koppel  e  -^  &  +  £  ist,  erhalten  wir 

resp.  die  folgenden  drei  Arten  des  Schnbknrbelgetriebes: 

das  rotirende  Schnbknrbelgetriebei 

das  durchschlagende  Schabkarbeigetriebe, 

das  schwingende  Schubkarbelgetriebe. 

In  Fig.  878  and  879  ist,  wenn  wir  4>E  als  Steg  betrachten, 
ein  rotirendes  Schabkarbeigetriebe  in  zwei  verschiedenen  Formen 
dargestellt  Im  ersten  Falle  besteht  das  Glied  L\^  aas  einem 
Schlitten,  der  in  einem  geradlinigen  Schlitze  des  Gliedes  ^h." 
gleitet,  im  zweiten  aas  einer  Stange,  die  sich  in  einer  Hülse  des 
Gliedes  4>A*  verschiebt.  Da  c  >  *  +  c  ist,  so  kann  die  Kurbel 
4>F  ganze  Umdrehungen  vollziehen,  und  während  einer  Um- 
drehung schwingt  der  Punkt  L  in  der  Geraden  X  hin  und  her. 

Wenn  insbesondere  c^=^b  +  e  genommen  wird ,  dann  geht, 
weil  der  Punkt  L  mit  E  coincidiren  kann,  das  Getriebe  in  ein 
durchschlagendes  Schubkurbelgetriebe  ttber;  und  bei  der  Voraus- 
setzung, dass  der  Punkt  L  durch  Beharrungsschluss  den  Punkt  E 
überschreitet,  wird  während  zweier  Umdrehungen  der  Kurbel  4>F 
von  dem  Punkte  L  auf  X  hin-  und  hergehend  eine  Schwingung 
vollendet. 

Bei  dem  schwingenden  Schubkurbelgetriebe  ist  c  <  6  +  e, 
und  dem  zufolge  kann  wie  der  Punkt  X,  so  auch  der  Punkt  F 
nur  Schwingungen  machen. 

Den  allerwichtigsten  Specialfall  erhalten  wir,  wenn  4>  E  »=  e 
=^  o  ist;  dem  gemäss  geht  die  Gerade  A,  die  auch  Schubgerade 
genannt  wird,  durch  den  festen  Axenpunkt  4>,  und  dann  ergeben 

sich ,  je  nachdem  ^  =  c  ist,  resp.  die  drei  specielleren  Gtetriebe- 
arten: 


*)  Diese  Benennung  haben  wir  nicht  in  Hinsicht  auf  die  Schleife  oder 
Schienfe,  welche  über  das  Glied  ZA*^  gleitet,  gew&hlt,  denn  dieselbe  kann  auch 
durch  eine  Stange  ersetzt  werden,  die  in  einer  um  L  drehbaren  Hülse  gleitet; 
sondern  weil  das  eine  der  beiden  Glieder  ^K"*^  LS^  an  dem  anderen  entlang 
schleift,  und  als  eine  Schleife  d.  h.  Schlitten,  Rutsche  betrachtet  werden  kann. 
Vergl  Sanders,  Wörterbuch  der  deutschen  Sprache,  2.  Bd.  2.  H&lfie.  S.  952. 
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das  centrische  rotirende  Schabkarbeigetriebe, 

das  gleichschenkelige  Schabkarbelgetriebe, 

das  ceDtrische  schwingende  Schabkarbeigetriebe. 

In  Fig.  380  ist  das  centrische  rotirende  Schabknrbelgetriebe 
dargestellt,  welches  in  der  Praxis  von  grOsster  Wichtigkeit  ist  and 
meist  aach  karz  als  Schabkarbel  bezeichnet  wird.  In  Fig.  881 
ist  das  gleichschenkelige  Schabkarbeigetriebe  dargestellt,  bei  wel- 
chem der  Pankt  L  den  Axenpnnkt  4>  ttberschreiten  kann  and  im 
Bezag  aaf  denselben  symmetrisch  hin  and  her  schwingt. 

Die  Eoppelcarve,  welche  in  Fig.  378  yon  einem  mit  der  Kop- 
pel FL  verbandenen  Pankte  A  beschrieben  wird,  ist  von  vierter 
Ordnang;  denn  denken  wir  ans  die  Koppel  FL  in  F  von  der 
Karbel  4>  F  losgelöst,  dann  den  Pankt  A  aaf  einer  beliebigen  Ge- 
raden HC  bewegt,  während  der  Pankt  L  aaf  der  Geraden  l  schreitet, 
so  beschreibt  der  Pankt  F  nach  Art.  18  eine  Ellipse,  die  den 
Bahnkreis  q)  im  Allgemeinen  in  vier  Pankten  schneidet  Wenn 
wir  jetzt  die  Koppel  in  F  wieder  mit  der  Karbel  verbinden,  so 
kann  der  bewegte  Pankt  A  viermal  in  jene  Gerade  x  gelangen, 
and  folglich  wird  die  Koppelcarve  von  einer  beliebigen  Geraden  x 
im  Allgemeinen  in  vier  Pankten  geschnitten.  Der  Pankt  A  be- 
schreibt zanächst  das  aasgezogene  Oval  a.  Verlegen  wir  aber  den 
Pankt  L  nach  rechts  von  E  aaf  die  Gerade  A,  dann  beschreibt  der 
Papkt  A  das  panktirte  Oval  a'.  Die  vollständige  Koppelcarve  be- 
steht hier  aas  den  beiden  Ovalen  a,  a',  welche  die  beiden  Doppel- 
punkte O^j  O'^  besitzen. 

Bei  dem  allgemeinen  Karbeigetriebe  liegen  die  Doppelpankte 
der  Koppelcarve  aaf  einem  Kreise  e,  der  darch  die  Pankte  4>,  A 
geht  and  dessen  über  4>A  stehender  Peripheriewinkel  gleich  dem 
Winkel  FAL  ist  In  anserem  speciellen  Falle  degenerirt  dieser 
Kreis,  weil  der  Pankt  A  im  Unendlichen  liegt,  za  einer  darch  4> 
gehenden  Geraden,  bei  welcher  der  Winkel  t4>A*  «=  FAL  ist 
Die  Doppelpankte  6r',  G^'  liegen  also  in  der  so  bestimmten  Ge- 
raden i.  Es  können  aber,  weil  die  Koppelcarve  von  der  vierten 
Ordnang  ist,  aaf  dieser  Geraden  höchstens  zwei  Doppelpankte 
liegen.  Aas  diesen  Darlegangen  ergiebt  sich,  dass  bei  dem 
Schabkarbeigetriebe  die  Koppelcarve  von  vierter 
Ordnang  ist  and  höchstens  zwei  Doppelpankte  be- 
sitzt, die  aaf  einer  darch  den  festen  Karbelaxen- 
pnnkt  4>  gehenden  Geraden  liegen. 

Wenn  wir  die  bei  dem  Karbeigetriebe  abgeleitete  dreifache 
Erzeagang  der  Koppelcarve  aach  bei  dem  Schabkarbeigetriebe  in 
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Anwendung  bringen,  dann  erkennen  wir,  dass  hier  die  Koppel- 
cnrve  nnr  noch  dnreh  ein  zweites  Schnbkurbelgetriebe  erzeagt 
wird,  und  dass  die  dritte  Erzeugongsweise  wegen  des  Auftretens 
unendlich  femer  Punkte  sich  der  Betrachtung  entzieht. 

Verlängern  wir  in  Fig.  381  bei  dem  gleichschenkeligen  Schub- 
kurbelgetriebe die  Koppel  LF  über  F  hinaus  bis  «7,  so  dass 
FJ«^  LF^=^F  ist,  dann  bewegt  sich  der  Eoppelpunkt  J  in 
der  auf  X  senkrechten  Geraden  ^F%  und  wir  erhalten  dadurch 
eine  Geradftihrung  desselben.  Wenn  aber  die  Punkte  £, ./  sich  auf 
Geraden  bewegen,  beschreibt  ein  mit  FL  verbundener  Punkt  A 
nach  Art.  18  eine  Ellipse  a,  deren  Mittelpunkt  4>  ist.  In  den 
Durchschlagslagen  der  Koppel  FL  gelangt  das  Dreieck  LFA 
resp.  nach  ^F^G^  und  ^F^G^]  und  die  Bewegung  kann  sich 
verzweigen,  indem  das  Dreieck  Z  FA  sich  um  den  Punkt  4>,  mit 
welchem  die  Ecke  L  coincidirt,  dreht.  Der  Punkt  A  beschreibt 
dann  um  den  Punkt  4>  einen  Kreis  a,  der  die  Ellipse  a  in  den  vier 
Punkten  G'y  G"j  6r°,  G^  schneidet.  Die  Koppelcurve  besteht  also 
in  diesem  Specialfalle  aus  der  Ellipse  a  und  dem  Kreise  a,  und  be- 
sitzt vier  Doppelpunkte  6',  G",  G%  ö^,  von  denen  G%  G^  Sonder« 
doppelpunkte  sind.  Die  durch  den  Punkt  4>  gehende  Verbindungs- 
gerade i  der  Doppelpunkte  G^,  6?^^  wird  auch  durch  den  Winkel 
i^A^  =  FAL  bestimmt. 

Wir  können  somit  auch  aus  diesem  Specialfalle  schliessen, 
dass  im  Allgemeinen  bei  dem  Schubkurbelgetriebe  die  Koppel- 
curve von  der  vierten  Ordnung  ist,  und  können  vermittelst  lösen- 
der Schnitte  durch  die  beiden  Sonderdoppelpunkte  eine  Vorstellung 
von  den  verschiedenen  Gestalten  der  Koppelcurve  des  Schubknrbel- 
getriebes  gewinnen.  Wenn  der  Punkt  A  in  dem  Gliede  c  auf  dem 
Kreise  liegt,  dessen  Mittelpunkt  F  und  dessen  Badius  gleich  FL 
ist,  dann  geht  die  Ellipse  a  nach  Art  18  in  eine  gerade  Strecke 
über ;  und  der  Punkt  A  vollzieht  in  diesem  besonderen  Falle  eine 
geradlinige  Bewegung. 

Eine  analoge  Beihe  von  speciellen  Fällen  erfolgt  aus  dem 
Schleif  kurbelgetriebe,  welches  in  Fig.  878  repräsentirt  wird,  wenn 
wir  eins  der  endlichen  Glieder,  z.  B.  das  Glied  FL^  als  Steg  be- 
trachten. Ist  c  <  *  +  6,  so  wird,  während  das  Glied  F^  eine 
Umdrehung  um  F  vollendet,  der  Schlitzrahmen  nebst  dem  Schie- 
ber, über  welchen  er  hinwegschleift,  auch  eine  Umdrehung  um  L 
machen.  In  dem  besonderen  Falle  c  =  6  -|-  e  gelangen  die  Punkte 
4>,  E  gleichzeitig  in  die  feste  Gerade  FL.  Wenn  c  >  A  +  e,  wie 
dies  in  Fig.  878  thatsächlich  der  Fall  ist,  so  kann  der  Schlitz- 
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rahmen  wie  der  Schieber  nnr  Schwingangen  ansftihreii,  wenn  das 
Glied  F^  um  F  ganze  Umdrehungen  vollzieht.  Je  nachdem  nun 
bei  dem  Schleif  korbelgetriebe,  welches  auch,  wenn  e  nicht  gleich 
NnU  ist,  ein  excentrisches  Schleifknrbelgetriebe  heisst, 

die  Steglänge  c  =  b  +  e  ist,  erhalten  wir  beziehlich  die  folgen- 
den drei  Arten  des  Schleif knrbelgetriebes : 

das  rotirende  Schleifknrbelgetriebe, 
das  durchschlagende  Schleifkurbelgetriebe, 
das  schwingende  Schleifkurbelgetriebe. 
Ans  diesen  ergeben  sich ,  wenn  insbesondere  6  =  0,  die  Ge- 
rade l  also  durch  den  Axenpnnkt  4>  geht ,  resp.  für  c^b  die 
die  specielleren  Getriebe: 

das  centrische  rotirende  Schleifknrbelgetriebe, 
das  gleichschenkelige  Schleifknrbelgetriebe, 
das  centrische  schwingende  Schleifknrbelgetriebe. 
Wenn  wir  in  Fig.  381  eines  der  endlichen  Glieder,  z.  B.  das 
Glied  4>  j^,  als  Steg  betrachten,  erhalten  wir  ein  gleichschenke- 
liges  Schleifknrbelgetriebe.  Bei  diesem  beschreibt  ein  Punkt  des 
Gliedes  XA"^,  welches  hier  die  Koppel  vertritt,  nach  Art.  19  im 
Bezug  auf  den  Steg  eine  PascaTsche  Curve,  d.  h.  eine  Fuss- 
punktencurve  eines  Elreises.  Fällt  FL  mit  F^  zusammen,  dann 
kann  Verzweigung  der  Bewegung  des  Gliedes  L  A^  eintreten,  und 
jener  Punkt  dieses  Gliedes  beschreibt  um  4>  einen  Kreis.  Die  von 
dem  gedachten  Punkte  beschriebene  vollständige  Koppelcurve  be- 
steht demnach  aus  der  PascaTschen  Curve  und  aus  diesem 
Kreise.  Zwei  der  Schnittpunkte,  welche  dieser  Kreis  mit  der 
Pascarschen  Curve  bildet,  entsprechen  den  beiden  Durchschlags- 
lagen und  sind  daher  Sonderdoppelpunkte;  und  ausserdem  können 
nnr  noch  zwei  Schnittpunkte  resp.  Doppelpunkte  auf  dem  früher 
mit  i  bezeichneten  Kreise  auftreten,  der  durch  beide  feste  Axen- 
punkte  des  Steges  geht  Wenn  die  Pascarsche  Curve,  die  von 
vierter  Ordnung  ist,  einen  Doppelpunkt  besitzt,  liegt  auch  dieser 
auf  dem  Kreise  t,  und  demnach  enthält  in  dem  betrachteten  be- 
sonderen Falle  die  vollständige  Koppelcurve  fttnf  Doppelpunkte, 
von  denen  zwei  Sonderdoppelpunkte  sind.  Durch  auflösende 
Schnitte  dieser  Sonderdoppelpunkte  ergiebt  sich  hiemach,  dass 
bei  dem  Schleifkurbelgetriebe  ebenso  wie  bei  dem 
Kurbelgetriebe  die  Koppelcurve  von  sechster  Ord- 
nung ist  und  höchstens  drei  auf  dem  genannten  Kreise  i 
befindliche  Doppelpunkte  besitzt. 
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In  der  Praxis  kommt  das  centrische  Schleifknrbelgetriebe  am 
häufigsten  vor.  Wird  in  Fig.  380  das  Glied  c  als  Steg  betrachtet, 
dann  erhalten  wir  ein  centrisches  schwingendes  Schleifkarbei- 
getriebe, bei  welchem  die  in  der  Mittellinie  des  Schleifencylinders 
liegenden  Punkte  Kreisconchoiden  beschreiben,  die  also  von 
sechster  Ordnung  sind.  Wird  dagegen  b  als  Steg  genommen, 
dann  entsteht  ein  centrisches  rotirendes  Schleifkurbelgetriebe,  bei 
welchem  die  in  der  Mittellinie  des  Schiebergliedes  liegenden 
Punkte  Kreisconchoiden  beschreiben. 

139.  Der  Kreuzkurbelmechanismus.  —  Das  Kreuzkurbeigetriebe, 
das  Kreuzschiebergetriebe  und  das  Kreuzschleifengetriebe  nebst 
deren  speciellen  Arten.  Damit  wir  in  anschaulicher  Weise  durch 
eine  weitergehende  Specialisirung  des  einfachen  ebenen  Mecha- 
nismus mit  vier  Drehpaarnngen ,  von  denen  zwei  benachbarte  in 
Richtpaarnngen  verwandelt  werden,  zu  dem  Kreuzkurbelmechanis- 
mus gelangen,  ersetzen  wir  erstens  in  Fig.  882  bei  dem  Kurbel- 
mechanismus ^FLA  das  Glied  4>A  durch  einen  in  4>  drehbar 
an  das  Glied  ^F  angeschlossenen  Bogenschieber,  der  im  Gliede 
L  A  innerhalb  eines  kreisförmigen  Schlitzes  gleitet,  dessen  Mittel- 
punkt A  ist;  und  ebenso  ersetzen  wir  zweitens  auch  das  Glied 
FL  durch  einen  in  F  mit  dem  Gliede  ^F  drehbar  verbun- 
denen Bogenschieber,  der  sich  im  Gliede  LA  innerhalb  eines 
kreisförmigen  Schlitzes  bewegt,  dessen  Mittelpunkt  X  ist.  Das 
Glied  LA  wird  demnach  durch  die  beiden  gekreuzten  bogen- 
förmigen Schlitzrahmen  vertreten,  und  in  diesem  Gliede  beschrei- 
ben die  Punkte  F^  4>  resp.  die  Kreise  t/-,  t^,  welche  sich  im 
Punkte  P  unter  dem  mit  i  bezeichneten  spitzen  Winkel  schneiden. 
Nehmen,  wir  nun  die  Radien  FIj  «=  c,  <I>  A  —  a  der  Kreise  y,  t^ 
unendlich  gross,  verlegen  wir  also  die  beiden  benachbarten  Azen- 
punkte  Z,  A  ins  Unendliche,  dann  gehen  diese  Kreise,  wie  die 
Fig.  888  darstellt,  in  die  Geraden  i^,  i^  über,  deren  spitzer  Schnitt- 
winkel i  dem  spitzen  Schnittwinkel  der  Geraden  Fi*,  *A*  gleich 
ist,  und  jene  kreisförmigen  Schlitzrahmen  werden  geradlinig.  Der 
so  entstandene  specielle  Mechanismus,  bei  welchem  die  Lftngen 
der  drei  Glieder  ^^A'^,  Fi*,  i*A*  unendlich  gross  sind,  ist  der 
Kreuzkurbelmechanismus;  und  in  demselben  kommen  nur 
noch  die  endliche  Länge  b  des  Gliedes  4>F  und  der  Winkel  i 
als  Bestimmungsgrössen  vor.  Aus  dem  Kreuzkurbelmechanismus 
gehen,  wenn  wir  zunächst  annehmen,  dass  der  Winkel  t  kein 
rechter  sei,  drei  verschiedene  Getriebearten  hervor,  weil  hier  hin- 
sichtlich der  drei  unendlich  langen  Glieder  und  des  endlichen 
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Gliedes    drei   wesentlich    verBchiedene  Gliedfeststelliingen   mög- 
lich sind: 

das  schräge  Kreuzkurbelgetriebe,  wenn  eins  von  den 
unendlich  langen,  auch  mit  a^^  c^  bezeichneten  Gliedern  4>A''y 
FL^^  welche  an  das  endliche  Glied  ^F  angeschlossen  sind,  fest- 
gestellt wird; 

das  schräge  Erenzschiebergetriebe,  wenn  das  unend- 
lich lange  I  auch  mit  d^  bezeichnete  Glied  L^h^^  welches  dem 
endlichen  Gliede  ^F  gegenüber  liegt,  festgehalten  wird; 

das  schräge  Kreuzschleifengetriebe,  wenn  das  end- 
liche Glied  4>i^fest  ist 

Betrachten  wir  in  Fig.  888  das  Glied  ^PA"',  d.  h.  den  Gleit- 
backen oder  Schieber  a«  als  den  Steg,  dann  ist  das  Getriebe  ein 
schräges  Kreuzkurbelgetriebe  oder  kurz  benannt  eine 
schräge  Kreuzkurbel.  Wenn  die  Kurbel  4>jP  um  den  festen 
Axenpunkt  4>  rotirt,  schwingt  der  Krenzschlitzrahmen  d^  des 
Gliedes  TJ^I^"^  mit  seinem  einen  Schlitze  tlber  dem  festen  Gleit- 
backen 030  gleitend  hin  und  her,  während  der  um  F  drehbare 
Schieber  c»  in  dem  anderen  Schlitze  auf  und  nieder  gleitet  Eine 
andere  Form  des  schi%en  Kreuzkurbelgetriebes  ist  in  Fig.  884 
gezeichnet  Hier  ist  der  eine  geradlinige  Schlitz  durch  eine  pris- 
matische Stange  l  ersetzt,  welche  sich  in  einer  Hülse  H  des  festen 
Gliedes  a«»  verschiebt 

Nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  888  das  Glied  L^A'^^  d.  h. 
der  Ejreuzschlitzrahmen  </«  fest,  dann  repräsentirt  dasselbe  das 
schräge  Kreuzschiebergetriebe,  bei  welchem  die  beiden 
Schieber  a^c,  c«  in  den  Schlitzen  hin  und  her  gleiten.  Wird  da- 
gegen das  Glied  ^F  festgehalten,  dann  stellt  die  Fig.  888  ein 
schräges  Kreuzschleifengetriebe  dar.  Bei  demselben  gleitet 
der  Kreuzschlitzrahmen  d^  ttber  die  beiden  Schieber  oder  Gleit- 
backen üa^y  c^j  welche  resp.  um  die  festen  Axenpunkte  4>,  F  rotiren. 

In  Fig.  886  und  886  sind  fttr  den  Specialfall,  dass  der  Winkel  i 
ein  rechter  ist,  die  Ejreuzung  der  Geraden  sy,  t^  also  senkrecht 
genommen  wird,  zwei  specielle  Formen  des  Kreuzkurbelmechanis- 
mus gezeichnet  Aus  diesem  speciellen  aber  besonders  wichtigen 
Kreuzkurbelmechanismus  erhalten  wir,  je  nachdem  erstens  eins  der 
beiden  Glieder  a«,  c«,  zweitens  das  Glied  d^  und  drittens  das 
Glied  b  festgestellt  wird,  beziehlich: 

das  rechtwinkelige  Kreuzkurbelgetriebe, 

das  rechtwinkelige  Kreuzschiebergetriebe, 

das  rechtwinkelige  Kreuzschleifengetriebe. 
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Die  Fig.  385  repräsentirt  ein  rechtwinkeliges  Erenzknrbel- 
getriebey  wenn  wir  das  Glied  a«  als  Steg  betrachten.  Das  Glied  c« 
vollzieht  dann  im  Bezng  anf  den  Steg  eine  kreisförmige  Parallel- 
bewegnng,  bei  welcher  alle  Pnnkte  dieses  Gliedes  gleiche  Kreise 
beschreiben.  Ist  dagegen  das  Glied  d^  fest,  so  erhalten  wir  ein 
rechtwinkeliges  Kreazschiebergetriebe ,  nnd  ein  beliebiger  Punkt 
des  Gliedes  ^F  beschreibt  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  nach 
Art.  18  eine  Ellipse,  die  in  eine  gerade  Strecke  übergeht,  wenn 
insbesondere  der  Punkt  auf  dem  ttber  4>i^  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreise  liegt.  Wird  femer  das  Glied  b  oder  4>  F  fest- 
gehalten, so  entsteht  ein  rechtwinkeliges  Kreuzschleifengetriebe, 
und  ein  beliebiger  Punkt  des  Gliedes  d^  erzeugt  bezüglich  des 
festen  Gliedes  <t>i^  im  Allgemeinen  eine  Pascarsche  Gurve.  Da- 
gegen beschreibt  aber  ein  Punkt  des  festen  Gliedes  b  in  dem  be- 
wegten Gliede  d^  im  Allgemeinen  eine  Ellipse,  und  hierauf  beruht 
das  S.  41  schon  erwähnte  Ovalwerk  von  Leonardo  da  Vinci. 
Bei  dieser  Ovaldrehbank  wird  durch  das  feste  Glied  b  das  Gestell, 
durch  das  Glied  a^  die  Spindel  vertreten,  und  femer  wird  das 
Glied  c^  zur  Vereinfachung  weggemindert.  Der  am  Gestell  fest- 
sitzende, aber  verstellbare  Zapfen  F  wird  erweitert  und  ringförmig 
gestaltet.  Das  Glied  d^  trägt  die  Planscheibe  mit  dem  Werkstücke, 
und  in  diesem  beschreibt  ein  Punkt  des  festen  Gliedes  b  als  Stichel- 
spitze eine  Ellipse.^) 

140.  Der  Schleiftchiebermechanismua.  —  Das  Schleiftchieber- 
getriebe  und  deasen  specielle  Arten.  Eine  andere  Specialisimng 
des  einfachen  ebenen  Mechanismus  mit  vier  Drehpaarungen  wird 
dadurch  gewonnen,  dass  wir  bei  demselben  zwei  gegenüber 
liegende  Drehpaamngen  durch  Bichtpaamngen  ersetzen.  Um  dies 
zu  veranschaulichen,  ist  in  Fig.  387  bei  einem  Kurbelmechanismus 
^FLA  das  Glied  ^F  durch  einen  Bogenschieber  vertreten,  der 
sich  in  F  drehbar  an  das  Glied  FL  anschliesst  und  in  einem  zu 
4>  concentrischen  kreisförmigen  Schlitze  des  Gliedes  <I>A  gleitet 
Femer  ist  das  Glied  AZ  durch  einen  in  A  drehbar  mit  dem 
Gliede  4>A  verbundenen  Bogenschieber  ersetzt,  der  in  einem  zu 
L  concentrischen  Schlitze  des  Gliedes  FL  gleitet    Der  von  dem 


*)  Vergl.  Plumier,  L'Art  de  tourtier.  1706,  pp.  89, 114,  oder  die  deutsche 
Ausgabe,  1776,  S.  79,  97.  Geissler,  Der  Drechsler,  1796.  Theiill.  S.60; 
Tbeillll,  2.Abth.  S.  42.  Frechtl,  lechnologische  Encyklopädie.  1S33.  B.  4. 
S.  425  und  B.  7.  S.  246.  Die  Mittheilungen  von  Wellner  im  Polytechnischen 
Journal.  1867.  B.  184.  S.  119,  von  Kick  daselbst  1868.  B.  187.  S.  458.  Beu- 
le aux,  Kinematik^  1875.  S.  336. 
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Punkte  F  im  Gliede  4>A  beschriebene  Bahnkreis  (p  begrenzt  auf 
der  Geraden  <E>A  die  Strecke  AA^  —  *  —  a^=^v,  und  der  von 
dem  Punkte  A  im  Gliede  FL  beschriebene  Bahnkreis  /  bestimmt 
auf  der  Geraden  FL  die  Strecke  FF^  =^c  —  d^^n.  Nehmen 
wir  nun,  ohne  die  Strecken  v^  n  zu  ändern,  die  Radien  \^  ==^  b^ 
F^L  =^  d  der  Kreise  %  l  unendlich  gross,  verlegen  wir  also  die 
beiden  gegenüber  liegenden  Axenpunkte  4>,  X  ins  Unendliche, 
dann  gehen  diese  Kreise,  wie  in  Fig.  388  dargestellt  ist,  in  die 
Geraden  q>^  l  über,  welche  beziehlich  auf  den  unveränderten 
Strecken  AA^,  FF^  senkrecht  stehen,  und  jene  kreisförmigen 
Schlitze  werden  geradlinig.  Der  so  entstandene  specielle  Mecha- 
nismus, der  in  Fig.  889  noch  in  einer  anderen  Gestalt  gezeichnet 
ist,  wird  Schleifschiebermechanismus  genannt.  Bei  dem- 
selben sind  die  Längen  a,  *,  c,  d  aller  jener  vier  Glieder  A<l>,  <|>i^ 
FL,  LA  unendlich  gross;  und  diese  Glieder  stehen  in  gleicher 
geometrischer  Beziehung.  Dem  zufolge  kann  die  Gliedfeststellung 
kein  Unterscheidungsmerkmal  der  betrefifenden  Getriebe  geben. 
Bei  dem  Schleifschiebermechanismus  treten  nur  die  Strecken  AA^, 
FF^y  d.  h.  die  endlichen  Differenzen  r,  n  der  unendlich  langen 
Gliedlängen  6,  a  und  c,  d  als  die  beiden  einzigen  Bestimmungs- 
grOssen  auf;  und  wenn  wir  in  Fig.  888  das  Glied  A<t>'°  als  Steg 

betrachten,  so  ist  die  Art  des  Getriebes  dadurch  bedingt,  oh  v  =  n 

ist  Wenn  v^  n  ist,  dann  kann  der  Punkt  F  in  geometrischer 
Hinsicht  die  unbegrenzte  Gerade  q)  vollständig  durchschreiten ;  ist 
dagegen  v  <C  ti,  dann  gelangt  F,  wenn  F^  mit  A  coincidirt,  nach 
einem  Umkehrpunkte  und  kann  demnach  die  Gerade  q)  nicht  voll- 
ständig durchlaufen.  In  dem  besonderen  Falle  v^=^n  ist  das  Ge- 
triebe symmetrisch,  und  es  kann  Verzweigung  der  Bewegung  ein- 
treten, wenn  die  gleichen  Strecken  FF^,  AqA  zur  Deckung  ge- 
langen.   Somit  ergeben  sich  aus  dem  Schleifschiebermechanismus, 

je  nachdem  die  im  Stege  A<l>*  befindliche  Strecke  v  ^n,  die 

drei  Getriebe: 

das  fortschreitende  Schleifschiebergetriebe, 
das  symmetrische  Schleifschiebergetriebe, 
das  umkehrende  Schleifschiebergetriebe. 
Femer  erhalten  wir  noch  die  beiden  letzten  und  speciellsten 

Fälle,  je  nachdem  wir  im  Stege  A<I>*  die  Strecke  v  ==  0  oder  in 

dem  bewegten  Gliede  FIJ^  die  Strecke  n  =  0  nehmen  : 

das  centrisch-winkelige  Schleifschiebergetriebe, 
das  centrisch-geradlinige  Schleifschiebergetriebe. 
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Bei  dem  centrisch-winkeligen  Schleifschiebergetriebe  f&llt  also 
in  Fig.  388  der  feste  Axenpankt  A  mit  dem  Punkte  A^  zusammen, 
und  man  erkennt  leicht,  dass  dann  der  Punkt  F^^  der  Scheitel 
des  rechten  Winkels  FF^X^  eine  specielle  Capricomoide  im  Bezug 
auf  das  feste  Glied  A^^""  beschreibt  Bei  dem  centrisch  -  gerad- 
linigen Schlei&chiebergetriebe  fällt  der  bewegliche  Axenpunkt  F 
mit  dem  Punkte  F^  zusammen,  und  jeder  Punkt  der  Geraden  / 
erzeugt  im  festen  Gliede  A<I>"^  eine  Eonchoide. 

Für  das  symmetrische  Schleifschiebergetriebe  sind  in  Fig.  890 
die  Rollcurven  tt,  p,  welche  resp.  den  Gliedern  AA^,  FF^  ange- 
hören, gezeichnet;  und  es  ist,  wenn  wir  AA^  als  Steg  betrachten, 
n  die  Polbahn,  p  die  Polcurve.  Der  Pol  $  ergiebt  sich  als 
Schnitt  der  in  A  auf  /  und  der  in  F  auf  q>  errichteten  Senk- 
rechten ;  und  diese  beiden  Senkrechten  A  ^,  F^  sind  gleich,  weil 
AAq  BB  FF^  ist.  Demnach  ist  die  Polbahn  7t  eine  Parabel,  deren 
Brennpunkt  A  und  deren  Leitlinie  q>  ist  Wegen  der  symme- 
trischen Gestalt  des  Getriebes  ist  die  Polcurre  p  eine  congruente 
Parabel,  deren  Brennpunkt  F  und  deren  Leitlinie  /  ist  Femer 
ergiebt  sich,  da  alle  vier  Glieder  dieses  Getriebes  in  gleicher  Be- 
ziehung zu  einander  stehen,  dass  die  vier  Rollcurven  congruente 
Parabeln  sind,  yon  denen  zwei  derselben  den  Punkt  A  und  die 
beiden  anderen  den  Punkt  F  als  gemeinsamen  Brennpunkt  haben. 

Das  symmetrische  Schleifschiebergetriebe  ist  identisch  mit  dem 
Specialfalle  des  Zwillingskurbelgetriebes,  in  welchem  die  Glied- 
längen unendlich  gross  sind;  denn  es  gehen  dann  die  Tier  Boll- 
curven  des  Zwillingskurbelgetriebes,  die  nach  Art  129  zwei  con- 
gruente Ellipsen  und  zwei  congruente  Hyperbeln  sind,  in  vier  con- 
gruente Parabeln  ttber.  Die  Bahncurven,  welche  die  Punkte  des 
Gliedes  FF^  im  Bezug  auf  das  Glied  A  A^  beschreiben,  sind  dem- 
nach Fusspunktencurven  einer  Parabel.  Unter  diesen 
sind  diejenigen  Bahncunren,  die  von  dem  auf  der  Geraden  /  lie- 
genden Punkte  erzeugt  werden,  nach  Art.  39  doppelpunktige 
Focalcuryen,  von  denen  die  durch  F^  beschriebene  eine  Stro- 
p  hol  de  ist;  und  femer  wird,  wie  in  Art.  39  erwähnt,  yon  der 
Mitte  der  Strecke  F^F^  dem  Scheitel  der  Parabel  /?,  die  Oissoide 
des  Diokles  erzeugt. 

In  der  Durchschlagslage  coincidiren  der  Punkt  F  mit  A^,  der 
Punkt  j^o  mit  A,  und  es  kann,  weil  dann  die  Gerade  /  parallel 
zur  Geraden  (p  in  sich  selbst  verschiebbar  ist,  Verzweigung  der 
Bewegung  eintreten,  so  dass  jeder  Punkt  des  Gliedes  FL^  eine 
zu  q)  parallele  Gerade  beschreibt    Die  vollständige  Bahncurve 
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oder  Koppelcurve  eines  Punktes  besteht  demnach  ans  einer  Fnss- 
pnnktencorye ,  einer  Parabel  nnd  einer  zu  cp  parallelen  Geraden. 
Da  diese  Fnsspnnktencnrye  bekanntlich  von  dritter  Ordnung  ist, 
so  folgt,  dass  im  Allgemeinen  bei  dem  Schleifschieberge- 
triebe die  BahncnrTe,  welche  ein  Punkt  von  einem  der 
Glieder  FIJ^^  A4>*  in  dem  anderen  beschreibt,  von 
vierter  Ordnung  ist;  und  dasselbe  gilt  von  den  beiden  an- 
deren Gliedern,  welche  durch  die  Schieber  vertreten  sind. 

141.  Der  Dreirichtmechanismus.  Denken  wir  uns  bei  dem  in 
Fig.  389  dargestellten  Schleifschiebermechanismus  den  Axenpunkt 
A  in  dem  Gliede  A  A^  nach  beliebiger,  aber  nicht  mit  /  zusammen- 
fallender Richtung  ins  Unendliche  verlegt,  so  kann  die  Stange  / 
in  diesem  Gliede  nur  eine  Parallelbewegung  vollziehen.  In  diesem 
besonderen  Falle  bleibt  aber  der  Winkel  q)  FF^  während  der  Be- 
wegung constant,  es  tritt  also  um  den  Axenpunkt  F  keine  Drehung 
von  FFq  gegen  (p  ein,  und  demnach  bilden  die  beiden  Glieder  FF^ 
und  q>  vereint  ein  einziges  starres  Glied.  Somit  erhalten  wir,  weil 
drei  Bichtpaarungen  auftreten,  den  in  Fig.  391  gezeichneten  dreiglie- 
derigen  Mechanismus,  den  wir  Dreirichtmeohanismus  nennen. 
In  der  dargestellten  Form  besteht  jedes  der  drei  Glieder  9)£L, 
IHiy  qHq  aus  einer  Stange  und  einer  an  derselben  befestigten 
Hülse,  die  auf  der  Stange  des  angepaarten  Gliedes  gleitet.  Dieser 
Mechanismus  findet  in  mannigfaltiger  Gestaltung  praktische  An- 
wendung. 
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Weges  bei  dem  Schnbknrbelgetriebe. 

142.  Darsteiiungen  der  Gesctiwindigkeit  und  des  Weges  bei  dem 
excentrisclien  Scliubkurbelgetriebe.  Nehmen  wir  an,  dass  bei  dem 
in  Fig.  892,  Taf.  XXVII,  gezeichneten  excentrischen  Schubkurbel- 
getriebe die  Kurbel  ^F  sich  gleichförmig  drehe,  und  dass  F^ 
die  constante  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  F  sei,  so 
erhalten  wir  auf  der  in  L  zur  Schubgeraden  X  senkrechten  Ge- 
raden XA""  die  lothrechte  Geschwindigkeit  LLy,  des  Punktes  X, 
indem  wir  zu  FL  die  Parallele  ^I^  ziehen.  Durch  Wieder- 
holung dieser  Construction  für  verschiedene  Kurbellagen  ergiebt 
sich  somit  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  lo  des  Punktes  L. 
Machen  wir  auf  ^Lyy  die  Strecke  4>-Fx  gleich  der  Schubstange  FL, 
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dann  ist  Z^  der  Pol  des  Gliedes  F^L  des  entstandenen  Schnb- 
knrbelgetriebes  ^FxLJ\.^^  nnd  demnach  ist  die  Polbahn  des- 
selben identisch  mit  dem  Geschwindigkeitsdiagramm  t).  Die  auf 
der  Schnbgeraden  l  senkrechten  Ordinaten  des  unterhalb  l  liegen- 
den Theiles  + 1>  repräsentiren  die  Geschwindigkeiten  des  Ponktes 
i,  während  sich  F  von  F^  nach  F^  bewegt,  die  Ordinaten  des 
oberen  Theiles  —  t)  die  Geschwindigkeiten  von  X,  während  F  von 
F^  nach  F°^  weiterschreitet.  Die  ersteren  betrachten  wir  als  positiv, 
die  letzteren  als  negativ.  Dnrch  Uebertragnng  der  erhaltenen  Ge- 
schwindigkeiten auf  die  betreffenden  Knrbellagen  in  steter  Rich- 
tung von  4>  nach  jP,  z.  B.  <I>F=  Z^Z,  ergiebt  sich  das  zeitliche 
polare  Geschwindigkeitsdiagramm  b, ,  und  zwar  entspricht  der  mit 
+  )dt  bezeichnete  ovale  Theil  den  positiven,  dagegen  der  mit  —  D< 
bezeichnete  ovale  Theil  den  negativen  Geschwindigkeiten  des 
Punktes  L.  Die  verlängerte  Schubstange  LF  schneidet  auf  der 
Geraden  A*<I>  die  Strecke  4>Z  ab,  die  gleich  der  Geschwindig- 
keit Ln  L  ist,  und  somit  erhalten  wir  ein&cher  das  Geschwindig- 
keitsdiagramm D« ,  indem  wir  <I>  F  =  <!>  Z  machen.  Wenn  sich  F 
in  den  auf  der  Geraden  <I>A'^  liegenden  Theilpunkten  i^°,  F'^  des 
in  24  gleiche  Theile  getheilten  Kreises  q)  befindet,  dann  sind  die 
entsprechenden  Geschwindigkeiten  L^IAj  U""!^^  des  Punktes  L 
gleich  der  constanten  Geschwindigkeit  des  Punktes  F.  Da  der 
Kreis  q>  das  Geschwindigkeitsdiagramm  ^z  noch  in  zwei  anderen 
Punkten  schneidet,  so  tritt  dieser  Fall  auch  fUr  diese  Lagen  ein. 
Die  Bestimmung  der  Lagen  des  Punktes  X,  in  denen  die  Geschwin- 
digkeit desselben  am  grössten  wird,  werden  wir  später  mit  Httlfe 
der  Beschleunigung  ausflihren. 

Um  flir  das  Schubkurbelgetriebe  auch  das  zeitliche  orthogonale 
Geschwindigkeitsdiagramm  D^  darzustellen,  ziehen  wir  im  Umkehr- 
punkte L^j  der  F°^  entspricht,  die  Zeitaxe  T^  T^  senkrecht  auf  i, 
theilen  die  von  beliebiger  Länge,  etwa  2  4>i^,  genommene  Strecke 
7o^M>  der  Theilung  des  Kreises  (p  gemäss,  in  24  gleiche  Theile 
und  tragen  in  diesen  Theilpunkten  die  auf  der  Zeitaxe  senkrechten 
Ordinaten  gleich  den  zugehörigen  Geschwindigkeiten  des  Punktes 
L  an,  wir  machen  z.  B.,  weil  F  sich  im  zweiten  Theilpunkte  des 
Kreises  q)  befindet,  2\V^  =  LL^^  wodurch  das  zeitliche  ortho- 
gonale Geschwindigkeitsdiagramm  t^  bestimmt  wird.  Diese  Ordi- 
naten nehmen  entgegengesetzte  Richtung  an,  wenn  L  von  L'^ 
nach  L^  gehend  seine  Bahn  im  anderen  Sinne  durchschreitet. 

Die  auf  diese  Ordinaten  aufgetragenen  Weglängen,  die  von 
Z/^  aus  gemessen  der  Punkt  L  zurücklegt,  liefern  das  orthogonale 
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Wegdiagramm  ^  dieaes  Punktes.  So  bestimmt  beispielsweise  auf 
der  Ordinate  in  7^  die  verlängerte  Gerade  L^L  den  Punkt  W^ 
dieser  Corye.  Die  Ordinaten  reprSsentiren  somit  für  die  betreffen- 
den Zeiten  die  Entfernungen  des  Punktes  L  von  der  Anfangslage 
X^.  Werden  diese  Entfernungen  auch  auf  die  betreffenden  Kurbel- 
iagen abgetragen,  wird  z.  B.  auf  4>jP  die  Strecke  <l>»r*  =  i^i 
gemacht,  dann  repräsentirt  die  so  bestimmte  strichpunktirte  Curve 
tOp  das  polare  Wegdiagramm  des  Punktes  L. 

143.  Darstellungen  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei  dem 
centrischen  Schubkurbelgetriebe.  Für  das  centrische  Schubkurbel- 
getriebe ist  in  Fig.  893  das  örtliche  Gesohwindigkeitsdiagramm  D 
und  das  zeitliche  polare  Geschwindigkeitsdiagramm  D«  in  der  vor- 
hin angegebenen  Weise  construirt;  und  beide  sind  im  Bezug  auf  die 
Schubgerade  X  symmetrisch.  Die  Construction  des  Diagramms  D 
vereinfacht  sich  ein  wenig,  weil  wir  hier,  anstatt  zu  der  veränder- 
lichen Geraden  FL  die  Parallele  ^L^j  leichter  zur  festen  Geraden 
A  die  Parallele  ZDo  ziehen  können,  die  auf  LM^  den  Punkt  Uc 
der  Curve  ))  bestimmt. 

Ftlr  das  betrachtete  centrische  Schubkurbelgetriebe  ist  in 
Fig.  8M  das  orthogonale  Wegdiagramm  ko  construirt,  welches  von 
dem  Umkehrpunkte  U  ausgeht,  der  dem  Punkte  F^  entspricht. 
Befindet  sich  L  in  der  Wegmitte  X*",  welcher  einerseits  auif  dem 
Bahnkreise  q>  der  Punkt  F^  entspricht,  dann  hat  F  den  Bogen 
F^F^  durchschritten.  Betrachten  wir  nun  die  in  Z"*  auf  A  er- 
richtete Senkrechte  als  Zeitaxe  L^T^^  so  reprSsentiren  die  auf 
derselben  rechtwinkeligen  Ordinaten  der  Curve  tt)  fCLr  die  betreffen- 
den Zeitmomente  die  Abstände  des  Punktes  L  von  seiner  Weg- 
mitte L"^.  Behufs  der  Construction  des  zugehörigen  polaren  Weg- 
diagramms iDp  tragen  wir  die  rechtsseitigen  Abstände  auf  die  ent- 
sprechenden Badien  von  4>  aus  nach  F  gerichtet  ab,  so  dass  z.  B. 
die  Strecke  <l>»^—  i^i  ist.  Für  die  Kurbellage  ^F"»  wird  die 
betreffende  Strecke  gleich  Null,  und  4>jF^  tangirt  die  Curve  \0p 
in  4>.  Werden  dagegen  die  linksseitigen  Abstände  auf  die  ttber 
4>  hinausgehende  Verlängerung  des  Eurbelarmes  abgetragen,  dann 
setzt  sich  diese  Curve  durch  4>  hindurchgehend  continuirlich  fort 
und  bildet  zwei  bezüglich  der  Geraden  X  symmetrisch  liegende 
Ovale,  welche  den  Bahnkreis  q>  mF^  berühren.  Ist  es  auch  der 
geometrischen  Beziehung  nicht  gemäss,  so  wird  doch  eine  grössere 
Uebersichtlichkeit  gewonnen,  wenn  man  alle  jene  Abstände  des 
Punktes  L  von  der  Wegmitte  U"  auf  die  Kurbel  im  gleichen 
Sinne  nach  F  gerichtet  abträgt;  dadurch  entsteht  eine  aus  dem 
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aasgezogenen  Theil  +  tOp  nnd  dem  striehpanktirten  Theil  —  tOp 
gebildete  schleifenförmige  Gurve,  die  in  4>  zwei  Spitzen  besitzt 
Aus  diesen  Darlegungen  ersehen  wir,  dass  die  erhaltenen  Weg- 
diagramme auch  bei  dem  centrischen  Schubkurbelgetriebe  keine 
einfache  Oestalt  besitzen,  daher  wollen  wir  noch  eine  andere 
graphische  Darstellung  der  Weglängen  mittheilen,  die  von  den 
vorhin  ausgeführten  Darstellungen  principiell  verschieden  ist  und 
ein  anschauliches  Bild  der  We^lnderungen  giebt 

Denken  wir  uns  in  Fig.  396  das  Glied  <l>  F  festgestellt,  dann 
beschreibt  der  Punkt  L  einen  Kreis  U)^  um  F,  und  der  in  dem 
um  <I>  rotirenden  Schleifengliede  befindliche,  auf  der  Geraden  l 
liegende  Punkt  L^  einen  Kreis  k^  um  4>.  Dem  zufolge  repräsen- 
tiren  die  Strecken,  welche  diese  Kreise  auf  der  unter  bestimmten 
Winkeln  gegen  ^F  gedrehten  Geraden  k  abschneiden,  die  Ab- 
stände des  Punktes  L  von  seiner  Wegmitte  L""  für  diejenigen 
Kurbellagen,  die  bei  der  Schubkurbel  mit  l  dieselben  Winkel 
bilden. 

Für  das  betrachtete ,  in  Fig.  894  gezeichnete  Schubkurbel- 
getriebe ist  diese  Construction  des  Baumes  wegen  um  die  Hälfte 
verkleinert  in  Fig.  896  ausgeführt  und  die  Gerade  ^  l  beispiels- 
weise so  gezogen,  dass  sie  mit  ^F  denselben  Winkel  einschliesst, 
den  in  Fig.  894  die  Kurbel  ^F  jmt  k  bildet.  Demnach  ist  in 
Fig.  896  die  Strecke  L^L^  die  von  den  Kreisen  A"*,  tOi  auf  der 
Geraden  k  bei  einer  Darstellung  in  gleichem  Massstabe  abge- 
schnitten wird,  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  L  von  L^  in 
Fig.  894.  Ziehen  wir  noch  in  Fig.  896  um  <I>  die  Kreise  A^  k^, 
welche  die  Weggrenzpunkte  L\  L^  beschreiben,  dann  bestinmien 
diese  Kreise  auf  der  rotirenden  Geraden  k  die  Strecken  LU^  LL^y 
die  bei  der  Schubkurbel  resp.  die  betreffenden  Abstände  des  Punk- 
tes L  von  den  beiden  Umkehrpunkten  U^  L^  darstellen.  Das  so 
in  einfachster  Weise  durch  den  Kreis  \Ql  repräsentirte  Weg- 
diagramm wurde  zuerst  von  Chr.  Mflller  angegeben  und  ist 
unter  dem  Namen  Mttller'sches  Wegdiagramm  bekannt.^ 

Wenn  wir  in  Fig.  894  um  F  mit  FL  als  Badius  einen  Kreis 
ti)x  beschreiben  und  uns  diesen  Kreis  mit  dem  rotirenden  Kurbel- 
gliede  ^F  verbunden  denken,  so  bewegt  sich  der  Schnittpunkt, 
den  dieser  um  den  excentrischen  Punkt  4>  rotirende  Kreis  X^i  mit 
der  festen  Geraden  k  bildet,  ebenso  wie  der  Punkt  L  auf  der  Ge- 


^)  Yergl.  Maller 's  Abhandlung  in  der  EMcidungsschnft  der  Königlichen 
Polytechnischen  Schul^  in  Stuttgart,  1859,  auch  Civilingenieur,  1861.  B.  7.  8. 347. 
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raden  l.  Stellen  wir  uns  vor,  es  sei  das  Knrbelglied  ^F  mit 
einer  kreisförmigen  Nnthe  versehen,  deren  Mittellinie  der  Kreis  wi, 
ist,  und  es  gleite  diese  Nnthe  über  einen  in  dem  Schlitten  be- 
festigten Zapfen  X,  dann  erhalten  wir  nach  Wegnahme  der  Sohnb- 
Stange  FL  einen  einfachen  dreigliederigen  MechanismuSi  der  die- 
selbe Bewegung  des  Schiebers  hervorbringt 

144.  Dareteiiungen  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei  dem 
gieiclisolieniceligen  Scliublcurbeigetriebe.  Bei  einem  gleichschenke- 
ligen  Schnbknrbelgetriebe ,  welches  in  Fig.  896  dargestellt  ist, 
haben  die  Diagramme  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  ein- 
fachere Gestalt  Wegen  der  gleich  langen  Glieder  <I>  jP  »»  FL  <=-  b 
ergiebt  sich ,  dass  der  Pnnkt  I^  des  örtlichen  Geschwindigkeits- 
diagramms t>,  der  als  Schnittpunkt  von  der  znr  Schnbgeraden  X 
Parallelen  ZLiy  auf  X  A**  bestimmt  wird,  zugleich  der  Pol  $  des 
Gliedes  FL  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  ^A"^  ist;  demnach  ist 
dieses  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  k)  identisch  mit  der  Pol- 
bahn. Dieses  Diagramm  resp.  diese  Polbahn  wird,  weil  in  dem 
Rechteck  ^Z^L  die  Diagonalen  LZ^  4>^  constant  sind,  durch 
einen  um  4>  mit  dem  Radius  4>  $  «=  2  <PF  —24  beschriebenen 
Kreis  repräsentirt  Die  jeweilige  Ordinate  X2^  stellt  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  L  dar,  die  in  dem  einen  Sinne  als 
positiv,  in  dem  anderen  als  negativ  zu  betrachten  ist  Der  Pnnkt 
L  erreicht  die  grttsste  Geschwindigkeit,  wenn  er  mit  4>  coincidirt ; 
dann  gelangt  der  Punkt  Z  in  der  auf  X  Senkrechten  ^F^  nach 
X?  in  die  Polhahn,  und  4>Z«  repräsentirt  die  grösste  Geschwin- 
digkeit Wenn  wir  in  dem  Punkte  £?,  sowie  in  dem  diametralen 
Punkte  X^  je  einen  festen  Zapfen  anbringen  und  die  Koppel  LF 
in  Z  mit  einer  Gabel  versehen,  so  wird  die  Bewegung  vermittelst 
Eingriffspaarung  continuirlich  ttber  die  Durchschlagslage  hinweg- 
geftlhrt.  Denken  wir  uns  tlber  LZ  üb  Durchmesser  einen  Elreis 
beschrieben  und  zu  dem  Gliede  LF  gehörend,  so  vertritt  derselbe 
die  Polcurve  und  rollt  während  der  Bewegung  in  dem  Kreise  t>. 
Die  Bewegung  des  Punktes  L  auf  der  Geraden  X  ist  identisch 
mit  der  Bewegung  der  Projection  des  Pols  $  auf  dieser  Geraden. 
Die  Bewegung  dieser  Projection  oder  des  Punktes  L  wird,  wenn  $ 
sich  auf  dem  Kreise  t)  gleichförmig  bewegt,  wie  es  bei  der  gleich- 
förmigen Rotation  der  Kurbel  der  Fall  ist,  eine  geradlinige 
harmonische  Bewegung  genannt 

Machen  wir,  um  das  zeitliche  polare  Geschwindigkeitsdiagramm 
ö,  zu  erhalten,  auf  der  Kurbelgeraden  ^F  die  Strecke  ^V^^^PZ^ 
so  ist  das  Dreieck  ^L^V  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  ^Li^Z 
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congrnent  und  hat  demnach  bei  V  einen  rechten  Winkel;  folg- 
lich besteht  das  zeitliche  polare  Gtoschwindigkeitsdiagramm  tz 
einentheils  aus  dem  Aber  4>Z?  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreise  +  b«  und  anderentheils  ans  dem  Aber  4>i^  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreise  —  ^« . 

Femer  ist  in  Fig.  896  diejenige  Hälfte  des  orthogonalen  Weg- 
diagramms tt)  gezeichnet,  welche  der  Bewegung  des  Punktes  L 
von  L^  bis  L'^  entspricht  Ftlr  den  Bflckgang  von  L  ergiebt  sich 
die  andere  nicht  gezeichnete  symmetrische  Hälfte  dieses  Weg- 
diagramms. Um  die  Gleichung  desselben  in  rechtwinkeligen  Co- 
ordinaten  bezogen  auf  die  Zeitaxe  <l>i^"*  abzuleiten,  bezeichnen 
wir  auf  derselben  die  Abscisse  durch  a:  und  die  rechtwinkelige 
Ordinate  durch  y.  Da  nun  die  Abscisse  a^  der  Drehung  der  Kurbel 
4>F  resp.  dem  Winkel  i^4>^  —  6  proportional  ist,  so  ergiebt 
sich,  indem  wir  6  =  qa:  setzen,  wo  q  eine  Gonstante  bedeutet, 

y  ^  *$  .  cos ö  —  26  .  cos  ö, 

y  —  2Ä  .  cos  ya?. 

Die  durch  diese  Gleichung  repiftsentirte  Gurve  D)  wird  eine  Si- 
noide  genannt. 

In  Fig.  396  ist  auf  der  Zeitaxe  die  beliebige  Strecke,  welche 
einer  halben  Umdrehung  der  Kurbel  ^F  entspricht,  beispielsweise 
gleich  4>xr  genommen,  und  dem  zufolge  ist  in  diesem  Falle: 


und 


07=— —  2Ä, 

9 


Um  das  polare  Wegdiagramm  tOp  zu  erhalten,  machen  wir 
auf  der  Kurbelgeraden  <l>  F  die  Strecke  *  IT  «=  4>  Z,  welche  die 
von  4>  aus  gemessene  Weglänge  des  Punktes  L  ist.  Da  aber  das 
Dreieck  <PWL^  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  ^L^  congrnent 
ist,  so  liegt  der  Punkt  W  auf  einem  über  4>Z®  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreise  +XOp.  Das  polare  Wegdiagramm  besteht 
also  aus  diesem  Kreise  +  tOp  und  aus  einem  über  ^L^  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreise  —  kOr ,  der  zur  Unterscheidung  strich- 
punktirt  ist. 
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Graphische  Darstellnngen  der  Geschwindigkeit  nnd  des 
Weges  bei  dem  Kreuzkurbelgetriehe. 

145.  Darstellungen  der  Geecbwindigkeit  und  des  Weges  bei  dem 
rechtwinkeligen  Kreuzkurbelgetriebe.  Die  BewegangsvorgäDge  bei 
einem  Erenzkurbelgetriebe  stehen  in  engster  Analogie  mit  der  vor- 
hin betrachteten  Bewegung  bei  dem  gleichschenkeligen  Sohnb- 
kurbelgetriebe.  In  Fig.  397  ist  ein  rechtwinkeliges  Erenzkurbel- 
getriebe gezeichnet.  Der  Punkt  L  liegt  hier  im  Unendlichen,  und 
die  Gerade  FU"  ist  der  Schnbrichtung  oder  Schubstange  a  parallel. 
Das  Glied  FL^  wird  durch  den  Gleitbacken  c,  das  Glied  X*A* 
durch  die  Schleife  und  die  Schubstange  a  vertreten,  die  in  einer 
Hülse  H  des  Steges  4>A''  gleitet.  Die  Schleifenmitte  P  ist  die 
senkrechte  Projection  des  rotirenden  Punktes  F  auf  die  Schub- 
stange a,  und  demnach  wird  bei  gleichförmiger  Rotation 
der  Kurbel  4>F  das  Schleifenglied  des  rechtwinkeligen 
Kreuzkurbelgetriebes  geradlinig  harmonisch  bewegt. 
Nehmen  wir  nun  wieder  an,  dass  F^  die  constante  lothrechte 
Geschwindigkeit  des  Punktes  F  sei,  so  stellt  PF  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  des  Punktes  P  des  Schleifengliedes  dar;  denn 
es  ist  PF  gleich  der  Strecke  *Z,  die  FU"  auf  *A*  abschneidet. 
Demnach  ist  der  Bahnkreis  q)  das  örtliche  Geschwindigkeits* 
diagranmi  für  den  harmonisch  schwingenden  Punkt  P.  Fttr  einen 
Punkte  auf  der  Stange  a  erhalten  wir  somit  das  örtliche  Geschwin- 
digkeitsdiagramm D,  indem  wir  auf  der  Geraden  o  die  Strecke 
4>  ^'^  <»  PA  machen  und  um  die  Schwingungsmitte  A^  mit  dem 
Radius  gleich  ^F  den  Kreis  t)  beschreiben.  Derselbe  schneidet 
die  Gerade  a  in  den  beiden  Umkehrpunkten  ^4^,  A^^  die  den  Lagen 
F^  F"^  des  Knrbelpunktes  F  entsprechen,  und  die  Ordinate  A  Afy 
repräsentirt  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  A.  Femer 
ist  analog  wie  bei  dem  gleichschenkeligen  Schubkurbelgetriebe 
das  zeitliche  polare  Geschwindigkeitsdiagramm  gezeichnet,  welches 
aus  den  beiden  gleichen  Kreisen  +  ^tf  — 1>,  besteht,  die  in  4>  die 
Gerade  a  berühren,  und  deren  Durchmesser  gleich  dem  Kurbel- 
radius ^F  ist.  Die  Sehne  ^V  auf  der  Kurbel  ^F  repräsentirt  die 
Geschwindigkeit  des  Schleifengliedes,  weil  die  Dreiecke  ^VF"'^ 
"PZF  congruent  sind.  Die  beiden  über  <1>-F*  und  ^F^  als  Durch- 
messer beschriebenen  gleichen  Kreise  -^  tt)p,  —  tOp  stellen  das 
polare  Wegdiagramm  des  Schleifengliedes  dar.  Die  Sehne  4>pr 
liefert  die  Weglänge  eines  Punktes  von  semer  Schwingungsmitte 
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aas  gemessen,  weil  die  Dreiecke  ^WF^^  ^FF  congraent  sind. 
Ausserdem  haben  wir  der  Vollständigkeit  wegen  noch  das  ortho- 
gonale Wegdiagramm  tu  des  Punktes  A  in  der  bekannten  Weise 
construirt,  welches  eine  Sinoide  ist.  Femer  erkennt  man  leicht, 
dass  auch  das  zeitliche  orthogonale  Qeschwindigkeitsdiagramm 
dem  orthogonalen  Wegdiagramm  congraent  ist. 

146.  Daretellungen  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei  dem 
schrägen  Kreuzlcurbeigetriebe.  Die  geradlinige  Bewegung  bei  einem 
in  Fig.  398  gezeichneten  schrägen  Ereuzkurbelgetriebe  kann,  wie 
die  folgenden  Darlegungen  zeigen  werden,  auch  durch  ein  recht- 
winkeliges Ereuzkurbelgetriebe  erzeugt  werden.  Wir  ziehen  senk- 
recht auf  die  schräge  Schleife  den  Durchmesser  F^F^^  der  die 
Mittellinie  FP  der  Schleife  im  Punkte  0  trifft,  ziehen  femer  durch 
seine  Endpunkte  die  Parallelen  FT%  F^P^  zur  Schleifenrichtung 
FP  bis  an  die  Gerade  a.  Die  Mitte  P  der  Schleife  erreicht  ihre 
äussersten  Lagen  in  den  beiden  Punkten  P^,  P^  der  Geraden  a. 
Wir  errichten  in  P  auf  o  die  Senkrechte  PF'j  deren  Länge  da- 
durch bestimmt  wird,  dass  wir  4>jP'  =  */'•  machen.  Die  ent- 
standenen beiden  rechtwinkeligen  Dreiecke  4>0F,  ^PF'  sind 
dann  ähnlich;  denn,  weil: 

*P:*0  =  <I>i^:<I>F'^ 

ist,  besteht  auch  die  Proportion: 

<I>P:4>Ö  =  <I>F':<I>F. 

Demnach  ist  das  Dreieck  ^FF'  dem  rechtwinkeligen  Dreieck 
<l>2^po  ^ggßjj  der  Gleichheit  zweier  Paare  entsprechender  Seiten 
und  wegen  der  mit  v  bezeichneten,  eingeschlossenen  gleichen  Win- 
kel congruent.  Rotirt  nun  das  Dreieck  <I>  FF'  um  4>,  so  beschreibt 
der  Punkt  F'  den  Kreis  9)',  dessen  Radius  gleich  ^P^  ist,  und 
die  Bewegung  der  senkrechten  Projection  vom  Punkte  F'  auf  a 
ist  identisch  mit  der  Bewegung  der  Schleifenmitte  P.  Demnach 
wird  bei  gleichförmiger  Rotation  der  Kurbel  4>P  das 
Schleifenglied  des  schrägen  Kreuzkurbelgetriebes 
geradlinig  harmonisch  bewegt;  und  wir  erhalten,  da  der 
Radius  ^I>F  =  *P^  =  *F  sec  v  ist,  den  Satz: 

Die  Bewegung  des  Schleifengliedes  bei  einem 
schrägen  Kreuzkurbelgetriebe,  dessen  Schubgerade 
mit  der  Normalen  der  Schleife  den  Winkel  v  bildet, 
kann  durch  ein  rechtwinkeliges  Kreuzkurbelgetriebe 
erzeugt  werden,  wenn  die  Kurbelarme  dieser  beiden 
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Getriebe  sich  wie  1  :  sec  v  verhalten  und  mit  einander 
den  Winkel  v  einschliessen. 

Dem  znfolge  ist  die  Gonstraction  nnd  auch  die  Gestalt  der 
Diagramme  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei  dem  schrägen 
Ereozknrbelgetriebe  dieselbe  wie  bei  dem  rechtwinkeligen.  Um 
in  Fig.  898  bei  dem  schrägen  Ereuzknrbelgetriebe  das  örtliche 
(Jeschwindigkeitsdiagramm  ü  ftir  einen  Pnnkt  A  der  Schnbstange 
PA  za  erhalten,  machen  wir  auf  a  die  Strecke  <I>^'""»Pil'  nnd 
beschreiben  nm  die  Schwingangsmitte  A"^  des  Punktes  A  mit  der 
Kadinsgrttsse  4>P^  oder  ^F*  den  Kreis  D;  derselbe  schneidet  a 
in  den  beiden  Umkehrpnnkten  A^^  A^^  die  den  Enrbellagen  4»  F^y 
4>i^  entsprechen.  Die  Ordinate  AA^o  des  ELreises  t)  repräsentirt 
die  Grösse  der  Geschwindigkeit  des  Pnnktes  A.  Ans  den  allge- 
meinen Betrachtangen  folgt  auch,  dass  die  zu  FP  senkrechte  Ge- 
rade FL^  auf  der  zn  a  senkrechten  Geraden  4>A°^  die  Strecke 
4>Z  abschneidet,  die  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Pnnktes  A^ 
also  auch  gleich  FF'  nnd  AA[^  ist. 

Um  für  das  betrachtete  schräge  Krenzkurbelgetriebe  in  Fig.  899 
das  polare  zeitliche  Geschwindigkeitsdiagramm,  welches  aiis  den 
beiden  gleichen  Ej-eisen  +  t>z ,  —  ^i  besteht ,  zn  erhalten ,  haben 
wir  nun  zn  beachten,  wie  die  polaren  Diagramme  für  Geschwin- 
digkeit nnd  Weg  gegen  die  Schnbgerade  o  nm  den  Winkel  v 
gedreht  sind.  Der  dnrch  4>  gehende  Durchmesser  jener  beiden 
Kreise  ist  der  Schleifenrichtong  parallel  nnd  seine  GrOsse  4>P  sec  v 
=  <I>P®.  Diese  Grösse  ergiebt  sich  auch,  wenn  wir  im  Schnitt  i^, 
den  der  Bahnkreis  q>  einerseits  mit  der  Geraden  a  bildet,  auf  dieser 
die  Senkrechte  F« PF«  errichten,  die  4>0  in  TT«  trilfft;  dann  ist 
4>W^«  =  <l>Pgecv.  Die  beiden  über  <PW^  und  ^W  als  Durch- 
messer beschriebenen  gleichen  Kreise  +  tDp ,  —  kDp  bilden  das 
polare  Wegdiagramm  des  Schleifengliedes. 

147.  Näherungsweise  Ersetzung  eines  excentrischen  Scliub- 
kurbelgetriebes  durch  ein  schräges  oder  ein  rechtwinkeliges  Kreuz- 
kurbeigetriebe. In  Fig.  400  ist  ein  excentrisches  Schubkurbelgetriebe 
dargestellt,  bei  welchem  der  Kurbelradius  4>  F  gegen  die  Schub- 
stange FL  yerhältnissmässig  klein  ist,  sich  beispielsweise  zu  der- 
selben wie  1:8  verhält;  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Punkt  F  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  von  der  Grösse  F^ 
rotire,  ist  für  den  bewegten  Punkt  L  das  örtliche  Geschwindig- 
keitsdiagramm ^  in  bekannter  Weise  construirt.  Dasselbe  weicht 
aber  sehr  wenig  von  einem  Kreise  ab,  der  über  die  ganze  Weglänge 
UU^  als  Durchmesser  beschrieben  wird.    Dem  zufolge  stimmt 
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anoh  bei  gleichförmiger  Rotation  der  Karbel  ^F  die  Bewegung 
des  Panktes  L  sehr  nahe  mit  einer  geradlinigen  harmonischen 
Bewegung  tiberein.  Je  länger  die  Schubstange  FL  im  Vergleich 
zur  Kurbel  4>F  ist,  je  kleiner  also  das  Verhältniss  4>F:  FZ  ist, 
desto  genauer  wird  diese  Uebereinstimmung ;  und  sie  wird  voll- 
kommen, wenn  die  Schubstange  unendlich  lang  ist  Um  nun  eine 
Bewegung,  die  sehr  angenähert  mit  der  Bewegung  des  Punktes  L 
ttberbinstimmt,  durch  ein  schräges  Kreuzkurbelgetriebe  hervorzu- 
bringen, dessen  Kurbelradius  derselbe  wie  bei  dem  excentrischen 
Schubkurbelgetriebe  ist,  betrachten  wir  zwei  beliebige  Kurbel- 
lagen 4>jF,  4>f\,  denen  die  Punktlagen  X,  L^  entsprechen,  und 
wollen  das  schräge  Kreuzkurbelgetriebe  in  Fig.  401  s6  einrichten, 
dass  denselben  beiden  Lagen  4>  F,  0  F^  seiner  Kurbel  jene  Lagen 
Z,  Xj  des  betreffenden  mit  der  Schubstange  a  verbundenen  Punk- 
tes L  angehören.  Zu  diesem  Zwecke  madien  wir  die  Strecke 
Fj  A  #  ij  i  und  ziehen  die  Gerade  F A ,  welche  o  im  Punkte  P 
schneidet;  dieselbe  ist  dann  die  Mittellinie  der  schrägen  Schleife. 
Wird  nun  die  Kurbel  <I>F  in  die  Lage  4>Fj  gedreht,  so  gelangt 
die  Schleifenmitte  P  nach  P^  und  der  Punkt  L  nach  Z^ .  Bei  dem 
so  construirten  schrägen  Kreuzkurbelgetriebe  stimmen  also  für  die 
beiden  betrachteten  Kurbellagen  die  entsprechenden  Punktlagen 
X,  L^  mit  denen  des  Schubkurbelgetriebes  genau  überein,  während 
bei  allen  anderen  Kurbellagen  dies  nur  angenähert  der  Fall  ist 
Die  Kreistangenten  an  den  Endpunkten  F%  F^  des  auf  FA  senk- 
rechten Durchmessers  F^  F^  bestimmen  auf  a  die  äussersten  Lagen 
P%  P^  der  Schleifenmitte  P;  und  den  Kurbellagen  ^F»,  <PF^ 
entsprechen  die  Umkehrpunkte  X^,  L^.  Dieselben  stimmen  aber 
mit  den  gleichbezeichneten  Umkehrpunkten  bei  dem  in  Fig.  400 
dargestellten  Schubkurbelgetriebe  nicht  vollkommen  ttberein.  Es 
ist  die  Strecke  X°i^  —  P°P^  und  der  über  i^i^  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis  repräsentirt,  wenn  der  Punkt  F  mit  der 
Constanten  lothrechten  Geschwindigkeit  F<P  rotirt,  das  örtliche 
Geschwindigkeitsdiagramm  t>  des  Punktes  L. 

Jedem  in  Fig.  400  angenommenen  Punktpaare  F,  F^  entspricht 
also  ein  bestimmtes  schräges  Kreuzkurbelgetriebe.  Der  zugehörige 
Winkel  F'^^a,  den  in  Fig.  401  die  Normale  <I>F«  der  Schleifen- 
richtung mit  der  Schubgeraden  a  bildet,  variirt  bei  den  gewählten 
Maassverhältnissen  nur  sehr  wenig.  Soll  von  diesen  unendlich 
vielen  schrägen  Kreuzkurbelgetrieben,  die  angenähert  die  Bewe- 
gung des  Punktes  L  der  excentrischen  Schubkurbel  hervorbringen, 
dasjenige  ermittelt  werden,  welches  sich  durch  die  grösste  An- 
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näheroDg  anszeichnet,  so  kann  dies  nnr  mit  Hülfe  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  geschehen. 

Wenn  die  verschiedenen  Pnnktpaare  F^  F^  (Fig.  400)  insbe- 
sondere anoh  auf  dem  Bahnkreise  q>  diametral  gegenüber  liegen, 
so  haben  in  Fig.  401  die  Punkte  P,  P,  gleiche  Abstünde  von  <l>. 
Von  den  so  gew&hlten  Pnnktpaaren  werden  wir  später  im  zehnten 
Abschnitte  bei  den  Umsteaemngen  ausgedehnten  Gebrauch  machen. 
Für  das  specielle  Punktpaar  jP^,  F^y  welches  bei  dem  excentrischen 
Schubkurbelgetriebe  in  Fig.  400  den  Umkehrpunkten  oder  Todt- 
lagen  Uj  U  des  Punktes  L  entspricht,  erhalten  wir  ein  schräges 
Ereuzkurbelgetriebe,  bei  dem  also  die  Weggrenzen  des  Punktes  L 
genau  mit  den  durch  das  excentrische  Schubkurbelgetriebe  be- 
dingten Weggrenzen  ttbereinstimmen.  Zu  dem  speciellen  Punkt- 
paare, dem  die  Wegmitte  L^  in  Fig.  400  entspricht,  gehört  ein 
schräges  Ereuzkurbelgetriebe ,  bei  welchem  aber  in  Fig.  401  der 
betreffende  Punkt  U"  nicht  wieder  genau  die  Mitte  des  zugehörigen 
Weges  ist.  In  diesem  besonderen  Falle  steht  die  Schleifenrichtung 
in  Fig.  401  senkrecht  auf  der  Geraden  4>Z'";  und  wenn  wir  den 
Winkel  TJ^^a  mit  v,  den  Abstand  IT"  von  a  mit  c  bezeichnen, 
femer  die  Länge  4>  U^  angenähert  gleich  der  Länge  /  der  Schub- 

Stange  FL  (Fig.  400)  setzen,  so  ist  sinr  =  -r- 

Nach  dem  S.  342  abgeleiteten  Satze  kann  aber  die  Bewegung 
des  Schleifengliedes  eines  schrägen  Ereuzkurbelgetriebes  durch 
ein  rechtwinkeliges  Ereuzkurbelgetriebe  hervorgebracht  werden; 
und  aus  diesen  Darlegungen  folgt  somit  das  Resultat: 

Die  durch  ein  Schubkurbelgetriebe  erzeugte  ge- 
radlinige Bewegung  kann,  wenn  die  Schubstange 
gegen  die  Eurbel  verhältnissmässig  lang  ist,  sehr 
angenähert  in  mannigfacher  Weise  durch  ein  recht- 
winkeliges Ereuzkurbelgetriebe  hervorgebracht 
werden. 

Um  in  Fig.  408  das  rechtwinkelige  Ereuzkurbelgetriebe  zu 
zeichnen,  welches  das  schräge  Ereuzkurbelgetriebe  (Fig.  401)  genau 
und  das  Schubkurbelgetriebe  (Fig.  400)  angenähert  ersetzt,  ziehen 
wir  zunächst  in  Fig.  401  auf  i^ A  die  Senkrechte  4>  i^^  femer  an 
den  Bahnkreis  9)  die  Tangente  F^P^^  und  machen  das  Dreieck 
^FF' ^^P'F\  Nun  ziehen  wir  in  Fig.  402  die  Eurbel  ^F 
gleich  und  parallel  <I>  F'  (Fig.  401),  zeichnen  ttber  F  die  Schleife, 
welche  rechtwinkelig  an  der  Schubstange  a  befestigt  ist,  die  den 
Punkt  L  trägt.    Die  so  erhaltene  Eurbellage  entspricht  dann  den 
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in  Fig.  400  und  401  gezeichneten  Lagen  des  Punktes  L.  Der  in 
Fig.  402  nm  die  Schwingnngsmitte  Z"*  des  Punktes  L  mit  dem 
Enrbelradins  ^  F  beschriebene  Kreis  repräsentirt  das  Ortliche  Ge- 
schYnndigkeitsdiagramm  D  des  Punktes  X.  Bei  dem  dargestellten 
schrägen,  sowie  bei  dem  rechtwinkeligen  Ereuzkurbelgetriebe 
haben  wir  den  Gleitbacken  in  der  Schleife  weggemindert,  und 
derselbe  wird  durch  den  in  der  Schleife  gleitenden  Eurbelzapfen 
vertreten. 


GrapMsclie  Darstellnngen  der  Geschwindigkeit  nnd  des 
Weges  bei  dem  Sdüeifknibelgetriebe. 

148.  Allgemeine  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  bei  dem 
Schleificurbelgetriebe.  Ist  bei  einem  in  Fig.  408,  Taf.  XX Vm, 
dargestellten  Schleifkurbelgetriebe  für  die  Kurbelzapfenmitte  F  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  FFti  gegeben,  und  soll  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit A  An  eines  beliebigen  Punktes  A  des  um  A  rotiren- 
den  Gliedes  AZ"*  bestimmt  werden:  so  ziehen  wir  die  Gerade  F^I^ 
senkrecht  auf  die  mit  /  bezeichnete  Stange  dieses  Gliedes  bis  an 
die  Gerade  jPA;  dann*  ist  EExi  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
momentan  mit  F  coincidirenden  Punktes  E  der  Stange  ly  und  folg- 
lich bestimmt  die  zu  EA  parallele  Gerade  £\>^t>  auf  .^A  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  des  Punktes  A.  Wenn  dagegen  die  letz- 
tere Geschwindigkeit  ^A  gegeben  ist,  so  ergiebt  sich,  indem  wir 
diesen  Gonstructionsweg  rückwärts  durchschreiten,  die  entspre- 
chende lothrechte  Geschwindigkeit  FFx,  von  F.  Bei  dieser  Be- 
stimmung repräsentirt  die  Strecke  Et  F^  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit, mit  welcher  die  Httlse  E  resp.  das  Glied  FL^  längs  der 
Stange  /  in  dem  rotirenden  Gliede  AX*"  gleitet.  Eotirt  das  Glied 
fs.lA  gleichförmig  um  A,  und  ist  die  constante  Geschwindigkeit 
von  A  gleich  AK^  dann  liefert  die  zur  Stange  /  senkrechte  Ge- 
rade A$  durch  ihren  Schnitt  $  auf  ^^F  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit F^  des  Punktes  F,  und  die  Strecke  A$  stellt  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  dar,  mit  welcher  die  Hülse  H  auf  der 
rotirenden  Stange  /  gleitet.  In  diesem  Falle  vertritt,  weil  $  der 
Pol  des  Gliedes  FIJ^  ist,  die  Polbahn  dieses  Gliedes  das  örtliche 
Geschwindigkeitsdiagramm  des  Punktes  F,  ^ 

')  Beuleauz  giebt  in  seiner  Kinematik  eine  sehr  reichhaltige  Zusammen- 
steUnng  der  in  den  mannigfaltigsten  Gestaltungen  als  Motor,  Pumpe  oder  Venti- 
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149.  Darrteilung  der  Geschwindigkeit  und  des  Weges  bei  einem 
ecliwingenden  Sciileiflcurbeigetriebe.  Um  bei  einem  eentrischen 
schwingenden  Schleif knrbelgetriebe ,  welches  in  Fig.  404  darge- 
stellt ist,  die  Geschwindigkeit  eines  in  der  Geraden  A  F  liegenden 
Punktes  A  der  Schleife  darzustellen,  wenn  die  constante  lothrechte 
Geschwindigkeit  des  gleichförmig  rotirenden  Punktes  F  durch  i^<I> 
gegeben  ist,  fällen  wir  auf  Ai^  das  Loth  4>£;>;  dann  ist  EEt  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  des  momentan  mit  F  coincidirenden 
Punktes  E  der  Schleife.  Somit  ergiebt  sich,  indem  wir  zu  £<P 
die  Parallele  ^S  bis  an  A<I>  ziehen  und  auf  A^  das  Loth  E^A^ 
fällen,  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  AA^S.^  EE^^  die  Strecke 
AAii  als  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  A.  Denn 
die  Geschwindigkeiten  AAi^^EEo  yerhalten  sich  wie  A^  zu  AjE* 
oder  S  J  zu  *£.  Befindet  sich  die  Kurbel  in  der  Lage  *  -F',  für 
welche  die  Schleife  dieselbe  Lage  wie  vorher  einninmit,  dann 
ziehen  wir  behufs  der  Bestimmung  der  entsprechenden  lothrechten 
Geschwindigkeit  AA'^  des  Punktes  A  zxi  F'^  die  Parallele  ASJ 
bis  an  A<t>  nnd  S'J^  senkrecht  auf  A^.  Die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  A  z.  B.  ftlr  die  Eurbellage  ^F  kann  mit  gleicher 
Einfachheit  auch  in  der  folgenden  Weise  bestimmt  werden.  Wir 
errichten  in  F  auf  AjP  die  Senkrechte  -F2  bis  an  A4>  und  ziehen 
zVi^A  die  Parallele  4>^t>  bis  an  AA 

Diese  Gonstructionen  sind  aber  nicht  anwendbar,  wenn  der 
Punkt  A  sich  in  der  Mittellage  A"^  befindet,  und  der  Punkt  F  also 
auf  A<I>  entweder  in  i^',  oder  in  F^^  liegt.  Repräsentiren  nun  A^^A^^ 
A'^A'^'  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten  ftlr  den  in  -4*"  be- 
findlichen Punkt,  so  bestehen  die  Proportionen: 

A'^Al   ^,       A^"  A'^Al^  A^" 

<PF  A*  — <l>i^'  <PF     ~A4>  +  <1>jP' 

nach  denen  man  diese  Geschwindigkeiten  leicht  construiren  kann. 
Hieraus  folgt  das  Yerhältniss  dieser  beiden  Geschwindigkeiten: 

A'^Al    ^   A<P  +  <PF 
A'^Al'  ~   A*  — <I>jP' 

Nach  diesen  Angaben  ist  das  Ortliche  Geschwindigkeitsdiagramm  \> 
construirt  Dasselbe  wird  von  der  Geraden  A<I>  symmetrisch  ge- 
theilt  und  geht  durch  die  Umkehrpunkte  A^^  A?^  die  auf  dem 

lator  aasgeführten  Schleifkurbelgetriebe.  Yergl.  auch  Deutsches  Reichspatent 
Nr.  174  Yom  25.  Juli  1877;  Nr.  4351  vom  16.  August  187S;  Nr.  14963  vom 
12.  Januar  1881. 
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Bahnkreise  a  den  von  A  an  den  Bahnkreis  q)  gelegten  Tangenten 
entsprechen,  deren  Berührnngspunkte  beziehlich  mit  jP^,  F^  be- 
zeichnet sind.  Während  der  Punkt  F  den  längeren  Bogen  F'F^F^ 
dnrchlänftj  bewegt  sich  A  langsam  schwingend  von  A^  nach  A^^ 
und  während  F  den  kürzeren  Bogen  F'F^F^  dnrchschreitet,  geht 
A  rascher  schwingend  rückwärts  von  A^  nach  A^.  Das  Verhält- 
niss  der  Zeiten  ffir  den  Hin-  nnd  Ktickgang  des  Punktes  A  ist 
demnach  gleich  dem  Verhältnisse  der  Bögen  F^'F^^F^,  F^F^F^. 
Dieser  Mechanismus  wird  bei  dem  ^^Eurbelschub  mit  raschem 
Rückgänge"  yiel&ch  in  der  Praxis  angewendet  Das  zeitliche 
polare  Geschwindigkeitsdiagramm,  welches  wir,  um  eine  Ueber- 
füllung  der  Fig.  404  zu  vermeiden,  nicht  gezeichnet  haben ,  wird 
durch  Auftragung  der  Geschwindigkeiten  auf  die  entsprechenden 
Eurbellagen  erhalten. 

In  Fig.  404&  ist  in  bekannter  Weise  das  zeitliche  orthogonale 
Geschwindigkeitsdiagramm  b,  und  das  orthogonale  Wegdiagramm 
)D  jenes  Punktes  A  gezeichnet.  Auf  der  Zeitaxe  ist  die  Strecke 
Ti  Tn  gleich  dem  Umfange  des  Kreises  9>  gemacht;  und  die  Punkte 
T/,  To,  Tuj  TV,  Tn  entsprechen  den  Punkten  F^,  F\  F^\  F^,  F^ 
dieses  Kreises.  Die  grOsste  Geschwindigkeit  wird  durch  die  zu 
Tj  gehörende  Ordinate  TjVj  ^^  A^^A^  dargestellt.  Dem  Abscissen- 
punkte  Tq  entspricht  die  Geschwindigkeit  Null,  und  in  Tjj  tritt 
im  entgegengesetzten  Sinne  die  grösste  Geschwindigkeit  Tjj  Vjj  = 
A'^A^J  auf.  Bezüglich  der  Ordinate  TijVjj  ist  das  zeitliche  ortho- 
gonale Geschwindigkeitsdiagramm  bg  symmetrisch.  Messen  wir  die 
Weglängen  jenes  Punktes  A  in  Fig.  404  von  der  Mittellage  A"" 
aus,  so  beginnt  das  orthogonale  Wegdiagramm  tt),  Fig.  404%  in  Tj . 
Die  Weglänge  erreicht  im  Momente  Tq,  wo  die  Geschwindigkeit 
Null  ist,  das  Maximum  T^  W^  gleich  dem  Kreisbogen  A'^A  A\  Im 
Punkte  Tjj  schneidet  dieses  Wegdiagramm,  welches  bezüglich  des 
Punktes  Tjj  centrisch  symmetrisch  ist,  die  Zeitaxe  und  erreicht 
im  Momente  T^  entgegengesetzten  Sinnes  das  zweite  gleich  grosse 
Maximum  T^W^. 

An  diese  Darlegungen  wollen  wir  noch  den  nahe  liegenden 
Fall  anschliessen,  wenn  bei  dem  in  Fig.  405  dargestellten  schwin- 
genden Schleifkurbelgetriebe  der  in  der  schwingenden  Geraden 
A/  befindliche  Punkt  A  sich  nicht  wie  vorhin  auf  einer  Kreis- 
bahn bewegt,  sondern  längs  einer  Geraden  a  geführt  wird.  Dies 
wird  durch  eine  auf  der  Stange  A/  gleitende  Hülse  h  erreicht, 
die  durch  eine  Axe  A  drehbar  mit  dem  in  einem  geradlinigen 
Schlitze  gleitenden  Schieber  a  verbunden  ist.    Der  Mechanismus 
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wird  hierdurch  zwar  ein  znsammengesetzteri  aher  die  Bewegongs- 
vorgänge  sind  denjenigen  analog,  die  bei  dem  vorhin  betrachteten 
Sohleifkarbelgetriebe  auftreten.  Wir  nehmen  wieder  an,  dass  der 
Punkt  F  sich  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  gleich  F<P 
drehe.  Behufs  der  Gonstruction  des  Ortlichen  Geschwindigkeits- 
diagramms k)  für  den  geradlinig  bewegten  Punkt  A  ziehen  wir  in 
A  eine  Normale  auf  die  Bahngerade  a,  zu  F^  die  Parallele  AS. 
bis  an  die  Gerade  A4>y  auf  A  J  eine  Senkrechte  H  J|>,  und  diese  be- 
stimmt auf  jener  Normalen  die  lothrechte  Geschwindigkeit  AA^  des 
Punktes  A.  In  derselben  Weise  ergiebt  sich  die  andere  zugehörige 
lothrechte  Geschwindigkeit  ÄA*^  dieses  Punktes  fUr  die  Eurbellage 
4>i^'.  Es  wird  zu  F*^  die  Parallele  AS/  bis  an  A4>  und  auf 
KA  die  Senkrechte  S'^^  bis  an  jene  Normale  gezogen.  Für  die 
Mittellage  A"^  werden  die  beiden  entsprechenden  Geschwindig- 
keiten A'^Al^^  A'^All  nach  den  obigen  Proportionen  bestimmt.  Da 
ein  Theil  des  so  erhaltenen  örtlichen  Geschwindigkeitsdiagramms  t) 
angenähert  parallel  zur  Geraden  a  verläuft ,  so  bewegt  sich  der 
Punkt  A  während  des  langsamen  Gtanges  von  A^  bis  A',  also 
während  der  Drehung  von  F""  ttber  F"  bis  i^,  grösseren  Theils 
sehr  angenähert  gleichförmig,  aber  ungleichförmig  und  rasch  zu- 
rück. Hinsichtlich  dieser  Eigenschaft  hat  dieser  Bewegungsvor- 
gang bei  vielen  Werkzeugmaschinen  nützliche  Anwendung  gefun- 
den. Ausserdem  ist  in  der  bekannten  Weise  noch  im  Bezug  auf 
die  in  A<I>  liegende  Zeitaxe  A'^Tn  das  von  A^  ausgehende  ortho- 
gonale Wegdiagramm  tt)  gezeichnet,  welches  grössten  Theils  an- 
genähert geradlinig  verläuft  und  damit  auf  jene  angenähert  gleich- 
förmige Bewegung  des  Punktes  A  hinweist ;  allein ,  da  auch  der 
obere  Theil  W^Wn  dieses  Wegdiagramms  von  einer  Geraden 
zwar  mehr  als  der  untere,  jedoch  eben&lls  wenig  abweicht,  so 
zeigt  sich  hierdurch,  dass  das  Geschwindigkeitsdiagramm  t>  ein 
viel  sichereres  Reagenz  fttr  die  Erkennung  der  Gleichförmigkeit  und 
der  UngleichfÖrmigkeit  der  Bewegung  ist  als  das  Wegdiagramm. 

150.  Darstellung  der  Geschwindigkeiten  bei  dem  Schmid'sclien 
Motor.  Der  in  Fig.  406  schematisch  gezeichnete  Schmid'sche 
Motor  ist  ein  schwingendes  Schleif kurbelgetriebe ,  bei  welchem 
der  in  dem  schwingenden  Gylinder  gleitende  Kolben  K  durch 
wechselweis  einströmendes  Wasser  bewegt  wird.*)  Das  durch  das 
Zuflussrohr  R  eintretende  Wasser  dringt  in  den  Canal  c  und  drückt 
treibend  auf  den  Kolben  K.   Dadurch  wird  dann  die  Rotation  der 


^)  Der  Praciisehe  Maschinen-Canstrucieur,  1871.  S.  208. 
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Enrbel  4>F  und  die  Schwingung  des  Gylinders  nm  die  feste  Axe  A 
bewirkt,  und  gleichzeitig  kann  das  Yor  dem  Kolben  befindliche 
Wasser  durch  den  anderen  Ganal  c'  in  das  Abflnssrohr  ü  fliessen. 
Infolge  der  symmetrischen  Anordnung  stellt  sich  der  Canal  c'  der 
Zuflussöfihung  theilweise  gegenüber,  wenn  die  Kurbel  4>F  die 
Todtlage  4>F^^  tlbersohritten  hat,  so  dass  jetzt  das  Wasser  in  den 
Ganal  d  einströmt  und  treibend  auf  die  andere  Seite  des  Kolbens 
drückt,  während  das  vorhin  eingetretene  Wasser  durch  den  Ganal  c 
in  das  Abflussrohr  U  hineinfliesst. 

Um  eine  Uebersicht  über  die  Veränderung  der  Geschwindig- 
keit zu  gewinnen,  mit  welcher  das  Oeffiien  der  Ganäle  sich  voll- 
zieht, brauchen  wir  nur  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t> 
eines  auf  dem  Kreise  x  liegenden,  mit  dem  Gylinder  fest  verbun- 
den gedachten  Punktes  zu  construiren,  und  wählen  der  Einfach- 
heit wegen  auf  diesem  Kreise  x  den  Punkt  A^  in  welchem  der- 
selbe Fon  der  Geraden  \F  geschnitten  wird.  Nehmen  wir  nun 
an,  dass  der  Kurbelzapfen  F  gleichförmig  mit  der  constanten  Ge- 
schwindigkeit F^  rotirt  und  ziehen  wir  zu  jP4>  die  Parallele  A3. 
bis  an  A4>,  darauf  S  ilt> /lenkrecht  AF,  so  repräsentirt  AA^  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  von  A  in  dem  betreffenden  Momente, 
und  wir  erhalten  somit  das  zugehörige  örtliche  Geschwindigkeits- 
diagramm )). 

Bei  der  allgemeinen  Construction  in  Fig.  403  stellt  die  auf 
der  Stange  /  senkrechte  Strecke  EoFxi  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit dar,  mit  welcher  dort  die  Hülse  H  auf  der  Stange  / 
gleitet;  folglich  repräsentirt  bei  dem  Schmid'schen  Motor,  wo 
jener  Punkt  Fx^  durch  4>  vertreten  wird  und  die  Kolbenstange  / 
durch  A  geht,  das  von  4>  auf  A  F  gefällte  Loth  4>  Z  die  momen- 
tane Geschwindigkeit  des  Kolbens  in  dem  schwingenden  Gylinder. 
Demnach  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  Z  das  innerhalb  des 
Bahnkreises  9)  liegende  Bogenstück  von  dem  über  A  4>  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreise  C.  Um  nun  das  zugehörige  Geschwin- 
digkeitsdiagramm x>^  des  im  schwingenden  Gylinder  bewegten  Kol- 
beM  zu  coMtmiren,  denken  wir  uns  an  den  Cylinder  eine  parallele 
Gerade  0  angeheftet,  ziehen  auf  diese  von  dem  mit  K  bezeich- 
neten Mittelpunkte  des  Kolbens  eine  Senkrechte  KJ  und  machen 
auf  derselben  JK^  =  <l>  Z. 

Gelangt  der  Punkt  F  in  eine  andere  Lage^  z.  B.  nach  Z"^,  so 
hat  zwar  auch  die  an  den  Cylinder  angeheftete  Gerade  0  mit  die- 
sem ihre  Lage  verändert.  Wir  betrachten  jedoch  für  die  fernere 
Construction  diese  Gerade  als  festliegend,  machen  auf  derselben 
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die  Strecke  JJ'^  gleich  der  Strecke^  am  welche  der  Kolben  sich 
im  Cylinder  verschiebt,  während  der  Enrbelzapfen  von  F  nach  F'^ 
schreitet,  and  nehmen  dann  die  Ordinaten  J'^K'l  gleich  dem  von 
4>  anf  A  F'^  gef&llten  Lothe.  Anf  diese  Weise  erhalten  wir  das 
Geschwindigkeitsdiagramm  tf"  für  die  Bewegung  des  Kolbens  in 
dem  schwingenden  Cylinder.  ^  Dasselbe  wird  wegen  der  Sym- 
metrie des  Bewegungsvorganges  von  der  Geraden  o  symmetrisch 
getheilt.  Ist  insbesondere  wie  in  nnserer  Figur  der  Punkt  F^  der 
Berührungspunkt  für  die  von  A  an  den  Bahnkreis  tf  gelegte  Tan- 
gente Ai^'^,  dann  ist  jenes  Loth  oder  die  entsprechende  Geschwin- 
digkeit gleich  dem  Kurbelradius  4>  F\  folglich  besitzt  der  Kolben 
die  grOsste  Geschwindigkeit,  welche  gleich  dem  Kurbelradius  ist, 
wenn  F  sich  in  den  Berührungspunkten  der  von  A  an  den  Bahn- 
kreis q>  gelegten  Tangenten  befindet. 

151.  Darstellung  der  Geschwindigkeit  bei  dem  rotirenden 
Schleiflcurbelgetriebe.  In  Fig.  407  ist  die  angegebene  Construction 
der  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  bei  dem  rotirenden  Schleif- 
kurbelgetriebe ausgeführt.  Es  wird  zu  F^  die  Parallele  ^S  bis 
an  die  Gerade  A4>  gezogen  und  auf  A^  das  Loth  S^«,  gefällt, 
welches  die  lothrechte  Geschwindigkeit  AA^  des  Punktes  A  be- 
stimmt. Hierdurch  erhalten  wir  für  diesen  Punkt  A  das  von  A<I> 
symmetrisch  getheilte  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  D,  von 
dem  nur  die  eine  Hälfte  in  der  Zeichnung  ausgeführt  ist  Femer  ist 
die  erhaltene  Geschwindigkeit  auf  die  Kurbel  4>  F  abgetragen,  also 
<t>  F  BS  AtiA  gemacht,  und  die  Hälfte  des  zugehörigen  zeitlichen 
polaren  Geschwindigkeitsdiagramms  b«  construirt,  welches  eben- 
falls von  A<l>  symmetrisch  getheilt  wird.  Das  schwingende  Schleif- 
kurbelgetriebe und  das  rotirende  Schleifkurbelgetriebe  unterschei- 
den sich  geometrisch  nur  dadurch,  dass  bei  jenem  der  Punkt  A 
ausserhalb  des  Bahnkreises  tf  liegt,  bei  diesem  sich  aber  inner- 
halb desselben  befindet. 

Wird  in  Fig.  407  bei  dem  betrachteten  rotirenden  Schleif- 
kurbelgetriebe angenommen,  dass  das  Glied  AZ""  resp.  die  Schleife 
A^  gleichförmig  um  A  rotire,  und  dass  die  Endpunkte  der  loth- 
rechten  Geschwindigkeiten  der  Punkte  dieses  Gliedes  in  A  zu- 
sammenfallen, dann  bestimmt  die  auf  S.A  senkrechte  Gerade  A^ 

')  In  Weisbach-Herrmann,  Ingenieur- und  Maschinen- Mechatäk,  1876, 
in.  Theil,  I.  Abth.,  S.  691,  wird  aus  angenäherter  Rechnong  gefolgert,  dass  dieses 
Geschwindigkeitsdiagramm  für  die  Eolbenbewegung  mit  dem  Geschwindigkeits- 
diagramm bei  dem  Schabkarbeigetriebe  übereinstimme.  Beide  Diagramme  sind 
aber  in  mathematischer  Beziehung  wesentlich  verschieden. 


852  VL  Abschnitt.   Einfache  ebene  Mechanismen. 

auf  F<P  die  lothrechte  Geschwindigkeit  jP$  des  Panktes  F.  Das 
zugehörige  örtliche  Geschwindigkeitsdiagranuu  ^,  yon  dem  nur  die 
eine  der  symmetrischen  Hälften  auf  diese  Weise  gezeichnet  wurde, 
ist  in  diesem  Falle  zugleich  die  Polbahn  des  bewegten  Gliedes 
FL'^y  welches  hier  durch  den  in  der  Schleife  gleitenden  Schieber 
vertreten  wird.  Durch  Uebertragung  der  Geschwindigkeit  auf  die 
gleichförmig  rotirende  Gerade  A-4,  so  dass  AX  «-=  ^i^  ist,  er- 
halten wir  das  zeitliche  polare  Geschwindigkeitsdiagramm  &{  des 
Punktes  F.  Von  diesem  Diagramme,  welches  sich  nur  wenig  von 
dem  Bahnkreise  unterscheidet,  ist  die  eine  der  symmetrischen 
Hälften  gezeichnet. 

152.  Bewegungsvorgang  bei  dem  gleichschenkeligen  Schieif- 
kurbelgetriebe,  Anwendung  desselben  als  Ventilator  und  als  roti- 
rende Pumpe  oder  Motor.  Bei  einem  gleichschenkeligen  Schleif- 
kurbelgetriebe, welches  in  Fig.  408,  versehen  mit  Eingriffspaarung, 
gezeichnet  ist,  gestalten  sich  die  Bewegungsbeziehungen  sehr  ein- 
fach. Der  feste  Axenpunkt  A  liegt  in  diesem  besonderen  Falle 
auf  dem  Bahnkreise  9;  es  ist  daher  der  Winkel  F^AF'^iF^<PF. 
Demnach  ist,  wenn  die  Kurbel  ^F  sich  gleichförmig  dreht,  auch 
die  Rotation  der  Schleife  gleichförmig,  und  umgekehrt.  Dabei  voll- 
endet aber  die  Kurbel  zwei  Umdrehungen,  während  die  Schleife 
eine  Umdrehung  gemacht  hat  Denken  wir  uns  den  Kreis  q>  mit 
der  um  4>  rotirenden  Kurbel  4>F,  und  den  Kreis  &,  dessen  Ba- 
dius  Ai^*"  ist,  mit  der  um  A  rotirenden  Schleife  verbunden,  so 
rollen  diese  beiden  Kreise  wie  die  Rollkreise  zweier  Räder  auf 
einander.  Der  zu  F  diametrale  Gabelpunkt  F'  bewegt  sich  auf 
der  zur  Schleife  senkrechten  Geraden  PP^^  und  die  Gabel  umgreift, 
wenn  F  mit  A  coincidirt,  entweder  den  einen  oder  den  anderen 
der  an  der  Schleife  befestigten  Zapfen  P,  P'  und  bewirkt  den 
stetigen  Fortgang  der  Bewegung. 

Dieser  Mechanismus  wird  mannigfaltig  umgestaltet  in  der 
Praxis  angewendet;  so  beispielsweise  als  Oldh  am 'scher  Venti- 
lator in  Fig.  409,  wo  die  Schleife,  welche  in  F  drehbar  mit  der 
Kurbel  4>P  verbunden  ist,  über  den  festen  Zapfen  A  oder  über 
einen  drehbmr  auf  A  gesteckten  Gleitbacken  gleitet,  und  die  End- 
punkte Ay  B  der  Schleife  an  der  Ventilatorwandung  entlang  ge- 
führt werden,  die  nach  einer  entsprechenden  PascaTschen  Curve 
geformt  ist.  Die  durch  das  Zuflussrohr  R  eintretende  Luft  wird 
vermittelst  der  als  Flügel  wirkenden  Schleife  nach  dem  Ausfluss- 
rohre ü  getrieben,  um  aber  die  hierdurch  hervorgebrachte  Un- 
gleichförmigkeit  der  Luftströmung  zu  mildern,  ist  es  nothwendig, 
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zwei  solche  Ventilatoren  mit  gemeinsamer  Kurbelwelle  neben  ein- 
ander zu  stellen,  so  dass  die  beiden  Eurbelzapfen  sicli  gegenüber 
stehen.  P.  Kirch  hoff  hat  diesen  Ventilator  mit  gebogenen,  an 
der  Wandongsstelle  ö  entlang  gleitenden  Schaufeln  Aa^Bb  zweck- 
mässig ausgeführt  0 

Auch  als  rotirende  Pumpe  oder  Motor  ist  dieser  Mechanismus 
in  entsprechender  Gestaltung  von  L.  Taverdon^)  construirt,  wie 
Fig.  410  in  schematischer  Darstellung  zeigt  Die  Schleife  dreht  sich 
in  dem  cylindrischen  Qehäuse  um  die  Axe  A,  in  dieser  Schleife 
gleitet  der  mit  der  Kurbel  ^F  drehbar  yerbundene  Schieber  s^  der 
hier  den  Pumpkolben  vertritt.  Durch  die  Drehung  der  Kurbel  in 
der  Pfeilrichtung  wird  die  Schleife  in  Bewegung  versetzt  und  der 
Schieber  oder  Kolben  s  in  ihr  verschoben.  Dem  Kolben  folgt  das 
Wasser  vom  Einflussrohre  R  kommend  nach,  und  gleichzeitig  treibt 
dieser  das  vor  ihm  befindliche  Wasser  nach  dem  Ausflussrohre  U. 
Bei  der  praktischen  Ausführung  muss  die  Kurbel  4>  F  verhältniss- 
mässig  kurz  sein  und  die  Kolbenlänge  so  gross  genommen  werden, 
dass  seine  Endflächen  den  von  F  beschriebenen  Kreis  nicht  er- 
reichen ;  damit  der  Raum,  in  welchem  die  Kurbel  rotirt,  stets  von 
dem  Baume,  in  welchem  das  Wasser  dem  Kolben  folgt,  abge- 
schlossen ist  Hinter  der  ersten  Schleife  rotirt  in  gleicher  Weise 
eine  zweite  Schleife,  die  in  dem  cylindrischen  Gehäuse  durch  eine 
Scheidewand  von  der  ersten  getrennt  ist  Diese  Schleife  wird  von 
derselben  Welle  <t>  vermittelst  einer  Kurbel  4>i^'  getrieben  und 
von  einem  Schieber  s^  als  Pumpkolben  hin  und  her  durchschritten. 
Da  die  beiden  Kurbelzapfen  F^  F'  sich  gegenüber  stehen,  so  sind 
die  beiden  Schleifen  in  einem  rechten  Winkel  gegen  einander  ge- 
stellt Diese  Vorrichtung  kann  auch  als  Motor  verwendet  werden, 
wenn  das  Wasser  resp.  der  Dampf  in  eine  der  beiden  Bohren  trei- 
bend einströmt  Bei  der  rotirenden  Maschine  von  D  o  n  k  i  n  3)  sind 
umgekehrt  die  Zapfen  jP,  F^  fest,  und  über  die  um  diese  Zapfen 
drehbaren  Schlitten  s,  s'  gleitet  das  durch  eine  Kurbel  4>A  ge- 
triebene Schleifenkreuz,  an  welchem  ein  im  Gehäuse  bewegter 
Flügel  befestigt  ist  In  diesem  Falle  ist  aber  der  Mechanismus  ein 
Kreuzschleifengetriebe. 


<)  Deutsches  Reichspateni  Nr.  10796  vom  19.  Febr.  1880  und  Nr.  8689 
vom  23.  Aag.  1879.  Die  dort  gegebene  Benennung  „Oldham-Ventilator** 
entstammt  dem  Oldham'schen  Raderrade  und  der  Oldh  am 'sehen  Wellen- 
kuppelung, weU  bei  denselben  gleichartige  Mechanismen  vorkommen. 

*)  Deutsches  Reichspatetit  Nr.  10382  vom  6.  April  1879. 

')  Deutsches  Reichspatent  Nr.  27762  vom  29.  Juli  1883. 

BtrmeBter,  KiB«iiuttik  I.  23 
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153.  Die  Oldham'sohe  Welienkuppelung.  Das  gleichschenkelige 
Schleifknrbelgetriebe  steht  in  engster  Beziehung  zu  dem  Erenz- 
Schleifengetriebe,  welches  in  Fig.  411  gezeichnet  ist.  Wenn  die 
Erenzschleife  c  über  die  Qleitbacken  b^  d  gleitet,  die  sich  um  die 
festen  Axen  4>y  A  drehen,  dann  darchläuft  der  Kreuzpunkt  0  der 
Kreuzschleife  den  ttber  <t>  A  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  ui^ 
und  alle  mit  der  Kreuzschleife  verbundenen  Punkte  durchschreiten 
Pascarsche  Curven  (Art  19).  Während  eines  Umlaufes  des  Punk- 
tes 0  vollzieht  der  Gleitbacken  &  um  4>  und  der  Qleitbacken  d  um 
A  eine  halbe  Umdrehung.  Denken  wir  uns  nun  den  Punkt  0  durch 
eine  Kurbel  Ci  0  geftthrt,  die  sich  um  eine  im  festen  Kreismittel- 
punkte Ci  befindliche  Axe  dreht,  so  können  wir  diesen  Mechanis- 
mus ansehen  als  aus  zwei  vereinten  gleichschenkeligen  Schleif- 
kurbelgetrieben bestehend,  die  eine  gemeinschaftliche  Kurbel  be- 
sitzen und  deren  beide  Schleifen  ein  einziges  Glied  bilden. 

In  Fig.  412  ist  das  Kreuzschleifengetriebe  als  Oldham'sche 
Kuppelung  0  parallelperspectivisch  schematisch  dargestellt.  Jene 
beiden  Gleitbacken  sind  hier  durch  die  gleichbezeichneten  Schei- 
ben &,  d  ersetzt,  die  mit  ihren  Wellen  sich  beziehlich  uin  die  Axen 
4>4>',  AA'  drehen  und  mit  prismatischen  Einschnitten  versehen 
sind.  Zwischen  diesen  beiden  Scheiben  liegt  eine  dritte  Scheibe  c^ 
welche  jenes  Schleifenglied  vertritt  und  an  beiden  Seiten  recht- 
winkelig zu  einander  gestellte,  prismatische  Vorsprttnge  besitzt, 
die  in  jenen  Einschnitten  gleiten.  Bei  dieser  Kuppelung  entspricht 
einer  gleichförmigen  Umdrehung  der  einen  Welle  eine  gleich- 
förmige Umdrehung  der  anderen,  und  während  diese  Wellen  eine 
Umdrehung  vollenden,  durchlauft  der  Punkt  0  der  Scheibe  c  den 
Kreis  ta  zweimal. 


Einfache  Mechanismen  mit  Omyenftthrnng. 

154.  Dreigliederiger  einfacher  Mechanismus  mit  zwei  niederen 
Paarungen  und  einer  höheren  Paarung.  In  Fig.  413,  Taf.  XXIX, 
ist  ein  einfacher  dreigliederiger  Mechanismus  dargestellt,  dessen 
Glieder  4>/,  A/  sich  resp.  um  die  Axen  4>,  A  in  dem  Gliede  4>A 


*)  Willis,  Principles  of  Mechanism.  1841.  p.  167;  sec.  ed.  1870.  p.  164. 
In  der  Maschinenpraxis  wird  das  Wort  „kuppeln**  mehr  gebraucht  lüs  das 
edlere  Wort  „koppeln".    Vergl.  Grimm,  Wörterbuch  der  deutschen  Sprache. 
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drehen  and  sieh  mit  den  cylindrischen,  durch  die  Curren  f^  l  ver- 
tretenen Flächen  bertthren.  Dieser  Mechanismus  besitzt  also  in 
4>,  A  je  eine  Drehpaamng,  nnd  die  beiden  Cjlinderflttchen  bilden 
eine  höhere  Paamng,  welche  vermittelst  Kraftschlnsses  die  gegen- 
seitige zwanglänfige  Bewegung  der  Glieder  4>/,  A/  bewirkt.  Be- 
trachten wir  das  Glied  <I'A  als  Steg,  so  erhalten  v^r  ein  Getriebe, 
bei  welchem  durch  eine  Drehung  des  einen  der  Glieder  4>y)  A/ 
eine  Drehung  des  anderen  vermittelt  wird.  Wir  können  die  Be- 
wegung dieses  Getriebes ,  wenn  die  zu  dem  Berührungspunkte  K 
der  Curven  /,  /  gehörenden  Erttmmungsmittelpunkte  derselben 
resp.  F^  L  sind,  während  zweier  Zeitelemente  nach  Art.  15  durch 
die  Bewegung  des  Kurbelgetriebes  ^FL\  ersetzen.  Die  Curve  e, 
welche  der  Berührungspunkt  K  in  dem  ruhenden  System  4>A  er- 
zeugt, nennen  wir  wie  bei  den  Zahnrildem  die  Eingriffs  curve. 
Der  Bertlhmngspunkt  K  kann  während  zweier  Zeitelemente  als 
ein  Punkt  der  Koppel  FL  Ae%  gedachten  Kurbelgetriebes  be- 
trachtet werden;  demnach  ist  die  von  K  nach  dem  Pol  $  dieses 
Kurbelgetriebes,  d.  h.  nach  dem  Schnittpunkte  $  von  4>i^,  A£, 
gezogene  (Gerade  £$,  die  Normale  an  der  Eingriffscurve  e,  nnd 
es  kann  der  Krflmmungsmittelpunkt  derselben  nach  der  Bobillier- 
schen  Construction,  wie  in  Art.  48  gelehrt  wurde,  bestimmt  werden. 
Der  Schnittpunkt  $',  den  die  gemeinschaftliche  Normale  LF  der 
sich  in  K  bertlhrenden  Curven  /,  /  mit  der  Geraden  A  4>  bildet, 
ist  der  betreffende  Pol  der  beiden  Systeme  4>/,  A/.  Die  am  aller- 
meisten vorkommenden  besonderen  f^äUe  dieses  Getriebes  sind 
diejenigen,  bei  denen  zwei  Zahnräder  in  einander  greifen. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  AA^  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  A  des  Gliedes  4>/,  und  soll  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit BB^  eines  Punktes  B  des  Gliedes  A/  bestimmt  werden, 
so  verbinden  wir  einen  beliebigen  auf  der  gemeinsamen  Curven- 
normalen  Kn  liegenden  Punkt,  z.  B.  den  Punkt  K^  mit  <t>  nnd  A, 
ziehen  zu  AK  die  Parallele  A^K'^  bis  an  f  4>,  femer  zu  Kn  die 
ParaUele  K^K^^  bis  an  KA,  und  zu  KB  die  Parallele  K^'B^  bis 
an  BA.  Man  kann  auch,  falls  die  Krttmmungsmittelpunkte  F^  L 
in  der  Zeichnung  vorhanden  sind,  die  in  Art.  131  (Fig.  868)  ge- 
gebene Construction  anwenden,  aus  der  sich  die  erste  Construction 
leicht  ableiten  lässt  Wenn  insbesondere  der  Punkt  A^  mit  4> 
coincidirt,  vereinfiicht  sich  die  Construction  durch  Wegfall  jener 
Parallelen  A^  KJ^ .  Oft  wird  die  eine  der  Curven  /,  /  durch  einen 
Punkt  vertreten ;  und  in  der  praktischen  Ausflihrung  wird  dies  da- 
durch erreicht,  dass  ein  kreiscylindrischer  Zapfen  an  einer  Scheibe 

23* 
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mit  curvenförmigem  Bande  oder  in  einer  curvenfOrmigen  Nutbe 
derselben  gleitet. 

155.  Hervorbringung  einer  vorgeschriebenen,  gleichförmig 
schwingenden  Bewegung  durch  eine  rotirende  Scheibe.  Um  yer- 
mittelst  einer  rotirenden  Scheibe  <t>/  in  Fig.  414  eine  Yorgeschrie- 
bene  Bewegnng  des  Gliedes  AJST  heryorzubringen,  indem  der 
Pankt  K  auf  der  curvenfSrmigen  Umgrenzung  der  gleicbfbrmig 
rotirenden  Scbeibe  gleitet,  wollen  wir  beispielsweise  annehmen: 
der  Punkt  K  vollziehe  auf  dem  ELreisbogen  e  in  dem  ruhenden 
Gliede  4>A  während  einer  halben  Umdrehung  der  Scheibe  4>/ 
eine  gleichförmige  Drehung  von  K^  bis  K^ ,  bleibe  dann  während 
einer  Achteldrehung  der  Scheibe  an  dw  Stelle  K^  in  Ruhe,  senke 
sich  hierauf  während  einer  Vierteldrehung  gleichförmig  von  K^ 
bis  Kq  herab  und  bleibe  wieder  während  einer  Achteldrehung  an 
der  Stelle  K^  in  Ruhe.  Behufs  der  Construction  der  Scheiben- 
umgrenzung theilen  wir  den  Bogen  K^K^  in  eine  Anzahl  etwa 
8  gleicher  Theile,  ebenso  auch  den  Halbkreis  038  m  %  gleiche 
Theile,  gehen  um  zwei  Theile  weiter  bis  8'  und  theilen  femer 
auch  den  Viertelkreis  8*(y  in  %  gleiche  Theile.  Um  4>  beschreiben 
wir  einen,  beispielsweise  durch  den  Theilpunkt  K^  gehenden  Kreis- 
bogen, der  die  radialen  Geraden  4>iro,  4>d,  ^3'  in  den  Punkten 
J3,  ///,  ///'  schneidet,  und  machen  auf  demselben  den  Kreisbogen 
UIT^  =  '^a^a;  dann  ist  F,  ein  Punkt  der  Ftthrungscurve  OTJ^^^ 
welche  die  gleichförmige  Hebung  des  Punktes  K  bewirkt,  wenn 
die  Scheibe  in  der  eingezeichneten  Pfeilrichtung  rotirt  Denn  durch 
Drehung  des  Theilpunktes  3  nach  K^  gelangt  F,  nach  K^^  und  der 
Punkt  K  wird  bis  ^3  gehoben.  In  gleicher  Weise  ergeben  sich 
die  tlbrigen  betreffenden  Punkte  der  ganzen  Ftthrungscurve  /.  An 
dieselbe  schliesst  sich,  weil  K  in  K^  während  einer  Achtelumdreh- 
ung ruhen  soll,  der  um  4>  beschriebene  Achtelkreisbogen  F.F'g. 
Femer  machen  wir  auch  den  Bogen  ///'F'3  «=  J^Ä^^  dadurch  er- 
halten wir  einen  Punkt  F3  der  Ftthrungscurve  F'^  F'3  0',  welche  die 
gleichförmige  Senkung  des  Punktes  K  von  K^  bis  ^0  bewirkt; 
und  durch  den  um  4>  beschriebenen  Achtelkreisbogen  C^O  wird 
die  Umgrenzung  /  der  Scheibe  geschlossen.  Diese  Umgrenzung 
besteht  demnach  aus  zwei  Stücken  von  zwei  verschiedenen  Tro- 
choiden  und  aus  zwei  concentrischen  Achtelkreisbögen.  Die 
Zwangläufigkeit  des  Gliedes  h.K  wird  bei  dem  betrachteten  Ge- 
triebe durch  Kraftschluss  vermittelt  Um  denselben  zu  vermei- 
den, kann  man  an  das  Glied  AJST  in  ^  einen  kreiscylindrischen 
Zapfen  anbringen,  der  innerhalb  einer  in  die  Scheibe  eingeschult- 
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tenen  Nuthe  gleitet,  deren  Mittellinie  jene  geBcblossene  Ftthrongs- 
cnrve  /  ist 

156.  Hervorbringung  einer  vorge8chriebenen ,  gleichförmig 
scliwingenden  Bewegung  durcti  eine  rotirende  Kurbei.  In  Fig.  416 
soll  derselbe  BewegungsYorgang  des  Gliedes  A  K  wie  vorhin,  aber 
dnrcb  eine  entgegengesetzt  gleiebförmig  rotirende  Knrbel  4>f  be- 
wirkt werden,  indem  der  Enrbelzapfen  F  in  einer  entsprechend 
gestalteten  Nathe  des  Gliedes  A  K  entlang  gleitet  Die  Gestaltung 
dieser  Nathe  wird  auch  durch  die  beiden  Lagen  des  Gliedes  A  K 
und  der  Enrbel  4>jP  bedingt,  welche  wir  als  entsprechende  be- 
trachten. Wir  wollen  annehmen,  der  tiefsten  Lage  AK^  ent- 
spräche die  Enrbellage  4>(?.  Behnfs  der  Gonstraction  der  Mittel- 
linie der  Nnthe  theilen  wir  den  Schwingbogen  K^K^  des  Punktes 
K  in  S  gleiche  Theile,  ebenso  den  Halbkreis  058  in  8  gleiche 
Theile,  und  gehen  zwei  Theile  weiter  bis  <$';  dann  beschreiben 
wir  um  A  den  z.  B.  durch  5  gehenden  Kreisbogen ,  der  die  ra- 
dialen Geraden  A^^,  AiT^  in  den  Punkten  H^^  F  schneidet,  und 
machen  auf  diesem  Kreisbogen  FA^  «=  H^5.  Ebenso  ergeben  sich 
die  anderen  betreffenden  Punkte  der  Curve  0A^\^  welche  der 
gleichförmigen  Hebung  des  Punktes  K  von  K^  bis  i^g  entspricht 
An  diese  Gurye  schliesst  sich,  weil  K  während  einer  Achtel- 
drehung der  Kurbel  in  K^  ruhen  soll,  ein  Achtelkreisbogen  AgA^, 
dessen  Mittelpunkt  fi  sich  ergiebt,  indem  wir  das  Dreieck /ujSToA 
congruent  dem  Dreieck  4>ÄgA  machen.  Durch  Eintheilung  des 
Viertelbogens  8'0'  in  S  gleiche  Theile  erhalten  wir  in  analoger 
Weise  wie  vorhin  die  Curve  AJO',  die  der  gleichförmigen  Sen- 
kung des  Punktes  K  von  K^  bis  ^o  entspricht;  und  durch  den 
um  4>  beschriebenen  Achtelkreisbogen  O^O  wird  diese  Curve  ge- 
schlossen, die  aus  zwei  Trochoidenbögen  und  aus  zwei  Kreisbögen 
besteht  Die  beiden  neben  dieser  Curve  gezogenen  Aequidistanten 
bilden  die  Nuthe,  in  welcher  der  Kurbelzapfen  F  gleitet  Wäh- 
rend des  plötzlichen  Ueberganges  des  Gliedes  AK  von  Ruhe  in 
Bewegung  werden  Stösse  auftreten,  die  vermieden  werden  können, 
wenn  wir  jene  Ftlhrungscurven  an  den  betreffenden  Stellen  derart 
abändern,  dass  dieser  Uebergang  allmählich  vor  sich  geht  Die 
in  den  betrachteten  Fällen  ausgeführten  Constructionen  stammen 
von  DeParcieuxOy  nnd  gelten  allgemein,  wenn  zu  bestimmten 
Lagen  des  einen  Gliedes  die  entsprechenden  Lagen  des  anderen 
gegeben  sind. 


*)  De  Parcieuz,  Memoires  de  VAcad^ie,  1747.  p.  243. 
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157.  Hervorbringung  einer  vorgescliriebenen ,  gleichförmig  zu* 
und  abnelimenden  ecliwingenden  Bewegung  durcli  eine  rotirende 
Scheibe.  Soll  in  Fig.  417  die  Torgeschriebene  Bewegung  des 
Punktes  L  des  um  A  schwingenden  Gliedes  AiT  derart  sein,  dass 
die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  L  in  der  Lage  L^  Ton  Null 
an  der  Zeit  proportional  wächst,  bis  L  die  Mitte  X«  seines  Weges 
2/0  Xg  errreicht,  dann  in  gleicher  Weise  auf  der  anderen  WeghUfte 
X4  Zg  bis  Null  abnimmt,  und  soll  dieselbe  Bewegung  beim  Rück- 
gänge erfolgen:  so  müssen  wir  uns,  um  die  Umgrenzung  der 
Scheibe  ^f  construiren  zu  können ,  erst  in  Fig.  416  das  zeitliche 
orthogonale  Geschwindigkeitsdiagramm  l^j  und  das  zugehörige 
orthogonale  Wegdiagramm  zeichnen.  Da  die  Aendernngen  der 
Geschwindigkeit  in  vier  Perioden  gleichartig  auftreten,  theilen  wir 
in  Fig.  416  auf  der  Zeitaxe  eine  Strecke  T^  T^^^ ,  welche  der  Zeit 
einer  vollen  Umdrehung  der  gleichförmig  rotirenden  Scheibe  ent- 
spricht, durch  die  Punkte  T^^  Ig,  T^  in  4  gleiche  Theile  und 
ausserdem  die  Strecke  T^  1\  z.  B.  in  eine  Anzahl  4  gleicher  Theile. 
Wir  nehmen  nun  an,  dass  im  Zeitmomente  T^^  also  nach  Verlauf 
einer  Vierteldrehung  der  Scheibe,  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
L  durch  die  von  beliebiger  Grösse  gewählte  Ordinate  T^  V^  reprä- 
sentirt  werde;  und  weil  diese  Geschwindigkeit  während  dieser 
Vierteldrehung  von  Null  an  der  Zeit  proportional  wächst,  ist  durch 
das  Geradenstttck  T^V^  das  entsprechende  zeitliche  orthogonale 
Geschwindigkeitsdiagramm  ^  gegeben,  welches  sich  fUr  die  wei- 
tere Drehung  der  Scheibe  in  dem  Zickzack  V^T^V^^T^^  fortsetzt. 

Um  zunächst  für  die  Zeitstrecke  T^T^  das  zugehörige  Weg- 
diagramm fi)  zu  bestimmen,  ist  zu  beachten,  dass  nach  Art  3  die 
von  der  Anfangslage  L^  gemessene  Wegstrecke  des  Punktes  L  der 
betreffenden  Fläche  proportional  ist,  die  durch  das  Geschwindig- 
keitsdiagramm bestimmt  wird.  Machen  wir  nun  die  Ordinate  T^  W^ 
gleich  der  in  Fig.  417  gegebenen  Weglänge  L^L^^  die  der  Punkt 
während  der  ersten  Vierteldrehung  der  Scheibe  durchläuft,  be- 
zeichnen wir  durch  T^T^V^  den  Inhalt  der  von  dem  Geschwin- 
digkeitsdiagramm bestimmten  entsprechenden  Dreiecksfläche  und 
femer  mit  c  eine  constante  Strecke,  so  können  wir  die  Weglänge 
oder  Ordinate 

setzen.  Um  aus  dieser  Gleichung  die  constante  Strecke  c  zu  er- 
mitteln, verschieben  wir  der  besseren  Uebersicht  wegen  das  Dreieck 
7;r,F/nach  OTJV  und  verwandeln  das  Dreieck  OTJV 'm  ein 
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anderes  inhaltgleiches  Dreieck  CITJ^  deBsen  Seite  7;4—  T,W, 
ist,  indem  wir  IV Cl  parallel  4  0  oder  W^  T^  ziehen ;  dann  ist  die 
anf  der  Zeitaxe  befindliche  Strecke  A  T^  «=  2  c.  Nachdem  diese  con- 
stante  Strecke  bestimmt  ist,  ergiebt  sich,  wenn  wir  T^  III  =  T^  F, 
machen,  die  Weglänge  oder  Ordinate 

7;iF3_i-.2;7;F;, 

indem  wir  zn  ClIII  die  Parallele  T^W,  bis  an  die  Ordinate  T,W, 
ziehen;  and  in  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  anderen  Punkte 
w; ,  W^  des  Wegdiagramms  to.  Da  die  Strecke  7;  T^  in  4  gleiche 
Theile  getheilt  Ist,  so  wird  auch  darch  das  entstandene  Strahlen- 
bttschel  T^(W,W^W,W,)  die  Strecke  T,W,  in  4  gleiche  Theile 
getheilt;  demnach  kann  man  das  Wegdiagramm  ko  einfacher  yfer- 
mittelst  der  Viertheilung  der  Strecken  T^  2\  und  T^  W^  erhalten. 
Nach  dieser  Bestimmungsweise  ist  das  Stück  T^W^  des  Weg- 
diagramms U)  ein  Stück  einer  Parabel,  deren  Scheitel  in  T^  liegt. 
Ist  umgekehrt  diese  Parabel  als  das  orthogonale  Wegdiagramm 
eines  bewegten  Punktes  gegeben,  und  nehmen  wir  jene  constante 
Strecke  £2  T^ »»  2  e  beliebig  an ,  so  ergiebt  sich ,  indem  wir  den 
eben  befolgten  Gonstructionsweg  rückwärts  durchschreiten,  als  zeit- 
liches orthogonales  Oeschwindigkeitsdiagramm  eine  Gerade  T^'o^. 
Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

Wenn  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  die  Ge- 
schwindigkeit von  Null  an  der  Zeit  proportional 
wächst,  ist  das  orthogonale  Wegdiagramm  dieses 
Punktes  eine  Parabel,  die  mit  ihrem  Scheitel  die 
Zeitaxe  berührt,  und  umgekehrt. 

In  dem  betrachteten  Falle  wird  die  Fortsetzung  des  Weg- 
diagramms bis  W^  durch  ein  congruentes,  centrisch  sjrmmetrisches 
Parabelstück  W,W^  gebildet,  und  die  zweite  Hälfte  W^W,^T,^ 
des  Wegdiagramms  ist  der  ersten  Hälfte  T^W^W^  desselben  sym- 
metrisch. 

Wir  machen  nun  in  Fig.  417  auf  dem  Kreisbogen  L^L^  die 
Weglängen  A^i,  AA>  ^o^a»  A^4  rösp-  gleich  jenen  Ordinaten 
2\W,,  T^W^,  T^W^^  2\W,,  bestimmen  femer  auf  diesem  Kreis- 
bogen zu  L^j  L^j  L^y  L^  die  bezüglich  L^  symmetrisch  gelegenen 
Punkte  L^j  L^y  Z^,  Z,.  Dadurch  ergeben  sich  auf  dem  Kreis- 
bogen KqK^  die  entsprechenden  Lagen  des  Punktes  K.  Den  um 
<t>  beschriebenen,  durch  K^  gehenden  Kreis  theilen  wir  von  K^ 
aus  in  16  gleiche  Theile.    Behufs  der  Constraction  der  Umgren- 
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znng  /  der  Scheibe  beschreiben  wir  am  4>  beispielsweise  den 
durch  £3  gehenden  Kreisbogen,  der  die  radialen  Geraden  4>  JT^^ 
4>5,  ^13  resp.  in  den  Punkten  Ji,  ///,  XIII  schneidet,  und 
machen  auf  diesem  Kreisbogen  //ZF,  ■*=  J^K^  und  XIII^^^  =  Js^s- 
In  gleicher  Weise  ergeben  sich  die  übrigen  Punkte  der  Scheiben- 
umgrenzung /,  durch  welche  die  verlangte  Bewegung  des  Punktes 
K  oder  L  des  Gliedes  A^  bewirkt  wird. 

158.  Hervorbringung  einer  schwingenden  Bewegung  durcli  eine 
hin-  und  hergehende  geradlinige  Bewegung.  Hauptmechaniamus  dea 
Selier'schen  Dampfhammers  ^).  In  Fig.  418  bewegt  sich  der  Kol- 
ben B  eines  Dampfhammers  nebst  der  Kolbenstange  ss^^  die  den 
Hammer  A  trägt,  durch  Dampf  kraft  getrieben  in  dem  festen  Cy- 
linder  C  auf  und  nieder.  An  der  Stange  ss'  ist  ein  Zapfen  K  be- 
festigt, der  in  einem  bogenförmigen,  um  die  feste  Axe  4>  schwin- 
genden Schlitzrahmen  /  gleitet.  Bei  dem  Selier'schen  Dampf- 
hammer-Mechanismus, den  Fig.  418  im  Haupttheil  schematisch 
darstellt,  ist  an  einem  Arme  4>f  der  Schwinge  ^f  die  Schub- 
stange FL  gelenkig  angeschlossen,  deren  Endpunkt  L  in  der  zu 
ss'  parallelen  Geraden  /  geflihrt  wird.  In  L  wird  die  nicht  ge- 
zeichnete Schieberstange  eingehängt,  die  sich  in  dieser  Geraden  / 
bewegt.  Soll  nun  der  Schieber,  oder  was  dasselbe  ist,  der  Punkt 
L  eine  vorgeschriebene  Bewegung  vollziehen,  so  dass  z.  B.  den 
Theilpunkten  K^^  K^^ . .  K^^  der  Hubhöhe  des  Punktes  K  die  ge- 
gebenen Lagen  L^^  L^j , .  L^  entsprechen;  dann  sind  damit  auch 
die  zugehörigen  Lagen  fo,  jP^,  . .  F„  des  Punktes  F  bestimmt,  und 
man  kann  leicht  die  betreffenden  Lagen  zeichnen,  welche  der 
Punkt  K  in  dem  schwingenden  Gliede  4>  Ff  einnimmt.  Dadurch 
ergiebt  sich  dann  die  Mittellinie  des  bogenförmigen  Schlitz- 
rahmens/ Ist  diese  Mittellinie,  wie  im  dargestellten  Fall,  ins- 
besondere ein  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  M  sein  möge,  dann 
repräsentirt,  wenn  wir  von  der  Schubstange  FL  absehen,  der 
Mechanismus  ein  excentrisches  Schubkurbelgetriebe,  bei  welchem 
^M  die  Kurbel,  femer  s  die  Schubstange  vertritt,  und  bei  wel- 
chem die  Koppel  MK  weggemindert  ist.  Durch  die  Anschliessung 
der  Schubstange  FL  erhalten  wir  aber  einen  zusammengesetzten 
Mechanismus. 

Um  eine  graphische  Darstellung  der  gegenseitigen  Bewegun- 
gen des  Kolbens  und  des  Punktes  L  zu  gewinnen,  können  wir 
die  Weglängen  der  Kolbenmitte  B  als  Abscissen,  und  die  von 


*)  J.  Y.  Haaer,  EüUmwesens-Maschmen.  1876.  S.  432. 
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einer  bestimmten  Ausgangslage  z.  B.  L^  ans  gemessenen  Weg- 
längen des  Punktes  L  als  rechtwinkelige  Ordinaten  antragen. 
Die  Wegstrecken  des  Panktes  L^  die  über  L^  liegen,  sind  nach 
rechts  von  ss^^  und  die  unter  L^  liegen,  sind  nach  links  von  ss' 
angetragen.  Ftlr  die  gezeichnete  Lage  ist  die  Ordinate  BU^^L^L 
gemacht.  Wir  erhalten  somit  die  Gurre  u^  welche  ein  Diagramm 
darstellt;  und  dieses  Diagramm  gilt  sowohl  für  die  Aufwärts-  wie 
ftir  die  Abwärtsbewegung  des  Kolbens. 

159.  Hervorbringung  einer  scliwingenden  Bewegung  durch  ein 
Excentrilc.  Mechanismus  einer  Hebelscheere.  Wenn  in  Fig.  419 
die  Gerade  /  des  schwingenden  Oliedes  A  K  auf  der  Umgrenzung 
der  rotirenden  Scheibe  4>/  gleiten  soll  und  für  bestimmte  Dreh- 
ungswinkel die  entsprechenden  stetig  auf  einander  folgenden  Lagen 
der  Geraden  /  gegeben  sind,  dann  ist  die  Umgrenzung  /  der 
Scheibe  bestimmt.  Denn  betrachten  wir  die  Scheibe  einstweilen 
als  festy  denken  wir  uns  den  Punkt  A  um  4>  in  die  betreffenden 
Lagen  bezüglich  der  Scheibe  gedreht  und  die  entsprechenden 
Lagen  der  mit  bewegten  Geraden  /  gezeichnet,  so  ergiebt  sich 
die  umgrenzende  Curve  /  der  Scheibe  als  die  HttUbahncurre 
dieser  Geraden.  Dies  gilt  auch  allgemein,  wenn  /  eine  beliebige 
gegebene  Curve  ist.  Wird  insbesondere,  wie  in  Fig.  419,  die  roti- 
rende  Scheibe  von  einem  bezüglich  4>  excentrischen  Kreise  /  um- 
grenzt, dann  ist  das  Getriebe  ein  excentrisches  schwingendes 
Schleif kurbelgetriebe,  und  die  Scheibe  wird  einExcentrik  oder 
Excenter  genannt.  In  diesem  Falle  kann  der  Kraftschluss,  der 
die  stete  Berührung  von  /  und  /  bewirkt,  dadurch  yermieden  wer- 
den, dass  an  dem  schwingenden  Gliede  A  K  ein  Rahmen  angebracht 
wird,  in  welchem  das  Excentrik  gleitet.  Dieser  Mechanismus  wird 
oft  bei  Hebelscheeren  und  Luppenzangwerken  verwendet 
In  Fig.  419  sind  die  beiden  Scheerenklingen  K^  J  schematisch  ge- 
zeichnet Wenn  wir  das  Excentrik  4>/  durch  eine  Kurbel  4>F, 
deren  Zapfenmitte  F  der  Mittelpunkt  des  Kreises  /  ist,  oder  durch 
eine  gekröpfte  Welle  ersetzen,  und  in  dem  Gliede  A  K^  wie  durch 
Punktirung  angedeutet  ist,  einen  zu  /  parallelen  Schlitz  machen, 
in  dem  der  Zapfen  F  gleitet,  so  erhalten  wir  ein  excentrisches 
schwingendes  Schleifkurbelgetriebe  in  der  gewöhnlichen  Gestalt 

160.  Hervorbringung  einer  geradiinigen  Bewegung  durch  eine 
rotirende  Scheibe  oder  Nuthe.  Bei  dem  in  Fig.  420  dargestellten 
Getriebe  gleitet  die  Stange  i;,  an  der  die  rechtwinkelige  Stange  / 
befestigt  ist,  in  der  Hülse  H^  und  die  ovale  um  4>  rotirende  Scheibe 
4>/  setzt  diese  Stange  vermittelst  Kraftschlusses  in  zwangläufige 
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Bewegang.  Denken  wir  uns  zu  der  Corve  /,  welche  die  Scheibe 
amgrenzt,  für  4>  als  Lothpunkt  die  Fnaspanktencarve  g  gezeichnet, 
80  beschreibt  auch  der  Stangenponkt  G  im  Bezug  auf  die  Scheibe 
diese  Fusspunktencurre.  Der  kleinste  die  Curve  /  in  Co  berüh- 
rende Kreis  c  schneidet  die  Gerade  17  einerseits  in  dem  Punkte  C; 
und  die  hierdurch  bestimmte  Strecke  CG  ist  der  Weg,  den  der 
Stangenpunkt  G  von  seiner,  dem  Punkte  4>  zunächst  liegenden 
Lage  aus  durchschritten  hat.  Ziehen  wir  femer  eine  beliebige 
radiale  Gerade  4>6,,  welche  den  Kreis  e  in  C^  und  die  Fuss- 
punktencurye  g  in  G^  schneidet,  dann  ist  die  Strecke  C^  G^  gleich 
dem  Wege,  den  der  Punkt  G  oder  die  Stange  tj  zurücklegt,  wenn 
die  Scheibe,  indem  4>(7o  von  4>C  ausgeht,  sich  um  den  Winkel 
von  der  Grösse  C^^Cq  dreht.  Demnach  können  wir  die  Fuss- 
punktencurre g  auch  als  ein  polares  Wegdiagramm  eines  Punktes 
des  geradlinig  bewegten  Gliedes  rjl  betrachten.  Für  den  Stangen- 
punkt A ,  der  innerhalb  der  Strecke  ^0  ^0  schwingt ,  ist  die  eine 
Hälfte  des  orthogonalen  Wegdiagramms  to  gezeichnet.  Die  auf 
der  Zeitaxe  ^0  ^\  ^^  ^  gleiche  Theile  getheilte  Strecke  A^  1\  ent- 
spricht einer  halben  Umdrehung  der  Scheibe.  Die  entsprechen- 
den Wegstrecken  ergeben  sich  durch  Zeichnung  der  betreffenden 
Scheibenstellungen  oder  yermittelst  der  Fusspunktencurve  g,  indem 
wir  von  4>  aus  radiale  Gerade  ziehen,  welche  den  Halbkreis  C^CQ 
in  6  gleiche  Theile  theilen.  Es  ist  dann  z.  B.  T^W,  »>  C,G,.  Die 
Curve  A^W^W^  repräsentirt  die  Hälfte  des  orthogonalen  Weg- 
diagramms, die  der  Bewegung  des  Punktes  A  von  A^  bis  A^ 
entspricht.  Für  den  Bückgang  dieses  Punktes  ergiebt  sich  hier 
eine  bezüglich  der  Geraden  T^  W^  symmetrische  Fortsetzung  dieses 
Wegdiagramms.  Die  Bewegung  des  Gliedes  tj  kann  auch  her- 
vorgebracht werden,  wenn  dasselbe  in  G  mit  einem  Zapfen  ver- 
sehen wird,  der  innerhalb  einer  in  die  Scheibe  eingeschnittenen 
Nuthe  gleitet,  deren  Mittellinie  die  Fusspunktencurve  g  ist;  und 
hierdurch  wird  zugleich  der  vorhin  nothwendige  Kraftschluss  ver- 
mieden. 

Ist  die  Curve  /,  wie  in  Fig.  420,  eine  Ellipse,  die  um  einen 
Brennpunkt  4>  rotirt,  dann  ist  die  betreffende  Fusspunktencurve  g 
ein  über  die  grosse  EUipsenaxe  C^G^  als  Durchmesser  beschrie- 
bener Kreis.  In  diesem  besonderen  Falle  würde  also  die  Bewe- 
gung der  Stange  tj  in  praktisch  einfacherer  Weise  durch  eine  in 
der  Scheibe  befindliche  kreisförmige,  excentrische  Nuthe,  deren 
Mittellinie  der  Kreis  g  ist,  bewirkt.  Wenn  4>  der  Endpunkt  der 
lothrechten  Geschwindigkeit  eines  Punktes  der  gleichförmig  roti- 
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renden  Scheibe  ist,  so  bestimmt  die  im  Berührungspunkte  K  zu  l 
senkrechte  Gerade  KZ  auf  der  Geraden  A'^O  die  Geschwindigkeit 
4>Z,  mit  welcher  sich  die  Stange  ri  verschiebt.  Der  Punkt  Z  er- 
giebt  sich  auch  durch  die  in  &  an  die  Fusspunktencurve  g  ge- 
zogene Normale,  die  in  dem  betrachteten  besonderen  Falle,  wo  g 
ein  Kreis  ist,  durch  seinen  Mittelpunkt  M  geht  Ziehen  wir  durch 
den  Berührungspunkt  K  zur  Stange  17  die  Parallele  iTF  bis  an 
die  in  ^  auf  17  senkrechte  Gerade,  so  ist  V  ein  Punkt  des  ört- 
lichen Geschwindigkeitsdiagramms  des  Punktes  A. 

161.  Hervorbringung  einer  geradlinigen,  achwingenden  Bewe- 
gung durcli  ein  rotirendee,  gleiciieeitiges  Bogendreieclc.  In  Fig.  421 
rotirt  ein  gleichseitiges  Bogendreieck  ^KK'  -am  die  feste  Axe  4> 
und  gleitet  in  dem  rechteckigen  Rahmen  iV,  welcher  mit  der 
Schubstange  ri  verbunden  ist.  Nehmen  wir  an,  die  Mittellinie  4>  S 
des  Bogendreiecks  befinde  sich  in  der  Lage  <t>  W^^  dann  liegt  der 
Stangenpunkt  A  in  der  Lage  A^  und  bleibt  in  dieser  so  lange 
ruhend,  bis  durch  die  Drehung  des  Bogendreiecks  in  der  Pfeil- 
richtung die  Ecke  K  nach  W^  gelangt  Während  aber  bei  wei- 
terer Drehung  die  Ecke  K  an  der  Rahmenseite  /  und  der  Bogen  / 
an  der  Rahmenseite  i  gleitet,  bewegt  sich  die  Stange  i;  ebenso 
wie  bei  einem  rechtwinkeligen  Ereuzkurbelgetriebe.  Wenn  die 
Mittellinie  ^S  von  *W®  aus  eine  Vierteldrehung  vollzogen  hat, 
befindet  sich  A  in  der  Wegmitte  A^^  die  Ecke  K  verlässt  die 
Rahmenseite  /,  und  es  beginnt  die  Ecke  K*  an  der  Rahmenseite  i 
zu  gleiten.  Dadurch  entsteht  ein  symmetrischer  Bewegungsvor- 
gaog,  und  während  4>S  die  folgende  Vierteldrehung  vollendet, 
bewegt  sich  A  von  A^  nach  A^^. 

Behufs  der  Construction  des  polaren  Wegdiagramms  für  die 
von  der  Wegmitte  A^  aus  gemessenen  Wegstrecken  des  Punktes  A 
beschreiben  wir  um  4>  mit  dem  Radius  gleich  i4>S  den  Kreis  n, 
femer  mit  dem  Radius  4>3  den  Kreis  W^W\  machen  den  Winkel 
W^W^^ZO""  und  beschreiben  über  <PW^  als  Durchmesser  den 
Kreisbogen  W^W'W^  bis  an  den  Kreis  n.  Dann  ist  W^'W^W^W^ 
ein  Viertel  des  durch  die  Geraden  4>TF°,  <PW^  ia  vier  sym- 
metrische Theile  getheilten  polaren  Wegdiagramms;  und  dieses 
Viertel  entspricht  der  Vierteldrehung  des  von  ^W^  aus  roti- 
renden  Fahrstrahles  ^  S.  Auf  demselben  repräsentirt  die  Strecke 
A^  W*  den  Abstand  des  Punktes  A  von  A^ ,  und  es  ist  also  T^  W^ 
=«  N  W\  Die  ausgezogene  symmetrische  Hälfte  des  polaren  Weg- 
diagramms liefert  die  rechtsseitigen  Abstände  des  Punktes  A  von 
^0}  die  strichpunktirte  symmetrische  Hälfte  dagegen  die  links- 
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seitigen  Abstände.  Das  orthogonale  Wegdiagramm  steigt  in  A^ 
rechtwinkelig  geradlinig  bis  W^  auf,  geht  dann  in  ein  Sinoiden- 
stttck  W^W^  ttber,  und  hieran  schliesst  sich  eine  bezüglich  W^ 
centrisch  symmetrische  Fortsetzung  W^W^^.  Die  gezeichnete  Hälfte 
des  orthogonalen  Wegdiagramms  entspricht  der  halben  Umdrehung 
der  Geraden  4>S;  von  4>TF^  big  ^W'\  Für  die  folgende  halbe 
Umdrehung  ergiebt  sich  die  andere  bezüglich  der  Geraden  T^^  Fr„ 
synmietrische  Hälfte.  Um  das  Gleiten  der  scharfen  Ecken  des 
Bogendreiecks  an  den  Rahmenseiten  zu  vermeiden,  wird  das 
Bogendreieck  in  der  Praxis  durch  äquidistante  Kreisbögen  um- 
grenzt. Dieses  Getriebe  mit  einem  Bogendreieck  wurde  zuerst 
von  Murray  bei  der  Steuerung  der  Dampfmaschinen  angewandt  0 

162.  Hervorbringung  einer  geradlinigen,  gieicIlfSrmig  hin-  und 
hergehenden  Bewegung  durch  eine  rotirende  Kurbel.  Oft  wird  die 
Hervorbringung  einer  geradlinigen,  hin-  und  hergehenden  gleich- 
förmigen Bewegung  durch  eine  gleichförmig  rotirende  Bewegung 
gefordert.  Um  in  Fig.  422  vermittelst  einer  gleichförmig  rotiren- 
den  Kurbel  4>  F  eine  gleichförmige  hin-  und  hergehende  Bewegung 
des  in  den  Hülsen  H^  H'  geführten  Gliedes  rirf  hervorzubringen, 
muss  dieses  Glied  mit  einer  entsprechend  geformten  Nuthe  ver- 
sehen werden,  in  welcher  der  Eurbelzapfen  F  gleitet.  Die  Gestalt 
der  Mittellinie  dieser  Nuthe  ist  durch  die  beiden  Lagen  des  Gliedes 
71  rf  und  der  Kurbel  4>  F  mit  bedingt,  welche  zunächst  als  entspre- 
chend angenommen  werden.  Wir  wollen  beispielsweise  annehmen, 
dass  der  Mittellage  des  Gliedes  ij  rf  die  auf  der  Geraden  i^  rf  senk- 
rechte Lage  der  Kurbel  ^F  entspricht.  Behufs  der  Gonstruction 
der  Mittellinie  der  Nuthe  theilen  wir  die  Hälfte  K^S.^  des  Weges, 
den  der  Punkt  K  des  Gliedes  1717'  durchschreitet,  in  4  gleiche  Theile, 
und  ebenso  den  Yiertelkreis  F^F^\  ziehen  durch  die  erhaltenen 
Kreistheilpunkte  -^5,^6,  F^  zur  Geraden  ijij'  Parallele  und  machen 
auf  diesen  F,^,  =  K^K,,  F^^,  —  K^K,,  F,^,  =  K.K,-,  dann  er- 
giebt sich  durch  die  Punkte  F^  A^,  A^,  A„  K^  ein  Viertel  von  der 
geschlossenen  viertheilig  symmetrischen  Mittellinie  d  der  Nuthe. 

Beschreiben  wir  um  4>  den  Kreis  ^r,  dessen  halber  Umfang 
gleich  der  ganzen  Weglänge  ist,  die  ein  Punkt  des  Gliedes  rirf 
durchschreitet,  und  ziehen  wir  an  diesem  Kreise  7t  die  zur  Ge- 
raden rirf  parallele  Tangente  p^  die  ihn  im  Punkte  $  berührt, 
und  die  wir  uns  mit  dem  Gliede  rirf  fest  verbunden  denken,  so 


*)  Specification  No.  2531,  4.  Aug.  1801.  -—  Abhandlungen  der  Königlichen 
Technischen  Deputation  für  Gewerbe  in  Berlin,  1826.  Thl.  I.  S.  51. 
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rollt  der  mit  der  Kurbel  4>jP  rotirende  Kreis  ^  an  der  in  Bich 
selbst  bewegten  Tangente  p.  Demnach  repräsentiren  der  Kreis  n 
nnd  die  Tangente  p  die  Bollcnrven  der  gegen  einander  bewegten 
Glieder  4>i^,  rirf.  Betrachten  wir  das  Glied  rivf  resp.  die  Tan- 
gente p  einstweilen  als  ruhend,  und  lassen  wir  den  Kreis  n  von 
der  gezeichneten  Lage  aus  nach  abwärts  auf  p  rollen,  dann  wird 
jene  Mittellinie  F^^^K^  in  dem  Gliede  rirf  auch  von  dem  mit  7t 
verbundenen  Funkte  F  beschrieben ;  und  demnach  ist  das  Curven- 
stttck  F^^f^K^  ein  Stttck  einer  verschlungenen  Cycloide.  Machen 
wir  auf  der  Tangente  p  die  Punktreihe  4,  5^  6^  7,  8  congruent  der 
Punktreihe  K^^  K^j  K^^  K^j  K^,  so  sind  F^i^  A^J,  A«&, . .  Normalen 
an  dieser  Cycloide;  und  auf  diesen  Normalen  erhalten  wir  durch 
beiderseitige  Auftragung  des  Zapfenradius  die  Punkte  für  die 
äquidistanten  Bänder  der  Nuthe.  Diese  Bänder  können  wir  auch 
als  HttUcurven  der  Kreise  zeichnen,  die  wir  mit  dem  Zapfen- 
radius um  Punkte  des  Gydoidenbogens  beschreiben. 

Bei  dieser  Anordnung  tritt  der  Uebelstand  auf,  dass  bei  den 
zur  Geraden  r]  17'  senkrechten  Kurbelstellungen,  also  in  der  Mittel- 
lage des  Gliedes  rj  r]\  weder  eine  sichere  Fortbewegung,  noch  eine 
sichere  Haltung  dieses  Gliedes  durch  die  Kurbel  ^F  bewirkt  wird. 
Um  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden,  muss  die  Kurbel  4>i^  im 
Punkte  4y  wo  die  Tangente  p  den  Kreis  tc  berührt,  mit  einem 
Zahne  versehen  werden,  und  an  das  Glied  rj  rf  müssen  die  beiden 
Platten  iV  befestigt  werden,  welche  je  eine  entsprechende  Zahn- 
lücke enthalten.  Dadurch  wird  in  der  Mittellage  des  Gliedes  17 17' 
vermittelst  des  Zahnes,  der  in  die  betreffende  Zahnlücke  eingreift, 
eine  sichere  Führung  dieses  Gliedes  gewonnen,  i) 

Durch  den  Kurbelzapfen  F  wird  bei  diesem  Mechanismus  be- 
sonders in  der  Nähe  der  Mittellage  ein  starker  seitlicher  Druck 
auf  das  Glied  171;'  erzeugt  und  Beibung  verursacht,  so  dass  die 
Bewegung  erschwert  und  die  Nuthe  ungleichmässig  rasch  abge- 
nutzt wird.  Wir  werden  daher  im  Folgenden  noch  andere  Mecha- 
nismen dieser  Art  betrachten,  bei  denen  eine  sanftere  und  genauere 
Bewegung  des  Gliedes  i;i}'  erfolgt 

163.  Hervorbringung  einer  geradlinigen,  gleichfBrmig  hin-  und 
hergehenden  Bewegung  durch  eine  herzförmige  rotirende  Scheibe. 
In  Fig.  428  soll  das  Glied  1}  17',  welches  aus  einem  Bahmen  und 
zwei  Stangen  1;,  rf  besteht,  die  resp.  in  den  festen  Hülsen  H^  H^ 

*)  Yergl.  Lanz  etB^tancourt,  Essai  sur  ia  composition  des  machines, 
1808,  p.  34,  and  deutsch  von  Ereyher,  1829,  8.  50,  femer  Redtenbacher, 
Bewegungs-Mechanismen,  1857.  S.  15. 
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gleiten  y  durch  eine  nm  die  feste  Axe  4>  gleichförmig  rotirende, 
herzförmige  Scheibe  4>/  in  gleichförmige  hin-  und  hergehende  Be- 
wegung versetzt  werden.  Wir  wollen  annehmen,  dass  der  Pankt  K 
des  Gliedes  17 17'  während  der  einen  halben  Umdrehung  der  Scheibe 
4>/  gleichförmig  die  Strecke  K^K^  durchschreitet  und  während 
der  anderen  halben  Umdrehung  in  gleicher  Weise  zurückgeht. 
Behufs  der  Construction  der  herzförmigen  Umgrenzung  der  Scheibe 
theilen  wir  die  Wegstrecke  ^o^'t  z.  B.  in  eine  Anzahl  8  gleicher 
Theile,  ebenso  die  Hälfte  048  eines  um  4>  beschriebenen  Kreises 
TT,  und  machen  die  durch  die  Kreistheilpunkte  1,  2^3, .  .8  gehen- 
den Fahrstrahlen  ^F^,  <I>r„  cPF,, . ,  ^F^  resp.  gleich  4>Äj,  4>Ä,, 
^K^y .  .^K^.  Die  so  erhaltenen  Punkte  I\,  F,,  T,, . .  F,  bilden 
eine  von  K^  ausgehende  Archimedische  Spirale  /,  durch  die  als 
halbe  Umgrenzung  der  gleichförmig  rotirenden  Scheibe  4>/  die 
gleichförmige  Hebung  des  Punktes  K  von  K^  bis  K^  bewirkt  wird. 
Während  des  Auüsteigens  des  Gliedes  1717'  beschreibt  der  in  der 
gezeichneten  Stellung  momentan  mit  F,  coincidirende  Punkt  K' 
dieses  Gliedes  auf  der  Scheibe  eine  symmetrische  Archimedische 
Spirale  /,  welche  die  andere  halbe  Umgrenzung  der  Scheibe 
liefert. 

Das  Gleiten  der  Stangenpunkte  K^  K'  auf  dem  erhaltenen 
Scheibenrande  wird  eine  rasche  Abnutzung  zur  Folge  haben. 
Deshalb  ist  es  zweckmässig ,  die  Stangen  bei  ÜT,  K'  kreisförmig 
cylindrisch  abzurunden,  oder  statt  dessen,  wie  in  Fig.  423  ersicht- 
lich ist,  kleine  gleiche  FrictionsroUen  anzubringen,  deren  Axen 
K^  K'  sind.  Dem  gemäss  wird  dann  die  Scheibe  von  den  zu  den 
beiden  Archimedischen  Spiralen  y^  /'  gehörenden  Aequidistanten 
/»/'  begrenzt,  deren  Abstand  von  diesen  Spiralen  gleich  dem 
Bollenradius  ist.  Infolge  der  Anbringung  der  beiden  Bollen  wird 
aber  der  einÜEtche  Hechanismus  durch  einen  zusammengesetzten 
Mechanismus  vertreten;  denn  dann  ist  das  Glied  1717'  mit  drei  an- 
deren Gliedern  durch  Paarungen  yerbunden. 

Den  Badius  des  um  4>  beschriebenen  Kreises  n  haben  wir 
so  gewählt,  dass  der  halbe  Elreisumfang  gleich  der  Schubstrecke 
K^K^  ist  Ziehen  wir  an  den  Kreis  tz  die  zu  Tqrf  parallele  Tan- 
gente Pj  welche  ihn  in  dem  mit  dem  Theilpunkte  4  coincidiren- 
den  Punkte  $  berührt,  und  denken  wir  uns  diese  Tangente  mit 
der  bewegten  Stange  17  verbunden,  so  rollt  dieser  mit  der  Scheibe 
um  4>  rotirende  Kreis  n  an  dieser  in  sich  selbst  bewegten  Tan- 
gente. Demnach  werden  die  Bollcurven  hier  durch  den  Kreis  tz 
und  die  Tangente  p  vertreten.    Betrachten  wir  nun  den  Kreis  tt 
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als  fest,  nnd  lassen  wir  an  demselben  die  Tangente  p  rollen,  so 
beschreibt  der  mit  f  verbundene  Pnnkt  K  die  Archimedische 
Spirale  y  als  eine  allgemeine  Ereisevolvente.  In  der  Anfangs- 
lage ist  $  der  Pol,  und  folglich  $  K^  die  betreffende  Normale  der 
Archimedischen  Spirale.  Die  Scheibe  drflckt  denmach  in  der  Rich- 
tung dieser  Normalen  gegen  die  Bolle  resp.  gegen  den  Stangen- 
punkt K  und  verursacht  dadurch  eine  seitliche  Pressung  der 
Stangen  ??,  17'.  Je  weiter  wir  aber  den  Punkt  K^  von  4>  entfernt 
annehmen,  umsomehr  wird  diese  seitliche  Pressung  vermindert. 
Damit  wird  aber  auch  die  herzförmige  Scheibe,  so  wie  der  Ab- 
stand der  Httlsen  H^  W  vergrössert  und  leicht  eine  seitliche 
Durchbiegung  des  Gliedes  rirf  bewirkt.  Um  dies  zu  verhindern, 
können  anstatt  der  Stangen  17 ,  rf  aucb  die  Langseiten  des  Bah- 
mens,  der  die  Axe  4>  zwischen  sich  fiasst,  in  Hülsen  geführt 
werden.  Verbinden  wir  die  Punkte  F,,  F,,  F,  .  .  resp.  mit  den 
Theilpunkten  5,  tf,  7  .  .,  so  erhalten  wir  die  betreffenden  Nor- 
malen der  Archimedischen  Spirale  y\  und  durch  Auftragen  des 
Bollenradius  auf  diese  Normalen  ergiebt  sich  die  Aequidistante  /, 
die  auch  als  UmhttUungscurve  der  um  die  Punkte  F,,  F,,  F, . .  mit 
dem  Bollenradius  beschriebenen  Kreise  gezeichnet  werden  kann. 
Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  die  beiden  symmetrischen  Aeqni- 
distanten  /,  /'  bei  ^0  durch  einen  um  K^  beschriebenen  kleinen 
Kreisbogen  verbunden  werden.  Bei  F^  überschneiden  sich  aber 
die  beiden  Aequidistanten.  Diese  Ueberschneidung  tritt  jedoch 
deutlicher  hervor,  wenn  der  Abstand  der  Aequidistanten  von  der 
Spiralen  grösser  genommen  wird,  wie  dies  durch  die  gestrichelt 
gezeichneten  Aequidistantenstücke  g^  g^  merkbar  gemacht  ist.  Da 
aber  die  beiden  Aequidistanten  /,  /'  in  ihrem  Schnittpunkte  auf 
der  Symmetrallinie  enden  müssen,  so  wird  di^  äquidistante  Um- 
grenzung der  Scheibe  bei  K^  mit  einem  kleinen  Fehler  behaftet, 
der  um  so  kleiner  ist,  je  kleiner  wir  den  Bollenradius  annehmen. 
Um  in  Fig.  424  den  seitlichen  Druck  auf  den  Bahmen  zu  ver- 
meiden, dessen  Langseiten  /?,  p'  in  den  Hülsen  £?,  H^  gleiten,  treffen 
wir  die  Anordnung  derart,  dass  der  Punkt  K  durch  ein  Bogen- 
stück  Y  einer  gespitzten  Kreisevolvente  von  ^o  bis  K^  gehoben 
wird.  Betrachten  wir  den  Kreis  ^,  dessen  halber  Umfang  gleich 
K^K^  ist,  als  fest,  und  lassen  wir  die  Tangente/'  auf  dem  Kreise  n 
rollen,  dann  beschreibt  der  Punkt  K  dieser  Tangente  die  genannte 
Kreisevolvente  y.  Um  das  Stück  K^K^  derselben  zu  zeichnen, 
welches  der  Wegstrecke  £0^8  des  Punktes  K  entspricht,  theilen 
wir  die  Strecke  K^K^^  so  wie  den  Halbkreis  048  in  je  8  gleiche 
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Theile  and  machen  auf  den  Kreistangenten  die  Strecken  l^^^  ^F,, 
Sr,,  ,  .  Sr,  resp.  gleich  OK,,  OK^,  OK,,  .  .  OK,.  Der  mit  der 
Tangente  p  verbundene  Punkt  K\  welcher  momentan  mit  dem 
Punkte  Tg  der  Ereisevolvente  /  coincidirt,  beschreibt,  wenn  die 
Tangente  p  an  dem  Kreise  tc  rollt,  im  Bezug  auf  die  Scheibe 
eine  allgemeine  Kreisevolvente  y',  die  in  bekannter  Weise  con- 
struirt  ist.  Während  einer  gleichförmigen  halben  Umdrehung  der 
Scheibe  wird  der  Punkt  K  durch  die  ELreisevolvente  y  von  K^  bis 
K,  gleichförmig  verschoben,  und  der  Druck  gegen  K  erfolgt  be- 
ständig in  der  Richtung  der  Bewegung;  aber  gleichzeitig  bewegt 
sich  der  Punkt  K'  auf  der  allgemeinen  Kreisevolvente  y'.  Mit 
Beginn  der  folgenden  gleichförmigen  halben  Umdrehung  wird  der 
nach  K',  gelangte  Punkt  K'  von  der  Kreisevolvente  y  erfasst  und 
gleichförmig  zurückgefllhrt.  Während  dieser  halben  Umdrehung 
bewegt  sich  der  Punkt  K  auf  der  allgemeinen  Kreisevolvente  /. 
Werden  die  beiden  Punkte  K,  K*  durch  kleine  Bollen  ersetzt, 
dann  bilden  die  zu  den  Kreisevolventen  /,  /'  gehörenden  Aequi- 
distanten  /,  /'  die  Umgrenzung  der  Scheibe.  Von  diesen  ist  die 
Aequidistante  /  wieder  ein  Stück  einer  gespitzten  Kreisevolvente; 
denn  diese  wird,  wenn  die  Tangente  p  an  dem  Kreise  7t  rollt, 
auf  der  Scheibe  von  dem  Tangentenpunkte  J  erzeugt,  in  welchem 
der  Rollenkreis  die  Tangente  p  einerseits  schneidet.  Bei  F,  ttber- 
schneiden  sich  die  beiden  Aequidistanten  /,  /'.  Der  dadurch  ent- 
stehende Fehler  der  Scheibenumgrenzung  ist  aber  um  so  kleiner, 
je  kleiner  wir  den  Rollenradius  annehmen.  Diese  Führung  ent- 
hält den  Yortheil,  dass  der  treibende  Druck  gegen  den  Punkt  K 
oder  K'  beständig  in  der  Bewegungsrichtung  dieser  Punkte  er- 
folgt, sie  hat  dagegen  aber  den  Nachtheil,  dass  bei  einer  der 
Pfeilrichtung  entgegengesetzten  Drehung  eine  starke  seitliche  Pres- 
sung verursacht  wird;  denn  für  den  Punkt  K^  der  allgemeinen 
Kreisevolvente  /'  bildet  die  zugehörige  nach  dem  Punkte  8 
gehende  Normale  ^o^  i^ait  der  Schubrichtung  einen  beträchtlichen 
Winkel. 

In  Fig.  426  wird  die  gleichförmige  hin-  und  hergehende  Be- 
wegung des  Rahmens  KL  K'  Z',  dessen  Langseiten  in  den  Hillsen 
H,  H'  gleiten,  vermittelst  zweier  nach  Kreisevolventen  geformten 
Scheiben  bewirkt.  Dieselbe«  sind  auf  der  gemeinsamen  Axe  4> 
befestigt,  und  zwischen  beiden  befinden  sich  die  Hülsen  H,  H\  die 
als  unsichtbar  durch  Strichelung  angedeutet  sind.  Die  Kurzseite 
KL  hat  in  K  nach  vom  einen  schmalen,  plattenförmigen  Ansatz, 
in  L  einen  solchen  nach  hinten.    Ebenso  hat  die  andere  Kurzseite 
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K*  L^  bei  K^  nach  vom  und  bei  TJ  nach  hinten  einen  schmalen, 
plattenförmigen  Ansatz.  Die  vordere  Scheibe  ist  nach  einer  Ereis- 
eyolvente  x  geformt,  die  von  dem  Punkte  K  der  an  dem  Kreise  rc 
rollenden  Tangente  f  erzengt  wird;  und  die  hintere  Scheibe  ist 
nach  einer  symmetrischen  Ereiseyolvente  X  geformt.  Während 
einer  halben  Umdrehung  im  Sinne  des  Pfeiles  wird  der  Punkt  K 
durch  die  Ereiseyolvente  x  von  K^  bis  K^  bewegt,  und  der  bei  K 
befindliche  plattenförmige  Ansatz  gleitet  mit  seiner  ebenen  Fläche 
auf  dem  Bande  x  der  vorderen  Scheibe  entlang.  In  dem  Momente, 
in  welchem  die  Ereiseyolvente  x  den  Punkt  K  erfasst,  verlässt 
der  Punkt  f  diese  Ereiseyolvente,  und  gleichzeitig  beginnt  das 
Gleiten  des  Punktes  U  resp.  des  bei  U  nach  hinten  gerichteten 
Ansatzes  auf  der  Ereiseyolvente  A.  Mit  dem  Beginn  der  nach- 
folgenden halben  Umdrehung  wird  der  Punkt  K\  der  nach  K[ 
gelangt  ist,  von  der  Ereiseyolvente  x  zurttckgeflihrt,  die  der  Punkt 
K  an  der  Stelle  K^  verlässt,  und  gleichzeitig  bewegt  sich  L  auf 
der  hinteren  Ereiseyolvente  A  entlang.  Bei  dieser  Anordnung  wirkt 
der  treibende  Druck  beständig  in  der  Bichtung  der  Bewegung,  und 
die  Drehung  der  Scheibe  kann  sowohl  in  dem  einen  als  in  dem 
anderen  Sinne  stattfinden. 

164.  Hervorbringung  einer  vorgeschriebenen,  gleichförmig  zu- 
und  abnehmenden,  geradlinig  schwingenden  Bewegung  durch  eine 
ovale  Scheibe.  In  Fig.  486  soll  die  geradlinige  Bewegung  des 
Gliedes  KK^^  welche  durch  die  um  4>  gleichförmig  rotirende  ovale 
Scheibe  hervorgebracht  wird,  derart  sein,  dass  die  Geschwindig- 
keit dieses  Gliedes  von  Null  an  der  Zeit  proportional  bis  zur 
Mittellage  wächst  und  in  gleicher  Weise  wieder  bis  Null  abninunt. 
Dem  gemäss  wird  nach  Art.  157  für  die  Bewegung  des  Punktes  K 
von  seiner  tiefisten  Lage  bis  zu  seiner  Wegmitte  ^4  das  ortho- 
gonale Wegdiagramm  durch  ein  Stttck  KW^  einer  Parabel  dar- 
gestellt, deren  Scheitel  K  die  Zeitaxe  KT^  bertthrt;  und  ftlr  die 
weitere  Bewegung  des  Punktes  K  bis  zu  seiner  höchsten  Lage  K^ 
bildet  ein  centrisch  congruentes  Parabelsttlck  W^W^  die  Fort- 
setzung dieses  Wegdiagramms.  Die  Strecke  KT^^  welche  einer 
halben  Umdrehung  der  Scheibe  entspricht,  ist  in  8  gleiche  Theile 
getheilt,  und  die  zu  diesen  Theilpunkten  gehörenden  Ordinaten, 
welche  die  Wegstrecken  darstellen,  sind  in  der  Zeichnung  markirt. 
Um  nun  die  Umgrenzung  der  Scheibe  zu  erhalten,  ziehen  wir  von 
4>  aus  Fahrstrahlen,  welche  die  Hälfte  Ki8  des  um  4>  mit  dem 
Badius  ^K  beschriebenen  Ereises  in  8  gleiche  Theile  theilen, 
und  tragen  von  diesem  Ereise  aus  auf  die  Fahrstrahlen  die 
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entsprechenden  Wegstrecken  des  Punktes  K  ab.  So  ist  z.  B. 
4r^  =  T^W^  gemacht.  Dadurch  erhalten  wir  die  symmetrische 
Umgrenzung  /  der  Scheibe,  und  wegen  der  Symmetrie  der 
Beziehungen  wird  dieselbe  Cnrve  /  auch  von  dem  Punkte  K' 
beschrieben.  Wir  ersetzen  aber  die  Punkte  Kj  K'  durch  Fric- 
tionsroUen,  und  dann  bildet  die  zu  y  äquidistante  Gurve  /  die 
Umgrenzung  der  Scheibe,  welche  die  verlangte  Bewegung  hervor- 
bringt •) 


Unnmde  Bäder. 

165.  Elliptische  Räder.  Zwei  in  einander  greifende  Zahn- 
räder, bei  denen  die  beiden  entsprechenden  BoUcurven  keine 
vollständigen,  mit  den  Azen  centrischen  Kreise  sind,  und  bei 
denen  also  das  Verhältniss  ihrer  Drehgeschwindigkeiten  verän- 
derlich ist,  heissen  unrunde  Räder.  Wenn  insbesondere  die 
beiden  RoUeurven  Ellipsen  sind,  erhalten  wir  elliptische 
Räder,  die  in  der  Praxis  oft  bei  Werkzeugmaschinen  angewendet 
werden.  Wir  nehmen  an,  dass  in  Fig.  427  die  beiden  Rollcurven 
Pj  7t  der  unrunden  Räder  Fp^  <p7t  congruente  Ellipsen  sind,  die  sich 
resp.  um  die  in  den  Brennpunkten  F,  <t>  befindlichen  Azen  drehen 
und  sich  auf  der  Geraden  F^  stets  in  symmetrisch  homologen 
Punkten  bertthren.  Auf  diesen  Ellipsen  werden  die  in  einander 
greifenden  Zähne  angebracht,  deren  Form  zwar,  wie  in  Art.  72 
im  Allgemeinen  angegeben  wurde,  bestimmt  werden  kann,  aber 
in  der  Praxis  meist  nach  dem  Geftlhl  angenähert  richtig  herge- 
stellt ist.  2)  Die  hierdurch  bewirkte  Bewegung  kann  nach  Art.  129 
auch  durch  ein  Zwillingskurbelgetriebe  F^AL  hervorgebracht 
werden,  bei  welchem  die  Koppel  LA  mit  den  beiden  anderen 
Brennpunkten  X,  A  drehbar  verbunden  ist.  Rotirt  z.  B.  das  ellip- 
tische Rad  Fp  gleichförmig  um  die  feste  Axe  F^  durchläuft  also 


^)  M.  Schoenflies  hat  in  seinen  Kinematisch' geometrischen  Unter- 
suchungen über  Bebedaumen  und  Excentriksy  1872.  S.  25,  nachgewiesen,  dass 
bei  diesem  Bewegnngsvorgange  die  Rollcurven  der  beiden  Glieder  4»/  und  KK' 
resp.  durch  Archimedische  Spirale  und  durch  Parabel  vertreten  werden. 

^)  Die  Verzahnung  elliptischer  B&der  hat  Kirsch  behandelt  im  Civil' 
ingenieur^  1875.  B.  XXI.  S.  223.  Desagnlier,  Cours  de  Physique  experimen- 
tale  traduit  de  CAsiglois  par  Pezenas,  1751.  T.  I.  p.  496,  hat  die  elliptischen 
R&der  zuerst  bei  einem  Planetarium  angewendet,  und  die  Verzahnung  dadurch 
vermieden,  dass  die  sich  berührenden  elliptischen  Ränder  von  einer  in  Rillen 
laufenden  gekreuzten  Treibschnur  umschlungen  sind. 
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der  Mittelpunkt  m  der  Ellipse  p  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Bogen- 
stttcke  des  um  F  beschriebenen  Kreises  k^  so  bewegt  sich  das 
andere  elliptische  Rad  4>  n  ungleichförmig.  Um  ein  Bild  von  der 
ungleichförmigen  Botation  des  Mittelpunktes  (i  der  Ellipse  n  zu 
erhalten,  müssen  wir  das  orthogonale  Wegdiagramm  dieses  Punk- 
tes ju  construireuy  der  sich  auf  dem  um  4>  beschriebenen  Kreise  x 
bewegt.  Zu  diesem  Zwecke  theilen  wir  jeden  der  Halbkreise 
0kl2  und  Oy,XII  z.  B.  in  eine  Anzahl  12  gleicher  Theile.  Wenn 
m  von  0  aus  nach  dem  zweiten  Theilpunkte  2  gelangt  ist,  hat  ^i 
den  Bogen  0  VII  durchschritten ;  denn  durch  die  Gonstruction  der 
Koppellage  XA  ergiebt  sich  die  entsprechende  Lage  Yon  4>Ay 
die  in  unserer  Figur  zufällig  gerade  durch  den  Theilpunkt  VII 
geht.  In  Fig.  428  nehmen  wir  auf  der  Zeitaze  T^  T^  die  Strecke 
^o^^s«  gleich  dem  Umfange  jenes  Kreises  k^  den  der  Ellipsen-* 
mittelpunkt  m  gleichfBrmig  durchläuft,  errichten  in  T^^  auf  der 
Zeitaxe  eine  Senkrechte  T^W^  von  derselben  Länge  und  theilen 
beide  Strecken  in  24  gleiche  Theile.  Da  in  Fig.  427  der  Lage 
von  m  in  2  die  Lage  von  pt  in  VII  entspricht,  so  ist  die  im  Weg- 
diagramm zu  dem  Theilpunkte  T,  gehörende  Ordinate  T^W^  gleich 
der  Strecke  T^üyn^  die  auf  r«TF^  durch  den  Theilpunkt  Uva 
bestimmt  wird.  Es  ergiebt  sich  demnach  der  Funkt  W^  des  durch 
Punktirung  gekennzeichneten  Wegdiagramms,  indem  wir  durch 
den  Theilpunkt  Uvn  zur  Zeitaxe  eine  Parallele  ziehen.  In  glei- 
cher Weise  bestimmen  wir,  wenn  m  sich  in  einem  anderen  Theil- 
punkte des  Kreises  k  befindet,  die  entsprechende  Lage  von  fi  auf 
dem  Kreise  x,  die  im  Allgemeinen  nicht  gerade  mit  einem  Theil- 
punkte dieses  Kreises  zusammenfallen  wird;  dann  nehmen  wir 
die  Entfernung  dieser  Punktlage  von  dem  zunächst  liegenden 
Theilpunkte  in  den  Zirkel,  tragen  dieselbe  von  dem  entsprechen- 
den Theilpunkte  auf  T^W^^  ab,  und  erhalten  dadurch  die  zuge- 
hörige Ordinate  des  Wegdiagramms,  welches  bezüglich  des  Punktes 
^12,  der  einer  halben  Umdrehung  der  Bäder  entspricht,  centrisch 
symmetrisch  ist  Die  Abweichung  dieses  Wegdiagramms  von  der 
Geraden  T^W^  veranschaulicht  die  Abweichung  von  der  gleich- 
förmigen Botation;  denn  bei  einer  gleichförmigen  Botation  des 
Bades  4>  n  wird  das  Wegdiagramm  durch  diese  Gerade  vertreten. 
Ist  umgekehrt  zwischen  Tq,  W^^  ein  beliebiger  Punkt  z.  B. 
W^  des  Wegdiagramms  gegeben,  so  sind  in  Fig.  427  die  beiden 
congruenten  Ellipsen  bestimmt,  welche  sich  um  die  Axen  F,  4> 
drehen.  Denn  construiren  wir  zu  dem  betreffenden  Abscissen- 
punkte  r,  den  entsprechenden  Punkt  2  auf  dem  Ej*eise  k  und  zu 

24* 
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dem  betreffenden  Ordinatenpunkte  üvu  den  entsprechenden  Punkt 
VII  auf  dem  Kreise  x,  so  ergeben  sich  die  zugehörigen  Lagen 
Fm,  4>/u  der  Bäder.  Dem  zufolge  erhalten  wir  die  anderen 
Brennpunkte  X,  A,  wenn  wir  auf  den  Geraden  Fm^  <I>ju  diese 
Punkte  i,  A  so  bestimmen,  dass  FL  =  4>A  und  X  A  —  F^  ist. 
Dies  geschieht,  indem  wir  die  Halbirungsgerade  des  von  Fm  und 
iu4>  gebildeten  Winkels  ziehen,  die  durch  den  Pol  $  geht,  und 
dann  die  symmetrisch  congruenten  Dreiecke  %FL^  $A4>  con- 
struiren.  Die  beiden  congruenten  Ellipsen  p^  tc  sind  demnach, 
weil  ihre  grosse  Axe  gleich  F4>  ist,  durch  die  Brennpunkte  be- 
stimmt. 

Die  Drehgeschwindigkeiten  der  beiden  elliptischen  Bäder  Fp^ 
4>7r  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  jeweiligen  Abstände  des 
Pols  $  von  den  Axen  F  und  4>.  Wenn  also  die  constante  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  m  gegeben  ist,  so  kann  man  hiemach 
leicht  fdr  jeden  Zeitmoment  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ^ 
bestimmen.  Oder  es  lässt  sich  auch,  weil  die  elliptischen  Bäder 
durch  ein  Zwillingskurbelgetriebe  ersetzt  werden  können,  diese 
Geschwindigkeit,  wie  in  Art.  135  gezeigt  wurde,  einfacher  con- 
struiren. 

166.  Polygonale  unrunde  Räder.  In  Fig.  429  ist  als  Grund- 
form des  Bades  Fp  ein  Quadrat  ab  cd  genommen,  dessen  Mittel- 
punkt in  der  Badaxe  F  liegt,  lieber  die  halbe  Quadratseite  ^d 
soll  ein  Gurvenbogen  gezeichnet  werden,  der  die  von  F  ausgehen- 
den radialen  Geraden  unter  einem  constanten  Winkel  schneidet. 
Die  Curve,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt,  ist  eine  logarith- 
mische Spirale  und  der  Punkt  F  heisst  der  Ursprung  derselben. 
Denken  wir  uns  von  F  aus  eine  Beihenfolge  von  Fahrstrahlen 
gezogen,  so  dass  jeder  mit  seinem  benachbarten  Fahrstrahle  den- 
selben unendlich  kleinen  Winkel  einschliesst,  und  beachten  wir, 
dass  die  Tangente  an  der  logarithmischen  Spirale  den  nach  dem 
Berührungspunkte  gehenden  Fahrstrahl  unter  jenem  constanten 
Winkel  schneidet,  so  sind  die  elementaren  Dreiecke  ähnlich, 
welche  je  zwei  benachbarte  Fahrstrahlen  und  das  von  ihnen  ein- 
geschlossene Curvenelement  bilden.  Denmach  bilden  auch  je  zwei 
Fahrstrahlen,  die  gleiche  endliche  Winkel  einschliessen,  ähnliche 
Dreiecke.  Halbiren  wir  also  den  Winkel  "^Fd  durch  den  Fahr- 
strahl Fe^  so  sind  die  Dreiecke  F^e^  Fed  ähnlich,  und  es  besteht 

die  Proportion: 

F'^iFe^Fe:  Fd, 

nach  welcher  die  Länge  des  Fahrstrahles  Fe  als  mittlere  Propor- 
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tionale  zwischen  F^  und  Fd  leicht  constrairt  werden  kann.  In 
gleicher  Weise  ergeben  sich  anch  die  Längen  der  beiden  nicht 
gezeichneten  Fahrstrahlen,  welche  die  Winkel  $  Fe^  e  Fd  halbiren. 
Drei  so  zwischen  $  und  d  bestimmte  Pnnkte  sind  für  die  Zeich- 
nung des  kurzen  Spiralbogens  hinreichend.  Hierauf  zeichnen  wir 
über  die  andere  halbe  Quadratseite  $a  den  symmetrisch  con- 
gruenten  Spiralbogen,  und  femer  ttber  die  Hälften  der  anderen 
Quadratseiten  dieselben  symmetrisch  congruenten  Spiralbögen.  Zu 
dem  80  erhaltenen  Bade  Fp  construiren  wir  das  zweite  congruente 
Bad  4>^,  dessen  eine  Quadratecke  sich  in  der  Mitte  $  der  Qua- 
dratseite ad  befindet. 

Betrachten  wir  z.  B.  das  Bad  Fp  als  fest  und  lassen  wir  den 
Spiralbogen  ^ö  auf  dem  Spiralbogen  S^d  rollen ,  so  wird,  weil 
beide  Bögen  resp.  ihre  von  F  und  4>  ausgehenden  Fahrstrahlen 
unter  demselben  constanten  Winkel  schneiden,  die  jeweilige  Ge- 
rade, welche  den  durch  die  Bollung  bewegten  Axenpunkt  4>  mit 
dem  festen  Punkte  F  verbindet,  durch  den  betreffenden  Berüh- 
rungspunkt dieser  Bögen  gehen.  Demnach  ist  die  Bewegungs- 
richtung des  Punktes  <E>  stets  senkrecht  auf  dieser  Geraden  und 
folglich  beschreibt  4>  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  F  ist.  Es 
sind  also  die  beiden  aus  den  Spiralbögen  gebildeten  Gurven  /?,  tc 
die  mit  Zähnen  zu  versehenden  Bollcurven  der  beiden  um  die 
festen  Axen  F^  <l>  rotirenden  unrunden  Bäder,  welche  wegen  ihrer 
eckigen  Gestalt  auch  als  polygonale  unrunde  Bäder  be- 
zeichnet werden.  0 

Behufs  der  Gonstruction  des  zugehörigen  orthogonalen  Weg- 
diagramms beschreiben  wir  um  F  und  4>  die  gleichen  Kreise  A:,  x, 
deren  Umfange  gleich  jener  in  Fig.  4S8  auf  der  Zeitaxe  befind- 
lichen Strecke  T^  1\^  sind ;  wir  ziehen  dann  von  F  Fahrstrahlen, 
welche  den  Bogen  C^Cn  des  Kreises  k  in  eine  Anzahl  gleicher 
Theile  theilen  und  übertragen  die  hierdurch  auf  dem  Spiralbogen 
$  d  erhaltenen  kleinen  Bogenstücke,  die  wir  als  geradlinig  ansehen 
können,  der  Beihenfolge  nach  von  $  auf  den  congruenten  Spiral- 
bogen Sßd.    Die   zugehörigen  Fahrstrahlen   bestimmen  auf  dem 


*)  Polygonale  unrunde  Räder,  deren  Gestalt  aber  von  der  hier  gezeichneten 
etwas  abweicht,  sind  von  Bacon  und  Donkin  bei  Buchdruckerpressen  an- 
gewendet worden.  Vergl.  Nicholson,  The  Operative  Mechanic  and  British 
Machinistf  1825.  p.  301,  oder  Inder  deutschen  Uebersetzung,  Nicholson, 
Praktischer  Mechaniker.  1826.  8.303.  Eleemann  und  Sohn,  Deutsches 
Reichspatent  Nr.  16323  Tom  13.  Mai  1881,  yereinigen  ein  polygonales  unrundes 
Rad  im  Eingriff  mit  einem  ovalen  Rade  an  einer  Futterschneidemaschine. 
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Kreisbogen  l\rnj  der  ebenso  wie  C^C«  in  6  gleiche  Theile  ge- 
theilt  ist)  von  F^  ans  gemessen,  die  entsprechenden  Weglängen, 
welche  ein  anf  dem  Kreise  x  rotirender  Ponkt  F  des  Rades 
durchläuft  Diese  Weglängen  werden  in  der  oben  angegebenen 
Weise  als  Ordinaten,  die  der  Theilung  auf  C^Cn  entsprechen,  in 
Fig.  428  eingetragen.  Demnach  erhalten  wir  das  durch  Gestriche- 
Inng  gekennzeichnete  Wegdiagramm,  welches  sich  in  8  congruen- 
ten  Ausbiegungen  an  der  Geraden  T^  W^  entlang  schlängelt.  Sollen 
aber  diese  Ausbiegungen  stärker,  resp.  die  Abweichungen  von  der 
gleichförmigen  Bewegung  grösser  sein,  dann  muss  auch  die  Grund- 
form der  Bäder  von  dem  angenommenen  Quadrat  abweichen.  Wir 
müssen  dann  in  Fig.  4S9  den  Punkt  $  näher  an  jP,  den  Punkt  d 
auf  FCn  ebenso  viel  weiter  von  F  entfernt  annehmen,  und  zwi- 
schen beiden  den  entsprechenden  Spiralbogen  zeichnen.  Die  da- 
durch entstehenden  tieferen  Einkerbungen  dürfen  aber  nur  so  tief 
gehen,  bis  der  Winkel,  unter  dem  die  symmetrischen  Spiralbögen 
zusammenstossen,  ein  rechter  wird,  damit  die  Spitzen  des  einen 
Bades  sich  noch  frei  in  den  Kerben  des  anderen  bewegen  können. 
Bei  hinreichend  tiefen  Einkerbungen  der  Bäder  können  dann  die 
Spiralbögen  selbst  als  Zahncurven  wirken,  so  dass  es  nicht  mehr 
nöthig  ist,  diese  Spiralbögen  noch  mit  Zähnen  zu  versehen.  0 

Die  Construction  eines  durch  zwei  beliebige  Fahrstrahlen  i^$, 
Fd  bestimmten  Bogens  einer  logarithmischen  Spirale  kann  auch 
auf  eine  andere  als  oben  angegebene  Weise  vermittelst  einer  in 
Fig.  429^  vorher  gezeichneten  logarithmischen  Spirale  a  ausge- 
führt werden.  Dieselbe  erhalten  wir,  indem  wir  ein  beliebiges 
Dreieck  OAB  annehmen,  welches  z.  B.  bei  B  rechtwinkelig  ist, 
ziehen  dann  wechselweise  BC  senkrecht  OA^  femer  CD  senk- 
recht 0  By  darauf  D  E  senkrecht  OA  u.  s.  w.  Auf  einem  um  0 
mit  dem  Badius  OA  beschriebenen  Kreise  bestimmen  wir  bei- 
spielsweise von  A  ausgehend  gleiche  Kreisbögen,  ziehen  die 
entsprechenden  radialen  Geraden  und  machen  auf  denselben 
OB'  —  OB,  OC  =  OC,  OD  ^OD..]  dann  liefern  die  Punkte 
A^  B\  Oj  D' . .  die  logarithmische  Spirale  a,  weil  die  so  erhal- 
tenen Dreiecke  OAB',  OB'C,  OC'D'  ..  ähnlich  sind.  Hierauf 
nehmen  wir  aus  Fig.  429  die  Strecken  F%  Fd  und  machen  in 
Fig.  429»  die  Fahrstrahlen  Oö  =  F^,  OVI^Fd,  theilen  dann 
den  Winkel  OOVI  durch  Fahrstrahlen  z.B.  in  eine  Anzahl  6  gleicher 

')  Die  unrunden  R&der  wurden  ausfahrlich  behandelt  von  H.  HolditBch, 
TransMtians  of  the  Cambridge  philosophical  Society^  1842.  Vol.  YII.  p.  62 ; 
femer  von  Heger,  Civiiingemeur.  1876.  B.  XXII.  S.  515. 
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Theilei  and  ebenso  den  Winkel  "^Fd  in  Fig.  429  durch  Fahr- 
strahlen, deren  Längen  Fl^  F2,  F3 ..  wir  resp.  gleich  0/,  0//, 
Olli. .  machen.  Nach  dieser  Constmction,  die  besonders  bei  län- 
geren Spiralbögen  anzuwenden  ist,  sind  auch  die  erhaltenen  Drei- 
ecke FS^l,  Fl  2,  F23  . .  ähnlich. 

167.  Excentrisches  Kreisrad  und  entsprechendes  unrundes  Rad. 
In  der  Praxis  wird  zaweilen  ein  excentrisches  Kreisrad  genommen 
und  zu  diesem  ein  zweites,  entsprechend  gestaltetes  unrundes  Bad 
construirt.  Die  Bestimmung  der  Oestalt  dieses  zweiten  Bades  er- 
fordert höhere,  umständliche  Bechnung  und  wir  sind  daher  ge- 
nöthigt,  eine  auf  diesem  Wege  erhaltene  Formel  ohne  Ableitung 
derselben  zu  benutzen. 

Ist  in  Fig.  480  das  excentrische  Ereisrad  Fp^  welches  sich 
um  die  Axe  F  dreht,  gegeben,  so  muss,  indem  wir  dasselbe  als 
fest  betrachten,  die  zum  Bade  ^7t  gehörende  Bollcurve  /r,  welche 
auf  dem  Kreise  p  rollt,  derart  gestaltet  sein,  dass  der  betreffende 
Axenpunkt  4>  einen  Kreis  (p  um  den  festen  Axenpunkt  F  be- 
schreibt. Die  Gestalt  der  Bollcurve  rt  ist  abhängig  von  der  Ex»- 
centricität  PF  des  Bades  Fp  und  von  der  Anzahl  der  Umdreh- 
ungen, welche  dieses  Bad  Fp  während  einer  Umdrehung  von  ^tc 
YoUendet.  Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  den  Badius  PN  des 
Kreises  p  als  Einheit  betrachten,  die  Excentricität  PF  mit  e  und 
jene  Anzahl  der  Umdrehungen  mit  n,  so  ist  nach  der  hier  in  An- 
wendung kommenden  Formel  angenähert: 

In  Fig.  430  sollen  beide  Bäder  gleichzeitig  eine  Umdrehung  voll- 
enden, demnach  ist  // »» 1 ;  femer  ist  F  in  der  Mitte  des  Badius  PN^ 
also  PF  s=s  £  BBS  1  genommen.   Für  diesen  Fall  ergiebt  sich  dann : 

Um  nun  die  Bollcurve  n  zu  zeichnen,  machen  wir 

F^  =  {2  +  \]PN, 

beschreiben  mit  F4>  als  Badius  um  F  den  Kreis  %  theilen  hierauf 
den  Halbkreis  "^pN  in  eine  Anzahl  etwa  12  gleicher  Theile,  so 
dass  wir  die  dadurch  erhaltenen  kleinen  gleichen  Kreisbögen  als 
geradlinig  ansehen  können.  Diese  Theilweite  behalten  wir  im 
Zirkel,  und  ziehen  dann  von  F  durch  die  Theilpunkte  1,2^3 . . 
die  Badien  FI^  FII^  FHT , .  in  dem  Kreise  y.  Hierauf  nehmen 
wir  in  der  Beihenfolge  die  auf  diesen  Badien  von  (p  und  p  be- 
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grenzten  Strecken  llj  211^  3 III .  .  in  den  Zirkel,  beschreiben 
mit  diesen  Strecken  als  Radien  um  4>  kurze  Kreisbögen  nnd  be- 
stimmen mit  jener  Theilweite  im  Zirkel  Ton  $  ausgehend  auf 
diesen  Kreisbögen  successive  die  Punkte  1\  2^  3' .  . .  der  Boll- 
curye  /r.  Das  Hineintreffen  des  Punktes  12^  in  die  Gerade  F<P 
ist  eine  Controle  fttr  die  Bichtigkeit  der  Zeichnung.  Nach  dieser 
Construction  sind  die  Fahrstrahlen  <I>i',  <l>^,  ^3' . .  resp.  gleich 
II,  211,  5ZZ7. .,  und  die  Länge  der  Hälfte  "^Jtl^  der  von  F^ 
symmetrisch  getheilten  Curve  tt  stimmt  sehr  angenähert  mit  dem 
halben  Kreisumfiinge  ^p  N  tiberein. 

Behufi9  der  Construction  des  zugehörigen  Wegdiagramms  be- 
schreiben wir  um  F  und  4>  die  gleichen  Kreise  Ar,  x,  deren  Um- 
fange gleich  den  in  Fig.  488  angenommenen  gleichlangen  Strecken 
TiTjj,  T^W^  sind,  und  theilen  jeden  der  Halbkreise  CoArCj,, 
FoxFj,  in  12  gleiche  Theile.  Hierauf  bestimmen  wir  zu  den 
Punkten,  welche  die  von  F  ausgehenden  Fahrstrahlen  auf  k  bil- 
den, die  entsprechenden  Punkte  auf  der  Zeitaxe  T^T^^^  und  zu 
den  Punkten,  welche  die  von  4>  ausgehenden  Fahrstrahlen  auf  x 
bilden,  die  entsprechenden  Punkte  auf  T^W^.  Demnach  liefert 
jedes  Paar  entsprechender  Fahrstrahlen  die  betreffende  Abscisse 
und  Ordinate  eines  Punktes  des  in  Fig.  488  gezeichneten  ausge- 
zogenen Wegdiagramms  lo,  welches  bezüglich  des  Punktes  W^^ 
centrisch  symmetrisch  ist  Die  auf  der  Zeitaxe  T^  T^  senkrechten 
Ordinaten  repräsentiren  also  die  Weglängen  eines  auf  dem  Kreise  x 
rotirenden  Punktes  des  Bades  4>^. 

Da  sich  die  Drehgeschwindigkeiten  der  Bäder  umgekehrt  wie 
die  entsprechenden  Fahrstrahlen  verhalten,  so  kann  man  hiemach, 
wenn  wir  die  constante  Drehgeschwindigkeit  des  Bades  Fp  bei- 
spielsweise gleich  dem  Badius  PN  setzen,  die  entsprechende  Dreh- 
geschwindigkeit des  Bades  4>7r  leicht  construiren.  Wir  ziehen 
durch  *,  F  zwei  Parallele  FE,  <I>S,  machen  auf  der  letzteren 
Parallelen  die  Strecke  <I>S  «=  PN  gleich  der  constanten  Dreh- 
geschwindigkeit des  Bades  Fp,  und  ziehen  von  S  durch  den  je- 
weiligen Pol  $  die  Gerade  S$,  welche  jene  erste  Parallele  in 
einem  Punkte  H  schneidet;  dann  ist  FH  die  betreffende  Dreh- 
geschwindigkeit des  Bades  4>  jt.  Die  so  erhaltenen  Drehgeschwin- 
digkeiten tragen  wir  als  Ordinaten  in  die  Fig.  488  ein  und  erhalten 
dadurch  das  zeitliche  orthogonale  Geschwindigkeitsdiagramm  t>,. 
Die  Ordinaten  desselben  repräsentiren  also  auch  die  Geschwindig- 
keit eines  Punktes  des  Bades  4>7r,  dessen  Abstand  von  <l>  gleich 
der  Strecke  PN  ist 
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In  Fig.  431  ist  zu  demselben  Ereisrade  Fp^  mit  derselben  Ex- 
centricität  PF^^  B^^k  das  entsprechende  nnrmide  Bad  <l>/r  ge- 
zeichnet, dessen  eine  Umdrehung  zwei  Umdrehungen  des  Ereis- 
rades  Fp  entspricht;  und  demnach  ist  ti  »s  2.  Aus  obiger  Formel 
ergiebt  sich  somit  fttr  diesen  Fall: 

F4>  =  3, 

und  es  ist  also  der  Radius  F^  des  um  4>  beschriebenen  Kreises  cp 
gleich  3 .  PN.  Die  Construction  der  Bollcur7e  n  des  Bades  ^n 
wird  ebenso  wie  vorhin  ausgeführt.  Das  Hineintreffen  des  Punk- 
tes i^  dieser  Bollcurve  in  die  auf  F^  senkrechte  Gerade  4>  y  ist 
eine  Controle  fttr  die  Bichtigkeit  der  Zeichnung  der  BoUcurve  tc^ 
die  von  den  beiden  rechtwinkeligen  Geraden  4>F,  4>y  symmetrisch 
getheilt  wird,  und  die  daher  aus  vier  congruenten  Theilen  besteht  0 
Dieses  Bädergetriebe  wurde  zuerst  von  Sharp  Stewart  u.  Go.^) 
mit  einem  Schubkurbelgetriebe  vereinigt  bei  einer  Langlochbobr- 
maschine,  die  wir  später  betrachten  werden,  angewendet,  um  eine 
angenäherte  Gleichförmigkeit  der  geradlinigen  Schubbewegung 
während  des  Hin-  und  Herganges  zu  erzeugen.  Je  kleiner  die 
Excentricität  PF^  je  kleiner  also  b  ist,  desto  mehr  nähert  sich 
die  Gurve  n  einer  Ellipse,  und  diese  Gonstructeure  haben  für 
6  SB  0,274  die  Gurve  n  einfach  durch  eine  Ellipse  ersetzt. 3) 

168.  Unrunde  Räder  für  Erzeugung  eines  gleichförmigen  Kurbel- 
schübes.  In  Fig.  482  soll  vermittelst  eines  gleichförmig  rotirenden 
unrunden  Bades  Fp^  welches  in  ein  zweites  unrundes  Bad  4>7r 
eingreift,  die  an  letzterem  befestigte  Kurbel  4>  L  derart  in  Drehung 
versetzt  werden,  dass  der  Punkt  K  der  Schubstange  KL  sich 
gleichförmig  auf  der  geradlinigen  Bahn  K^K^  hin-  und  herbewegt. 


*)  Die  annäherungsweise  erhaltenen  Boilcurven,  deren  analytische  Unter- 
SQchnng  auf  elliptische  Integrale  führt,  wurden  allgemein  behandelt  von  Lieb- 
lein,  Abhandlungen  der  ICönigL  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften, 
1870.  Folge  VI.  Band  3.  Th.  Schönemann  giebt  in  seinen  Geometrischen 
Canstructionen  der  excentrischen  Rad-  und  Zahncurven,  1842,  S.  29,  für  die 
Strecke  F^  eine  Formel,  die  aber  nicht  richtig  ist. 

*)  Jnnales  du  Conservatoire,  1862.  T.  ÜI.  p.  749.  Dieses  R&derpaar  wurde 
femer  auch  bei  der  Langlochbohrmaschine  von  Co  11  et  und  Engelhard  an- 
gewendet. Hart,  Werkzeugmaschinen.  1864.  S.  94.  Taf.  XXII.  Fig.  9.  Yergl. 
auch  H artig,  Mittheilungen  der  KönigL  Sachs.  Polyteckn.  Schule  zu  Dresden. 
1873.  Heftlll.  S.  91. 

3)  Keller  ersetzt  in  seinen  Triebwerken,  1881,  S.  184,  die  ellipsen&hn- 
liche  Gurre  n  auch  durch  eine  £Uipse,  ohne  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  dies  nur  fOr  eine  kleine  Excentricit&t  angenähert  richtig  ist. 
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Wir  setzen  voraus,  dass  einer  bestimmten  Anzahl  n  Umdrehungen 
des  Bades  Fp  ein  Hin-  und  Hergang  des  Punktes  K  entspricht. 
Hierdurch  sind  die  zu  den  beiden  unrunden  Bädern  gehörenden 
BoUcurven  p,  n  bestimmt,  und  wir  wollen  die  Construction  der- 
selben ableiten.  Zu  dem  Zwecke  theilen  wir  die  Wegstrecke  ^o^t 
des  Punktes  K^  deren  Länge  K^K^^^1.<^L  ist,  in  eine  Anzahl 
etwa  8  gleicher  Theile,  und  bestimmen,  indem  wir  mit  der  Schub- 
stangenlänge als  Badius  um  diese  Theilpunkte  K^^  K^^  K^^  K^ .  , 
Kreisbögen  beschreiben,  durch  deren  Schnittpunkte  auf  dem  Eurbel- 
kreise  einerseits  die  entsprechenden  Lagen  Xj,  Z,,  Z,,  L^ . .  des 
Eurbelzapfens  L.  Ferner  beschreiben  wir  um  F  in  dem  Bade  Fp 
den  Kreis  Ar,  dessen  halber  Umfang  gleich  ein  n^  der  Weglänge 
K^K^  ist,  und  ziehen  an  diesen  Ej*eis  die  zu  K^K^  parallele  Tan- 
gente A,  welche  wir  uns  mit  dem  im  geradlinigen  Schlitze  gleiten- 
den Schieber  fest  verbunden  denken.  Demnach  rollt  diese  in  sich 
selbst  bewegte  Tangente  oder  Gerade  h  an  dem  gleichförmig  roti- 
renden  Kreise  A,  und  die  gleichförmige  Bewegung  des  Punktes  K 
kann  auch  hervorgebracht  werden,  wenn  wir  den  Kreis  k  durch 
ein  Zahnrad  und  die  Gerade  h  durch  eine  in  dasselbe  eingreifende 
Zahnstange  ersetzen.  Die  Anzahl  n  der  Umdrehungen  des  Bades 
Fp^  die  einen  Hin-  und  Hergang  des  Punktes  K  bewirken,  kann 
in  theoretischer  Hinsicht  eine  beliebige  ganze  Zahl  oder  ein  Bruch 
sein.  Wir  wollen  beispielsweise  n  *=  1  nehmen,  und  dann  ist  der 
halbe  Umfang  des  Kreises  Ar  gleich  der  Weglänge  K^K^. 

Bezeichnen  wir  der  besseren  Uebersicht  wegen  die  beiden 
unrunden  Bäder  Fp^  ^n  resp.  mit  /,  //,  femer  die  Schubstange 
LK  mit  ///  und  den  Schieber  mit  IV ^  dann  ist  der  Schnittpunkt 
$//  iF,  welchen  die  Stange  III  mit  der  in  4>  auf  ^K^  senkrechten 
Geraden  bildet,  der  Pol  der  Glieder  //,  /F;  femer  ist  der  Berüh- 
rungspunkt $/ir  des  Kreises  k  und  der  Geraden  h  der  Pol  von 
/  und  IV.  Dem  zufolge  muss  nach  Art.  24  der  Pol  %  u  der  bei- 
den Glieder  7,  //  auf  der  Geraden  %\  iv  %  w  und  auf  der  Geraden 
F^  liegen.  Dieser  Pol  $/  //  wird  also  bestimmt  durch  den  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  Geraden,  und  ist  auch  mit  /^^  bezeichnet,  weil 
in  unserer  Zeichnung  die  Stange  L  K  sich  in  der  Lage  L^  K^  be- 
findet. Wir  ziehen  von  F  aus  radiale  Gerade  Fp^^  Fp^^  Fp^^ .  . 
Fp^j  welche  die  rechts  von  der  Geraden  F^nv  liegende  Hälfte 
des  Kreises  ^  in  8  gleiche  Theile  theilen,  und  denken  uns  die 
radiale  Gerade  Fp^  in  die  Gerade  F4>  gedreht ;  dann  gelangt  die 
Stange  L  K  nach  L^  K^  und  bestimmt  durch  ihren  Schnitt  mit  der 
Geraden  ^%iiv  den  entsprechenden  Pol  j5///r,  der  mit  %iv  ver- 
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bnnden  auf  F^  den  Pol  pm  bestimmt.  Machen  wir  nun  auf  jeuer 
radialen  Geraden  Fp^  =  Fpi  //,  so  ist  ausser  p^  auch  der  Punkt  p^ 
ein  Punkt  der  BoUcurye  p  des  Bades  Fp.  In  gleicher  Weise  er- 
halten wir  die  Punkte  Po,  P^  P^j  •  -  p^  dieser  BoUcurve  Pj  die  von 
der  Geraden  F%iv  symmetrisch  getheilt  wird  und  bei  Po>  Ph  ii^ 
Spitzen  ausläuft.  Zwischen  den  Curvenpunkten  p^^j  p^  und  p^^  p^ 
sind  noch  eingeschaltete  Punkte  auf  den  von  F  ausgehenden  ge- 
strichelten radialen  Geraden  bestimmt  Diese  Punkte  entsprechen 
den  Lagen  von  K^  die  um  t^  und  ^i  der  ganzen  Weglänge  K^K^ 
von  den  beiden  Grenzpunkten  K^^  K^  entfernt  sind. 

Wenn  successive  die  Fahrstrahlen  Fp^ ,  Fp^ . .  des  Bades  Fp 
in  die  Gerade  jP4>  gedreht  werden,  muss  der  Punkt  L  auf  dem 
Kurbelkreise  beziehlich  nach  X^,  L^  . .  gelangen.  Wir  machen 
daher  auf  dem  Eurbelkreise  von  X,  aus  die  Bogen  L^i^=^  L^L^^ 
Xg  Aß  =  ij  i^ . . ,  und  auf  den  radialen  Geraden  4>  Ä^ ,  4>  A« . .  die 
Strecken  ^n^'^^piu  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  die 
Punkte  TTj,  TTs,  TT, . .  der  BoUcurve  rt  des  Bades  4>7r,  die  von  der 
Geraden  ^L  symmetrisch  getheilt  wird  und  zwei  in  4>  zusammen- 
stossende  Spitzen  besitzt.  Die  Fahrstrahlen  der  Curve  fc  sind  auch 
gleich  den  Verlängerungen  der  entsprechenden  zur  Gurve  p  gehören- 
den Fahrstrahlen  bis  an  den  um  F  mit  dem  Badius  F^  beschrie- 
benen Kreis.  Die  erhaltenen  Bollcurven  p^  n  können  aber  wegen 
ihrer  in  Spitzen  auslaufenden  Gestalt  in  der  Praxis  nicht  yerwendet 
werden,  und  auch  dann  nicht,  wenn  annäherungsweise  die  Spitzen 
P^i  Ps  abgerundet  und  die  Einkerbungen  im  Bade  4>7r  entsprechend 
flacher  gemacht  werden,  wie  dies  in  der  Zeichnung  durch  die  aus- 
gezogenen Curven  p,  n  und  die  gestrichelten  Spitzen  veranschau- 
licht ist  Denn  diese  mit  Zähnen  versehenen  Bollcurven,  welche 
zuerst  von  Willis^)  bestimmt  wurden,  eignen  sich  nicht  zur  prak- 
tischen Uebertragung  der  Bewegung;  sie  haben  nur  theoretisches 
Interesse,  und  werden  in  der  Praxis,  wie  später  erörtert  wird, 
durch  zweckmässiger  gestaltete  Curven  ersetzt,  die  eine  angenähert 
gleichförmige  hin-  und  hergehende  Bewegung  des  Schiebers  IV 
bewirken.  Es  ist  praktisch  ttberhaupt  nicht  erreichbar,  dass  der 
Punkt  K  seine  gleichförmige  Bewegung  bis  an  die  Weggrenze 
fortsetze,  und  darauf  plötzlich  von  momentaner  Buhe  aus  wieder 
mit  gleichförmiger  Bewegung  zurttckschreite.  Man  muss  sich  hier 
stets  mit  Annäherung  begnügen,  und  am  besten  wird  diese  durch 


>)  Willis,  Principles  of  Mechanismen.   1870.  p.  231.    Die  abgeleitete 
Constraction  dieser  Rollcurven  stammt  ?on  Bittershaus. 
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die  in  Art  163  betrachteten  Mechanismen  bewirkt.  Wird  insbeson- 
dere die  Schubstange  KL  unendlich  lang  genommen,  also  ein 
Ereuzkurbelgetriebe  angewendet,  dann  erhält  jede  der  beiden 
Gurven  p^  tc  eine  viertheilige  symmetrische  Gestalt,  und  sind  auch 
in  diesem  Falle  für  die  Praxis  nicht  brauchbar.  Behufs  der  Ab- 
leitung der  Construction  dieser  unrunden  Räder  mussten  wir  hier 
den  gesamten  Mechanismus,  der  ein  zusammengesetzter  ist,  be- 
trachten. Wenn  wir  aber  von  der  Kurbel  4>//  absehen,  dann 
bilden  die  beiden  unrunden  Bäder  Ff^^rc  mit  dem  Steg  F4> 
einen  einfachen  Mechanismus. 

169.  Sectorenräder  und  RSmer'sche  Räder.  Sollen  in  Fig.  433, 
Ta£.  XXX,  durch  eine  gleichförmige  Drehung  des  Bades  Ff  ver- 
schiedene auf  einander  folgende  gleichförmige  Drehungen  des  an- 
deren Bades  ^  n  hervorgebracht  werden,  so  lässt  sich  dies  durch 
entsprechende  verzahnte  Sectoren  ;?/, ;?//,  fm . .  und  ^/,  ^//,  nm . ., 
die  resp.  je  einen  Badtheil  bilden,  ermöglichen.  Ist  der  Axen- 
abstand  F^  =^  e,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  Badien  der  Sec- 
toren Pif  Pii^  Pill . .,  welche  dem  Bade  Fp  angehören,  resp.  gleich 

e           e            e 
— ,   •  — ,      .  .  . 

seien,  so  ergeben  sich  die  Badien  der  entsprechenden  Sectoren 
Tti ,  Ttii ,  Ttjii . .  des  anderen  Bades  beziehlich  gleich 

»f  —  1  rill  —  1  n/ff  —  1 


Tii  Uli  riiii 

Bezeichnen  wir  femer  mit  i/ ,  in ,  im . . ,  e/ ,  t// ,  %/ . .  die  Winkel 
der  Sectoren  ;?/,  /?//,  Pm  . .,  ^/,  ^//,  nm  . .;  dann  bestehen  die 
Proportionen : 

h  1  hl  1  hu  ^ 

ij         »j  — 1  in         %  — 1  im         %/ —  ^ 

Mit  der  Wahl  der  Zahlen  »/ ,  % ,  Um  . .  und  der  Sectorenwinkel 
'/  >  hl  9  hn ' '  d^B  einen  Bades  Fp  sind  demnach  die  entsprechenden 
Sectorenwinkel  tj,  i/j,  im  . .  des  anderen  Bades  ^n  bestimmt 
Aber  diese  Wahl  wird  durch  die  Bedingung  beschränkt,  dass 
sich  niemals  zwei  Paar  entsprechende  Sectoren  gleichzeitig  im 
Eingriff  befinden ;  und  die  Verzahnung  muss  derart  sein,  dass  bei 
dem  Uebergange  von  einem  Sectorenpaare  zu  dem  anderen  der 
Eingriff  des  einen  aufhört,  während  der  andere  beginnt.  Deshalb 
ist  es  zweckmässig,  die  Sectoren  mit  möglichst  kleinen  Zähnen 
zu  versehen.    Damit  die  Sectoren,  welche  sich  nicht  im  Eingriff 
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befinden,  ungehindert  an  einander  Yorbeigehen,  mttssen  die  Sec- 
toren  jedes  Bades  längs  der  Aze  neben  einander  gestellt  werden. 
Nur  in  besonderen  Fällen  ist  dies  nicht  nöthig  and  die  Sectoren 
können  eine  zur  Axe  senkrechte  gemeinsame  Mittelebene  besitzen, 
wie  z.  B.  in  Fig.  488,  wo  der  Azenabstand  e  »=  4  ist,  die  Zahlen 
^n  %i  %/  ^^P«  gleich  4,  2,  i  und  die  Winkel  i/,  z}/,  im  bezieh- 
lieh  gleich  180"",  120'',  60  "^  sind.  Dem  zufolge  ergeben  sich  ftlr 
die  Winkel  i/,  %,  iju  die  Grössen  60"",  120'',  180%  die  beiden 
Sectorenräder  sind  also  in  diesem  besonderen  Falle  congruent  und 
vollenden  gleichzeitig  je  eine  Umdrehung.  Während  der  Sector  pj 
eine  halbe  Umdrehung  vollendet,  macht  der  entsprechende  Sector 
TVj  dagegen  i  Umdrehung.  Der  Sector  pn  und  der  entsprechende 
gleiche  Sector  tvu  vollziehen  gleichzeitig  i  Umdrehung,  und  der 
Sector  Pm  bewirkt  während  i  Umdrehung,  dass  der  entsprechende 
Sector  Ttjjj  eine  halbe  Umdrehung  durchschreitet. 

In  Fig.  434  sind  zwei  gerade  Ereiskegel  C,  F,  die  sich  um 
ihre  parallelen  Axen  F^F^^  ^2^s  drehen  und  längs  einer  Mantel- 
linie $s$2  berühren,  im  Aufriss  und  Grundriss  dargestellt.  Denken 
wir  uns  im  Grundriss  zwei  Gurven  p^ ,  n^  gegeben,  die  bei  Drehung 
um  die  Axenprojectionen  F^ ,  4>j  auf  einander  rollen  und  sich  be- 
ständig auf  der  Centralen  jF\4>^  im  Pol  berühren,  so  können  wir 
diese  Curven  als  die  Grundrissprojectionen  zweier  Baumcurven 
Pj  7t  betrachten,  die  resp.  auf  den  Kegeln  (7,  F  liegen,  und  deren 
Aufrissprojectionen  /i^,  ^a  sind.  Je  zwei  auf  diesen  Baumcurven  be- 
findliche Punkte,  deren  Grundrissprojectionen  in  den  Curven  p^^  n^ 
auf  der  Centralen  F^  4>j  in  Berührung  treten,  coincidiren  in  der  ge- 
meinsamen Mantellinie  $j${ ,  ^^^a  der  Kegel.  Wird  durch  die  im 
Pol  gemeinsame  Tangente  der  Curven  p^^  tz^  eine  vertikale,  also 
zu  den  Kegelaxen  parallele  Ebene  gelegt,  so  ist  die  Schnittlinie, 
welche  dieselbe  mit  der  in  jener  Mantellinie  beiden  Kegeln  ge- 
meinsamen Tangentialebene  bildet,  eine  gemeinsame  Tangente  an 
den  Baumcurven  /i,  tt  in  ihren  jeweilig  coincidirenden  Punkten. 
Da  nun  die  Grundrissprojectionen  Pt,  7t^  auf  einander  rollen,  so 
müssen  hiemach  auch  die  Baumcurven  p^  n  auf  einander  rollen. 
Werden  nun  diese  beiden  Kegel  längs  den  Baumcurven  ^,  n  mit 
entsprechenden  Zahnreihen  versehen,  die  richtig  in  einander  ein- 
greifen, dann  bewirkt  eine  gleichförmige  Drehung  des  einen 
Kegels  eine  ungleichförmige  des  anderen;  und  dieser  Bewegungs- 
vorgang ist  derselbe,  der  hervorgebracht  wird,  wenn  wir  -F^p,, 
^^7t^  als  unrunde  Bäder  betrachten.  Derartig  gestaltete  Bäder 
wurden  von  Olaf  Bömer  ausgeführt  und  beim  Planetarium  an- 
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gewendet.  0  Der  eine  Kegel  wnrde  mit  konischen  Zähnen  ver- 
sehen, die  sieh  längs  den  Mantellinien  in  ihrer  Breite  erstrecken, 
und  auf  dem  anderen  Kegel  längs  der  betreffenden  Banmcnrve 
eine  entsprechende  Reihe  schmaler  Zähne  gesetzt.  Dies  hat  enr 
Folge,  dass  die  Profile  dieser  letzteren  Zähne,  je  näher  sie  der 
kleinen  Kegelgrandfläche  stehen,  nm  so  mehr  vergrOssert  werden 
müssen.  Durch  die  Ungleichheit  der  Profile  wird  die  Herstellung 
dieser  Zahnreihe  sehr  erschwert  Es  ist  daher  zweckmässiger, 
beide  Kegelflächen  längs  den  Zahnortscorven  p,  n  mit  gleich 
dicken,  cylindrischen  Zähnen  zu  versehen. 

Wir  haben  in  Fig.  484  für  die  Gurven  ;?,,  tt,  beispielsweise 
zwei  gleiche  logarithmische  Spiralen  angenommen,  von  denen  je 
eine  Windung  zur  Geltung  kommt.  Dieselben  sind  vermittelst  Ab- 
steckung sehr  kleiner  gleicher  Sehnen  in  22  angenähert  gleiche 
Theile  getheilt  Diese  Theilpunkte  bestimmen  auf  den  Zahnorts- 
curven  f^  n  die  entsprechenden  cylindrischen  Zähne  von  gleicher 
Dicke  und  die  zugehörigen  Zahnlücken  von  gleicher  Weite ;  denn 
so  wie  im  Grundriss  die  entsprechenden  Theilpunkte  i,,  ^j,  d^ . . 
und  /(,  //i,  ///,  .  •  successive  auf  der  Centralen  F^^^  in  Berüh- 
rung kommen,  treten  auch  die  entsprechenden  Punkte  1^2^3 . . 
und  /,  //,  III  • .  der  Zahnortscurven  ;?,  tc  nach  einander  in  Be- 
rührung. Da  sich  in  der  gezeichneten  Stellung  die  Curvenenden 
bei  $1,  $2  luid  ¥'»  ¥a  gleichzeitig  berühren,  so  muss,  damit  keine 
Störung  der  Bewegung  eintritt,  der  eine  Eingriff  bei  $i,  $,  auf- 
hören, wenn  derselbe  bei  $,,  ^\  beginnt  Wenn  sich  der  Kegel  C 
im  Sinne  des  eingezeichneten  Pfeiles  gleichförmig  dreht,  so  nimmt 
die  Drehgeschwindigkeit  des  Kegels  T  allmählich  ab,  und  der 
Zahneingriff  schreitet  auf  der  unveränderlichen  Geraden  $i$i, 
$a$2  entlang.  Demnach  vollenden  beide  Kegel  gleichzeitig  einen 
Umlauf,  und  während  jedes  Umlaufes  wiederholt  sich  derselbe  Be- 
wegungsvorgang. In  dem  betrachteten  besonderen  Falle  können 
die  Böm  er 'sehen  Bäder  durch  die  viel  leichter  herstellbaren  un- 
runden Bäder  i^i/^i,  ^x^^  ersetzt  werden;  wenn  aber  die  spiral- 
förmig gestalteten  Bollcurven  f^ ,  n^  ungleiche  Anzahlen  Umdreh- 
ungen vollenden  müssen,  bis  dieselben  beiden  Punkte  wieder  in 
Berührung  gelangen  und  einander  durchschneiden,  dann  kann  die 
Bewegung  nur  durch  Böm  er 'sehe  Bäder  bewirkt  werden.  Denn 
bei  den  betreffenden  unrunden  Bädern,  deren  Verzahnung  auf  den 
ebenen  Bollcurven  f^ ,  tt,  angebracht  ist,  werden  die  Zähne,  welche 

*)  Machiixes  approuve'es  par  rAcademie.  1735.  T.  I.  p.  89.  No.  24. 
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ausser  Eingriff  sind,  nicht  stets  freie  Bewegung  erhalten,  sie  wer- 
den gegen  einander  stossen,  und  dadurch  die  Drehung  der  Räder 
verhindern.  Wir  kOnnen  jeden  Bewegungsvorgang,  der  durch  un- 
runde Räder  bewirkt  wird,  auch  durch  ROmer'sche  Räder  her- 
vorbringen, aber  es  kann  nicht  umgekehrt  jede  durch  ROmer'sche 
Räder  erzeugte  Bewegung  durch  unrunde  Räder  vermittelt  werden. 

Denken  wir  uns  den  Kegel  C  durch  eine  zum  Aufriss  senk- 
rechte Ebene  $2^2  ^^^  den  Kegel  F  durch  eine  zum  Aufriss  senk- 
rechte Ebene  %^a^  geschnitten,  so  dass  beide  Ebenen  gleiche  Win- 
kel mit  den  Kegelaxen  bilden,  dann  sind  die  Grundrissprojectionen 
dieser  congruenten  elliptischen  Schnitte  congruente  Ellipsen;  und 
es  ist  bekanntlich  F^  *  ein  Brennpunkt  der  einen,  4>^  ein  Brennpunkt 
der  anderen.  Wir  können  daher  diese  Orundrissprojectionen  als 
RoUcurven  elliptischer  Räder  ansehen,  und  dem  zufolge  sind  auch 
jene  elliptischen  Schnitte  auf  den  Kegeln  Zahnortscurven. 

Nehmen  wir  jene  in  Fig.  431  gezeichneten  RoUcurven,  den 
excentrischen  Kreis  p  und  das  entsprechende  Oval  tt  beispiels- 
weise als  Grundrissprojectionen,  so  entsprechen  diesen  auf  zwei 
Kegelflächen  C,  T  Zahnortscurven,  bei  denen  die  Umlaufzahlen 
der  Kegel  sich  wie  2 :  1  verhalten.  Die  zwischen  parallelen 
Ebenen  eingeschlossenen  Kegelzonen,  auf  denen  diese  Zahnorts- 
curven liegen,  sind  dann  aber  nicht  von  gleicher  Grösse. 

170.  Mangelräder  oder  Wenderäder.  Um  vermittelst  einer 
gleichsinnigen  rotirenden  Bewegung  eine  abwechselnd  in  einem 
oder  dem  anderen  Sinne  kreislinige  resp.  geradlinige  BeweguBg 
zu  erzeugen,  werden  in  der  Praxis  vielfach  Räderarten  angewen- 
det, die  auch  zu  den  unrunden  Rädern  gehören,  weil  ihre  RoU- 
curven entweder  aus  einem  Kreisstflcke,  beziehlich  Geradenstttcke 
und  zwei  Grenzpunkten,  oder  aus  Kreis-  und  Curvenstttcken  ge- 
bildet werden.  In  Fig.  486  wird  die  Axe  F  eines  centrischen  mit 
8  Zähnen  versehenen  Kreisrades  Fp  durch  eine  SchUtzrundung 
und  ferner  durch  einen  cylindrischen  Ansatz  a,  der  sich  an  der 
Radscheibe  ^7t  befindet,  in  unveränderter  Lage  gehalten.  Das 
Rad  4>  7t  mit  der  festen  Axe  4>  ist  längs  des  centrischen  Kreises  7t 
bis  auf  eine  bestimmte  Lücke  mit  29  Triebstöcken  verzahnt,  die 
in  die  Radscheibe  4>7r  eingesetzt  sind  und  aus  derselben  hervor- 
ragen. Wird  nun  das  Rad  Fp  im  Sinne  des  Pfeiles  s  gleichförmig 
gedreht,  dann  rotirt  auch  das  Rad  4>  7t  gleichförmig  im  Sinne  des 
FfeUes  a,  bis  die  Mitte  des  Triebstockes  A  in  die  Centrale  4>F 
gelangt ;  von  da  an  bleibt  der  Triebstock  A  in  der  entsprechenden 
Zahnlücke  des  Rades  Fp^  wird  aber  über  die  Centrale  ein  Stück 
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hinausgeBchoben ,  und  gleichzeitig  gleitet  der  hintere  Theil  der 
Axe  F  zwischen  zwei  zu  A  centrisch  cylindrische  Ansätze  /?,  /?' 
im  Bade  ^P/r,  und  der  vordere  Theil  dieser  Axe  steigt  in  dem 
Schlitze  nach  aafw&rts.  Wenn  sich  die  Triebstockmitte  A  von  der 
Schlitzmitte  um  den  Radius  des  Kreises  f  entfernt  hat,  tritt  Still- 
stand des  Bades  4>  tc  ein.  Von  da  an  kehrt  die  Triebstockmitte  A 
in  gleicher  Weise  wieder  in  die  Centrale  zurück ,  und  während 
dessen  ist  die  Axe  F  in  die  obere  Schlitzrundung  gelangt.  In 
diesem  Momente  rotirt  das  Bad  4>7r  gleichförmig  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  y  und  der  innere  cylindrische  Ansatz  y  desselben 
gleitet  unterhalb  der  Axe  F  entlang.  Während  der  Verlegung  der 
Axe  F  in  dem  Schlitze  ist  die  Bewegung  des  «Bades  ^  n  ungleich- 
förmig, sie  wird  allmählich  langsamer  bis  zum  Stillstand,  und 
dann  allmählich  wieder  schneller  bis  zur  Gleichförmigkeit.  Bei 
diesem  Wechsel  der  Bewegung  vertritt  der  Mechanismus  ein 
centrisches  schwingendes  Schubkurbelgetriebe,  dessen  Kurbelarm 
gleich  dem  Badius  des  Ejreises  n  und  dessen  Koppel  gleich  dem 
Badius  des  Kreises  f  ist  In  Fig.  436  ist  für  diese  Badien  bei- 
spielsweise das  Verhältnis  4 : 1  gewählt  Dieselben  Beziehungen 
der  Bewegungen  treten  beim  Eingriff  des  Triebstockes  A  auf,  und 
somit  wird  durch  eine  gleichsinnige  Drehung  des  Bades  Ff  eine 
bald  vorwärts  bald  rückwärts  gehende  Drehung  des  Bades  ^n 
bewirkt  Dieses  Bad  4>7r  wird,  weil  es  von  altersher  die  Bewe- 
gung des  Elastens  einer  Mangel  vermittelt,  Mangelrad  genannt; 
und  wird  auch  als  Wenderad  bezeichnet,  weil  es  die  Umwen- 
dung  in  der  Bewegung  bewirkt  Die  Bollcurve  n  dieses  Mangel- 
rades besteht  aus  dem  Kreisbogen  n  nebst  den  beiden  Endpunkten 
A  und  ^  desselben.  Anstatt  der  Triebstöcke  kann  man  auch  die 
cylindrischen  Ansätze  er,  /?,  y  mit  einem  Zahnkranze  versehen,  in 
welchen  das  entsprechende  Bad  Ff  eingreift.^)  Das  Mangelrad 
wird  bei  Spinnmaschinen  oft  angewendet  ^} ;  und  wenn  ein  anderer 
Bewegungsvorgang  erzielt  werden  soll,  so  kann  man  anstatt  eines 
nach  den  Kreisbögen  a,  /?,  y  verlaufenden  Zahnkranzes  eine  an- 
dere entsprechende  Form  ftlr  denselben  annehmen. 

Wird  der  Badius  des  Mangelrades  unendlich  gross  genonmien, 
dann  geht  der  Kreis  n  in  eine  Gerade  über,  und  wir  erhalten 
das  in  Fig.  436  dargestellte  Mangelrad,  welches  sich  in  Prismen- 

')  Lanz  etB^tancourt,  Essai  sur  la  composition  des  macMnes,  1808. 
p.  37. 

*)  Polytechnisches  CentralölaU.  1835.  S.  991.;  The  Ärtizwu  1853.  p.  174. 
und  Grothe,  Streichgarn-Spinnerei.  1876.  S.  605. 
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ftthrnngen  hin-  und  herbewegt.  Dasselbe  ist  l&ngs  der  Strecke 
Ail  der  Geraden  7t  mit  17  Triebstöcken  versehen,  in  welche  das 
treibende  gleichförmig  rotirende  Bad  Fp  eingreift.  Wenn  einer 
der  beiden  Triebstocke  A  oder  Cl  in  Eingriff  gelangt,  nimmt  die 
Bewegung  bis  zam  Stillstand  ab  und  wieder  im  entgegengesetzten 
Sinne  bis  zur  Gleichförmigkeit  zu.  Während  dieses  Wechsels  der 
Bewegung  vertritt  der  Mechanismus  ein  rechtwinkeliges  Ereuz- 
schiebergetriebe ;  denn  die  Endpunkte  eines  Badius  des  Kreises  p 
bewegen  sich  resp.  längs  der  Schlitzmitte  und  auf  der  Geraden  vt. 
Die  BoUcurve  des  Mangelrades  wird  hier  durch  die  gerade  Strecke 
A£l  und  durch  deren  Endpunkte  A,  Cl  vertreten.  Anstatt  der  ge- 
radlinigen Triebstockverzahnung  kann  auch  eine  innere  Verzahnung 
des  Langrades  längs  zweier  beiderseits  zu  AQ  parallelen  geraden 
Strecken  und  längs  zweier  diese  Strecken  verbindenden  Halbkreise 
verwendet  werden.  0 

171.  Einzahnrad  und  MaKeaerkreuzrad.  Soll  in  Fig.  487  wäh- 
rend einer  Umdrehung  des  einen  Bades  F/ ruckweise  eine  n^^' Dreh- 
ung eines  zweiten  Bades  ^  q)  bewirkt  werden,  so  kann  dies  vermit- 
telst eines  einzigen  in  dem  Bade  Ff  befindlichen  Zahnes  geschehen, 
der  successive  in  die  entsprechend  geformten  n  Zahnlttcken  des 
anderen  Bades  4>  g)  eingreift.  Nehmen  wir  beispielsweise  an,  dass 
jeder  Umdrehung  des  Bades  Ff  eine  ruckweise  Drehung  des  Bades 
<t>9)  um  60**  entspricht,  dass  also  n  "»  6  ist,  dann  ziehen  wir,  um 
den  Zahn  und  die  Zahnlttcken  zu  zeichnen,  die  Gerade  ^K  unter 
dem  Winkel  von  30^  gegen  die  Verbindungsgerade  ^F  der  Bad- 
axenpunkte,  wählen  auf  der  so  gezogenen  Geraden  einen  zum  Bade 
Ff  gehörenden  Punkt  iT,  der  etwas  näher  an  <t>  ab  an  jP  liegt, 
und  begrenzen  den  Zahn  dieses  Bades  grösstentheils  durch  einen 
um  K  beschriebenen  Kreisbogen  k.  Die  Wahl  des  Punktes  K  und 
die  Grösse  des  Badius  dieses  Kreisbogens  wird  durch  die  Ein- 
dringung der  Zahnecke  A  in  das  Einzahnrad  bedingt ;  denn  diese 
Eindringung  darf  den  Zahn  k  an  seiner  Wurzel  nicht  zu  sehr 
schwächen.  Um  die  Zahnlttcken  in  dem  Bade  4>^  zu  erhalten, 
ziehen  wir  zu  der  Theilgeraden  4>Z  dieses  Bades  beiderseits  Paral- 
lele, deren  Abstände  von  dieser  Theilgeraden  gleich  dem  Badius 
des  Kreisbogens  k  sind.  Die  Zahnecke  A  wird  durch  den  Bertth- 
rungspunkt  gebildet,  in  welchem  die  zu  ^K  parallele  Gerade  x  den 

V  Derartig  yerzahnte  Mangelr&der  finden  sich  schon  in  Salomon  de 
Cans,  Le  Baisons  des  forces  mouvantes,  1615.  Prob.  XYI.  —  Vergl.  auch 
Weisbach,  „Ab&nderuog  der  Bewegung'*  in  HaUse,  Allgemeine  Maschinen' 
Encyclopädie.   1841.  B.  I.   S.  55. 
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Kreisbogen  k  berührt,  und  dieser  Bertthmngspnnkt  ist  zugleich 
einerseits  der  Grenzpnnkt  dieses  Kreisbogens.  Wenn  nun  durch 
Drehung  des  Bades  Ff  in  der  Sichtung  des  Pfeiles  der  Kreis^ 
bogen  k  an  der  Geraden,  x  der  Zahnlttcke  gleitet ,  wird  das  Bad 
4>9  um  60°  gedreht,  und  das  Getriebe  ist  demnach  ein  centriBches 
Schleifkurbelgetriebe.  Während  dieser  Bewegung  beschreibt  die 
Zahnecke  A  eine  Gurve  d  in  dem  Bade  Ff*^  und  es  ergeben  sich 
leicht  einzelne  Punkte  dieser  CurvCi  indem  wir  den  Kreisbogen  k 
nebst  der  entsprechenden  Zahnlttcke  in  verschiedenen  Lagen  zeich- 
nen. Damit  aber  das  Bad  4>  q>  während  der  Zeit  vom  Austritt  des 
Zahnes  k  aus  einer  Zahnlttcke  bis  zum  Eintritt  in  die  nachfolgende 
Zahnlttcke  unverrttckt  in  Buhe  bleibt,  werden  die  Zahnscheitel  im 
Bade  ^q>  durch  concave  Kreisbögen  (p  gebildet,  deren  Badius 
gleich  dem  Badius  des  Kreises  /  ist,  der  an  dem  kreisförmigen 
Zahnscheitel  q>  entlang  gleitet.  In  dem  betrachteten  Falle'  enthält 
das  Bad  ^q>  sechs  Zähne;  soll  aber  eine  Drehung  des  Bades 
Ff  eine  Vierteldrehung  des  Bades  ^(p  bewirken,  'dann  wird  dieses 
Bad  mit  vier  Zähnen  versehen  und  hat  eine  dem  Malteserkreuz 
ähnliche  Gestalt  Dem  zufolge  wird  jedes  Bad  dieser  Art  auch 
ein  Malteserkreuzrad  genannt.  # 

Bei  dem  Eintritt  des  Eingriffs  in  Fig.  437  entsteht,  weil  ^KF 
kein  rechter  Winkel  ist,  ein  kleiner  Stoss;  dann  aber  nimmt  bei 
einer  gleichförmigen  Botation  des  Einzahnrades  die  Bewegung  des 
Malteserkreuzrades  allmählich  zu,  bis  ^iT  in  die  Gerade  ^F  ge- 
langt, und  nimmt  in  gleicher  Weise  allmählich  ab,  bis  der  Zahn  k 
die  Zahnlttcke  verlässt.  Das  Malteserkreuzrad  nebst  Einzahnrad 
wird  bei  Zählwerken,  bei  der  Stellung  in  den  Uhren  ^)  und  in 
manchen  anderen  Fällen  angewendet 

Man  kann  das  Bad  ^q>  auch  theils  mit  den  gezeichneten 
Zähnen,  theils  mit  gewöhnlicher  Verzahnung  versehen  und  eine 
derselben  entsprechende  Verzahnung  auf  dem  betreffenden  Bogen- 
theil des  anderen  Bades  Ff  anbringen.  Demnach  wird  vermittelst 
der  Drehung  des  Bades  Ff  das  Bad  ^q>  theilweise  durch  den 
Zahn  k  bewegt;  es  kann  darauf  eine  Zeit  lang  ruhen,  wird  dann 
aber  durch  den  Eingriff  der  angebrachten  gewöhnlichen  Verzah- 
nung weiter  gedreht  Dadurch  erhalten  wir  eine  eigenthttmlich 
geformte  Bäderart,  die  Sternräder  oder  intermittirende 


>)  Yei^gl.  Willis,  Prmdples  of  Mechanism.  1841.  p.  266;  aec.  ed.  1870. 
p.  167;  femer  Saunier,  Lehrbuch  der  ührmacherei,  deutsch  von  Grossmann. 
1879.  B.  m.  S.  105. 
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BäderO*  Hierher  gehören  auch  die  Braner'schen  Hemmräder, 
die  man  bei  Flaschenzttgen  angewendet  hat  and  zur  Hemmung  des 
Rücklaufes  dienen.') 


Einfache  Mechanismen  mit  Bandtrieb. 

172.  Scheiben,  Rollen  oder  Trommeln   mit  Bandtrieb.    Die 

Uebertragung  der  Bewegung  wird  in  der  Praxis  in  mannigfaltiger 
Weise  durch  Riemeo,  Seile,  Schnüre  und  Ketten  bewirkt,  die  über 
Scheiben,  Bollen  oder  Trommeln  gespannt  sind.  Eine  derartige 
Vermittelung  der  Bewegung  wollen  wir  Bandtrieb  und  die  Schei- 
ben, Rollen  oder  Trommeln  gemeinsam  Bandtriebräder  nennen. 
Diese  sind  in  der  Regel  kreisförmig,  in  einzelnen  Fällen  aber  auch 
curvenförmig  umgrenzt. 

Wir  betrachten  in  Fig.  438  zwei  Bandtriebräder  4>x,  Fk^  die 
von  den  Gurven  x,  k  umgrenzt  sind,  und  sich  resp.  um  die  festen 
Axen  4>,  F  drehen.  Als  Umgrenzungen  dieser  Bandtriebräder  haben 
wir  beispielsweise  die  Kreise  x,  k  gewählt,  von  denen  der  Kreis  x 
zur  Axe  4>  excentrisch,  der  Kreis  k  aber  zur  Axe  F  concentrisch 
ist.  Um  diese  Bandtriebräder  ist  ein  endloses  Band  6  gelegt,  wel- 
ches durch  eine  Spannrolle  a,  also  vermittelst  Kraftschlusses  straff 
gehalten  wird.  Derselbe  kann  durch  ein  Gewicht,  oder  besser 
durch  eine  Feder  hervorgebracht  werden.  Da  wir  die  Dicke  des 
Bandes  nicht  unbeachtet  lassen  dürfen,  nehmen  wir  die  Mittellinie 
des  Bandes  als  Repräsentante  desselben  und  betrachten  die  Curve, 
welche  von  der  Mittellinie  des  an  ein  Bandtriebrad  gelegten  Bandes 
gebildet  wird,  als  den  theoretischen  Rand  des  Bandtriebrades.  Bei 
den  folgenden  Darlegungen  wollen  wir  daher  stets  unter  Band 
die  Mittellinie  desselben  und  unter  Rand  den  theoretischen  Rand 
des  Bandtriebrades  verstehen. 

Nehmen  wir  an,  dass  keine  Gleitung  des  Bandes  stattfindet, 
dass  also  die  Bandlänge,  welche  in  einer  bestimmten  Zeit  auf  das 
treibende  Bandtriebrad  z.  B.  4>  x  aufrollt,  gleich  der  Bandlänge  ist, 
welche  in  derselben  Zeit  von  dem  getriebenen  Bandtriebrade  Fk 
abrollt,  so  können  wir  uns  den  ziehenden  Bandtheil  B  in  theore- 


')  Yergl.  die  Ton  Aster  angegebenen  Stemräder,  Polytechnisches  Central- 
blatt,  t864.  8. 498,  femer  das  intermittirende  R&derwerk  in  Haton  de  la  Gou- 
pilliäre,  Trait^  des  Mäcanismes.  1864.  p.  169,  and  Reuleaux,  Kinematik. 
1875.  S.  571. 

')  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1879.  B.  13.  8.  451. 
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tiBcher  Hinsicht  darch  einen  prismatiBohen  Stab  ersetzt  denken, 
der  ohne  Gleitnng  an  den  Bändern  der  beiden  Bandtriebräder 
rollend  sich  verschiebt  und  durch  Eraftschlnss  mit  demselben  in 
steter  Bertthrnng  gehalten  wird.  Dem  gemäss  ist  der  dargestellte 
Mechanismus  mit  Bandtrieb  als  ein  viergliederiger  einfacher  Mecha- 
nismus anzusehen  und  zu  behandeln.  Bezeichnen  wir  der  besseren 
Uebersicht  wegen  die  Bandtriebräder  4>  x,  Fk  beziehlich  mit  2,  4, 
femer  den  Steg  ^F  und  den  gedachten  prismatischen  Stab  b  resp. 
mit  1,  3,  dann  sind  die  Axen  <P,  F  die  Pole  ^j^»  $14  und  die  Tan- 
gentialpunkte  an  x,  Ar  die  Pole  $«3,  %^.  Dem  zufolge  ist  nach 
S.  46  der  Schnittpunkt  $,«  der  beiden  Verbindungsgeraden  dieser 
Polpaare  der  Pol  der  beiden  Bandtriebräder.  Die  Drehgeschwin- 
digkeiten  ta^^  cü^  der  Bandtriebräder  4>x,  Fk  verhalten  sich  um- 
gekehrt wie  die  Abstände  des  Pols  ^s^  von  den  betreffenden  Axen ; 
und  es  ist  somit: 

Nehmen  wir  an,  dass  das  excentrische  Bandtriebrad  4>x  mit 
constanter  Drehgeschwindigkeit  w^  rotire,  so  kann  hiemach  leicht 
ein  Diagramm  der  veränderlichen  Drehgeschwindigkeit  des  Band- 
triebrades Fk  construirt  werden.  Wir  erhalten  z.  B.  ftlr  die  ge- 
zeichnete Lage  des  Bades  ^  x  die  betreffende  Drehgeschwindigkeit 
coi^  des  Bades  Fk^  indem  wir  die  gemeinschaftliche  Tangente  b 
an  die  Kreise  x,  Ar  legen,  welche  auf  4>jP  den  Pol  $2t  bestimmt, 
dann  durch  4>,  F  Parallele  4>  H',  FJ  ziehen,  auf  der  letzteren  die 
Strecke  FJ^=^  ta^  machen  und  die  Gerade  ^^J  ziehen,  die  auf 
der  ersteren  den  Punkt  ^  liefert.  Hiemach  ist  gemäss  der  obigen 
Gleichung  die  Strecke  4>T  gleich  der  Drehgeschwindigkeit  o;*, 
welche  das  Bad  Fk  in  ^m  betreffenden  Zeitmomente  besitzt. 

Wir  haben  zuerst  die  allgemeinen  Beziehungen  betrachtet; 
aber  viel  wichtiger  ist  der  in  Fig.  439  dargestellte  besondere  Fall, 
bei  welchem  zwei  kreisförmige  Bandtriebräder  4>  x,  FA:  sich  resp. 
um  die  concentrischen  Axen  4>,  F  drehen.  Je  nachdem  das  um- 
gelegte Band  gekreuzt  oder  nicht  gekreuzt  ist,  erfolgt  die  Drehung 
der  Bandtriebräder  in  entgegengesetztem  oder  in  gleichem  Sinne, 
und  der  Pol  der  Bandtriebräder  ist  dem  entsprechend  auf  der  Cen- 
tralen 4>  F  der  Schnittpunkt  %  der  beiden  inneren  oder  der  Schnitt- 
punkt $//  der  beiden  äusseren  gemeinsamen  Tangenten  der  Kreise 
X,  A:,  die  den  theoretischen  Band  der  Bandtriebräder  vertreten. 
Die  entgegengesetzte  Drehung  dieser  Bandtriebräder  kann  hier- 
nach auch  durch  zwei  um  dieselben  Axen  rotirende  Zahnräder 
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hervorgebracht  werden,  deren  Rollkreise  sich  in  $/  berühren ;  die 
gleichsinnige  Drehung  dagegen  kann  durch  zwei  Zahnräder  erzeugt 
werden,  deren  Rollkreise  sich  in  $//  berühren,  und  von  denen  der 
eine  in  dem  anderen  rollt.  Die  Drehgeschwindigkeiten  co^,  o;,., 
oder  die  Umlaufszahlen  der  beiden  Bandtriebräder  4>x,  jPA  ver- 
halten sich  umgekehrt  wie  die  Radien  Qj  r  der  Kreise  x,  jr;  und 
es  ist  also: 

In  der  Praxis  findet  jedoch  eine  geringe  Abweichung  von 
diesem  Gesetze  statt,  weil  eine  ungleiche  Dehnung  des  Bandes  in 
den  Bandtheilen  auftritt,  welche  die  Bandtriebräder  berühren;  und 
dies  hat  zur  Folge,  dass  der  Umfaiig  des  getriebenen  Bandtrieb- 
rades etwas  langsamer  sich  bewegt  als  der  Umfang  des  treibenden 
Bandtriebrades.  0  Wir  wollen  hier  aber  nur  die  rein  theoretischen 
Beziehungen  erörtern. 

Um  das  seitliche  Ablaufen  des  Bandes  von  den  Bandtrieb- 
rädem  zu  verhindern,  sind  bei  Seil-  und  Schnurtrieb  die  Rad- 
räder mit  einer  Rille  oder  beiderseitig  mit  Ansätzen  versehen.  Bei 
Kettentrieb  werden  die  Radränder  meist  gezähnt,  so  dass  die  Zähne 
in  die  entsprechenden  Kettenglieder  eingreifen.  Bei  Riementrieb 
wird  das  seitliche  Ablaufen  durch  eine  Leitung  oder  Führung  des 
Riemens,  aber  meistens,  wie  Fig.  439  zeigt,  durch  eine  gewölbte 
Abrundung  des  Radrandes,  die  auch  ballige  Lauffläche  ge- 
nannt wird,  vermieden.  Die  durch  einen  Riemen  getriebenen 
Bandtriebräder  werden  meist  Scheiben  oder  Rollen  genannt,  und 
heissen  Trommeln,  wenn  die  Dimensionen  gross  sind.  Kleinere, 
durch  Schnüre  getriebene,  mit  Rand  Vertiefung  versehene  Band- 
triebräder werden  ausschliesslich  als  Rollen  bezeichnet 

Um  zu .  veranschaulichen ,  dass  ein  Riemen  über  eine  kegel- 
förmige Scheibe  gespannt  beim  Aufrollen  auf  dieselbe  stets  das 
Bestreben  hat,  sich  dem  dickeren  Kegelrande  zu  nähern,  denken 
wir  uns  in  Fig.  440  den  Riemen  R  berührend  rechtwinkelig  an 
die  Mantellinie  kk'  des  Kegels  gelegt  und  /luf  den  Kegel  gewickelt; 
dann  legen  sich  die  Riemenränder  in  geodätische  Linien  9,  g'  auf 
die  Kegelfläche,  und  dies  wird  anfangs  angenähert  auch  noch  statt- 
finden, wenn  der  Riemen  in  einer  zur  Kegelbasis  parallelen  Rich- 
tung in  Spannung  gehalten  ist.   Wickeln  wir  nun  den  Kegelmantel, 

')  Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen^ 
Mechanik,  1876.  UI.  Theil.  1.  Abth.  S.  305.  Grashof,  Theoretische  Maschinen- 
lehre.  1883.  £.  II.  S.  311. 
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etwa  die  Hälfte  desselben,  von  der  Mantellinie  kk!  ausgehend  ab, 
so  gehen  in  dem  abgewickelten  Mantel  kVk'^k^  die  geodätischen 
Linien  in  die  Geraden  g^^  g*^  ttber,  die  auf  kk'  senkrecht  stehen, 
nnd  diese  Geraden  nähern  sich  dem  abgewickelten  Kreisbogen  kk^ 
und  schneiden  denselben.  Demnach  wenden  sich  die  geodätischen 
Linien  9,  g'  auf  der  Eegelfläche  dem  grösseren  Basiskreise  k  zu. 
Durch  zwei  symmetrisch  an  einander  gesetzte  Eegelflächen  wird 
hiemach  das  Ablaufen  des  Kiemens,  der  mit  halber  Breite  auf  der 
einen  und  der  anderen  Eegelfläche  liegt,  verhindert;  und  durch 
Abrundung  der  mittleren  Ra^dkante,  wie  die  seitliche  Ansicht  in 
Fig.  4S9  zeigt,  wird  die  zweckmässige  ballige  Lauffläche  erhalten.  0 

173.  Conatruction  der  Konen  mit  gekreuztem  Riementrieb.  Be- 
hufs der  Henrorbringung  einer  gesetzmässig  veränderlichen  Drehung 
durch  eine  gleichförmige  Drehung  werden  auch  zwei  in  Fig.  441 
dargestellte  Eonen  4><t>',  FF^  benutzt,  die  sich  um  parallele  Axen  in 
festen  Lagern  drehen  und  von  einem  Riemen  umspannt  sind.  Wir 
wollen  zuerst  den  Fall  betrachten,  dass  dieser  Riemen  gekreuzt 
sei,  dass  also  die  Eonen  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  drehen. 

Nehmen  wir  nun  an,  der  Eonus  4><t>'  drehe  sich  gleichförmig 
mit  der  constanten  Drehgeschwindigkeit  cc;«,  so  wird  durch  Hin- 
und  Herfdhrung  des  Riemens  eine  veränderliche  Drehgeschwindig- 
keit u)  des  Eonus  FF'  hervorgebracht  Dabei  muss  aber  das 
Schla£fwerden  des  Riemens  durch  eine  mitgefbhrte  andrückende 
Spannrolle  vermieden  werden.  Die  Meridiancurve  x^x»,  durch 
deren  Rotation  um  die  Axe  4>4>'  die  Fläche  des  Eonus  ^4>'  er- 
zeugt wird,  sei  vermittelst  der  Gleichung: 

in  rechtwinkeligen  Coordinaten  ^,  x  gegeben,  wo  q  die  Radien, 
X  die  Abstände  derselben  von  dem  Axenpunkte  ju^  bezeichnen. 
Femer  sei  in  analoger  Weise  ftlr  den  anderen  Eonus  FF'  die 
Meridiancurve  k^kn  durch  die  Gleichung: 

r  —  f(x) 

gegeben.  Dann  ist  die  Drehgeschwindigkeit  eo  durch  den  Abstand 
X  der  Riemenmitte  von  der  Randlage  fi^m^  bestimmt    Es  ist: 


~^~> 


ioc         r         fix) 
und  H^(^) 

^)  Yergl.  Hartig's  Abhandlung  im  Civilingenieur,  1871.  B.  17.  S.  331. 
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Soll  zur  Yereinfachang  des  Mechanismus  die  Spannrolle  und 
der  dadurch  bewirkte  Eraftschluss  beseitigt  werden,  so  müssen  die 
Konen  derart  von  einander  abhängig  gestaltet  sein,  dass  die  Straff- 
heit des  Riemens  während  seiner  seitlichen  Verschiebung  erhalten 
bleibt 

Um  bei  gekreuztem  Riemen,  der  in  Fig.  489  gestrichelt  ge- 
zeichnet ist,  fttr  die  halbe  Riemenlänge  /  eine  Formel  abzuleiten, 
nehmen  wir  an,  es  sei  e  der  Abstand  der  beiden  Axen  <I>,  F^  femer 
seien  ^,  r  die  beiden  Seheibenradien,  die  wir  auch  als  zwei  ent- 
sprechende Eonenradien  betrachten  können,  und  weiter  bezeichne 
&  den  Winkel,  welchen  die  nach  den  Bertthrungspunkten  A/,  Dj 
gehenden  parallelen  Radien  mit  den  zur  Centralen  ^F  senkrechten 
Geraden  bilden. 

Dem  zufolge  ist  die  halbe  Riemenlänge 

und  da  auch  die  Tangente  A/i?/  mit  der  Centralen  <P  iP"  den  Win- 
kel ^  einschliesst,  ergiebt  sich  die  Formel: 


/  — «cos*  +  (ß  +  r)^y  +  *), 


in  der  ^  durch 

««  ^  _  g  +  ^ 
e 

bestimmt  ist.  Hieraus  folgt:  dass  bei  gekreuztem  Riemen 
die  Länge  desselben  constant  bleibt,  wenn  die  Summe 
der  Radien  Q  +  r^^c  constant  ist. 

Betrachten  wir  nun  in  Fig.  441  die  eine  Meridiancurve  z.  B. 
x^x»  als  gegeben,  dann  erhalten  wir  leicht  die  andere  Meridian- 
curve ^o^r;,  indem  wir  parallel  verschoben  in  entsprechender  Lage 
die  zu  x^x«  congruente  Curve  k'^lcii  zeichnen.  Einem  convexen 
Konus  entspricht  somit  ein  concaver  Konus.  Fttr  das  Verhältniss 
der  Drehgeschwindigkeiten  ergiebt  sich: 

0)         c  —  r 
oder 

w  0 


We  C  —  Q 

je  nachdem  wir  r  oder  q  als  gegeben  betrachten. 

In  der  Praxis  ist  meistens  bei  constanter  Drehgeschwindigkeit 
ijjc  des  einen  Konus  4>4>'  das  Gesetz  der  Veränderung  der  Dreh- 
geschwindigkeit cü  des  anderen  Konus  FF'  vorgeschrieben,  und 
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68  ist  dem  gemäss  die  entsprechende  Meridiancurve  der  Konen  za 
bestimmen.  Der  Riemen  wird  dnrch  eine  an  dem  Mechanismus 
angebrachte  Vorrichtung  proportional  der  gleichförmigen  Drehung 
des  Konus  ^^'  seitlich  verschoben. 

Wir  wollen  beispielsweise  annehmen:  die  Zunahme  der  Dreh- 
geschwindigkeit (o  soll  in  Fig.  441  dem  Abstände  der  Riemenmitte 
von  der  Randlage  fi^mo  proportional  sein,  und  w^^  Wn  seien  resp. 
die  Grössen  von  to^  die  den  Randlagen  /tiom^,  fAnntn  entsprechen» 
Behufs^  der  Gonstruction  der  Meridiancurve  nehmen  wir  die  Radien- 
summe c  und  die  Konuslänge  m^mn  zweckmässig  an;  wir  ziehen 
im  Abstände  m^^  T^  »»  w«  zur  Konusaxe  FF'  die  Parallele  T^  T« 
und  zeichnen  an  diese  über  m^,  m«  die  Strecken  T^^V^  =  w^^ 
Tn  Vn  "»  cün  als  rechtwinkelige  Ordinaten.  Dadurch  erhalten  wir 
die  Gerade  V^  Vn ,  welche  das  Diagramm  ftir  die  Drehgeschwindig- 
keit des  Konus  FF'  repräsentirt,  und  die  Axe  FF'  in  dem  mit  O 
bezeichneten  Punkte  schneidet  Femer  ist  zwischen  den  Geraden 
FF',  V^Vn  die  Strecke  6?J=  c  senkrecht  FF'  gestellt.  Um  nun 
nach  dieser  Vorbereitung  für  einen  Punkt  m^  der  Abscissenaxe  FF^ 
in  der  auf  ihr  senkrechten  Geraden  m^V^  die  Ordinate  oder  den 
Radius  m^k^^^r  zu  bestimmen,  ziehen  wir  von  dem  Punkte  0  nach 
dem  Schnittpunkte  Tj,  den  m^V^  mit  T^Tn  bildet,  die  Gerade  01\y 
welche  ö  J  im  Punkte  fl»  triflft;  dann  liefert  die  zu  FF'  parallel 
gezogene  Gerade  H^k^  den  Radius  m^k^  resp.  den  Punkt  k^  der 
Meridiancurve AToAr».  Denn  hiemach  ergiebt  sich,  weil  w  ==  T^V^^ 
lOc  SB  m^T^  ist: 

0)   ^   T,V^  ^  H,J         c  —  r 
(Oc  ~  m,T,  ~  GH^  ~       r 

Indem  wir  also  verschiedene  Gerade  durch  0  ziehen,  erhalten 
wir  zwei  projective  Parallelstrahlenbttschel,  die  beziehlich  zu  den 
rechtwinkeligen  Geraden  FF',  OJ  parallel  sind.  Diese  Btlschel 
erzeugen  durch  die  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden  Strahlen 
die  Meridiancurve  k^kn,  welche  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist 
Dieselbe  besitzt  0  als  Mittelpunkt,  die  Konusaxe  FF'  und  die  in 
0  auf  derselben  Senkrechte  als  Asymptoten,  und  geht  durch  den 
Schnittpunkt  q  der  Geraden  GJ,  T^Tn.  Für  den  anderen  Konus 
4>4>'  ergiebt  sich  der  entsprechende  Radius  lx^x^  oder  ^,x',  =  H^J, 
und  wir  erhalten  die  Meridiancurve  x'^x',  x^,  wenn  wir  in  parallel 
verschobener  Lage  zu  kQk^kn  die  congruente  Hyperbel  x'^x',  x!»  zeich- 
nen. Die  Gleichung  für  die  so  bestimmte  gleichseitige  Hyperbel 
können  wir  leicht  ableiten.  Indem  wir  m^mi  «^  x  setzen  und  die 
Konuslänge  m^mn  mit  a  bezeichnen,  folgt: 
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und  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  f&r  w  in  die  obige  Gleichung 

actDc 

a  (We  +  Wo)  +  (<»ii  —  Wo)a7 

Verlegen  wir  den  Goordinatenanfang  nach  0  und  bezeichnen  wir 
durch  X  die  entsprechenden  neuen  Abscissen,  so  erhalten  wir  die 
auf  die  rechtwinkeligen  Asymptoten  bezogene  Gleichung  der  gleich- 
seitigen Hyperbel: 

aCiJe 
~    (Wn  —  Wo)  X  " 

Wir  können  noch,  wie  in  Fig.  441  geschehen ,  die  Bedingung  er- 
füllen, dass  die  Endradien  der  beiden  Konen  wechselsweise  gleich 
sind,  dass  also: 


ist;  dann  folgt: 

und 

Wo             /"o'^              W«             f^n^ 

WoWn  =*=  Wj. 

In  diesem  Falle  ist  hiemach  die  constante  Drehgeschwindigkeit 
Wc  resp.  die  Strecke  m^T^  durch  coo,  Wn  bestimmt;  und  wir  können 
diese  Strecke  construiren,  indem  wir  über  Tn  F»  als  Durchmesser 
einen  Halbkreis  beschreiben,  durch  V^  zu  T^Tn  eine  Parallele 
ziehen,  die  denselben  im  Punkte  E  trifft,  dann  ist  T|,J?  <=  w«.  Ist 
dagegen  die  constante  Drehgeschwindigkeit  lOe  und  eine  von  den 
Drehgeschwindigkeiten  Wq,  w»  gegeben,  so  ist  die  andere  bestimmt. 
Wenn  wir  umgekehrt  annehmen:  es  sei  eine  beliebige  Meri- 
diancurve  k^kn  gegeben,  so  können  wir  auch  das  zugehörige  Dia- 
gramm V^V^Vn  der  Drehgeschwindigkeit  w  construiren,  indem  wir 
jenen  Gonstructionsweg  rückwärts  durchschreiten.  Wir  erhalten 
z.  B.  zu  dem  Gurvenpunkte  ^i  den  entsprechenden  Diagrammpunkt 
F, ,  wenn  wir  zu  FF'  die  Parallele  k^  H^  legen,  die  Gerade  T,  H^ 
ziehen,  welche  FF'  in  0  trifft,  und  ferner  die  Gerade  OJ,  die 
auf  m^  T^  den  Punkt  F^  bestimmt.  Diese  Bestimmungsweisen  gelten 
jedoch  nur,  wenn,  wie  es  in  der  Praxis  stets  der  Fall  ist,  die  seit- 
liche Bewegung  des  Riemens  im  Verhältnisse  zur  Drehung  der 
Konen  klein  ist;  denn  die  Berührangspunkte  der  Riemenmittellinie 
an  den  Konen  beschreiben  auf  denselben  schraubenförmige  Gurven, 
deren  Steigung  wir  vernachlässigen  können.    Vollzieht  sich  aber 
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die  seitliche  Yerschiebang  des  Biemens  sehr  rasch,  so  muss  man 
die  Steigung  mit  in  Kechnnng  ziehen,  und  eine  derartige  mathe- 
matisch genaue  Rechnung  wird  sehr  schwierig. 

Bezeichnen  wir  den  Abstand  ^F  der  Eonusaxen  mit  e  und 
den  Abstand  des  Pols  $  rei|p.  des  Ereuzungspunktes  der  Biemen- 
mittellinie  von  der  Eonusaxe  FF'  mit  — 17,  so  ist : 

—  rj  r 

e  c  ' 

und  folglich: 

aeiOc 


(Wn  —  Wo)  % 

Demnach  ist  auch  der  geometrische  Ort  des  Pols  $  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  $)).  Dieselbe  besitzt  0  als  Hittelpunkt,  die  Eonus- 
axe FF'  und  die  in  0  auf  derselben  Senkrechte  als  Asymptoten. 
In  Fig.  442  wollen  wir  zwei  geradlinige  Eonen,  also  zwei  ab- 
gestumpfte Eegel  als  gegeben  annehmen  und  das  entsprechende 
Diagramm  der  Drehgeschwindigkeit  zeichnen.  In  diesem  beson- 
deren Falle,  wo  k^kn  eine  Gerade  ist,  wollen  wir  aber  die  eben 
angegebene  allgemeine  Construction  nicht  befolgen,  weil  eine  die- 
sem Falle  speciell  angepasste  Construction  sich  einfacher  gestaltet 
Wir  stellen  die  beliebig  anzunehmende  constante  Drehgeschwindig- 
keit (jJc  —  6?  r  des  Eonus  4>4>'  zwischen  die  Geraden  FF\  k^kn 
senkrecht  auf  die  erstere,  machen  auf  der  Geraden  G  T  die  Strecke 
C;Qs»cs«  ^oAto  4-/U0X0  und  ziehen  durch  T,  Q  zur  Eonusaxe 
FF'  die  Parallelen  TTn,  QQn.  Um  nach  dieser  Vorbereitung  fttr 
einen  Badius  m^k^^^r^  dessen  Verlängerung  diese  Parallelen  in 
7",,  Qs  schneidet,  die  entsprechende  Drehgeschwindigkeit  oi«»  T^F, 
zu  erhalten,  ziehen  wir  durch  die  Eegehspitze  C  und  den  Punkt  Q, 
die  Gerade  CQ„  die  GQ  in  U^  trifft,  und  legen  zu  FF'  die  Paral- 
lele C^s^j,  welche  auf  m,*,  den  Punkt  V^  des  Diagramms  ^o^jl^n 
liefert    Nach  dieser  Construction  ist: 

cj   ^   TU^  ^  k^Q^  ^  c  —  r 

Wc  GT         m^k^  r 

Wenn  wir  durch  die  Eegelspitze  C  verschiedene  Gerade 
ziehen,  erhalten  wir  zwei  projective  Parallelstrahlenbüschel ,  die 
beziehlich  zu  den  rechtwinkeligen  Geraden  FF'^  G  Q  parallel  sind. 
Diese  Büschel  erzeugen  durch  die  Schnittpunkte  ihrer  entsprechen- 
den Strahlen  das  Diagramm,  welches  eine  gleichseitige  Hyperbel 
ist  Dieselbe  besitzt  die  Eegelspitze  C  als  Mittelpunkt,  die  Eonus- 
axe FF'  und  die  in  C  auf  derselben  Senkrechte  als  Asymptoten, 
und  geht  durch  den  Punkt  Q. 
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Die  Oleichong  dieser  gleichseitigen  Hyperbel  im  Bezng  auf 
die  Asymptoten,  also  auf  FF'  als  Abscissenaxe  und  C  als  Coordi- 
natenanfangy  kann  leicht  abgeleitet  werden. 

Für  eine  Abscisse  Cm^ «=  ;j  ißt  die  Ordinate  m^V^^^  ia  +  vdc. 
Die  Länge  des  Eonns  FF'  bezeichnen  wir  mit  a,  die  beiden  End- 
radien mit  r^j  r».    Dann  ist: 


a 

nnd  diesen  Werth  in  obige  Gleichung  gesetzt,  ergiebt  sich  für  das 
Diagramm  die  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel: 

Aus  dieser  folgt  auch  die  Gleichung: 

acmc 

welche  diese  Hyperbel  im  Bezug  auf  T^  Tn  als  Abscissenaxe  dar- 
stellt Diese  neue  Abscissenaxe,  von  der  aus  die  Drehgeschwin- 
digkeit oi  als  Ordinate  gemessen  wird,  schneidet  die  Hyperbel  in 
einem  Punkte,  der  senkrecht  Aber  der  Spitze  F  des  anderen  Konus 
4>4>'  liegt.  Die  Verbindungsgerade  VC  der  Eegelspitzen  ist  der 
geometrische  Ort  des  Pols  $;  denn  wir  können  durch  diese  Ge- 
rade an  die  beiden  Eegelflächen  ein  Paar  gemeinschaftliche  Tan- 
gentialebenen legen,  und  in  diesen  Tangentialebenen  bewegen  sich 
bei  der  Verschiebung  des  Kiemens  die  sich  kreuzenden  gerad- 
linigen Theile  seiner  Mittellinie. 

174.  Constniction  der  Konen  mit  nicht  gekreuztem  Riemen 
vermitteiet  dee  Sclieibendiagramms.  Bei  nicht  gekreuzten  Riemen 
ist  die  Unverilnderlichkeit  der  Biemenlänge  nicht  wie  vorher  durch 
die  constante  Summe  entsprechender  Radien  bedingt.  Die  Gon- 
struction  der  Eonen  ist  daher  bei  nicht  gekreuzten  oder  offenen 
Riemen  schwieriger  und  kann  nur  vermittelst  einer  Httlfscurye 
ausgeführt  werden.  Es  tritt  aber  eine  ausserordentliche  Verein- 
fachung dieser  Gonstruction  dadurch  ein,  dass  wir  diese  Hülfscurve 
sehr  angenähert  durch  einen  leicht  zu  bestimmenden  Ereisbogen 
ersetzen  können. 

In  Fig.  439  sind  die  beiden  Scheiben  <t>x,  Fk  mit  einem  nicht 
gekreuzten  Riemen  gezeichnet  Die  Radien  dieser  Scheiben  sind 
resp.  mit  ^,  r  und  die  Axendistanz  4>F  ist  mit  e  bezeichnet;  femer 
ist  der  Winkel,  welchen  die  nach  den  Berührungspunkten  A,  D 
gehenden  parallelen  Radien  mit  den  zur  Centralen  ^F  Senk- 
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rechten  bilden,  mit  6  und  die  halbe  Biemenlänge  mit  /  bezeichnet. 
Es  ergiebt  sich  dann: 

/-Ai>  +  ,(f  +  ö)+r(f-ö). 

nnd  da  anch  die  Tangente  A2?  mit  der  Centralen  4>F  den  Win- 
kel 6  einschliessty  erhalten  wir  die  Formel: 

/  =  «  cos  ö  +  (p  —  r)  ö  +  (ß  +  r)  Y> 

nnd  femer  ist 

sm  B  =  ^ ? 

e 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

r  — (cos  ö  +  ö  sin  ö)  —  IT  si^i  ö, 

p  — (cos  6  +  6  sin  6)  +  -^9m  6. 

7t  7t  L 

Wir  setzen  nun 

x^r =  _J-(coBÖ  +  Ö8mö)--|-8mö 

7t  7t  L 

7t  Tt  L 


1), 


nnd  betrachten  wir  o?,  y  als  rechtwinkelige  Goordinaten,  dann 
repräsentiren  die  beiden  Gleichnngen  bei  veränderlich  gedachtem 
Winkel  6  eine  Curve,  die  wir  als  Hülfemittel  zur  Construction  der 
Konen  benutzen  wollen  und  das  Scheibendiagramm  nennen. 
Die  Begrenzung  dieser  Curve  wird  durch  die  beiden  Grenzwerthe 
des  Winkels  ö=  +  i/r  oder  ±90®  bestimmt.  Wenn  die  Scheibe 
jfÄ  kleiner  als  die  Scheibe  4>x  ist,  betrachten  wir  den  Winkel  ö 
als  positiv ;  und  wird  der  Radius  von  Fk  bis  auf  Null  verkleinert, 
der  Radius  von  4>x  bis  auf  den  Axenabstand  e  vergrössert,  so 
nimmt  6  den  grössten  positiven  Werth  +i7r  resp.  90®  an.  Ist 
dagegen  die  Scheibe  4>x  kleiner  als  die  Scheibe  Fk^  dann  ist  der 
Winkel  6  in  obigen  Gleichungen  negativ  zu  nehmen.  Wird  ferner 
der  Radius  von  4>  x  bis  auf  Null  verkleinert,  der  Radius  von  Fk 
bis  auf  den  Axenabstand  e  vergrössert,  so  erhält  6  den  grössten 
negativen  Werth  — \7c  resp.  —  90®.  Die  durch  jene  beiden  Glei- 
chungen repräsentirte  Curve  ist  durch  die  einzige  Constante  e,  den 
Axenabstand  bestimmt ;  und  da  diese  Constante  in  den  beiden  Glei- 
chungen nur  als  Factor  der  rechtsstehenden  Glieder  auftritt,  so 
sind  alle  diese  Curven  oder  Scheibendiagramme  ähnlich. 
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Aus  den  Gleichnngen  1)  der  Corye,  die  in  Fig.  443  anf  die 
rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  S(—a7),  9(( — y)  bezogen  nnd 
mit  ^  bezeichnet  ist,  erhalten  wir  fttr  d  "»  0  den  Punkt  Z^^  dessen 

beide  Coordinaten  -a^o  *=  yo  ■= »"id.    Demnach  liegt  dieser 

Ponkt  Zq  anf  der  Halbirnngsgeraden  9((—  ;)  des  rechten  Winkels 
(— a?)«(— y).  Für  ö  =  +  i^r  resp.  +  90^  erhalten  wir  die  beiden 
Punkte  Zvu  ^vh  deren  Coordinaten  beziehlich  x^^=^%,Zvi  =  —  «, 
ye  =  0  nnd  a?_«  —  0,  y-e  =  ^»vi  =  —  c  sind. 

Um  zu  einer  möglichst  einfachen  Construction  dieser  Curve 
zu  gelangen,  beziehen  wir  dieselbe  in  rechtwinkeligen  Coordinaten 
%y  ^  auf  8(~- je)  als  Abscissenaxe.  Wir  fällen  von  einem  Curven- 
punkte  Z,  für  welchen  8[Z  =  a?,  XZ^^y  ist,  und  von  dem 
entsprechenden  Punkte  X  auf  S(— ;)  die  Senkrechten  ZX,  XU; 
ziehen  femer  von  Z  auf  X\X  die  Senkrechte  ZE-^  dann  ist: 

«U  -  X\\  -  j/y^,        EZ^XE  —  Y\y. 

Somit  ergiebt  sich,  indem  wir  beachten,  dass  die  Ordinate  )^  posi- 
tive Richtung  hat,  also  entgegengesetztes  Vorzeichen  annimmt: 

j  _  ax  =-  äu  +  -BZ  -     j/|  (^ +y), 

1^_XZ-=XU  —  X^=  —  j/y  (a?  -  y). 

Hiemach  erhalten  wir  durch  Einsetzung  der  Werthe  fttr  ^,  y  aus  1) 
die  Gleichungen: 


e 


—  V2  —  (cosÖ  +  ösiriÖ) 
n 


e 


1/2 -|- sin  Ö 


2), 


welche  die  Curve  ^  im  Bezug  auf  das  neue  Coordinatensystem 
reprftsentiren.  Hier  ist  3(( — j:)  die  Richtung  fOr  negative  Ab- 
scissen  ;  und  3EZ  die  Richtung  fttr  positive  Ordinaten  tf.  Aus 
diesen  beiden  Gleichungen  ersieht  man,  dass  entgegengesetzt  glei- 
chen Werthen  von  6  gleiche  Werthe  von  ;,  aber  entgegengesetzt 
gleiche  Werthe  von  \)  entsprechen,  dass  also  die  Curve  ^  bezüg- 
lich der  Abscissenaxe  3I(— ()  symmetrisch  ist  Dies  folgt  auch 
direct  aus  der  Symmetrie  der  Beziehungen,  die  auftreten,  je  nach- 
dem die  eine  Scheibe  z.  B.  4>x  grösser  oder  kleiner  als  die  andere 
Scheibe  Fk  ist 

Nach  diesen  Gleichungen  beschreiben  wir  behufs  der  Con- 
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Btraction  der  Curve  C  in  Fig*  444  um  den  CoordinatenanfEUig  91 

mit  den  Radien  1/2  — ,  y2 -|-  die  beiden  ViertelkreUe  06,  (y6\ 

theilen  dieselben  in  eine  Anzahl  etwa  6  gleicher  Theile  nnd  zeich- 
nen zu  den  Theilpnnkten  0,  1,  2 .  .6  di^  entsprechenden  Punkte 
0,  ly  II .  .  VI  der  Ereiseyolyente  Olli  VI  des  Viertelkreises  06. 
Die  durch  diese  Theilpunkte  bestimmten,  von  90  aus  gemessenen 
Winkel  betrachten  wir  als  die  Werthe  des  Winkels  6  und  dem 
gemäss  ergiebt  sich  die  Werthenreihe: 

^        .       1  2  3  4  5  6 

ö   —    0,       -^7t,       —7t,       -^7t,       -^7t,       -^n,       ^TT, 

oder  im  Winkelmaass  gemessen  entsprechend 

ö  —  0,      15^       30^        45^        60^        75^       90^ 

Fällen  wir  von  einem  Erolventenpunkte,  z.  B.  von  HI,  auf 
%6  die  Senkrechte  III a  und  auf  diese  von  dem  entsprechenden 
Ereistheilpunkte  3  die  Senkrechte  3v,  dann  ergiebt  sich,  weil  der 

Winkel  IU3v  ^0^3  —  6,  und  die  Tangente  3 III—  ^2  —  6  ist: 


7t 


e 


av  — 1/2  —  cosö,        yZZ7— 1/2  —  Ö  sinö, 

^         7t  ^  ^         7t  ' 


und  demnach  erhalten  wir: 


a  IZI  — 1/2  —  (cos  Ö  +  Ö  sin  ö)  =  —  {. 

Femer  fällen  wir  von  dem  entsprechenden  Theilpunkte  3f  des 
Viertelkreises  0^&  auf  SK^;)  die  Senkrechte  3^e\  dann  ist: 

5'e  — l/2-|-sinö  — 1^. 

Um  einen  Punkt  Zm  der  Curve  C  ZQ  construiren,  ziehen  wir 
hiemach  durch  einen  Punkt  ///  der  Elreisevolvente  eine  Senk- 
rechte auf  die  Abscissenaxe  8(—  je)  und  durch  den  entsprechenden 
Ereistheilpunkt  <?^  eine  Parallele  zu  derselben,  dann  ist  der  hier- 
durch erhaltene  Schnitt  Zm  ein  Punkt  der  Curve  £.  Der  weitere 
Verlauf  dieser  zur  Abscissenaxe  8(( —  ()  symmetrischen  Curve,  von 
der  als  Scheibendiagramm  nur  der  Bogen  ZnZ^zyi  in  Betracht 
kommt)  ist  nach  dieser  Construction  durch  die  Fortsetzung  der 
Ereisevolvente  leicht  zu  überschauen.    Die  Werthe  von  i^  liegen 

innerhalb  der  Grenzen  +  1/2  -^ ;  aber  die  Werthe  von  %  bewegen 
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sich  in  immer  grösser  werdenden  Schwingungen  nach  der  einen 
und  der  anderen  Seite  vom  Coordinatenanfang  9(  hin  uid  her.    Fttr 

6*^-^  resp.  90^  erreicht  sowohl  ^  als  ^  das  erste  Maximum,  und 

demnach  sind  Zvi^  »vi  Bttckkehrpunkte  der  Curye  ^. 

Die  Tangenten  der  Curve  ^  können  wir  leicht  durch  Diffe- 
rentiiren  der  Gleichungen  2)  erhalten.  Da  wir  aber  die  Kenntniss 
der  Differentialrechnung  bei  unseren  Darlegungen  principiell  nicht 
voraussetzen,  so  wollen  wir  die  Tangenten  vermittelst  Geschwin- 
digkeiten bestimmen.  Wir  nehmen  an ,  es  rotire  in  Fig.  4M  der 
Radius  9^  im  Sinne  des  eingezeichneten  Pfeiles  mit  der  Dreh- 
geschwindigkeit gleich  der  Einheit,  es  sei  also  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  3'  gleich  3'  % ;  dann  ist  die  Geschwin- 
digkeit v^j  mit  welcher  sich  der  senkrechte  Abstand  des  Punktes  3' 
von  der  Abscissenaxe  9[(—  () ,  d.  h.  die  Ordinate  ^  vergrössert, 
^gleich  dem  senkrechten  Abstände  3' a'  dieses  Punktes  von  8^',  also: 

t>^_8le  =  y2y  cosö. 

Die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  der  Punkt  III 
auf  der  Ereisevolvente  bewegt,  wird,  weil  die  Ereistangente  3111 
die  Normale  an  der  Ereisevolvente  ist,  durch  die  Strecke  1113 
dargestellt,  und  folglich  ist  die  lothrechte  Geschwindigkeit  t)^,  mit 
welcher  sich  die  Abscisse  %  vergrössert,  gleich  der  Senkrechten  3v^ 
die  von  3  auf  die  zur  Abscissenaxe  Parallele  Illa  gef&llt  ist,  also : 

D^  _  57—  3 III.  cos  ö  =  y2  —  ö  cos ö. 

Durch  Zusammensetzung  der  beiden  erhaltenen  rechtwinkelig 
auf  einander  stehenden  Geschwindigkeiten  t);,  t)^  ergiebt  sich  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  Zm  auf  der  Curve  C  und  die  Tan- 
gente an  derselben.  Denn  bezeichnet  r  den  Winkel,  welchen  die 
Tangente  mit  S(( — ()  bildet,  so  ergiebt  sich: 

tan. --^--2^. 

Für  0  "»  0  ist  tan  T  o»  oo ;  demnach  schneidet  die  Curve  £  die 
Abscissenaxe  im  Punkte  Z^  rechtwinkelig.   Für  ö  —  y  resp.  90® 

ist  tan  T  — »  1,  femer  —  j  —  Ij  ^  —pr»  und  folglich  wird  diese 
Curve  im  Punkte  Zvi  von  der  Geraden  %Zvi  berührt. 
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Besonders  beachtenswerth  ist,  dass  sich  für  6  =  -^  resp.  45® 
die  Werthe: 

tan  T  —  2,       J?  —  UmZiii  =  y ,       j  =  «!///  =  _  e  (^  +  i.) 

ergeben;  denn  hiemach  erhalten  wir,  wenn  wir  am  Punkte  Zm 
die  Normale  MZm  der  Curve  C  ziehen,  die  Sabnormale: 

Demnach  ergiebt  sich  der  Abstand  MZ  eines  Punktes  Z  der 
Curve  ^  von  dem  Punkte  Jtf,  weil 

ist: 

MZ  =  ey\^  +  A  _  ]^  (oosÖ  +  Ö  sinÖ)T+y  sin^ö. 

Die  nach  dieser  Formel  ausgeftlhrte  Berechnung  der  Abstände  der 
Curvenpunkte  Z^,  Z/,  Z;/,  Z///,  Z/f,  Zk,  Z^/  von  if,  denen  die 
^.,     ^.1  2  3  4  5  6 


wenne  e;  =  u,  ^^  ">  jj 
eben,  ergiebt: 

Ö  —    0, 

W^To    =«.1,11815172, 

e  —  15», 

^;^/    —  «  .  1,11806842, 

Ö  =  30", 

AfZ;,   =-  e  .  1,11798671, 

6  -=  45», 

TJfZ/H  =  e  .  1,11803397, 

ö  —  60", 

MZir  —  e.  1,11767270, 

e  —  75", 

MZr   —  e  .  1,11603354, 

6  —  90», 

MZvi  =  e  .  1,11430277. 

Gonstruiren  wir  nun  für  0  »»  45®  den  Abstand  MZm^  indem 

wir  if  X//7  —  e,   UmZm  —  -^  machen ,  und  beschreiben  wir  um 

M  mit  demselben  als  Radius  einen  Kreisbogen,  so  stimmt  dieser 
Kreisbogen,  wie  aus  obiger  Werthberechnung  hervorgeht,  bewun- 
derungswtlrdig  genau  von  dem  Punkte  Zm  bis  zu  dem  symme- 
trischen Punkte  »///  mit  der  Curve  t  ttberein.  Wenn  wir  beispiels- 
weise eine  Zeichnung  in  dem  ungewöhnlich  grossen  Maassstabe 
c  =  1000°*°  ausführen,  dann  beträgt  die  Abweichung,  welche  in 
den  Punkten  Z„,  Zu  auftritt,  resp.  +  0,117™,  —  0,047°^"»,  also 
höchstens  rund  ein  Zehntel  Millimeter.  Selbst  bei  den  Punkten 
Z/Vy  »IV  beträgt  die  Abweichung  in  diesem  grossen  Maassstabe 
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erst  —  0,361»".  In  der  Praxis  ist  höchstens  der  Winkel  ö  —  45"; 
denn  für  diesen  Fall  wird  die  kleinere  Scheibe  gegen  die  grössere 
Scheibe  schon  yerhältnissmässig  sehr  klein,  and  fUr  d «»  60^  wird 
die  kleinere  Scheibe  so  klein,  dass  sie  kaam  noch  ausführbar  ist. 
Demnach  kann  das  Scheibendiagramm  dnrch  jenen 
sehr  leicht  zn  bestimmenden  Kreisbogen  mit  ansser- 
ordentlicher  Genauigkeit  ersetzt  werden. 

Um  die  Badien  r,  q  als  rechtwinkelige  Coordinaten  aus  die- 
sem Scheibendiagramm  zu  erhalten,  mfLssen  wir  gemäss  den  Glei- 
chungen 1),  in  denen 

/  / 

gesetzt  ist,  das  Scheibendiagramm  C  in  Fig.  443  auf  die  neuen 
Coordinatenaxen  ^(+r),  i4(+?)  beziehen,  welche  in  den  Ab- 
ständen 81  Va^ÄXa  —  —  l\7t  resp.  den  Coordinatenaxen  3[( —  x\ 
8l( —  7/)  parallel,  aber  entgegen  gerichtet  sind.  Hiernach  sind  fttr 
einen  Punkt  7j  des  Scheibendiagramms  die  neuen  Coordinaten, 
deren  Anfangspunkt  A  auf  der  Symmetralgeraden  M.Z^  desselben 
liegt,  weil  x^  y  negative  Werthe  haben, 

wenn  i2,  P  die  Fusspunkte  der  von  Z  auf  die  Coordinatenaxen 
A(-i-r),  A(+q)  gefällten  Lothe  ZR,  ZP  bezeichnen.  Diese  Co- 
ordinaten können  wir  auch,  weil  die  Scheiben  zu  einander  in 
gegenseitig  gleicher  Beziehung  stehen,  vertauschen. 

Soll  nun  für  jene  gegebene  Riemenlänge  zu  einem  gegebenen 
Radius  der  einen  Scheibe  der  entsprechende  Radius  der  anderen 
bestimmt  werden,  und  ist  z.  B.  der  Radius  q'^AP  gegeben,  so  ist 
die  zu  A{+  r)  parallel  bis  an  das  Diagramm  gezogene  Strecke  PZ 
gleich  dem  gesuchten  entsprechenden  Radius  r.  In  der  Regel  ist 
aber  die  halbe  Riemenlänge  /  resp.  die  Grösse  / :  tt  nicht  im  Voraus 
bekannt,  sondern  es  sind  andere  Bedingungen  gegeben,,  welche 
die  Coordinatenaxen  bestimmen,  und  dann  kann  diese  Grösse  aus 
dem  Scheibendiagramm  selbst  entnommen  werden. 

Ziehen  wir  in  Fig.  448  durch  A  die  Gerade  An  senkrecht 
auf  die  Symmetralgerade  J^Z^^  und  bezeichnen  wir  mit  iV,  S  die 
Schnittpunkte,  welche  diese  beiden  Geraden  mit  einer  Ordinate 
HZ  bilden,  so  ist,  weil  A{'-\-r)  den  rechten  Winkel  SAN  halbirt: 

NR  — RS  ^  AR  ^r, 
und 

NZ  —  r  +  Q. 

Bar]n«Bt«r,  Kinematik  L  26 
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Diese  Radiensamme,  welche  stets  kleiner  als  der  Axeaabstand  e 
sein  mnss,  erreicht  ihr  Maximum,  wenn  der  zur  Verwendnng  kom- 
mende Punkt  Z  des  Diagramms  im  Scheitel  Z^  desselben  liegt, 
und  in  diesem  Falle  ist  r^m^q.  Wir  ersehen  ans  dem  Soheiben- 
diagramm,  dass  fttr  die  Punkte,  welche  sich  beiderseits  in  der 
Nähe  des  Scheitels  Z^  desselben  befinden,  die  Badiensumme  an- 
genähert constant  ist  Demnach  sind  für  kleine  Werthe  von  0, 
etwa  bis  zu  +  15^,  die  Beziehungen  bei  nicht  gekreuzten  und  bei 
gekreuzten  Kiemen  angenähert  dieselben.  In  der  Praxis  werden 
daher  unter  dieser  Bedingung  die  Konen  mit  nicht  gekreuztem 
Kiemen  ebenso  wie  die  Konen  mit  gekreuztem  Kiemen  construirt  0 
Infolge  der  elastischen  Dehnung  und  Zusammenziehung  des  Kie- 
mens  kann  auch  dann  noch,  wenn  6  jene  Grepzen  überschreitet^ 
ein  nicht  gekreuzter  Kiemen  bei  Konen  mit  constanter  Kadien- 
summe  angewendet  werden.  Bei  den  in  Fig.  441  und  442  für 
gekreuzten  Kiemen  gezeichneten  Konen  kann  auch  unbeschadet 
der  Uebertragung  der  Bewegung  ein  nicht  gekreuzter  oder  offener 
Riemen  genommen  werden.^) 

In  Fig.  445  soll  die  Construction  zweier  Konen  mit  nicht  ge- 
kreuztem Riemen  vermittelst  des  Scheibendiagramms  unter  der  Be- 
dingung ausgeführt  werden,  dass  die  Drehgeschwindigkeit  o/  des 
Konus  FF'  sich  der  Kiemenverschiebung  proportional  verändert, 
während  der  Konus  4><I>'  mit  der  gegebenen  constanten  Dreh- 
geschwindigkeit coe  rotirt.  Das  geradlinige  Diagramm  V^Vn  der 
veränderlichen  Drehgeschwindigkeit  oi,  bezogen  auf  die  Konusaxe 
FF'  als  Zeitaxe,  sei  durch  die  Drehgeschwindigkeiten  ^^V^^^  o^j 
mnVn^^  (»n  dcs  Kouus  FF'^  die  den  Riemenlagen  in  ^otn^^  finff^ 
entsprechen,  gegeben,  femer  sei  der  Axenabstand  4>Fase  der 
Konen  und  der  eine  Endradius  ^o^  '^  9o  des  Konus  ^4>'  gegeben. 
Demnach  ist  der  entsprechende  Endradius  m^k^  »^  r^  des  Konus 
FF'  durch  die  Proportion: 

Ü2.  _  i!?£ 

bestimmt 

Wir  machen  nun  auf  der  Symmetralgeraden  Ms  des  zu  zeich- 
nenden Scheibendiagramms  C  die  Strecke  if  X»se,  auf  derselben  die 
Senkrechte  2i^^^\e  und  beschreiben  um  M  mit  dem  Radius  ii^ 
den  Kreisbogen  Ct  der  das  Scheibendiagranim  bildet    Da  uns  die 

*)  Schmidt,  Lehrbuch  der  Spinnereimechanik,  1857.  S.  303. 
')  Redtenbacher,  Bewegungsmechanismen.  1857.  8.8,  und  dessen 
Maschinenbau,  1862.  B.  I.  S.  349. 
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beiden  Endradien  Qo^  r^  bekannt  sind,  so  wird  hierdurch  die  Ab- 
scissenaxe  A(+r)  bestimmt.  Wir  ziehen  durch  einen  beliebigen 
Punkt  m  der  Geraden  Ms  gegen  diese  unter  dem  Winkel  von  45^ 
die  Gerade  ma,  machen  auf  derselben  die  Strecke  ma  a°  m^k^  *»  r^ 
und  entgegen  gerichtet  die  Strecke  aa  — jUpS^a-^o;  ziehen  hierauf 
zu  Ms  die  Parallelen  aZ\  a/2®,  von  denen  die  erste  das  Scheiben- 
diagramm in  einem  Punkte  Z^  schneidet  und  die  zweite  die  durch 
Z^  zu  aa  parallel  gelegte  Gerade  Z^IP  in  einem  Punkte  R*  trifft; 
dann  ist  die  durch  R^  senkrecht  auf  m  a  gezogene  Gerade  A{+  r) 
die  Abscissenaxe  und  ihr  Schnitt  A  mit  der  Geraden  Ms  der  Co- 
ordinatenanfang.  Wir  stellen  senkrecht  auf  il(+r)  die  Gerade  GQ^ 
welche  Ms  in  Q  trifft,  so  dass  die  Strecke  GQ  ^=^  Ue  ist,  und 
nehmen  zur  Vereinfachung  der  weiteren  Construction  die  Verlänge- 
rung der  Abscissenaxe  Ai-^-r)  als  Axe  dies  Konus  FF'. 

Ziehen  wir  nun,  um  die  Meridiancurven-AroA^A*«  und  x^x^x«  der 
Konen  FF*^  4><I>'  zu  construiren,  durch  einen  Punkt  V^  des  Dia- 
gramms der  Drehgeschwindigkeit  vDZfx  AF  eine  Parallele,  die  6^  Q 
in  Q4  trifft,  femer  die  Gerade  Q^A  und  durch  ihren  mit  dem 
Soheibendiagramm  gebildeten  Schnittpunkt  Z,  auf  ^(-f-r)  die 
Senkrechte  Z^R^y  welche  Ms  in  S^  schneidet,  und  dann  zu  AF 
die  Parallele  S^k^^  so  ist  R^S^  gleich  dem  betreffenden  Radius 
m^k^  des  Konus  FF'  und  iZ^Z^  gleich  dem  entsprechenden  Radius 
/i^x^  des  anderen  Konus  4>4>';  denn  infolge  dieser  Construction  ist: 

m,k,  _  R,S,  _    GQ_  _  Wc 

|/,X4  Ä4Z4  ÖQ4  ^ 

In  gleicher  Weise  werden  allgemein,  wenn  statt  der  Geraden 
V^Vn  ein  beliebiges  Diagramm  der  veränderlichen  Drehgeschwin- 
digkeit w  gegeben  ist,  die  zugehörigen  Meridiancurven  construirt; 
und  umgekehrt  erhalten  wir,  wenn  die  eine  Heridiancurve  gegeben 
ist,  vermittelst  des  Scheibendiagramms  die  entsprechende  Heri- 
diancurve  und  das  zugehörige  Diagramm  der  veränderlichen  Dreh- 
geschwindigkeit 

Von  dem  Kreisbogen  C  kommt  bei  unserer  Construction  nur 
das  kleine  Stttck  zur  Geltung,  welches  von  der  auf  der  Symmetral- 
geraden  Ms  senkrechten  Tangente  sehr  wenig  abweicht  Nimmt 
man  nun  statt  dieses  Kreisbogenstttckes  diese  Tangente  als  Schei- 
bendiagrammi  so  ist  die  Summe  der  entsprechenden  Konenradien 
constant  und  die  Beziehungen  sind  dieselben  wie  bei  Konen  mit 
gekreuztem  Riemen.  Es  wird  also  durch  dan  einfiache  Scheiben- 
diagramm ^  besonders  der  geringe  Unterschied  veranschaulicht, 

26* 
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welcher  in  der  Gestaltung  der  Meridiancarven  bei  Konen  mit  nicht 
gekreuztem  und  mit  gekreuztem  Riemen  auftritt,  wenn  die  Winkel- 
werthe  von  6  zwischen  engen  Grenzen  liegen.  In  solchen  Fällen 
wird  den  Anforderungen  der  Praxis  meistens  genügt,  wenn  man, 
wie  schon  erwähnt,  die  einfachere,  bei  Konen  mit  gekreuztem  Rie- 
men ausgeführte  Gonstruction  auch  bei  Konen  mit  nicht  gekreuztem 
Riemen  anwendet  Wir  haben  bei  unseren  Constructionen  nur  die 
Riemenmittellinie  in  Betracht  gezogen;  aber  in  Hinsicht  auf  die 
Riemendicke,  die  oft  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden  darf, 
müssen  wir,  um  dem  Resultat  der  Gonstruction  grössere  Genauig- 
keit zu  verleihen,  anstatt  der  erhaltenen  Meridiancur?e,  ihre  der 
Konenaxe  zugewendete  Aequidistante  zur  Erzeugung  des  Konus 
benutzen,  die  durch  den  Abstand  gleich  der  halben  Riemendicke 
bestimmt  ist.  « 

Vermittelst  eines  Mechanismus  wird  bei  gleichförmiger  Dreh- 
ung des  einen  Konus  die  gleichförmige  Verschiebung  des  Riemens 
bewirkt;  und  somit  kann  auf  diese  Weise  durch  eine  entspre- 
chende Gestaltung  der  Konen  eine  beliebig  vorgeschriebene,  ge- 
setzmässig  veränderliche  Drehgeschwindigkeit  des  anderen  Konus 
hervorgebracht  werden,  wie  es  z.  B.  bei  Spinnmaschinen,  Oentri- 
fugen  und  anderen  Maschinen  gefordert  wird.O  Oft:  aber  werden 
die  Konen  mit  Treibriemen  auch  dazu  verwendet,  um  bei  Maschinen 
durch  beliebige  freie  seitliche  Verschiebungen  und  festgestellte 
Leitung  des  Riemens  verschiedene  gleichförmige  Bewegungen  zu 
erhalten.^) 

Drehen  wir  das  Scheibendiagramm  in  Fig.  443  um  die  Ab- 
scissenaxe  ^(-h  r),  dann  sind  die  beiden  Konen,  welche  durch  die 
Symmetralgerade  A  Z^  und  den  Kreisbogen  C  erzeugt  werden,  ent- 
sprechende Konen.  Der  durch  die  Gerade  AZ^  erzeugte  Konus 
ist  ein  nicht  genügend  spitzer  Kegel,  weil  dessen  Mantellinien  mit 
der  Kegelaxe  ^(+'*)  den  Winkel  von  45^  bilden;  und  auch  der 
andere  durch  den  Kreisbogen  beschriebene  Konus  ist  sehr  stumpf. 


>)  Th.  R.  Williams,  Spedfication  No.  5412.  19.  Sept.  1826,  hat  die 
Konen  zuerst  angewendet.  Auch  im  London  Journal  of  arts  and  sciences. 
1827.  p.  65  und  Polyteckn.  Journal,  1828.  B.  27.  S.  99.  Vergl.  femer  Ver- 
dam,  JVerkzeugsmssenschafU  1835.  2.  Th.  2.  Abth.  S.  258.  Prechtl,  Tech- 
nologische  Encyclopädie.  Supplement.  1857.  B.  L  S.  188.  Grothe,  Techno- 
logie der  Gespinnstfaser.  18S2.  B.  II.  S.  628. 

^)  Lanz  und  B6tancourt,  Versuch  über  die  Zusammensetzung  der 
Maschinen,  deutsch  von  Kreyher.  1829.  8.88.  Rtthlmann,  Allgemeine 
Maschinenlehre,   1865.  B.  U.  8.380.    Engeneering,  1867.  8.489. 
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Diese  Konen  sind  daher  fttr  einen  nmgelegten  Riemen  wegen  des 
schrägen  Anlegens  desselben  nicht  geeignet.  Nur  flir  eine  Schnnr, 
die  in  entsprechenden  auf  diesen  Konen  befindlichen  Rillen  läuft, 
können  diese  Konen  zar  Hervorbringnng  verschiedener  gleich- 
förmiger Bewegungen  verwendet  werden,  wenn  die  Schnur  succes- 
sive  in  verschiedene  entsprechende  Rillen  verlegt  wird.  Denken 
wir  uns  aber  die  Abscissen  auf  der  Abscissenaxe  ^(+  r)  propor- 
tional vergrösserty  ohne  die  zugehörigen  Ordinaten  der  Geraden 
AZq  und  des  Kreisbogens  C  ^^  verändern,  dann  entspricht  der 
Geraden  AZ^  eine  Gerade,  die  mit  A{+r)  einen  Winkel  bildet, 
der  gemäss  dieser  Vergrösserung  beliebig  kleiner  gemacht  werden 
kann;  und  dem  Kreisbogen  ^  entspricht  ein  flacheres  Ellipsen- 
sttick.  Demnach  wird  jetzt  durch  die  Drehung  um  die  Abscissen- 
axe ^(-h  r)  durch  die  betreffende  Gerade  ein  Konus  in  Form  eines 
spitzeren  Kegels  und  durch  das  Ellipsenstück  ein  Konus  in  ge- 
streckterer Gestalt  erhalten,  so  dass  beide  für  Riementrieb  ver- 
wendet werden  können. 

Um  eine  veränderliche  Drehgeschwindigkeit  durch  gleich- 
förmige Rotation  zu  erzeugen,  hat  man  auch  Rollen  angewendet, 
deren  Radius  durch  einen  entsprechenden  Mechanismus  verändert 
wird.  Diese  veränderlichen  Rollen,  welche  Expansionsrollen 
heissen,  sind  in  verschiedener  Art  ausgefahrt  worden.  ^  So  wird 
z.  B.  durch  zwei  aus  Zinken  gebildete  Kegel,  die  mit  ihren  nach 
den  Kegelspitzen  gerichteten  Zinken  gabelig  in  einander  greifen, 
und  längs  ihrer  gemeinsamen  Axe  verschiebbar  sind,  der  Radius 
der  hierdurch  gebildeten  Rollenkerbe  verändert.  Die  in  diese 
Rollenkerbe  gelegte  Treibschnur  muss  dann  entweder  durch  eine 
Spannrolle  oder  durch  eine  entsprechende  Verlegung  der  gemein- 
samen Kegelaxe  straff  gehalten  werden.^) 

175.  Constniction  der  Stufenscheiben  vermittelst  des  Scheiben- 
diagramms. Obwohl  vermittelst  der  Konen  mit  Riementrieb  durch 
beliebige  Feststellungen  des  Riemenleiters  allmählich  und  stufen- 
weis veränderte,  gleichförmige  Bewegungen  innerhalb  bestimmter 
Grenzen  hervorgebracht  werden  können,  so  ist  doch  ihre  Anwend- 


*)  Rees,  Cyclqpaedia.  Vol.  XIV.  Art.  „Expanding  rigger",  Earmarsch, 
Lehren  der  Technologie,  B.  I.  Mechanik.  1825.  S.  139;  femer  Redtenbacher, 
Bewegungsmechanismen.  1853.  S.  7. 

')  Diese  fizpansionsrolle,  welche  schon  vonFarey  aasgeführt  wurde,  wie 
von  Rees  a.a.O.  erw&hnt  wird,  hat  J.  Gomhe  mit  einem  anderen  Mechanis- 
mas  versehen  bei  einer  Vorspinnmaschine  angewendet.  Vergl.  Kick,  Spinnerei- 
Mechanik,  1S68.  S.  32. 
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barkeit  beschränkt^  weil  die  Konen  wegen  ihrer  verhältnissmässig 

grossen  Länge  nebst  dem  nothwendigen  Biemenleiter  oft  in  den 

betreffenden  Mechanismns  nicht  einfttgbar  sind  nnd  weil  anch  das 

schräge  Anlegen  des  Riemens  an  dieselben  bei   Uebertragong 

grosser  Kräfte  nicht  genügende  Sicherheit  des  (langes  bietet   In  9 

vielen  Fällen  verlangt  man  nnr  bestimmte  Abstnfnngen  in  der 

Uebertragnng  der  gleichförmigen  Bewegung,  und  zn  diesem  Zwecke 

werden  mehrere  Scheiben  von  verschiedenen  Radien  einstttckig 

hergestellt,  welche  Stnfenscheiben  oder  anch  Stnfenkonnsse 

heissen. 

Bei  der  Herstellnng  der  Stnfenscheiben  sind  gewöhnlich  die 
verschiedenen  Umlanfiszahlen  cnj ,  eo ^ . .  cci»  der  getriebenen  Stufen- 
Scheibe  bekannt,  die  einer  angenommenen  Umlaufszahl  cu<.  der 
treibenden  Stnfenscheibe  entsprechen;  und  ferner  ist  der  Axen- 
abstand  «,  sowie  ein  Scheibenradius  gegeben.  Ist  z.  B.  in  Fig.  446 
der  grösste  Badius  Qi  der  treibenden  Stufenscheibe  4>x  gegeben,  so 
wird  der  entsprechende  Badius  r^  der  getriebenen  Stufenscheibe  Fk 
durch  die  Proportion : 


bestimmt,  und  wir  können  dann  in  gleicher  Weise  wie  bei  den 
Konen  vermittelst  des  Scheibendiagramms  leicht  die  Stufenscheiben 
ftir  nicht  gekreuzten  oder  offenen  Biemen  construiren.  Zu  diesem 
Zwecke  zeichnen  wir  das  Scheibendiagramm,  indem  wir  auf  einer 
gegen  die  Axenrichtung  der  Stufenscheiben  unter  45^  geneigten  Ge- 
raden MA  die  Strecke  ifX  "»  e,  femer  auf  derselben  die  Senk- 
rechte 363  °^  i^  machen  und  um  M  mit  dem  Badius  M^  den 
Kreisbogen  ^  beschreiben,  der  das  betreffende  Scheibendiagramm 
darstellt.  Behufs  der  Bestimmung  der  Abscissenaxe  A(+r)  des 
Scheibendiagramms  ziehen  wir  durch  einen  Punkt  m  der  Geraden 
MA  senkrecht  zur  Axenrichtung  der  Stufenscheiben  eine  Gerade 
ma,  machen  auf  derselben  die  Strecke  ma  =  r,  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  die  Strecke  00»=^^,  ziehen  durch  die  Punkte 
a,  a  zu  MA  die  Parallelen  aZ^,  aR^^  von  denen  die  erste  auf  ^ 
den  Punkt  Z^ ,  und  die  zweite  auf  der  zu  m  a  Parallelen  Z^  S^  den 
Punkt  Ri  der  auf  m  a  senkrechten  Abscissenaxe  A{+  r)  bestimmt. 
Auf  dieser  Abscissenaxe  errichten  wir  in  einem  beliebigen  Punkte 
G  die  Senkrechte  GQ,  die  MA  im  Punkte  Q  schneidet,  und  be- 
stimmen auf  derselben  die  Punkte  Q^j  Q3  •  -  Qn,  so  dass 

GQ    _  joe^         GQ   _  ^  GQ    ^  ii)c_ 

GQ^         w,  '       GQj         Wj'  GQn  ~  w« 
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ist.  Darauf  ziehen  wir  von  den  Punkten  G^^G^. .  Gn  Gerade  nach 
A^  welche  den  Kreisbogen  ^  resp.  in  den  Punkten  Z^,  Z3  .  .  Z« 
treffen,  lind  von  diesen  auf  ^(+r)  die  Senkrechten  Z^R^^  Z.^Rz'  - 
2^Rny  welche  mit  der  Symmetralgeraden  MA  besiehlich  die 
Schnittpunkte  S^y  S^. .  Sn  bilden.  Dann  sind,  wenn  wir  die  ge- 
gebenen Werthe  r,,  q^  mit  aufschreiben,  die  Radien  der  Stufen- 
scheiben : 

r^  s«  -RjS,,         Tj  «■  ÄjS,,         Tj  «B  Ä3S3   .   .    .   r«  s-=  ßnSnf 
Qi  ^=^  R^Z^y        ^2  ™  ^i^i)        Qi  *=*  -'^a^a   •    •   •   ^«  *^  RnZn. 

Behufs  der  Zeichnung  der  Stufenscheiben  können  wir  ihre  Axen 
in  die  Gerade  A(+  r)  legen,  und  demnach  brauchen  wir  nur  durch 
die  erhaltenen  Punkte  Parallele  zn  A{+r)  zu  ziehen.  Bei  den  in 
Fig.  446  gezeichneten  Stufenscheibeü  sind  für  die  Verhältnisse  der 
Drehgeschwindigkeiten  die  folgenden  Werthe  genommen: 


(Oc             1 
(0^             4 

(Oe            2 

cuj         4 

0}e 
ö>8 

3 

(Oc         4 
W4         4 

Oc 

^6 

4 
2' 

(Oc 
(O, 

4 

1 

In  diesem  Falle  sind  die  beiden  Radien  r^,  q^  der  mittleren 
Scheiben  gleich,  und  die  entsprechenden  Radien  r^r^r^^  QiQidsj 
so  wie  die  entsprechenden  Radien  ^7^«  ^5»  ^7^o'*5  stehen  in  der- 
selben Beziehung.  Daher  sind  auch  die  Strecken  iZ^Z^,  iZ^Z,,  R^Z^ 
resp.  gleich  den  Radien  r,,  r^,  r^.  Bei  einer  derartigen  Werth- 
reihe  entsprechen  sich  demnach  congruente  Stufenscheiben,  die 
also  nach  demselben  Modell  gegossen  werden  können.  Denken 
wir  uns  etwa  in  jeder  Scheibe  die  mittlere  Stufe  oder  die  drei 
mittleren  Stufen  u.  s.  w.  weg  und  die  übrigen  an  einander  gereiht, 
so  bleibt  die  Gongruenz  bestehen. 

Werden  die  Radien  ^1,  ^1,  ^s  .  .  resp.  22i5i,  12,  Sj,  Ä3S3  .  . 
so  gewählt,  dass  sie  sich  um  gleiche  Strecken  vergrössem,  dass 
also  die  Stufen  der  Scheibe  Fk  gleiche  Höhe  haben ;  dann  nehmen 
jedoch  die  entsprechenden  Radien  ^1,  q^,  q^  .  .  resp.  R^Z^,  ^Z,, 
^aZ, . .,  weil  die  Punkte  Z^,  Z,,  Z, . .  auf  einem  Kreisbogen  ^ 
liegen,  nicht  um  gleiche  Strecken  ab;  und  es  sind  demnach  die 
entsprechenden  Stufen  der  anderen  Scheibe  4>  x  nicht  gleich.  Nur 
in  dem  Falle,  wenn  das  in  Betracht  kommende  Elreisbogenstück 
klein  ist  und  als  geradlinig  angesehen  werden  kann,  tritt  sehr 
angenähert  Gleichheit  der  Stufen  der  Scheibe  4>x  ein.  Durch  das 
gegebene  Scheibendiagramm,  das  sich  durch  seine  elegante  ein- 
fache Construction  und  leichte  Uebersichtlichkeit  auszeichnet,  ist 
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das  Gulmann'sche  ScheibeodiagrammOy  welches  eine  umständ- 
liche Gonstruction  erfordert,  veraltet;  und  die  umständlichen  Rech- 
nnngen,  welche  BartP)  anf  nur  zwischen  engen  Orenzet  erlaubte 
Vernachlässigungen  gestützt  und  ausgeführt  hat,  erhalten  hier- 
durch ihre  geometrische  Interpretation.  Auch  die  weitläufige  An- 
näherungsformel, welche  Weisbach^)  fUr  die  Berechnung  der 
Stufenscheiben  aufgestellt  hat,  verliert  durch  das  kreisförmige 
Diagramm  t  ihren  Werth.  Wenn  man  aber  doch  eine  Formel  fQr 
diese  Berechnung  als  wttnschenswerth  erachtet,  so  kann  man  eine 
einfachere  Formel  leicht  aus  dem  Diagramm  t  in  Fig.  446  ab* 
leiten,  in  welchem  die  entsprechenden  Radien  als  Abscissen  und 
Ordinaten  des  Kreisbogens  t  auftreten. 

176.  Schnecken  mit  Bandtrieb.  Wenn  eine  Rolle  mit  einer 
auf  ihr  konisch  verlaufenden  spiralförmigen  Rinne  versehen  wird, 
in  welche  die  Windungen  eines  Bandes  behufs  Uebertragung  einer 
Bewegung  gelegt  werden,  so  erhalten  wir  eine  Schnecke.  In 
Fig.  447  windet  sich  eine  Kette  auf  den  treibenden  rotirenden 
Gylinder  4>4>'  und  wickelt  sich  von  dem  mit  einer  Schnecke  ver- 
sehenen getriebenen  Konus  FF'  ab.  Die  Schneckenlinie,  welche 
von  der  Mittellinie  der  Kette  gebildet  wird,  liegt  in  dem  darge- 
stellten Falle  auf  einem  Rotationskegel  und  ihre  Steigung  ist  dem 
Windungswinkel  proportional  genommen.  Dem  zufolge  ist  die  senk- 
rechte Projection  dieser  Schneckenlinie  auf  eine  zur  Kegelaxe  FF^ 
normale  Ebene  eine  Archimedische  Spirale.  Die  Bewegung  dieses 
Mechanismus,  der  ehemals  bei  den  Taschenuhren  angewendet 
wurde  ^),  jetzt  aber  nur  noch  bei  Chronometern  im  Gebrauch  ist^ 
wird  durch  eine  in  dem  Cylinder  4>4>'  befindliche  Spiralfeder  be- 
wirkt. Zu  diesem  Zwecke  verwendet,  hat  der  Gylinder  als  Feder- 
haus so  wie  der  abgestumpfte  Kegel  meist  nur  eine  kleine  Höhe. 
Demnach  ist  auch  die  gesamte  Steighöhe  der  Schneckenlinie  gegen 
ihre  Länge  verhältnissmässig  klein,  so  dass  sie  vernachlässigt 
werden  kann;  und  ist  ferner  auch  der  Winkel,  den  die  Kegel- 

*)  Moll  undReuleaux,  Canstructionslehre  für  den  Maschinenbau.  1854. 
B.  I.  S.  610  und  616;  aucb  Benleaux,  Konstrukteur,  1685.  4.  Aufl.  S.  766. 

^)  Bartl,  „Berechnung  der  Riemen-Stufenscheiben'*.  Civilingenieur.  1880. 
B.  26.  S.  3. 

^)  Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen- 
Mechanik,  1876.  3.  Th.  1.  Abth.  S.  315. 

*)  G.  Schott,  Technica  curiosa.  1664.  p.  641.  De  La  Hire,  Traite  de 
me'canique,  Me'moires  de  VAcade'mie.  1730.  T.  9.  p.  156.  J.  H.  M.  Poppe» 
Ausführliche  Geschichte  der  theoretisch' praktischen  Uhrmacher kunst.  1801. 
S.  269. 


Einfache  Mechanismen  mit  Bandtrieb.  409 

maBtellinien  mit  der  Kegelaxe  bilden,  klein,  dann  besteht  jene 
Archimedische  Spirale  ans  eng  an  einander  laufenden  Windungen. 
Bezeichnen  wir  nun  mit  co^,  cu,.  die  Drehgeschwindigkeiten 
des  Gylinders  und  der  Schnecke,  mit  q  den  Radius  des  Cylinders 
und  mit  r  den  Radius  des  entsprechenden  Kreises  auf  dem  Kegel, 
so  gilt  gemäss  der  angenommenen  Bedingungen  sehr  angenähert 
die  Beziehung: 

Hl      — 

w,  ~  q' 

Soll  die  Drehgeschwindigkeit  ov  der  Schnecke  constant  sein, 
so  muss,  wenn  die  Kette  sich  von  dem  dünnen  nach  dem  dicken 
Schneckentheil  abwickelt,  die  Drehgeschwindigkeit  to^  des  Feder- 
hauses proportional  dem  Radius  r  zunehmen.  Ist  aber  umgekehrt 
das  Gesetz  der  Veränderung  der  Drehgeschwindigkeit  cj^  gegeben, 
dann  entspricht  diesem  Gesetze  eine  bestimmte  Meridiancurve  des 
Schneckenkonus. 

Die  Schnecke  wurde  bei  Spinnmaschinen  behufs  Hervor- 
bringung einer  geforderten  veränderlichen  Geschwindigkeit  des 
spindelntragenden  Wagens  zuerst  von  Gueroult^  und  verbessert 
von  Weber^)  angewendet.  Eine  solche  Vorrichtung  ist  durch 
Fig.  448  im  Grundriss  und  Aufriss  schematisch  dargestellt.^)  Die 
Schnecke  dreht  sich  um  eine  feste  Axe  F^F[.  Ein  Seil  a^a\  ist 
mit  einem  Ende  in  t,  mit  dem  anderen  in  V  an  der  Schnecken- 
welle befestigt  und  auf  die  Schnecke  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen derart  aufgewickelt,  dass  beide  Seiltheile  er, ,  o\  die  Schnecke 
an  derselben  Stelle  verlassen.  Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  das  Seil 
im  Grundriss  nach  beiden  Richtungen  durch  Kraftschluss,  etwa 
durch  einen  elastischen  Bogen,  gespannt,  so  wird  bei  einer  Drehung 
der  Schnecke  von  dem  einen  Seiltheil  sich  eben  so  viel  aufwinden, 
als  sich  von  dem  anderen  abwickelt.  Denken  wir  uns  die  gerad- 
linigen Seiltheile  durch  eine  Zahnstange  ersetzt  und  die  Schnecke 
mit  Zähnen  versehen,  in  welche  die  Zahnstange  durch  Kraftschluss 
gehalten  eingreift,  dann  entsteht  ein  aus  starren  Gliedern  gebil- 
deter einfacher  Mechanismus,  der  dieselbe  Bewegung  hervorbringt. 

Das  in  Fig.  448  geschlosBene  Seil  ist  um  zwei  gleiche  Ftth- 
rungsrollen  ^q)^  ^ q>^  gespannt,   die  sich  resp.  um  die  festen 

*)  Descriptions  des  Machines.  1823.  T.  V.  p.  117.  Gueroult,  Brevet  Yom 
27.  October  1809. 

*}  Daselbst,  p.  230.    Weber,  Brevet  vom  18.  Juni  1810. 

')  Vergl.  Stamm,  Theoretische  und  praktische  Studien  über  den  Selfactor, 
deutsch  von  E.  Hart  ig,  1862.  S.  83. 
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parallelen  Axen  4> ,  4>'  drehen.  Dem  zofolge  ist  dieser  Mechanis- 
mus, der  sich  in  seiner  Wirkungsweise  wie  ein  einfacher  Mecha- 
nismus verhält,  ein  zusammengesetzter.  Betrachten  wir  aber  nur 
die  eine  Rolle  ^q>  m  diesem  Mechanismus  gehörend  und  die 
andere  4>'^'  als  Ersatz  fttr  einen  Eraflschluss,  dann  kann  der- 
selbe auch  als  ein  einfacher  Mechanismus  bezeichnet  werden. 

Die  Schnecke  ist  in  Fig.  448  beispielsweise  aus  zwei  symme- 
trischen Theilen  s^  ^  gebildet  Der  eine  Theil  s  läuft  von  a  aus 
in  einer  Windung  bis  /;  hieran  schliesst  sich  eine  auf  einer  co- 
axialen  Cylinderfläche  befindliche  schraubenförmige  Windung  ti, 
die  bis  zu  /'  führt,  und  von  hier  an  setzt  sich  der  andere  Theil  s' 
in  einer  Windung  bis  a  fort  Bei  gleichförmiger  Drehung  der  trei- 
benden Schnecke  im  Sinne  des  Pfeiles  wird,  so  lange  der  Tan- 
gentialpunkt  D  der  beiden  Seiltheile  a,  a'  sich  auf  dem  Schnecken- 
theile  s  befindet,  die  Geschwindigkeit  des  Seiles  resp.  eines  Punktes 
A  desselben  allmählich  zunehmen  und  während  einer  Umdrehung 
der  Schneckenwelle  ihr  Maximum  erreichen.  Hierauf  gelangt  der 
Tangentialpunkt  in  die  cylindrisch  schraubenförmige  Rinne,  und 
jetzt  bleibt  die  Qeschwindigkeit  während  einer  Wellenumdrehung 
constant;  dann  tritt  der  Tangentialpunkt  auf  den  anderen  Schnecken- 
theil  ^,  und  die  Geschwindigkeit  nimmt  allmählich  wieder  ab  bis 
die  Welle  die  dritte  Umdrehung  vollendet  hat  In  dem  betrach- 
teten Falle  ist  demnach  mit  drei  Umdrehungen  der  Welle  eine 
Bewegungsperiode  beendet,  und  dieselbe  wiederholt  sich  im  um- 
gekehrten Sinne  bei  den  darauf  folgenden  drei  entgegengesetzt 
gerichteten  Umdrehungen.  An  einem  Punkte  A  des  Seiles  ist  der 
Spindelwagen  befestigt,  und  dieser  vollzieht  dann  dieselbe  Bewe- 
gung wie  das  Seil. 

Wir  haben  in  Fig.  448  als  Aufrissprojection  der  Mittellinie  des 
auf  die  Schnecke  gewundenen  Seiles  eine  Kreisevolvente  «,  ^  ge- 
nommen, für  welche  der  kleine  um  den  Punkt  F  beschriebene 
Kreis  k  der  Basiskreis  ist.  Diese  Kreisevolvente  hat  in  a  eine 
Spitze  oder  einen  RUckkehrpunkt  und  besteht  aus  den  beiden 
symmetrischen  Theilen  a^,  a#',  von  denen  jeder  eine  Windung 
bildet;  und  diese  beiden  Theile  gehen  in  den  Punkten  /,  /'  in 
eine  verbindende  Kreiswindung  u  über.  Der  ausgezogene  Theil 
as  der  Kreisevolvente  entspricht  dem  vorderen  Schneckentheil, 
der  punktirte  Theil  as'  dem  hinteren  Schneckentheil.  In  der 
Praxis  sind  meist  die  Rollen  4>  9),  4>'  qp'  so  weit  von  der  Schnecke 
entfernt,  dass  wir  die  geradlinigen  Seiltheile  a  o'  als  parallel  blei- 
bend ansehen  können;  und  demnach  lässt  sich  die  Geschwindig- 
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keit  des  Seiles  oder  eines  Punktes  A  desselben  leicht  bestimmen. 
Wir  nehmen  unbeschadet  der  Allgemeinheit  an,  dass  die  constante 
Drehgeschwindigkeit  der  Schnecke  gleich  der  Einheit  sei,  ziehen 
im  Berührungspunkte  2>,  den  die  Gerade  ao'  mit  der  Kreisevol- 
vente  s  bildet,  an  dieselbe  die  Normale  Dd,  welche  den  Basis- 
kreis k  im  Punkte  d  berührt  Dann  ist  die  Geschwindigkeit  des 
momentan  mit  D  coincidirenden  Punktes  der  rotirenden  Kreis* 
evolvente  gleich  dem  Fahrstrahle  FDy  und  die  Projection  Dd 
desselben  auf  die  ruhende  Ereistangente  Dd  ist  gleich  der  Ge- 
schwindigkeit, welche  dieser  bewegte  Punkt  senkrecht  gegen  Dd 
gerichtet  besitzt,  oder  mit  welcher  das  Seil  sich  bewegt.  Da  die 
Tangente  dD  gleich  dem  Kreisbogen  akd  ist,  so  folgt,  dass  diese 
Geschwindigkeit  sich  der  Zeit  proportional  verändert  Die  Ge- 
schwindigkeit eines  Seilpunktes  A  nimmt  während  der  ersten 
Wellenumdrehung,  also  so  lange  sich  der  Berührungspunkt  D  auf 
der  Kreisevolvente  s  befindet,  von  Null  an  der  Zeit  proportional 
zu,  bleibt  während  der  zweiten  Umdrehung  constant  und  nimmt 
während  der  dritten  proportional  der  Zeit  bis  zu  Null  ab.  Das 
zugehörige  Geschwindigkeitsdiagramm  des  Punktes  A  können  wir 
hiemach  leicht  in  bekannter  Weise  constrniren.  Die  Schnecke 
kann  sich  auch,  wie  es  oft  der  Fall  ist,  über  die  Punkte  <,  i' 
cjlindrisch  schraubenförmig  weiter  fortsetzen;  und  dieser  cylin- 
drischen  Auf-  und  Abwicklung  des  Seils  entspricht  dann  wieder 
eine  gleichförmige  Bewegung  desselben.  Da  alle  Kreisevolventen 
ähnlich  sind,  so  können  wir  auch  umgekehrt,  wenn  efh  derartiges 
Geschwindigkeitsdiagramm  vorgeschrieben  ist,  die  entsprechende 
Kreisevolvente  resp.  die  betreffende  Schnecke  leicht  constrniren; 
und  auch  das  zugehörige  Wegdiagramm  können  wir  ebenso,  wie 
auf  S.  358  und  in  Fig.  416  angegeben  wurde,  zeichnen.  In  der 
Praxis  wird  für  die  Schnecke  meist  eine  Archimedische  Spirale  ge- 
nommen 0-  Dieselbe  weicht  aber  bei  den  in  Betracht  kommenden 
Verhältnissen  stets  nur  sehr  wenig  von  einer  Kreisevolvente  ab, 
so  dass  bei  der  Archimedischen  Spirale  angenähert  derselbe  Be- 
wegungsvorgang auftritt  Die  Schnecken  können  mannigfaltig 
gestaltet  sein,  und  dem  entsprechend  können  die  verschieden- 
artigsten Bewegungen  auf  diese  Weise  erzeugt  werden. 


<)  Vergl.  Grothe,  Streichgarn- Spinnerei,  1S76,  wo  die  Schnecken  für  die 
Bewegung  des  Spindelwagens  in  verschiedenen  Formen  gegeben  sind. 
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Sperrmecliaiiismeii  nnd  Schaltmechanismeii. 

177.  Sperrwerke.  Ein  Mechanismus,  darch  welchen  eine^Be- 
wegnng  nur  in  einem  Sinne  bewirkt,  im  anderen  gehemmt  wird, 
heisst  ein  Sperr  werk.  In  den  meisten  Fällen  wird  dies  durch 
Sperrräder  erreicht. 

Bei  dem  in  Fig.  449  dargestellten  Sperrrade  ^(p  greift  eine 
Klinke  Fk^  die  auch  Sperrkegel  genannt  wird,  in  dasselbe  ein. 
Das  Rad  ^q>  kann  sich  in  der  Richtung  des  eingezeichneten  Pfeiles 
frei  um  die  feste  Axe  4>  drehen;  denn  die  um  die  feste  Axe  F 
schwingende  Klinke  Fk  gleitet  auf  den  Zähnen  und  schlägt  durch 
Kraftschluss  successive  in  die  Zahnkerben  hinein.  Dadurch  wird 
aber  die  Bewegung  des  Sperrades  O  9)  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung verhindert.  Damit  die  Klinkenkante  A*  in  der  Zahnkerbe 
eine  sichere  Stützung  bewirkt,  muss  die  Zahnflanke  xe  mit  kF 
oder  ycF  einen  Winkel  ekF  bilden,  der  kleiner  als  ein  rechter 
Winkel,  oder  ihm  gleich  ist.  Ist  der  Winkel  ekF  kleiner  als  ein 
rechter  und  die  Klinke  bei  k  entsprechend  scharfkantig,  so  dass 
sie  vollständig  in  die  Kerbe  eingreift,  dann  wird  beim  Eingriff 
noch  ein  kleiner  Rückgang  des  Sperrrades  stattfinden,  welcher  ver- 
schwindet, wenn  der  Winkel  ekF  ein  rechter  ist.  Der  übrige  Zahn- 
theil,  der  Zahnrücken,  ist  meist  kreisförmig  profilirt;  und  um  die 
Abnutzung  der  Zahnspitze  zu  vermindern,  ist  dieselbe  möglichst 
wenig  spitzig  fast  rechtwinkelig  zugespitzt  geformt.  Das  betrach- 
tete Sperrwerk  ist  ein  aus  den  drei  Gliedern,  Steg  ^F^  Sperrrad 
4>(jp  und  Klinke  Fk  bestehender  einfacher  Mechanismus.  Nehmen 
wir  an,  es  sei  ^i  der  Mittelpunkt  des  betreffenden  kreisförmigen 
ZahnrUckens,  so  ist  der  Mechanismus,  während  die  Klinkenkante  k 
auf  diesem  Zahnrücken  gleitet,  ein  Kurbelgetriebe  ^^ikF  mit 
weggeminderter  Koppel  iik. 

Wird  der  Radius  des  Sperrrades  unendlich  gross  genommen, 
dann  erhalten  wir  die  in  Fig.  450  gezeichnete  Sperrzahnstange  ?>, 
welche  sich  nur  in  einer  Richtung  in  der  prismatischen  Hülse  S 
verschieben  kann ;  und  an  diese  Hülse  ist  die  Klinke  Fk  drehbar 
angeschlossen. 

Wenn  die  Klinke  Fk,  wie  bei  dem  in  Fig.  461  dargestellten 
Sperrwerke,  hakenförmig  ist,  wird  dieselbe  auch  Sperrhaken 
genannt.  Dieser  Anordnung  gemäss  kann  das  Sperrrad  ^(p  nur 
in  der  Richtung  des  eingezeichneten  Pfeiles  rotiren,  also  entgegen- 
gesetzt der  Drehung  in  Fig.  449.    Behufs  der  sicheren  Stützung 
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muBS  die  Zahnfianke  xe  mit  der  Qeraden  kF  einen  Winkel  ekF 
bilden,  der  grosser  als  ein  rechter  Winkel,  oder  ihm  gleich  ist.  In 
dem  dargestellten  Falle  ist  die  Gerade  Fk  eine  Tangente  an  dem 
mit  4>x  als  Radins  beschriebenen  gedachten  Kreise  und  der  Winkel 
ekF  mi  rechter;  dem  znfolge  sind  die  Zahnflanken  radial.  Anstatt 
einer  äusseren  Verzahnung  des  Sperrrades  kann  anch  eine  innere 
Verzahnung  desselben  angewendet  werden.  In  vielen  Fällen  wird 
auch  die  Sperrung  durch  Reibung  bewirkt.  Der  Band  des  Sperr- 
rades ist  dann  nicht  verzahnt,  sondern  einfach  cylindrisch  und 
ebenso  auch  der  ELlinkenrand,  welcher  sich  gegen  das  Rad  stemmt; 
und  vermittelst  der  durch  Reibung  entstehenden  Klemmung  wird 
die  Bewegung  des  Rades  in  der  einen  Richtung  gehemmt. 

Wird  die  Bewegung  eines  Mechanismus  durch  eine  entspre- 
chende Einrichtung  vollständig  gehemmt,  so  dass  erst  eine  beson- 
dere Vorrichtung  erforderlich  ist,  welche  die  Auslösung  vollzieht, 
dann  wird  derselbe  ein  ruhendes  Gesperr e  genannt  Wäre 
z.  B.  in  Fig.  461  das  Rad  4>  tp  mit  einzelnen  Einschnitten  versehen 
und  der  eingreifende  Haken  k  so  geformt,  dass  das  Rad  vollstän- 
dig festgehalten  wird,  dann  ist  die  Bewegung  desselben  erst  mög- 
lich, wenn  der  Haken  durch  eine  besondere  Vorrichtung  aus  dem 
betreffenden  Einschnitte  gehoben  wird.  Die  mannigfaltig  gestal- 
teten einfachen  und  zusammengesetzten  Sperrwerke  sind  von  Reu- 
leaux  in  ausftihrlicher  Weise  behandelt  worden.  0 

178.  Einfach  wirkendes  Schaltwerk.  Ein  Mechanismus,  durch 
welchen  eine  ruckweis  sich  wiederholende  Bewegung  hervorge- 
bracht wird,  heisst  ein  Schaltwerk.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  es 
drehe  sich  in  Fig.  462  das  Sperrrad  ^q>  mit  Reibung  um  die  feste 
Axe  4>,  und  es  werde  durch  den  um  diese  Aze  schwingenden 
Hebel  H^  an  welchem  sich  zunächst  nur  die  eine  Klinke  Fk  be- 
finden möge,  in  ruckweise  Bewegung  versetzt,  so  erhalten  wir  ein 
Schaltgetriebe,  welches  aus  dem  in  Fig.  449  dargestellten  Mecha- 
nismus hervorgeht,  wenn  wir  nur  die  Axe  ^  des  Rades  4>  qp  als  fest 
betrachten.  Während  der  Hebel  H  in  der  Pfeilrichtung  h'  bewegt 
wird,  bleibt  das  Rad,  durch  die  Axenreibung  gehalten,  in  Ruhe; 
wird  dagegen  der  Hebel  H  in  der  Pfeilrichtung  h  bewegt,  so  wer- 
den Hebel,  Klinke  und  Rad  einstttckig  vereint  in  gleichem  Sinne 
um  die  feste  Axe  4>  gedreht.   Auf  diese  Weise  werden  durch  un- 

*)  Reuleaux,  „Ueber  die  Sperrwerke  und  ihre  Anwendungen*',  Verhand- 
lungen des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen.  1877. 
Jahrg.  56.  S.  17.  Yergl.  auch  Kaiser,  „Schaltr&der".  Deutsches  Reichspatent 
Nr.  30460  vom  16.  August  1SS4. 
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gleiche  Schwingangen  des  Hebels  dem  Rade  yerscbiedene  rack- 
weise  Bewegungen  in  einer  Richtung  ertheilt;  aber  die  kleinste 
Schwingung  des  Hebels  mnss  mindestens  die  Grösse  des  Centri- 
winkels  haben,  der  einem  Zahne  des  Rades  entspricht  Soll  jedoch 
vermittelst  kleinerer  Schwingungen  des  Hebels  eine  ruckweise  Be- 
wegung des  Rades  erzeugt  werden,  so  kann  man  dies  durch  An- 
bringung mehrerer  Klinken  Fk^  Fk!^  Fk"  erreichen,  die  auf  eine 
gemeinsame  Axe  F  gesetzt  sind,  und  deren  Längen  z.  B.  um  i  der 
Zahntheilung  differiren.  Durch  diese  Vorrichtung,  die  dann  einen 
zusammengesetzten  Mechanismus  repräsentirt,  kann  schon  yermit- 
telst  einer  kleinen  Hebelschwingung,  die  i  Zahntheilung  entspricht, 
die  ruckweise  Bewegung  des  Rades  bewirkt  werden. 

In  der  Regel  wird  der  Rücklauf  des  Sperrrades,  wie  in  Fig.  468, 
durch  eine  Klinke  F^ki  und  nicht  durch  Reibung  verhindert;  und 
femer  wird  der  Kraftschluss  der  Klinken  meist  durch  eine  an- 
drückende Feder  hervorgebracht  Diese  Schaltwerke  sind  ein£ach 
wirkend,  weil  der  schwingende  Hebel  nur  in  dekn  einen  Sinne  der 
Schwingung  das  Rad  treibt,  in  dem  entgegengesetzten  Sinne  aber 
nicht  arbeitet 

179.  Doppelt  wirkendes  Schaltwerk  von  De  La  GarouateO-  Bei 
diesem  in  Fig.  454  dargestellten  Schaltwerke  wirkt  der  um  die 
feste  Axe  A  drehbare  Hebel  H,  an  welchen  zwei  Klinken  £A,  L'k*  * 
gelenkig  angeschlossen  sind,  sowohl  in  dem  einen  als  in  dem  an- 
deren Sinne  seiner  Schwingungen  ruckweis  nach  einer  Richtung 
treibend  auf  das  Sperrrad  ^g>.  Die  Anordnung  der  beiden  Sllinken 
muss  aber  derart  sein,  dass  die  Klinkenkanten  A,  Ar'  bei  einer  Hebel- 
schwingung sehr  angenähert  gleiche  Wege  durchschreiten  und  die 
Klinken  nicht  an  einander  schlagen.  Um  diese  Bedingungen  zu 
erftlllen,  ziehen  wir  auf  die  Radien  4>ic,  ^x',  welche  mindestens 
drei  Zähne  zwischen  sich  fassen  müssen,  die  Senkrechten  x£,  x'L\ 
und  legen  die  Hebelaxe  A  in  die  Halbirungsgerade  des  spitzen 
Winkels,  den  diese  Senkrechten  bilden.  Dann  repräsentiren  die 
von  A  auf  nL  und  WL'  gefiUlten  Lothe  AL^  \L'  die  Hebelarme, 
an  welche  die  ELlinken  drehbar  angeschlossen  sind.  Den  gleichen 
Wegen  der  Punkte  X,  L'  entsprechen  hiemach  angenähert  gleiche 
Wege  der  ELlinkenkanten  k,  k'.   Die  Wahl  der  Lage  von  A  auf  der 


')  Die  unrichtige  SchreibweiBe  „Garoasse^S  die  znent  in  B^iidor, 
Arcfütecture  hydrauügue.  1737.  T.  I.  Part.  I.  Art.  320  vorkommt,  wurde  Yon 
allen  späteren  Autoren  fortgeführt,  weil  man  auf  die  ursprüngliche  Mittheflung 
von  DeLaGarouBtein  Machines  approuve'es.  1735.  T.  II.  p.  15.  Ann^e  1702; 
p.  143.  Ann^e  1707.  nicht  zurückgegangen  ist. 
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genannten  Halbirongsgeraden  wird  durch  die  Grösse  der  Hebel- 
Schwingung  bedingt  Wird  der  Hebel  H  ans  der  gezeichneten 
Hittellage  in  der  Pfeilrichtnng  h  so  weit  bewegt,  dass  die  Klinke 
Lk  das  Bad  um  einen  Zahn  dreht,  dann  gleitet  die  andere  Klinke 
L'k'  auf  zwei  Zahnrficken  und  greift  üi  die  zweitfolgende  Kerbe. 
In  dieser  Stellung  sind  die  Klinkenkanten  A,  A/  nur  um  einen  Zahn 
getrennt  Beim  Bückgange  des  Hebels  in  seine  Mittellage  treibt 
hierauf  die  Klinke  X'Ar'  das  Bad  um  einen  Zahn  weiter;  w&hrend 
dessen  gleitet  die  Klinke  Lk  auf  zwei  Zahnrflcken  entlang  und 
schlägt  in  die  zweitfolgende  Kerbe.  Dieselben  Bewegungsvorgänge 
treten  auf,  wenn  der  Hebel  in  gleicher  Weise  von  seiner  Mittel- 
lage aus  in  der  Pfeilriohtung  A'  bewegt  und  nach  der  Mittellage 
wieder  zurtlckgefllhrt  wird.  Demnach  wird  bei  jeder  solchen 
ganzen  Hin-  und  Herschwingung  des  Hebels  das  Bad  um  yier 
Zähne  nach  einer  Bichtnng  weiter  gedreht  Der  Mechanismus 
besteht  hier  aus  zwei  abwechselnd  treibenden  Kurbelgetrieben 
AjLA?4>,  Ai'*'4>,  bei  welchen  A4>  der  gemeinsame  Steg  ist  und 
die  Klinken  ZA,  L'k!  resp.  die  Koppeln  sind. 

180.  Graham'sche  ruhende  AnkerhMimung.  Die  in  Fig.  466 
gezeichnete  altbewährte  Hemmung  für  Pendeluhren  besteht  aus 
dem  Sperrrade  ^%  welches  hier  Steigrad  oder  Hemmungs- 
rad genannt  wird,  und  dem  bttgelförmigen  um  die  Aze  F  schwin- 
genden Anker  kFk!^  der  abwechselnd  als  Klinke  dient  und  mit 
dem  Pendel  schwingt.')  Das  Steigrad,  welches  treibend  auf  den 
Anker  wirkt,  wird  mit  einer  angenommenen  Anzahl  Zähne  ver- 
sehen. Behufs  der  Construction  des  Ankers,  der  eine  gewählte 
Anzahl  Zähne  nebst  einem  halben  Zwischenraum  zweier  Zahn- 
spitzen, also  im  Mittel  einen  Bogen  xx'  um&sst,  werden  an  die 
Endpunkte  x,  x'  desselben  Tangenten  xF,  x'F  gelegt,  deren  Schnitt- 
punkt F  der  Axenpunkt  des  Ankers  ist  Die  Haken  oder  Paletten 
Ä,  A^,  deren  Stärke  etwas  kleiner  als  der  halbe  Zwischenraum 
zweier  Zahnspitzen  ist,  werden  nach  zwei  concentrischen  um  F  be- 
schriebenen Kreisbögen  geformt  und  unter  gleichen  Winkeln  durch 
die  Geraden  9,  g'  abgesch]%t ;  aber  so,  dass,  wenn  die  Paletten- 
spitze bei  yd  sich  in  dem  Zahnspitzenkreise  befindet,  der  Bogen  k 
um  ein  kleines  Stück  in  diesen  Kreis  eingreift,  damit  die  Zahn- 
spitze X  sich  auf  k  sttttzt,  und  das  Gleiche  muss  bei  dem  Bogen  k! 
stattfinden.  Die  Willkür,  welche  noch  in  dieser  Construction  des 
Ankers  liegt,  hat  zu  verschiedenen  Ankerformen  geftlhrt,  die  nach 


')  Thiout,  Traite  de  rharlogerie.  1741.  T.  I.  p.  103. 
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traditionellen  Regeln  hergestellt  werden.  0  Das  Stelgrad  4>  ^,  wel- 
ches sich  in  der  Bichtung  des  eingezeichneten  Pfeiles  dreht,  ruht, 
so  lange  der  schwingende  Bogen  k  an  der  Zahnspitze  z  gleitet; 
daher  wird  dieses  Schaltwerk  die  Graham'sche  ruhende 
Ankerhemmnng  genannt.  Sobald  aber  die  Zahnspitze  diesen 
Bogen  verlässty  gleitet  dieselbe  treibend  an  der  schrägen  Trieb- 
fläche der  Eingangspalette  Ar,  und  während  dieses  Bewegongsvor- 
ganges  ist  der  Mechanismus  ein  excentrisches  Schleif  kurbelgetriebe, 
bei  welchem  ein  Glied  weggemindert  ist  und  ^x  den  Kurbelarm 
vertritt.  Dadurch  wird  die  Eingangspalette  k  aus  der  Zahnltlcke 
getrieben ;  aber  gleichzeitig  wird  die  Ausgangspalette  k!  in  die  be- 
treffende Zahnlücke  hineingeführt.  Die  Rückseite  der  Zähne  muss 
so  geformt  sein,  dass  die  Bewegung  ohne  Hinderniss  geschehen 
kann.  Es  schlägt  hierauf  die  Zahnspitze  s*  gegen  den  Bogen  k^ 
und  das  Steigrad  ruht  so  lange,  bis  der  schwingende  Bogen  A-' 
sich  von  dieser  Zahnspitze  trennt.  Dieselbe  gleitet  darauf  trei- 
bend auf  der  schrägen  Triebfläche  der  Ausgangspalette.  Während 
dieses  Bewegungsvorganges  ist  der  Mechanismus  wieder  ein  ex- 
centrisches Schleifkurbelgetriebe  mit  dem  Kurbelarm  4>s'.  Je 
nachdem  die  Zahnspitzen  auf  der  Eingangs-  oder  Ausgangspalette 
wirken,  treten  hier  'abwechselnd  zwei  verschiedene  excentrische 
Schleifkurbelgetriebe  auf,  die  gleiche  Kurbelarme  und  einen  ge- 
meinsamen Steg  ^F  besitzen. 


')  Yergl.  Vuiliamy,  „On  the  Theory  of  the  Dead  Escapement".  Quwr" 
terly  Journal  of  Science,  1823.  Vol.  XVI.  p.  1  und  Martens,  Beschreibung 
der  Hemmungen  der  höheren  ührmacherkunst.  1858.  8.  8. 
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Zusammengesetzte  ebene  Mechanismen. 


Allgemeine  Betrachtungen. 

181.  Benennungen  und  Gnippirungen  zusammengesetzter  ebener 
Meehanismen.  Befinden  sich  nnter  den  Gliedern  eines  ebenen  Me- 
chanismuB  solche,  die  mit  mehr  als  zwei  Gliedern  durch  Paami^gen 
verbunden  sind,  dann  wird  derselbe  nach  Art.  119  ein  zusammen- 
gesetzter ebener  Mechanismus  genannt,  und  er  heisst  ein 
zwangläufiger,  wenn  alle  seine  Glieder  gegen  einander  zwang- 
läufige Bewegungen  vollziehen.  Ein  Mechanismus  wird  ein  ge- 
schlossener genannt,  wenn  kein  Glied  in  demselben  vorkommt, 
welches  nur  mit  einem  einzigen .  kinematischen  Elemente  ange- 
schlossen ist,  und  wird  als  ein  offener  bezeichnet,  wenn  derselbe 
ein  solches  Glied  oder  mehrere  solche  Glieder  enthält. 

Kann  in  einen  zwangläufigen  Mechanismus  ein  einzelnes  Glied, 
durch  Paarungen  mit  zweien  seiner  Glieder  verbunden,  eingeftlgt 
werden,  so  dass  die  gegenseitige  Zwangläufigkeit  aller  Glieder  be- 
stehen bleibt;  und  kann  dieses  Glied  aus  dem  Mechanismus  heraus- 
genommen werden,  so  dass,  ohne  Herstellung  einer  für  dasselbe 
Ersatz  bildenden  Paarung,  die  Zwangläufigkeit  wieder  bestehen 
bleibt:  dann  wird  der  Mechanismus  mit  dem  eingeigten  Gliede 
ein  ttbergeschlossener,  und  wenn  mehrere  derartige  einzelne 
Glieder  eingefügt  sind,  ein  mehrfach  ttbergeschlossener 
Mechanismus  genannt.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  ein  ge- 
wöhnlicher zwangläufiger  Mechanismus  gemäss  dieser  Definition 
durch  Einfttgung  eines .  Gliedes ,  welches  anstatt  eines  weggemin- 
derten Gliedes  eintritt,  zwar  vervollständigt,  aber  nicht  ein  ttber- 
geschlossener wird ;  denn  wenn  ein  derartiges  Glied  aus  dem  Me- 
chanismus wieder  herausgenommen  wird,  ohne  Herstellung  einer 
entsprechenden  Paarung  zwischen  den  beiden  Gliedern,  welche 
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durch  dieses  Glied  verbunden  waren,  so  bleibt  die  Zwangläufig- 
keit  nicht  mehr  bestehen.  Es  kann  aber  ans  einem  gewöhnlichen 
zwangläufigen  Mechanismus  ein  ttbergeschlossener  gebildet  wer- 
den, indem  wir  zwischen  zweien  seiner  Glieder  eine  entsprechende 
Paarung  herstellen.  Wenn  z.  B.  bei  einem  Kurbelgetriebe  die 
Koppel  mit  einem  cylindrischen  Zapfen,  der  Steg  mit  einer  ent- 
sprechenden Nuthe  versehen  wird,  in  welcher  dieser  Zapfen  gleitet^ 
dann  erhalten  wir  einen  ttbergeschlossenen  Mechanismus.  Befindet 
sich  unter  den  Curven  beschreibenden  Punkten  eines  Gliedes  in 
einem  zwangläufigen  Hechanismus,  ausser  den  etwa  vorkommen- 
den Gelenkpunkten,  ein  Punkt,  der  im  Bezug  auf  ein  anderes  Glied 
einen  Kreis  beschreibt,  dann  kann  in  diesen  Mechanismus  ein  neues 
Glied  eingefügt  werden,  welches  jenes  Glied  in  dem  betreffenden 
Punkte  und  dieses  Glied  in  dem  Kreismittelpunkte  durch  je  eine 
Drehpaarnng  verbindet  In  jedem  derartigen  Falle,  auch  wenn 
anstatt  jenes  Kreises  eine  Gerade  auftritt,  kann  aus  einem  zwäng- 
läufigen Mechanismus  ein  übergeschlossener  gebildet  werden. 

Erlangt  ein  Mechanismus  erst  dadurch  Zwangläufigkeit,  dass 
ein  Punkt  eines  Gliedes  in  bestimmter  Bahn,  etwa  vermittelst  der 
Hand  geführt  wird,  oder  dass  in  dieser  Weise  mehrere  Punkte, 
von  denen  je  einer  zu  einem  Gliede  gehört,  gleichzeitig  geführt 
werden,  dann  wird  derselbe  ein  geführter  Mechanismus  ge- 
nannt. Wir  werden  nur  die  zwangläufigen  Mechanismen  betrachten 
und  einem  offenen  Mechanismus  durch  eine  derartige  Führung 
zwangläufige  Bewegung  ertheilen. 

Die  zusammengesetzten  ebenen  Mechanismen  können  in  ver- 
schiedener Weise  gruppirt  werden.  Hinsichtlich  der  Art  der  Paa- 
rungen kann  man  die  folgenden  vier  Gruppen  bilden: 

I.  Gelenkmechanismen,  welche  nur  Drehpaarnngen 
besitzen ; 

II.  Richtmechanismen,  welche  nur  Richtpaarungen  ent- 
halten; 

lU.  Paarungsmechanismen,  bei  denen  nur  höhere  Paa- 
rungen auftreten; 

IV.  Gemischtmechanismen,  in  denen  verschiedene  Paa- 
rungen vorkommen. 

Diese  Gruppen  haben  zwar  volle  theoretische  Berechtigung; 
aber  sie  können  der  Praxis,  welche  den  Anforderungen  gemäss 
meist  verschiedene  Paarungsarten  anwendet,  nur  wenig  Nutzen 
gewähren.  Es  ist  daher  zweckmässig,  einzelne  wichtige  Gelenk- 
mechanismen als  Typen  hervorzuheben  und  aus  diesen,  vermittelst 
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Ersetzmig  einzelner  Drebpaarangen  durch  Bichtpaarungen,  specielle 
Mechanismen  zu  bilden,  in  denen  die  Beziehungen  specielle  Fälle 
der  allgemeinen  Beziehungen  des  als  Typus  betrachteten  Mecha- 
nismus sind.  Ein  typischer  Gelenkmechanismus  mit 
seinen  speciellen  Arten  bildet  demnach  eine  Gruppe  zu- 
sammengesetzter ebener  Mechanismen.  In  der  Praxis  kommen 
die  höheren  Paarungen  mannigfach  bei  den  Zahnrädern  vor;  es 
nehmen  daher  die  Mechanismen  mit  Zahnrädern,  die  auch  Bäder- 
mechanismen genannt  werden,  eine  hervorragende  Stellung  ein. 
Dieselben  können  in  zwei  Gruppen  getheilt  werden:  erstens  die 
Bäderwerke  resp.  Bädergetriebe,  bei  welchen  dieBadaxen 
mit  ihren  Lagern  die  auftretenden  Drehpaarungen  bilden,  ein- 
schliesslich der  Bichtpaarungen  bei  vorkommenden  Zahnstangen; 
zweitens  die  räderlenkigen  Mechanismen,  bei  denen  Zahn- 
räder vorkommen,  die  ausser  in  ihren  Axen  noch  durch  andere 
Drehpaarungen  resp.  Bichtpaarungen  oder  höhere  Paarungen  mit 
GKedem  verbunden  sind.  Bei  vielen  Mechanismen  werden  Bie- 
men,  Seile,  Schnüre,  Ketten,  die  über  Scheiben,  Bollen,  Trommeln 
u.  s.  w.  laufen,  zur  Uebertragung  der  Bewegung  angewendet.  Alle 
diese  Mechanismen  fassen  wir  in  eine  Gruppe  unter  der  Benennung 
Mechanismen  mit  Bandtrieb  zusammen.  Nach  dieser  für 
die  Untersuchung  zweckmässig  gewählten  Gruppirung,  welche  sich 
über  ein  vielumfassendes  Gebiet  der  unendlich  vielen,  unermesslich 
mannigftdtig  gestalteten  Mechanismen  erstreckt  und  uns  eine  klare 
Uebersicht  der  im  Folgenden  behandelten  Mechanismen  giebt,  er- 
halten wir  zusammengestellt: 

1.  Die  Gruppen  typischer  Gelenkmechanismen  mit 
ihren  speciellen  Arten; 

2.  Die  Gruppen  der  Bädermechanismen:  a)  Bäder- 
werke oder  Bädergetriebe,  b)  Bäderlenkige  Mecha- 
nismen; 

3.  Die  Gruppe  der  Mechanismen  mit  Bandtrieb. 

Die  in  der  Praxis  vorkommenden  zusammengesetzten  zwang- 
läufigen Mechanismen  werden  meist  dadurch  gebildet,  dass  an  die 
Glieder  eines  einfachen  Mechanismus  durch  zweckmässige  Paarung 
andere  Glieder  zwangläufig  angeschlossen  werden;  und  durch  der- 
artige Anschliessung  immer  neuer  Glieder  an  den  erhaltenen  zu- 
sammengesetzten Mechanismus  wird  derselbe  beliebig  weiter  ge- 
staltet. In  sehr  vielen  Fällen  ist  das  Gelenkviereck,  resp.  der 
Eurbelmechanismus ,  gleichsam  der  Stammmechanismus,  der  mit 
neuen  Gliedern  gelenkig  verbunden,  die  wichtigsten  Typen  der 
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zasammengesetzten  Glelenkmechanisinen  bildet,  aus  denen  wieder 
durch  Specialisining:  viele  angewandte  besondere  Mechanismen 
hervorgehen. 

Nach  der  Anzahl  zwei,  drei,  vier  .  .  der  kinematischen  Ele- 
mente, welche  in  einem  Gliede  vorkommen,  wird  dasselbe  resp. 
als  ein  bin&res,  temäres,  quatemäres  . .  bezeichnet  Nach  der  An- 
zahl zwei,  drei,  vier  .  .  der  Glieder,  die  durch  eine  gemeinsame 
Axe  zu  einem  Gelenke  verbunden  sind,  wird  das  Gelenk  ein 
zwei-,  drei-,  viergliederiges  genannt  Die  bewegten  Glieder  eines 
ebenen  Mechanismus  denken  wir  uns  durch  starre  ebene  Systeme 
vertreten,  die  sich  in  einer  Ebene  bewegen,  und  diese  Glieder 
oder  Systeme  bezeichnen  wir  mit  den  Ziffern  i,  2,  J,  4  u.  s.  w. 
Den  Pol  je  eines  dieser  Systeme  gegen  ein  anderes  derselben 
bezeichnen  wir  einfach  mit  der  Combination  der  Ziffern  dieser 
beiden  Systeme;  wobei  wir,  ohne  dass  es  Bedingung  sein  soll,  auf 
die  niedrige  Ziffer  die  höhere  folgen  lassen.  Demnach  wird  z.  B. 
der  Pol  des  Systems  2  gegen  das  System  4  und  umgekehrt  die 
Bezeichnung  24  erhalten.  Die  in  einem  ebenen  Gelenkmechanis- 
muB  vorhandenen  parallelen  Gelenkaxen  bilden  durch  ihre  Spuren 
in  jener  auf  diesen  Axen  senkrechten  Ebene  die  betreffenden  Pole; 
und  die  gewählte  Bezeichnungsweise  dieser  Pole  gilt  somit  auch 
für  diese  Gelenkaxen.  Die  Pole,  welche  durch  wirkliche  im  Me- 
chanismus vorhandene  Axen  vertreten  sind,  wollen  wir  auch  Ge- 
lenkpunkte nennen. 

182.  Bildung  zusammengesetzter  ebener  Mechanismen.  In  Fig. 
466,  Taf.  XXXI,  ist  ein  aus  den  vier  Gliedern  i,  2,  d,  4  bestehen- 
des Gelenkviereck  gezeichnet,  dessen  Axen  12 ^  23 ^  34,  14  sind. 
An  zwei  benachbarte  Glieder  desselben,  z.  B.  an  d,  4,  schliessen 
wir  durch  die  Axen  35,  46  die  beiden  Glieder  5,  6  eines  Gelenkes, 
welches  die  Gelenkaxe  56  besitzt  Dadurch  erhalten  wir  einen 
sechsgliederigen  zwangläufigen  Mechanismus  mit  den  vier  binären 
Gliedern  1,  2,  5,  6  und  den  zwei  benachbarten  ternären  Gliedern 
<?,  4.  Denn  aus  der  Anschauung  folgt,  dass  durch  diese  An- 
schliessung  eines  zweigliederigen  Gelenkes  an  irgend  zwei  Glieder 
eines  Mechanismus  die  Zwangläufigkeit  desselben  nicht  geändert 
wird,  und  dass  auch  die  beiden  angeschlossenen  Glieder  sich 
zwangläufig  bewegen.  Den  so  gebildeten  sechsgliederigen  Mecha- 
nismus, in  welchem  zwei  Gelenkvierecke  auftreten,  wollen  wir  den 
Watt 'sehen  Mechanismus  nennen,  weil  ein  wichtiger  Special- 
fall desselben  den  Hauptmechanismus  der  von  James  Watt  er- 
bauten Dampfmaschine  liefert. 
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In  Fig.  467  sind  zwei  nicht  benachbarte,  also  gegenüber 
liegende  Glieder  z.  B.  2y  i  des  aus  den  Gliedern  i,  2^  3,  4  gebil- 
deten Gelenkvierecks  durch  die  Axen  25^  46  mit  den  beiden  Glie- 
dern 5^  6  eines  Gelenkes  verbunden.  Dadurch  entsteht  ein  zweiter 
sechsgliederiger  Mechanismus  mit  vier  binären  Gliedern  1,  3^  5^  6 
und  zwei  nicht  benachbarten  temären  Gliedern  2^  4.  Diesen  sechs- 
gliederigen  Mechanismus  wollen  wir  den  Stephenson'schen 
Mechanismus  nennen,  weil  derselbe,  wenn  wir  das  eine  von 
den  beiden  Gliedern  d,  6  als  Steg  betrachten,  den  Hauptmechanis- 
mus der  von  Robert  Stephenson  zuerst  angewandten  Umsteue- 
rung der  Locomotive  bildet.  Die  Nothwendigkeit  der  sprachlichen 
Unterscheidung  dieser  beiden  wichtigen,  mannigfaltig  gestaltet  in 
der  Praxis  angewendeten  Mechanismen  erforderte  eine  Wahl  der 
Benennung  derselben,  und  es  ist  wohl  angemessen,  durch  die 
erwählten  Benennungen  an  die  Namen  der  im  praktischen  Ma- 
schinenfache hervorragenden  Männer  James  Watt  0  und  Bobert 
Stephenson^)  zu  erinnern,  mit  deren  segensreichen  Erfindungen 
diese  Mechanismen  in  engster  Beziehung  stehen. 

Ausser  diesen  beiden  Mechanismen  lassen  sich  durch  An- 
schliessung  eines  einzigen  zweigliederigen  Gelenkes  an  ein  Gelenk- 
viereck keine  anderen  Mechanismen  bilden.  Dagegen  können  wir 
aus  diesen  beiden  Mechanismen,  wenn  wir  fortgesetzt  an  je  zwei 
Glieder  je  ein  zweigliederiges  Gelenk  anschliessen ,  beliebig  er- 
weiterte zusammengesetzte  Mechanismen  erhalten. 

Lassen  wir  bei  dem  Watt 'sehen  Mechanismus,  Fig.  456,  in 
einem  der  temären  Glieder,  z.  B.  in  <?,  die  Gelenke  23^  35  zu- 
sammenfallen, so  wird  dadurch  der  in  Fig.  468  gezeichnete  Me- 
chanismus mit  einem  dreigliederigen  Gelenke  gebildet,  welches 
folgerichtig  die  dreifache  Bezeichnung  23y  25y  35  erhalten  muss. 
Ebenso  wird  bei  dem  Stephenson'schen  Mechanismus,  Fig.  467, 
wenn  wir  in  einem  der  temären  Glieder,  z.  B.  in  2^  die  Gelenke 
23^  25  coincidiren  lassen,  ein  dreigliederiges  Gelenk  entstehen, 
und  wir  erhalten  dadurch  denselben  in  Fig.  468  dargestellten  Me- 
chanismus. Wenn  wir  nun  weiter  bei  beiden  Mechanismen  auch 
in  dem  temären  Gliede  4  die  beiden  Gelenke  14,  46  vereinen, 
dann  ergiebt  sich  der  in  Fig.  459  gezeichnete  Mechanismus  mit 
sechs  binären  Gliedern,  mit  zwei  dreigliederigen  und  drei  zwei- 
gliederigen Gelenken. 


^)  Mairhead,  Mechanicai  Inventians  of  James  WatU  1865. 
«)  Smiles,  Lives  of  the  Engineers.  1862.  Vol.  III. 
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Ein  dritter  zusammengesetzter  Meohanismas  ergiebt  sich,  in- 
dem wir  wieder  von  einem  in  Fig.  460  dargestellten  Gelenkviereck 
1234  aasgehen,  an  drei  Gliedert,  d,  4  desselben  beziehlich  die 
drei  Glieder  5^  6^  7  drehbar  anschliessen,  die  anderseits  alle  drei 
gelenkig  mit  einem  Gliede  8  yerbonden  sind.  Um  die  Zwang- 
läufigkeit  dieses  Mechanismus  einzusehen,  denken  wir  uns  das 
Glied  1  festgehalten,  femer  das  Gelenk  47  losgelöst,  und  bezeich- 
nen mit  y  den  Kreis,  welchen  der  Punkt  47  des  Gliedes  4  im 
Gliede  1  beschreibt.  Hierauf  fixiren  wir  die  drei  Punkte  25,  36^  47 
in  einer  eingenommenen  Lage,  drehen  nun  die  Glieder  5,  6  yxm 
die  fixirten  Axen  25^  36  und  führen  zugleich  den  Punkt  C  des 
Gliedes  7,  der  in  demselben  die  losgelöste  Axe  vertritt,  auf  jenem 
ELreise  ^,  dann  beschreibt  der  Gelenkpunkt  78  der  Glieder  7,  8 
eine  Curve  q>  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  i,  und  der  Punkt  C 
kann  mit  dem  Punkte  47  des  Gliedes  4  in  Coincidenz  gebracht 
werden.  Durch  Festhaltung  dieser  Coincidenz  befinden  sich  dem- 
nach die  Glieder  5^  6j  7^-8  in  starrer  Verbindung  mit  der  fixirten 
Lage  des  Gelenkvierecks  1234.  Indem  wir  uns  diesen  Vorgang 
für  verschiedene  Lagen  des  Gelenkvierecks  wiederholt  denken, 
ergiebt  sich  anschaulich  die  Zwangläufigkeit  dieses  achtgliede- 
rigen  Mechanismus,  der  aus  vier  binären  und  vier  temären  Glie- 
dern besteht.  Wir  wollen  diesen  Mechanismus,  weil  das  Glied  8 
gleichsam  dreispännig  mit  dem  Gelenkviereck  verbunden  ist,  den 
Dreispannmechanismus  nennen.  Diese  drei  mit  Namen- 
gebung  ausgezeichneten  Mechanismen,  welche  wir  später  ein- 
gehend behandeln,  können  als  drei  wichtige  Typen  zusammen- 
gesetzter Mechanismen  betrachtet  werden. 

Bei  dem  in  Fig.  461  dargestellten  zehngliederigen  Mechanis- 
mus sind  die  beiden  Glieder  9,  X  vermittelst  eines  Gelenkes  9X 
drehbar  zusammengeschlossen  und  durch  die  vier  Glieder  5,  &,  7, 8 
mit  den  vier  Gliedern  des  Gelenkvierecks  1234  gelenkig  verbun- 
den. Um  die  Zwangläufigkeit  dieses  Mechanismus  einzusehen, 
denken  wir  uns  das  Gelenk  9X  losgelöst  und  das  Gelenkviereck 
1234  in  einer  Lage  fixirt;  dann  kann  der  Punkt,  der  das  los- 
gelöste Gelenk  im  Gliede  9  vertritt,  eine  Curve  im  Bezug  auf  die 
fixirte  Lage  beschreiben.  Ebenso  kann  auch  der  Punkt,  der  das 
losgelöste  Gelenk  im  Gliede  X  repräsentirt,  eine  Curve  beschrei- 
ben. Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Curven  giebt  somit  die  Lage 
des  wieder  durch  Zusammenschliessung  der  Glieder  d,  X  erhal- 
tenen Gelenkes  9X.  Demnach  wird,  sofern  diese  Curven  einen 
Schnittpunkt  bilden,  durch  denselben  zu  je  einer  fixirten  Lage  des 
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Oelenkviereokfl  eine  entsprechende  Lage  des  Gelenkpnnktes  9X 
bestimmt;  und  damit  ist  die  Zwanglftafigkeit  dieses  Mechanismus 
durch  Anschaanng  erkannt 

Ist  ein  Glied  eines  zwanglänfigen  Mechanismas  um  eine  Aze 
in  einem  festen  System  drehbar,  so  kann  ein  Punkt  eines  anderen 
Gliedes  y  der  nicht  als  Gelenkpunkt  zu  jenem  Gliede  gehOrt,  auf 
einer  beliebigen  Gurve  in  dem  festen  System  geführt  werden,  und 
der  Hechanismus  vollzieht  dann  eine  zwangläufige  Bewegung.  Diese 
zwanglftufige  Bewegung  bleibt  bestehen,  wenn  gleichzeitig  auch 
jene  Axe  in  dem  festen  System  auf  einer  Gurre  geführt  wird. 
Nach  dieser  Erörterung  wird  allgemein  jeder  zwangläufige  Mecha- 
nismus durch  gleichzeitige  bestimmte  Ftthrungen  zweier  Punkte, 
die  zwei  verschiedenen  Gliedern  angehören ,  zwangläufig  bewegt. 
Sind  also  zwei  zwangläufige  Mechanismen  gegeben,  und  werden 
zwei  Glieder  des  einen  mit  zwei  Gliedern  des  anderen  durch  je 
ein  Gelenk  drehbar  verbunden,  so  bilden  die  beiden  verbundenen 
Mechanismen  wieder  einen  zwangläufigen  Mechanismus.  In  Fig.  462 
ist  beispielsweise  ein  acbtgliederiger  Mechanismus  dargestellt,  der 
aus  zwei  Gelenkvierecken  1234  und  5678  gebildet  wird,  bei 
denen  gegenüber  liegende  Gliederpaare  durch  die  beiden  Gelenk- 
axen  26 j  48  drehbar  verbunden  sind. 

Zwei  zwangläufige  Mechanismen  lassen  sich  auch  dadurch  zu 
«inem  zwangläufigen  Mechanismus  verbinden,  dass  wir  ein  Glied 
des  einen  Mechanismus  mit  einem  Gliede  des  anderen  einstttckig 
vereinen  und  femer  ein  Glied  des  einen  mit  einem  Gliede  des 
anderen  durch  ein  hinzugefügtes  Glied  gelenkig  verknüpfen.  Denn 
betrachten  wir  z.  B.  in  Fig.  463  zwei  Gelenkvierecke,  deren  Stege 
wir  zu  einem  Gliede  1  vereinen,  dann  beschreibt  ein  Koppel- 
punkt  38  des  Gelenkvierecks  1234,  so  wie  ein  Eoppelpunkt  68 
des  Gelenkvierecks  1667  eine  Curve  im  Bezug  auf  den  Steg  1. 
Demnach  können  diese  beiden  Punkte  so  bewegt  werden,  dass 
sie  in  constantem  Abstände  bleiben,  und  durch  das  binzugefligte 
Glied  8y  welches  an  die  Glieder  3,  6  drehbar  angeschlossen  ist, 
erhalten  wir  eine  zwangläufige  Verbindung  der  beiden  Gelenk- 
vierecke. In  dieser  Weise  können  wir  somit  allgemein  zwei 
zwangläufige  Mechanismen  zu  einem  zwangläufigen  Mechanismus 
vereinen. 

183.  Beziehungen  zwischen  den  Anzahlen  der  Glieder  und  der 
Gelenke  der  zwangiäuflgen  Geienkmechanismen.  Wenn  wir  auch  bei 
den  meisten  mannigfach  gestalteten  Gelenkmechanismen,  welche 
in  der  Praxis  vorkommen,  die  Zwangläufigkeit  derselben  leicht 
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durch  reine  Ansehaaniig  erkennen,  so  ist  es  doch  erwünscht,  dorob 
Beziehungen  zwischen  den  Anzahlen  der  Olieder  und  der  Gelenke 
Kriterien  für  die  Zwauglänfigkeit  der  Oelenkmechanismen  zu  er- 
halten und  eine  tiefere  theoretische  Einsicht  zu  erlangen.  Denn 
in  vielen  complicirten  Fällen  können  wir  die  Zwangläufigkeit  der 
Mechanismen  durch  Anschauung  nicht  begründen. 

Bezeichnen  wir  mit  n  die  Gesamtanzahl  der  Glieder  eines 
zwanglftufigen  Gelenkmechanismus  und  mit  ^29  ^s»  ^4  •  •  ^  resp. 
die  Anzahl  der  binären,  temären,  quatemären  . .  t-nären  Glieder, 
die  also  beziehlich  2,  3,  4  .  .  2  kinematische  Elemente  enthalten, 

so  ist 

«  —  «2  +  'is  +  «4  •  •  +  »*, 1) 

und  die  Anzahl  e  aller  kinematischen  Elemente: 

e  =  2w,  +  37/3  -f-  4«4  .  .  +  irii. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  m  die  Gesamtanzahl  der  Gelenke,  resp. 
der  Gelenkaxen  oder  Gelenkpunkte,  und  mit  m^^m^jm^  .  .mu  be- 
ziehlich die  Anzahl  der  zwei-,  drei-,  vier-  .  .  *- gliederigen  Ge- 
lenke, so  ergiebt  sich: 

wi  «=  OTj  +  wig  +  m^ . .  +  wijt, 2) 

und 

e  =  2mj  +  3wis  +  4»i4 .  .  +  kmjt^ 
also 

2^2  +  3713  -H  47I4  .  .  +  I«,  =  2»ij  +  3//i3  +  4wi4 .  .  +  knik  ,  3). 

Um  die  Anzahl  q  derjenigen  Bedingungen  zu  erhalten,  die 
nothwendig  und  hinreichend  sind,  die  gegenseitige  Festlegung 
einer  Gruppe  von  1  in  einer  Ebene  befindlichen  Punkten  zu  be- 
stimmen, beachten  wir,  dass  itir  2  Punkte  nur  eine  Bedingung^ 
ihre  Entfernung  erforderlich  ist,  dass  fdr  3  Punkte  diese  Ent- 
fernung der  beiden  ersten  Punkte  und  die  beiden  Entfernungen 
des  dritten  Punktes  von  denselben,  oder  die  beiden  anliegenden^ 
diesen  dritten  Punkt  bestimmenden  Winkel  erforderlich  sind,  und 
somit  drei  Bedingungen  genügen.  Demnach  folgt,  dass  für  jeden 
neu  hinzukommenden  vierten,  fünften  . .  Punkt  seine  beiden  Ent- 
fernungen von  zweien  der  vorher  bestimmten  Punkte  oder  die 
beiden  ihn  bestimmenden  Winkel  nothwendig  sind,  also  je  2  Be- 
dingungen hinzutreten.  Hiernach  ergiebt  sich  die  Anzahl  q  der 
Bedingungen  für  i  Punkte: 

q  =  2i  —  Z 4). 

Da  nun  wegen  der  Starrheit  der  Glieder  die  gegenseitige 
Lage  der  in  jedem  Gliede  befindlichen  Gelenkpunkte  unverändert 
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bleiben  mnss,  so  ist  für  alle  Glieder  zusammen  die  Anzahl  der 
hierzu  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  gleich  der 

Summe : 

Wj  +  3^3  +  5«4 . . .  +  (2i  —  3)  Tii. 

Wenn  wir  die  ttbergeschlossenen  Mechanismen  nicht  mit  in 
unsere  Betrachtung  ziehen,  so  wird  ein  zwangläufiger  Mechanis- 
mus starr,  wenn  irgend  zwei  seiner  Glieder  durch  ein  neu  ein- 
gefügtes binäres  Glied  gelenkig  verbunden  werden;  wie  es  bei- 
spielsweise in  Fig.  464  bei  dem  zwangläufigen  Mechanismus  die 
Gestrichelung  zeigt,  wo  das  eingefügte  binäre  Glied  9  an  die 
beiden  Glieder  6y  7  in  69^  19  gelenkig  angeschlossen  ist.  Ange- 
nommen, es  bleiben  die  beiden  Punkte  69^  79  während  der  Be- 
wegung des  Mechanismus  in  constanter  Entfernung,  dann  würde 
durch  die  Einftlgung  des  binären  Gliedes  9  die  Zwangläufigkeit 
nicht  beeinträchtigt,  und  der  Mechanismus  wäre  ein  übergeschlos- 
sener, auf  den  unsere  Darlegungen  sich  nicht  erstrecken  sollen, 
weil  wir  die  übergeschlossenen  Mechanismen  aus  der  Betrachtung 
setzen.  Jeder  der  beiden  hinzugekommenen  Gelenkpunkte  erfor- 
dert zwei  Bedingungen  und  das  eingefügte  binäre  Glied  eine; 
folglich  wird  durch  diese  5  hinzugetretenen  Bedingungen  der  Me- 
chanismus starr,  und  es  ist  demnach  die  Anzahl  der  Starrheits- 
bedingungen desselben  gleich 

»st  +  3w,  +  5w, .  .  .  +  {2i—i)ni  +  5. 

Beachten  wir  nun,  dass  zwei  Gelenkpunkte  zu  jener  Anzahl  m 
hinzugekommen  sind  und  dass  nach  4)  für  die  gegenseitige  Fest- 
legung oder  Starrheit  der  m  +  1  Gelenkpunkte  die  Anzahl 

2  (m  +  2)  —  3 

Bedingungen  erforderlich  sind :  so  folgt,  weil  gemäss  dieser  beiden 
Bestimmungsweisen  die  Starrheit  des  Mechanismus  bestimmt  wird, 
dass  die  Anzahlen  dieser  aufgestellten  Bedingungen  gleich  sein 
müssen,  also 

«2  +  3^3  -4-  5w, .  .  .  -f  (2i—  3)  Wc  +  5  —  2  (m  +  2)  —  3 

ist.    Hieraus  ergiebt  sich  demnach  der  Satz: 

Bei  einem  zwangläufigen,  nicht  übergeschlossenen 
Gelenkmechanismus  besteht  zwischen  den  Anzahlen 
»S9  »31  »4  •  •  »*  der  Glieder  und  der  Gesamtanzahl  m  Ge- 
lenke die  Beziehung 

»2  +  3»3  +  5»4. .  .  +  (2i  — 3)«<«=2ot  — 4     .    .    I). 
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Setzen  wir  voraus,  der  Mechanismas  sei  von  yomherein  starr, 
so  moss  die  Bedingung 

««  +  31I3  +  5n,  .  .  .  +  (2/—  3)w^  ^  2wi  —  3 

bestehen  and  demnach 

»2  +  3«,  +  5^4 .  . .  +  (2i  —  3)  Tii  >  2w  —  4 

sein.  Nehmen  wir  dagegen  an,  dass  der  Mechanismas  willkürlich, 
also  nicht  zwangläufig  beweglich  sei,  so  erfordert  die  Herstellung 
der  Starrheit  des  Mechanismas  mindestens  zwei  neu  eingeftigte 
binäre  Glieder,  und  in  diesem  Falle  ist 

Wi  +  3w, +  5n, . .  .  +  (2i  — 3)w»<2»i  — 4. 

Hiemach  erhalten  wir  umgekehrt  den  wichtigen  Satz: 

Wenn  bei  einem  Oelenkmechanismus  zwischen  den 
Anzahlen  n,,  r,,  n^  .  .  nt  der  Glieder  und  der  Gesamt- 
anzahl m  Gelenke  die  Beziehung 

»2  +  3w3  +  5n, ..  .  +  (2t  —  3)wf  =  2171  —  4      .     .    I) 

besteht,  so  ist  derselbe  zwangläufig. 

Die  Gleichung  I)  bewahrt  ihre  Gültigkeit,  wenn  wir  in  einem 
Gliede  des  Mechanismus  zwei  oder  mehrere  Gelenkaxen  zu  einer 
vereinen;  aber  so,  dass  mindestens  noch  zwei  Gelenke  in  dem 
Gliede  vorkommen,  damit  dasselbe  in  zwangläufiger  Verbindung 
bleibt.  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  werden  in  einem 
A-nären  Gliede  zwei  Gelenkaxen  zu  einer  vereint;  dadurch  wird 
die  Anzahl  nn^i  der  (A  —  l)-nären  Glieder  um  1  vergrOssert,  die 
Anzahl  ra  der  A-nären  Glieder  um  1  verkleinert  und  ebenso  die 
Anzahl  m  der  Gelenke  um  1  verkleinert.  Demnach  ergiebt  sich 
aus  I): 

«a  +  3«3 . .  •  +  [2(A—  1)  —  3]  (R*-,  +  1)  +  (2 A  ^  3)  (71*  —  1) . . . 

+  (2i  —  3)  71,  =  2  (TW  —  1)  —  4, 
femer 

71, +  371, .  ..  +  [2(A  — 1)— 3]7iA-i  +2(A  — 1)  — 3      • 

+  (2A  —  3)7iA  —  2A  +  3...  +  (2i  —  3)71,  —  2771  —  4  —  2; 

und  folglich: 

»,  +  371, . ..  +  [2(A  — D  —  3] 7iA-,  +  (2A  — 3)7iA  +  . . .  (2t  -  3)71^ 

«=  27»  —  4. 

Die  Gleichung  I)  bleibt  also  bestehen,  wenn  wir  in  einem 
Gliede  zwei  Gelenke  zu  einem  vereinen;  und  sie  behält  somit 
auch  ihre  Gültigkeit,  wenn  wir  fortgesetzt  in  einem  Gliede  drei. 


AUgememe  fietrachtangen.  427 

vier  oder  mehrere  Gelenkaxen  zasammen  üaUen  lassen.  Wir  er- 
halten hiemach  den  Satz: 

Die  Zwanglänfigkeit  eines  Gelenkmechanismns 
bleibt  bestehen,  wenn  in  einem  Oliede  zwei  oder 
mehrere  Gelenke  vereint  werden;  dabei  dürfen  diese 
Gelenke  aber  nicht  alle  in  einem  einzigen  Gelenke 
zusammen  fallen. 

Ans  der  Gleichung  I),  in  welcher  die  Anzahlen  n,,  n,  .  .  n< 
der  binären  y  ternären  .  .  z-nären  Glieder  nnd  die  Anzahl  m  der 
Gelenke  vorkommen,  können  wir  leicht  eine  andere  gleich  wich- 
tige Beziehung  ableiten,  die  zwischen  den  Anzahlen  m^^m^ .  .mu 
der  zwei-,  drei-  .  .  Ar -gliederigen  Gelenke  und  der  Anzahl  n  der 
Glieder  eines  zwangläufigen  Gelenkmechanismus  besteht.  Denn 
setzen  wir  in  die  Gleichung  I)  für  m  den  Werth  aus  2),  nnd  sub- 
trahiren  wir  die  so  erhaltene  Gleichung 

«2  4-3»3+5it^...-f(2i  —  3)w<—2(iWj+inj+in,. ..+!»*)  — 4  .  .  5) 

von  der  mit  2  multiplicirten  Gleichung  3),  so  ergiebt  sich 
3K-fn3-h«,...  +  n,)  — 2[»ij-h2i?i3  +  3m,...  +  (A?— l)»itj  +  4, 
und  wir  erhalten  hiemach  die  zweite  wichtige  Beziehung 

3»  — 2[wij-f2wi,  +  3wi,  ..,(*— l)wi*]  — 4     .    .    11), 

aus  welcher  der  Satz  folgt: 

Wenn  bei  einem  Gelenkmechanismus  zwischen  den 
Anzahlen  m,,  m^,  m^  . .  mt  der  Gelenke  und  der  Gesamt- 
anzahl n  der  Glieder  die  Beziehung 

3n  — 2[w,-h2wi,  +  3»i4  ...(*— l)i/ij«:4     .    .    II) 

besteht,  so  ist  derselbe  zwangläufig. 

Aus  den  Beziehungen  I),  II)  können  wir  die  Zwanglänfigkeit 
eines  Gelenkmechanismus  leicht  erkennen ;  aber  wir  müssen  stets 
in  Erinnerung  behalten,  dass  bei  übergeschlossenen  Gtolenkmecha- 
nismen  auch  Zwanglänfigkeit  vorhanden  sein  kann,  wenn  diese 
Beziehungen  nicht  bestehen,  und  dass  dieselben  nur  im  Allge- 
meinen ihre  Gültigkeit  bewahren. 

Die  Beziehungen  I),  II)  sind  von  den  Längen  der  Glieder 
nicht  abhängig,  und  gelten  daher  auch  bei  Mechanismen,  in  denen 
Drehpaamngen  und  Bichtpaarangen  vorkommen,  vorausgesetzt, 
dass  wir  die  Bichtpaamngen  in  Drehpaarungen  verwandeln  können, 
ohne  dass  dadurch  die  Anzahl  der  Glieder  und  Gelenke  verändert 
wird.    Aus  Art.  141  folgt:  wenn  zwei  durch  eine  Bichtpaamng 
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yerbondene  Glieder  ferner  noch  mit  je  einem  Gliede  dnrch  eine 
Richtpaarong  verbunden  sind,  dann  kann  man  die  beiden  letzten 
Glieder  zu  einem  Gliede  vereinen,  nnd  dadurch  wird  die  Anzahl 
der  Glieder  und  Gelenke  verändert  Demnach  verlieren  ]ene  Be- 
ziehungen,  wenn  ein  derartiger  Fall  bei  einem  Mechanismus  mit 
Drehpaarungen  und  Bichtpaarungen  eintritt,  ihre  Gültigkeit 

Der  Werth  in  der  Klammer  der  Gleichung  11)  ist  stets  eine 
ganze  Zahl;  denmach  ergiebt  sich,  wenn  wir  diese  Gleichung 
durch  2  dividiren,  dass  die  Gliederzahl  n  durch  2  theilbar,  also 
eine  gerade  Zahl  ist,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Ein  zwangläufiger  Gelenkmechanismus  besteht 
aus  einer  geraden  Anzahl  Glieder. 

Kommen  in  einem  Gelenkmechanismus  nur  zweigliederige  Ge- 
lenke vor,  so  ist  nach  Gleichung  II)  die  Anzahl  derselben 

m,--^-2 6), 

und  dies  ist  die  grösste  Anzahl  Gelenke,  welche  bei  einer  be- 
stimmten Anzahl  n  Glieder  auftreten  kann. 

Ziehen  wir  femer  die  Gleichung  5)  von  der  Gleichung  3)  ab, 
dann  folgt: 

^.—  [«4+2^5. .•+(«— 3)nJ=«»i3+2wi,+3m,. ..+(*— 2)Wik  +  4 
und 

^2=K+2n,...+(f-3)«J+[iii,H-2m,+3m,...  +  (Ä— 2)mJ+4, 

Aus  dieser  Gleichung,  in  welcher  die  Anzahl  n,  der  temären  Glie- 
der so  vrie  die  Anzahl  m^  der  zweigliederigen  Gelenke  nicht  vor- 
kommt, folgt  der  Satz: 

Die  Anzahl  der  binären  Glieder  eines  zwangläufi- 
gen ebenen  Gelenkmechanismus  ist  ohne  die  Anzahl 
der  temären  Glieder  und  der  zweigliederigen  Gelenke 
bestimmt,  und  beträgt  mindestens  4. 

Die  beiden  abgeleiteten  Beziehungen  I),  II)  sind  in  theoreti- 
scher Hinsicht  für  die  Erkenntniss  der  Zwangläufigkeit  der  Mecha- 
nismen sehr  wichtig;  denn  bei  zusammengesetzten  Mechanismen, 
die  kein  Gelenkviereck  enthalten,  kann  die  Zwangläufigkeit  nicht 
leicht  durch  reine  Anschauung  erkannt  und  begründet  werden.  In 
Fig.  466  ist  beispielsweise  ein  achtgliederiger  Gelenkmechanismus 
gezeichnet,  in  welchem  nur  Gelenkfttnfecke  vorkommen.  Derselbe 
besteht  aus  4  binären  und  4  temären  Gliedem,  die  untereinander 
durch  10  zweigliederige  Gelenke  verbunden  sind.    Es  ist  demnach 
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n  ■-»  8,      «2  "■  4,      «8  ■■  4,      in  — «  »ij  =  10. 

Setzen  wir  die  betreffenden  Werthe  in  die  Gleichung  I),  dann  er- 
giebt  sich  die  Gleichheit 

4  +  3.4  —  2.10  —  4, 

nnd  damit  ist  die  Zwanglänfigkeit  dieses  Mechanismus  bewiesen. 
Durch  Einsetzung  der  betreffenden  Werthe  in  die  Gleichung  ü) 
ergiebt  sich  die  Gleichheit 

3.8  —  2.10  =  4, 

durch  welche  ebenfalls  die  Zwanglänfigkeit  bestätigt  yrird. 

um  noch  in  einem  zweiten  Beispiele  die  Zwanglänfigkeit  zu 
erkennen,  ist  in  Fig.  466  ein  zehngliederiger  Mechanismus,  in  wel- 
chem nur  Gelenkfiinfecke  vorkommen,  gezeichnet.  Derselbe  enthält 
5  binäre,  4  temäre  Glieder  und  1  quatemäres  Glied,  welche  durch 
13  zweigliederige  Gelenke  verbunden  sind.    In  diesem  Falle  ist 

w  =  10,      71,-5,      »3  =  4,      »4  =  1,      wi  =  wij=13; 

folglich  erhalten  wir  durch  Einsetzung  der  betreffenden  Werthe 
aus  Gleichung  I) 

5  +  3.4  +  5.1  —  2.13-4, 

und  aus  der  Gleichung  11) 

3 .  10  —  2  .  13  =  4. 

Es  ist  hiernach  die  Zwanglänfigkeit  dieses  zehngliederigen  Mecha- 
nismus sowohl  durch  die  eine  als  durch  die  andere  Beziehung  be- 
stätigt. 

Wenn  wir  in  dem  quatemären  Gliede  X  die  beiden  Gelenke 
ffZ,  8X  und  die  beiden  Gelenke  7X,  9X  zu  je  einem  Gelenke 
vereinen,  dann  entsteht  der  in  Fig.  467  dargestellte  Mechanismus, 
in  welchem  jenes  quatemäre  Glied  durch  das  binäre  Glied  X  er- 
setzt wird ;  und  infolge  dieser  Vereinigung  treten  zwei  dreigliede- 
rige  Gelenke  auf.    In  diesem  zwangläufigen  Mechanismus  ist 

n  —  10,       w,  =  6,       Wg  —  4, 
m=«ll,      wi,  =  9,      »I3  —  2, 

und  durch  Einsetzung  der  betreffenden  Werthe  in  die  Gleichungen 
I),  U)  ergeben  sich  demnach  resp.  die  Gleichheiten 

6  +  3.4  =  2.11  —  4, 

3.10  — 2  [9 +  2.  2]  =  4. 

Vereinen  wir  in  dem  Gliede  X  des  in  Fig.  466  dargestellten 
Mechanismus  die  drei  Gelenke  7X,  8X^  9X  zu  einem  viergliede- 
rigen  Gelenke,  dann  entsteht  ein  zwangläufiger  Mechanismus  mit 
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Gelenkvierecken,  der  ans  einem  Gelenkvierecke  durch  successiveer 
Anschliessen  von  zweigliederigen  Gelenken  gebildet  werden  kann. ') 

1S4.  Geometrische  Beziehungen  zwischen  den  Polen  der  in  einer 
Ebene  bewegten  ebenen  Systeme.  Nach  dem  auf  S.  46  abgeleiteten 
Satze  liegen  die  Pole  von  drei  belegten  ebenen  Systemen  in  einer 
Geraden,  und  hierauf  gründet  sich  die  Bestimmung  der  Pole  bei 
den  zusammengesetzten  Mechanismen  ^).  Wenn  beispielsweise  drei 
Systeme  mit  2,  4,  7  und  ihre  Pole  dem  entsprechend  mit  den 
Gombinationen  24,  47,  ^  bezeichnet  sind,  so  folgt,  dass  die  Ver- 
bindungsgerade  zweier  dieser  Pole,  z.  B.  J?4,  47,  auch  den  dritten 
Pol  21  enthält,  dessen  Bezeichnung  die  Gombination  aus  den  zwei 
bei  den  beiden  ersteren  Polen  vorkommenden  ungleichen  Ziffern  ist. 

Bewegen  sich  n  ebene  Systeme  in  einer  festen  Ebene,  dann 
ist  die  Anzahl  der  Pole  dieser  n  Systeme  gleich  der  Anzahl  der 
Gombinationen  aus  n  Elementen  zur  zweiten  Glasse,  also 

(7t  — l)n 
1.2 

Da  je  drei  Systeme  drei  Pole  liefern,  welche  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  so  ist  die  Anzahl  der  drei  Pole  enthaltenden  Geraden 
gleich  der  Anzahl  der  Gombinationen  aus  n  Elementen  zur  dritten 

Glasse,  also  gleich  ,       ^_        .. 

'  ^  \ji  —  2)(n —  \)n 

1.2.3 

Sind  z.  B.  sechs  Systeme  /,  2,  d,  4,  ^,  6  gegeben,  so  giebt  es 
fünfzehn  Pole  und  zwanzig  Gerade,  die  drei  Pole  tragen.  Stellen 
wir  die  Pole  in  der  folgenden  Tabelle  zusammen: 

15 
\  25  13 

35  23  12 
45  34  24  14 
56  46  36  26  16, 

so  ersehen  wir,  dass  die  Geraden  15-16,  25-26,  35-36,  45-46  durch 
den  Pol  56  gehen.  Es  giebt  hiemach  bei  sechs  Systemen  6  —  2=4 
Gerade,  welche  durch  einen  Pol  gehen  und  ausserdem  noch  zwei 


>)  Eine  andere  Begrandang  und  weiter  gehende  Behandlung  der  betrach- 
teten Beziehungen  hat  GrUbler  mitgetheilt.  Civilingenieur.  1883.  B.  29.  S.  167. 
Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen. 
1885.  S.  179.  Die  Beziehung  II)  wurde  ohne  Ableitung  zuerst  von  Liguine 
gegeben.    Nouvelles  Annales  de  Mathematiques.  1875.  2n»e  s^r.  T.  XIV.  p.  530. 

»)  Vergl.  Burmester,  „üeber  die  momentane  Bewegung  ebener  kine- 
matischer Ketten''.  CiviUngenieur.  1880.  B.  26.  S.  248. 
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andere  Pole  tragen.  Hieraus  folgt  allgemein,  dass  die  Anzahl  der 
Geraden,  die  bei  n  Systemen  durch  je  einen  Pol  gehen  nnd  ausser 
diesem  noch  zwei  Pole  enthalten,  gleich  n  —  2  ist. 

Wir  nehmen  an,  es  seien  in  der  Tabelle  von  den  sechs  Polen 
der  vier  ersteren  Systeme  i,  J2,  5,  4  vier  Pole  12^  23^  34^  14  ge- 
geben, von  denen  nicht  drei  auf  einer  Geraden  liegen;  und  wir 
wollen  allgemein  vier  solche  Pole,  die  vier  Systemen  angehören, 
eine  Polvierung  nennen.  Dadurch  sind  die  beiden  übrigen  Pole 
13^  24  dieser  vier  Systeme  bestimmt;  denn  wenn  wir  die  Bestim- 
mung eines  Pols,  z.  B.  id,  als  Schnitt  der  Geraden  12-23^  14^4^ 
bei  den  folgenden  Betrachtungen  kurz  durch 

12^23^.0 
14-34  >  ^"^ 

symbolisch  bezeichnen,  dann  erhalten  wir  den  Pol  24  als  Schnitt 

der  betreffenden  Geraden 

12^14  ^  oj 
23-34  ^  '^^' 

Demnach  ist  bei  vier  Systemen  die  kleinste  Anzahl  der  Pole, 
welche  die  beiden  tlbrigen  Pole  bestimmen,  gleich  4;  und  diese 
vier  Pole  müssen  eine  Polvierung  bilden. 

Ist  ferner  in  jener  Tabelle  der  Pol  56  des  fünften  Systems 
gegen  das  sechste  und  ein  Pol  von  einem  der  ersteren  vier  Systeme 
gegen  das  fünfte,  z.  B.  45y  sowie  ein  zweiter  Pol  von  einem  anderen 
dieser  vier  Systeme  gegen  das  sechste,  etwa  36^  gegeben ;  bilden 
also  die  drei  neu  hinzugefügten  Pole  mit  einem  von  den  sechs 
Polen  der  vier  ersteren  Systeme  eine  Polvierung,  welche  z.  B.  in 
dem  betrachteten  Falle  aus  34^  45 ^  56 ^  36  besteht:  so  sind  durch 
die  Anzahl  4-4-3  =  7  gegebener  Pole  12,  23,  34,  14,  66,  45,  36 
die  übrigen  Pole  der  sechs  Systeme  bestimmt.  Denn  die  noch 
fehlenden  sechs  Pole  ergeben  sich  wie  die  folgende  symbolische 
Bezeichnung  zeigt: 

5^-45  ^  .^        46-24  ^  n^        46-14  ^  .^ 
36-34  -^  ^'       36-23  ^  ^'       36-13  ^  ^^' 

56-36  ^  o .        35-23  ^  p.        36-13  ^  .  . 
45-34  ^  "^^^        45  24  ^  ^^'        45-14  ^  ^^• 

Aus  der  Tabelle  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  bei  sechs  Sy- 
stemen durch  Hinzufttgnng  von  weniger  als  drei  Polen  die  übrigen 
Pole  nicht  bestimmbar  sind  und  dass  also  bei  sechs  Systemen  min- 
destens 4  +  3  "»  7  gegebene  Pole  erforderlich  sind ,  welche  die 
übrigen  Pole  durch  Gerade  bestimmen,  die  drei  Pole  enthalten. 
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Sind  nun  acht  Systeme  yorhanden,  and  sind  ausser  jenen  sieben 
Polen,  welche  die  fünfzehn  Pole  der  ersten  sechs  Systeme  liefern, 
noch  drei  neue  Pole  gegeben,  die  mit  einem  dieser  fünfzehn  Pole 
eine  Polvierung  bilden;  dann  folgt  in  gleicher  Weise,  dass  bei 
acht  Systemen  durch  das  Hinzutreten  dieser  drei  Pole,  also  durch 
4  4-2 .  3  =  10  Pole,  die  übrigen  Pole  bestimmt  sind.  Durch  Fort- 
setzung dieser  Ableitung  ergiebt  sich,  dass  bei  zehn  Systemen 
durch  4  +  3 . 3  "»  13,  bei  zwölf  Systemen  durch  4  +  4 .  3  —  16 
Pole  die  übrigen  bestimmt  sind.  Hieraus  folgt  allgemein,  wenn 
eine  gerade  Anzahl  n  von  Systemen  vorhanden,  und  n  >  2  ist, 
die  kleinste  Anzahl  der  bestimmenden  Pole  gleich 

4  +  (|_2).,_i.8_2; 

und  die  Anzahl  der  übrigen  Pole,  welche  hierdurch  bestimmt 
werden,  gleich 

Ä^- (1-3-2) -f(»-4,  +  ^ 

Die  Gonstellation  der  bestimmenden  Pole  wird  gebildet:  bei 
vier  Systemen  durch  eine  Polvierung ;  bei  sechs  durch  diese  Pol- 
yierung  und  drei  Pole,  welche  mit  einem  Pol  jener  vier  Systeme 
eine  zweite  Polvierung  bilden  u.  s.  w.  Wenn  wir  nun  eine  der- 
artige Gonstellation  von  Polen  alsVierungsgruppe  bezeichnen, 
erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  einer  geraden  Anzahl  n  von  Systemen  können 

ti 
durch  ■Y'3  — 2  Pole,  welche  eine  Vierungsgruppe  bil- 

71 

den,  alle  übrigen  Pole  ■y(^  —  ^)  +  ^  unmittelbar  durch 

Ziehung  solcher  Geraden,  die  drei  Pole  enthalten, 
bestimmt  werden. 

Um  auch  für  eine  ungerade  Anzahl  von  Systemen  die  kleinste 
Anzahl  der  Pole  zu  ermitteln,  welche  die  übrigen  durch  Gerade 
bestimmen,  die  drei  Pole  enthalten,  betrachten  wir  zunächst  fünf 
Systeme,  welche  zehn  Pole  besitzen,  und  nehmen  an:  es  sei  zu- 
nächst in  der  Tabelle  dieser  Pole 

15 

25  13 
35  23  12 
45  34  24  14 

eine  Polvierung  12^  23^  34^  14  der  vier  ersten  Systeme  1,  2^  5,  4 
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gegeben  >  so  werden  hierdnreh  auch  die  beiden  Pole  13 j  24  be- 
stimmt. Eb  kommen  nnr  noch  die  in  der  ersten  Yertikabreihe 
yerseichneten  Pole  in  Betracht  ^  und  wenn  yon  denselben  noch 
mindestens  zwei,  z.  B.  15^  35 ^  gegeben  sind,  so  werden  die  übrigen 
dadnrch  bestimmt.  Wir  erhalten  somit  die  noch  fehlenden  beiden 
Pole  35y  46  wie  die  folgende  symbolische  Bezeichnung  zeigt: 

15^12      25         ^^'^*^45 
35-23  -^  ^'^^        35-34  ^  ^' 

Es  werden  demnach  bei  fünf  Systemen  darch  mindestens  4  +  2 
gegebene  Pole,  von  denen  vier  eine  Polviemng  in  den  vier  ersten 
Systemen  bilden  nnd  zwei  die  Pole  vom  System  5  gegen  zwei  der 
vier  ersten  Systeme  sind ,  bestimmt.  Diese  beiden  letzten  Pole 
liegen  anf  einer  Geraden,  die  dnrch  einen  entsprechenden  Pol  der 
vier  ersten  Systeme  geht.  Im  betrachteten  {"alle  geht  jene  Gerade 
15-^5  dnrch  den  Pol  13. 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich  bei  sieben  Systemen,  weil  bei 
sechs  Systemen  durch  4  +  3  Pole  die  übrigen  geliefert  werden, 
dass  mindestens  noch  zwei  Pole  des  siebenten  Systems  gegen  zwei 
der  sechs  ersten  Systeme  erforderlich  sind,  also  4  +  3  +  2  <=»  9 
Pole  genügen.  Demnach  ist  allgemein  bei  einer  ungeraden  Anzahl 
n  von  Systemen  die  kleinste  Anzahl  der  bestimmenden  Pole  gleich 

^•3-2  +  2-^.3, 

« 

und  die  Anzahl  der  übrigen  Pole,  welche  bestimmt  werden,  gleich 

2 2~*^~~2~^''~^^- 

Die  Gonstellation  der  bestimmenden  Pole  wird  gebildet  aus 
einer  Vierungsgruppe  von  Polen,  welche  der  geraden  Anzahl  n  —  1 
Systeme  angehören,  und  aus  den  beiden  Polen  des  n^^  Systems 
gegen  zwei  von  den  n  —  1  ersteren  Systemen.  Hiemach  ergiebt 
sich  der  Satz: 

Bei  einer  ungeraden  Anzahl  n  von  Systemen  können 

durch  — 2 3  Pole,  von  denen  —^ —  3  —  2  in  n  —  1 

Systemen  eine  Vierungsgruppe  bilden  und  zwei  die 
Pole  des  n^^  Systems  gegen  zwei  der  n  —  1  ersteren 

Systeme  sind,  alle  übrigen  — s — («  —  3)  Pole  unmittel- 
bar durch  Ziehung  solcher  Geraden,  die  drei  Pole  ent- 
halten, bestimmt  werden. 

Barmest  er,  KiBematik  L  28 
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Wenn  wir  von  einem  Gelenkviereck  ausgehen  nnd  durch  sue- 
cessive  Anschliessung  von  zweigliederigen  Gelenken  einen  Mecha- 
nismus bilden,  dann  repräsentiren  die  Gelenkaxen  eine  Viemngs- 
gruppe  von  Polen.  Demnach  sind  bei  derartigen  Mechanismen 
sämtliche  Pole  leicht  durch  Gerade  bestinmibar,  die  drei  Pole 
enthalten.  Ist  keine  bekannte  Vierungsgruppe  in  einem  Mecha^ 
nismus  vorhanden,  so  muss  man  zunächst  eine  Construction  der- 
jenigen Pole  ersinnen,  die  erforderlich  sind,  um  mit  gegebenen 
Polen  eine  Vierungsgruppe  zu  bilden,  durch  deren  Vermittelung 
die  übrigen  Pole  bestimmt  werden. 


Der  Watt'sclie  Mechanisiuns  und  specielle  Arten 

desselben. 

185.  Der  Watt'sche  Mechanismus  im  Allgemeinen.  Bei  dem  in 
Fig.  468  dargestellten  Watt'chen  Mechanismus,  dessen  sechs  Glie- 
der zwei  Gelenkvierecke  1234^  1456  mit  den  gemeinsamen  Glie- 
dern 1,  4  bilden,  und  der  fünfzehn  Pole  besitzt,  sind  durch  die 
sieben  Drehpaarungen  oder  Gelenke  i-2,  23^  34^  14 y  56 y  45 y  16 
sieben  Pole  unmittelbar  gegeben.  Die  beiden  Polvierungen  12^  23^ 
34 y  14  und  14y  16 y  56 y  45  repräsentiren  eine  Vierungsgruppe;  und 
dadurch  sind  nach  dem  Satze  auf  S.  432  die  übrigen  acht  Pole 
vermittelst  Geradenziehung  leicht  zu  bestimmen.  Durch  Verlänge- 
rung der  Vierecksseiten  ergeben  sich  die  vier  Pole  i5,  24y  i5,  46 
und  ferner  erhalten  wir  die  übrigen  vier  Pole,  wie  die  folgende 
Bezeichnungsweise  zeigt  : 

12-16  ^  ^       34-45  ^  o^        12-15  ^  nr        34-46  ^  o^ 
24-46  ^  ^'       13-15  ^  "^^^       45-24  ^  ^'       16-13  ^  ^^• 

Hiernach  ist  ausser  den  zum  Mechanismus  gehörenden  Geraden 
jeder  der  beiden  Pole  2ßy  35  durch  eine  neue  Gonstructionsgerade 
bestinmit,  und  jeder  der  beiden  Pole  25 y  36  erfordert  zwei  neue 
Gonstructionsgeraden. 

Da  bei  sechs  Systemen  oder  Gliedern  durch  jeden  der  fünf- 
zehn Pole  vier  Gerade  gehen,  welche  drei  Pole  tragen,  so  müssen 
noch  je  drei  der  in  einer  Zeile  stehenden  folgenden  Pole 

23  36  ^ 

23  25  35 

56  25  26 

56  35  36 
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anf  einer  Geraden  liegen.  Diese  vier  Geraden,  welche  als  Gontrole 
ftir  diese  Bestimmung  der  Pole  dienen  können,  sind  durch  Punk- 
tirung  gekennzeichnet.  Mit  den  Polen  eines  Mechanismus  sind 
auch  die  Normalen  oder  Tangenten  an  den  Gunren  gegeben,  die 
während  der  Bewegung  desselben  von  den  Punkten  oder  Gurven 
eines  der  Glieder  in  einem  anderen  erzeugt  werden;  und  femer  sind 
durch  die  Pole  die  Verhältnisse  sämtlicher  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  eines  Gliedes  im  Bezug  auf  jedes  andere  Glied  bestimmt. 

Jeder  der  beiden  Pole  26,  35  erfordert  im  betrachteten  all- 
gemeinen Falle  zu  seiner  Bestimmung  nur  eine  neue  Constructions- 
gerade;  wenn  aber,  wie  in  dem  besonderen  Falle  Fig.  469  die 
Pole  12,  14,  16  auf  einer  Geraden  sich  befinden,  jenes  Dreieck  1 
also  in  eine  Gerade  übergeht,  dann  fallen  die  beiden  Geraden 
12-16,  24-46  mit  der  Geraden  1  zusammen,  und  jene  einfache  Be- 
stimmung des  Pols  26  ist  in  diesem  besonderen  Falle  nicht  an- 
wendbar ;  dagegen  zeigt  die  Fig.  468,  dass  auch  die  Geraden  23-36 
oder  56-25  auf  12-16  den  Pol  26  bestimmen.  Benutzen  wir  nun 
in  Fig.  469  zur  Bestimmung  des  Pols  26  die  Gerade  23-36,  so 
müssen  wir  zunächst  den  Pol  36  ermitteln ;  dieser  ergiebt  sich  als 
Schnitt  der  Geraden  34-46, 13-16,  und  die  Gerade  23-36  schneidet 
die  Gerade  1  in  dem  Pol  26.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  auch 
den  Pol  26,  indem  wb  durch  den  Pol  25,  den  Schnitt  der  Geraden 
12-15,  24^5,  und  durch  den  Pol  56  die  Gerade  25-56  ziehen.  Die 
sechs  auf  der  Geraden  1  liegenden  Pole  12,  24, 14,  46, 16,  26  sind 
die  Schnittpunkte,  welche  die  Gerade  1  mit  den  sechs  Seiten  des 
vollständigen  Vierecks  13,  23,  34,  36  erzeugt.  Nach  Art.  26  wird 
bei  dem  Gelenkviereck  1234  die  momentane  gegenseitige  Bewe- 
gung der  beiden  resp.  um  die  festen  Punkte  12, 14  rotirenden  Sy- 
steme 2,  4  nicht  geändert,  wenn  in  diesen  Systemen  die  Anschluss- 
punkte 23,  34  der  Koppel  beliebig  auf  einer  durch  den  Pol  24 
gehenden  Geraden  angenommen  werden.  Zeichnen  wir  also  ein 
beliebiges  vollständiges  Vioreck,  von  dem  fünf  Seiten  durch  die 
fünf  Pole  12,  24, 14,  46, 16  gehen,  so  wird  durch  die  sechste  Seite 
desselben  der  Pol  26  auf  der  Geraden  1  bestimmt  Hiermit  ist  der 
folgende  bekannte  Satz  kinematisch  bewiesen: 

Bei  allen  vollständigen  Vierecken,  von  denen  fünf 
Seiten  durch  fünf  auf  einer  Geraden  liegende  Punkte 
gehen,  geht  auch  die  sechste  Seite  durch  einen  be- 
stimmten sechsten  Punkt  dieser  Geraden. 

Die  Gruppe  von  sechs  Punkten,  die  sich  als  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  den  sechs  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks 

28* 
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ergeben,  wird  eine  Involution  genannt;  und  demnach  erhalten 
wir  den  Satz: 

Liegen  die  drei  Pole  von  drei  bewegten  Systemen 
gegen  ein  viertes  System  auf  einer  Geraden,  so  bilden 
die  sechs  Pole  der  vier  Systeme  auf  dieser  Geraden 
eine  Involution. 

186.  Hauptmeehaniamus  der  Watt'schen  Dampftnaachine  ihkI 
dar  Horiaoiitaldampftnaaehine.  Der  Watt 'sehe  Hechanismus  tritt 
in  so  mannigfaltigen  speciellen  Formen  in  der  Praxis  auf,  dass 
wir  als  Repräsentanten  nur  einige  der  wichtigsten  speciellen  Arten 
hervorheben  kOiinen.  In  Fig.  470  ist  bei  dem  Wat tischen  Mecha- 
nismm,  dessen  vorhin  gewählte  Gliederbezeiehnung  wir  beibehalten, 
die  Drehpaarung  16  durch  eine  Richtpaarung  ersetzt,  der  Pol  16 
befindet  sich  also  im  UnendUehen ;  und  femer  sind  die  drei  Pole 
34j  14y  46  in  dem  Gliede  4  auf  einer  Geraden  angenommen.  Be- 
trachten wir  nun  das  Glied  1  als  fest,  so  repräsentirt  dieser  Mecha- 
nismus den  in  Fig.  470  schematisch  dargestellten  Hauptmechanis- 
mus einer  Watt'schen  Dampfmaschine^  wonach  wir  die  Benennung 
für  jenen  allgemeineren  Mechanismus  gewählt  haben.  Durch  die 
Glieder  i,  2^  3,  4  sind  beziehlich  das  feste  Gestell,  die  Kurbel,  die 
Pleuelstange  und  der  Balancier  vertreten.  Das  Glied  6  verbindet 
den  Balancier  mit  der  Kolbenstange  6,  und  die  Richtpaarung  wird 
durch  die  Führung  der  Kolbenstange  und  des  Kolbens  in  dem  zum 
festen  Gliede  1  geh()renden  Dampfcylinder  repräsentirt  Die  Pol- 
bestimmung ist  hier  also  dieselbe  wie  in  jenem  allgemeinen  Falle, 
und  es  ist  hier  nur  zu  beachten,  dass  der  Pol  16^  in  senkrechter 
Biehtung  zur  Kolbenstange  6  im  Unendlichen  liegt.  Behu&  der 
ConstructioB  des  Pols  26^  von  der  Welle  oder  Kurbel  2  gegen  den 
Kolben  oder  die  Kolbenstange  ff,  brauchen  wir  nur  die  einzige 
neue  Gerade  24-46  zu  ziehen,  die  auf  12-16'^  den  Pol  26  bestimmt. 
Denn  die  zur  Kolbenstange  6  senkrechten  Geraden  12-16^^  14^16'' 
und  die  Gerade  12-14  sind  unveränderlich;  und  der  Unterschei- 
dung wegen  sind  diese  drei  Geraden  durch  Strichpunktirung  ge- 
kennzeielmet.  Dieses  Getriebe  können  wir,  weil  die  hin-  und  her- 
gehende Bewegung  des  Gliedes  6  durch  ein  Schwingkurbelgetriebe 
1234  bewirkt  wird,  ein  scbwingkurbeliges  Schubgetriebe 
nemea. 

Nehmen  wir  an,  die  Kurbel  2  rotire  gleichförmig,  und  es  sei 
die  Strecke  23-12  die  oonstante  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
Kurbelpunktes  23  im  ruhenden  System  i,  so  stellt  auch  die  Strecke 
26-12  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  zum  System  2  gehören- 
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den  Punktes  26  dar.  Dieser  Pnnkt  26  gehört  als  Pol  von  2  und  6 
momentan  anch  eu  dem  parallel  bewegten  System  6^  nnd  hat  dem- 
nach aU  solcher  dieselbe  lothrechte  Geschwindigkeit  ^-i2  im  Be- 
zug anf  das  feste  System  1.  Die  Strecke  26-12  repräsentirt  also 
auch  die  Geschwindigkeit  des  Kolbens  in  dem  Dampfoylinder. 
Machen  wir  nun  anf  der  Kurbel  2  in  den  verschiedenen  Stellungen 
die  Strecke  12-  V  gleich  der  entsprechenden  Geschwindigkeit  12-26^ 
so  liefern  uns  die  Punkte  V  das  zeitliche  polare  Geschwindigkeits- 
diagramm ftlr  die  Kolbenbewegung.  Machen  wir  femer  am  Gelenk- 
punkte 56^  der  auch  mit  B  bezeichnet  ist,  die  anf  der  Kolben- 
stange 6  senkrechte  Strecke  BB^y  ^^  26-12^  dann  bilden  die  so 
erhaltenen  Punkte  Bt,  das  örtliche  G^schwindigkeitsdiagramm  ftlr 
die  Kolbenbewegung.  Die  lothrechte  Geschwindigkeit  BB^^  des 
Punkte  B  kann  auch  in  anderer  Weise  consüruirt  werden,  indem 
wir  zu  der  gedachten  Geraden  ^4-4J  durch  den  Punkt  12  eine 
Parallele  ziehen,  welche  die  Gerade  4  im  Punkte  45x>  trifft,  also 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  ^4J^  des  Gelenkpunktes  45  be- 
stimmt, und  femer  zur  Geraden  iö^B  die  Parallele  45xrB^  ziehen. 

Da  nach  Art.  131  die  tangential  wirkenden  Kräfte  im  Gleich- 
gewichtszustande im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Geschwindig- 
keiten ihrer  Angriffspunkte  stehen,  so  verhalten  sich  hier,  wenn 
wir  von  der  Reibung  absehen,  der  tangentiale  Drack  auf  dem 
Kurbelzapfen  23  und  der  Kolbendruck  wie  die  Strecken  26 -12^ 
23-12.  Es  kann  also  dieses  Druckverhältniss  in  der  einfachsten 
Weise  vermittelst  der  Geschwindigkeiten  bestimmt  werden.  Will 
man  dieses  Druckverhältniss  auf  statischem  Wege  durch  Zerlegung 
und  Zusammensetzung  der  Kräfte  ermitteln,  so  wird  die  Gonstruc- 
tion  viel  umständlicher. 

Bei  dem  in  Fig.  471  gezeichneten  speciellen  Mechanismus,  der 
den  Hauptmechanismus  der  Horizontaldampfmaschine  bildet,  ist 
wieder  das  Glied  1  fest,  aber  ausser  dem  Pol  16  liegt  noch  der 
Pol  12  im  Unendlichen.  Hier  sind  also  zwei  Drehpaarungen  durch 
Richtpaarungen  vertreten.  Das  Glied  2  repräsentirt  den  Dampf- 
kolben oder  die  Kolbenstange,  das  Glied  6  den  Dampfschieber 
oder  die  Schieberstange.  Das  Glied  4  bildet  die  Welle  mit  dem 
Kurbelarme  14-34  und  mit  dem  Excenterarme  14-45.  Dieses  Ge- 
triebe wollen  wir  ein  zweifaches  Schubkurbelgetriebe 
nennen.  Der  Pol  16*  liegt  in  senkrechter  Richtung  zur  Schieber- 
stange 6  im  Unendlichen,  und  der  Pol  12"  befindet  sich  in  senk- 
rechter Richtung  zur  Kolbenstange  2  im  Unendlichen.  Der  Pol  24 
ergiebt  sich  als  Schnitt  der  Schubstange  3  mit  der  festen  Geraden 
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14-12'^,  und  der  Pol  46  ist  der  Schnitt  der  Schnbstange  5  mit  der 
festen  Geraden  14-16".  Machen  wir  fttr  die  verschiedenen  Stel- 
langen  auf  der  Kurbel  14-34  die  Strecke  14-V^  —  14-24  und 
14'V^  =  14-46 j  so  liefern  die  Punkte  V^  und  f^o  nach  obiger 
Darlegung  resp.  die  zeitlichen  polaren  Geschwindigkeitsdiagranune 
für  die  Bewegung  des  Dampfkolbens  und  des  Dampfschiebers. 
Bezeichnen  wir  die  Gelenkpunkte  23 ^  56  resp.  mit  Lj  B;  und 
machen  wir  an  L  die  auf  2  senkrechte  Strecke  LL^  ^^^  14-24^ 
an  B  die  auf  6  senkrechte  Strecke  BBt^  =  14-46,  dann  wird  durch 
die  Punkte  Xd  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  fttr  die 
Bewegung  des  Eolbengliedes  2  und  durch  die  Punkte  ^d  das  ört- 
liche Geschwindigkeitsdiagramm  fftr  die  Bewegung  des  Schieber- 
gliedes 6  dargestellt. 

187.  Mechanismen  fDr  Erzeugung  eines  angenäiiert  gieicli- 
förmigen  Kurbelscilubes  mit  rasciiem  Ruckgange.  a)Arndt'8che 
kleine  Hetallhobelmaschine  mit  Doppelkurbelgetriebe. 
Bei  kleinen  Metallhobelmaschinen  oder  Stossmaschinen  wird  oft 
gefordert,  dass  eine  gleichförmige  rotirende  Bewegung  eine  hin- 
und  hergehende  geradlinige  Bewegung  des  Meisseis  erzeugt,  die 
während  des  Arbeitsganges  sich  angenähert  gleichförmig  und 
während  des  Rückganges  oder  Leerganges  sich  rascher  vollzieht. 
Jener  Hauptmechanismus  der  Watt'schen  Dampfmaschine  kann 
durch  entsprechende  Umgestaltung  zur  Erzeugung  dieser  Bewe- 
gung eingerichtet  werden. 

In  Fig.  472  ist  ein  derartiger  Mechanismus  dargestellt.  An 
das  Doppelkurbelgetriebe  4>jPZA,  dessen  festes  Glied  1  ist,  und 
dessen  Kurbel  2  gleichförmig  rotirt,  ist  die  Schubstange  5  mit 
ihrem  einen  Ende  A  im  Gelenke  L  drehbar  angeschlossen,  die 
mit  ihrem  anderen  Ende  B  gelenkig  an  den  meisseltragenden 
Schlitten  6  geknüpft,  die  geradlinige  hin-  und  hergehende  Bewe- 
gung desselben  bewirkt  Um  nun  dieses  Getriebe,  welches  als 
ein  doppelkurbeliges  Schubgetriebe  bezeichnet  werden 
kann,  so  zu  gestalten,  dass  die  Bewegung  des  Schlittens  während 
des  Arbeitsganges  sich  möglichst  gleichförmig  bewegt,  müssen 
wir  die  Stangenlänge  A  B  und  die  Weglänge  B^  B^  des  Schlittens 
auf  der  beispielsweise  durch  A  gehenden  Schubgeraden  als  ge- 
geben betrachten.  Damit  ist  der  Radius  AZ  «»  ^B^B^  des  vom 
Gelenkpunkte  L  oder  A  beschriebenen  Kreises  l  bestimmt.  Wir 
theilen  dann  die  Weglänge  B^B^  z.  B.  in  8  gleiche  Theile  und 
beschreiben  von  den  Theilpunkten  B^,  B^,  B^  . .  B^  aus  mit  BA 
als  Radius  Kreisbögen,   welche   den  Kreis  A  einerseits   in  den 
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Punkten  L^y  L^yL^ . .  L^  schneiden.  Unat  diese  Pnnkte  beschrei- 
ben wir  mit  der  Koppel  <?,  deren  Länge  L  F  zweckmässig  gewählt 
werden  muss,  die  Kreisbögen /, /,,/  .  . /,  und  nun  ist  der 
Kreis  %  der  von  dem  Oelenkpunkte  F  der  Kurbel  2  gleichförmig 
durchlaufen  wird,  so  zu  bestimmen,  dass  er  jene  Kreisbögen  in 
den  Punkten  F^y  F^,  F^ . .  F^  schneidet,  die  sehr  angenähert  gleiche 
Bogenstttcke  auf  dem  Kreise  q)  zwischen  sich  fassen;  denn,  wenn 
dies  erreicht  ist,  wird  durch  eine  gleichförmige  Bewegung  des 
Punktes  F  auf  <p  auch  eine  sehr  angenähert  gleichförmige  Bewe- 
gung des  Schlittens  6  resp.  des  Punktes  B  während  des  Arbeits- 
ganges von  B^  bis  B^  bewirkt.  Die  Kreisbögen  X,  /«,  welche  mit 
der  Koppellänge  X  jP  um  die  den  Todtlagen  entsprechenden  Punkte 
Lqj  L^  beschrieben  sind  und  cp  m  F^^  F^  schneiden,  können  hier 
nicht  in  Betracht  kommen,  weil  die  Bewegung  des  Punktes  B  an 
den  Wegenden  stetig  in  momentane  Ruhe  tibergehen  muss.  Die 
Bestimmung  des  Kreises  q>  lässt  sich  leicht  durch  ein  sehr  prak- 
tisches Hülfsmittel  ausfuhren.  Wir  zeichnen  auf  Gelatinpapier  oder 
Pauspapier,  wie  Fig.  473  zeigt,  mehrere  concentrische  Kreise  und 
radiale  Qerade,  welche  dieselben  in  16  gleiche  Theile  theilen. 
Diese  durchsichtige  Zeichnung  bringen  wir  in  Fig.  472  versuchs- 
weise in  verschiedene  Lagen,  bis  eine  Beihe  von  7  Theilpunkten 
eines  dieser  Kreise  sehr  angenähert  oder  wenn  möglich  genau  auf 
jenen  7  Kreisbögen  /i,  /«,  yi . .  /?  liegen.  Wir  haben  in  unserem 
Beispiele  gefunden,  dass,  von  innen  gezählt^  der  vierte  concen- 
trische Kreis,  der  gerade  dem  Kreise  l  gleich  ist,  in  die  Lage  q) 
gebracht,  diese  Bedingung  am  besten  erfüllt.  Durch  dieses  Httlfs- 
mittel  wird  demnach  der  Radius  4>  F  und  der  Mittelpunkt  4>  des 
gesuchten  Kreises  cp  leicht  gefunden.  Hierbei  ist  aber  zu  beachten, 
dass  dieses  Resultat  nur  dann  brauchbar  ist,  wenn  hierdurch  ein 
Kurbelgetriebe  gebildet  wird,  dessen  Kurbeln  4>i^,  AZ  beide  ganze 
Umdrehungen  vollziehen.  Es  muss,  damit  dies  stattfindet,  also  ein 
Doppelkurbelgetriebe  ^FLS.  erhalten  wird,  nach  dem  Grashof- 
schen  Satze  S.  287  das  feste  Glied  4>A  die  kleinste  Länge  haben, 
und  die  Summe  der  kleinsten  und  der  grössten  Gliedlänge  kleiner 
als  die  Summe  der  beiden  anderen  Gliedlängen  sein.  Tritt  dieser 
Fall  aber  nicht  ein,  dann  müssen  wir,  da  die  Koppellänge  FL 
willkürlich  gewählt  wurde,  mit  einer  grösseren  Koppellänge  ver- 
suchen, um  ein  zweckmässiges  Resultat  zu  erlangen  i). 


*)  Eine  von* der  erloschenen  Firma  Bruno  Arndt  in  Chemnitz  i.  S.  aus- 
geführte kleine  Metallhobelmaschine  resp.  Stossmaschine ,  bei  welcher  der  an- 
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Nehmen  wir  an,  dass  die  constante  lothrechte  Geschwindig- 
keit des  Punktes  F  der  gleichförmig  rotirenden  Kurbel  4>  F  gleich 
dem  Enrbelradins  F^  ist,  so  ergiebt  sich,  ebenso  wie  bei  der 
Watt 'sehen  Dampftnaschine,  durch  den  Pol  26^  zu  dessen  Bestim- 
mung nur  eine  neue  Gonstructionsgerade  erforderlich  ist,  sehr  ein- 
fach die  entsprechende  Geschwindigkeit  des  Punktes  B.  Da  der 
Pol  16"^  in  der  auf  B^B^  senkrechten  Richtung  im  Unendlichen 
liegt,  ziehen  wir  durch  A  und  ^  auf  B^B^  die  unveränderlichen 
Senkrechten  14^1  ff^j  12-16^.  Dann  bestimmt  die  Schubstange  5 
durch  ihren  Schnitt  mit  der  Senkrechten  14-16'^  den  Pol  46  und 
vermittelst  der  neuen  Geraden  24-46  erhalten  wir  auf  der  Senk- 
rechten 12-16^  den  Pol  26  \  demnach  repräsentirt  die  Strecke 
26^12  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  B.  Indem  wir 
senkrecht  auf  B^B^  die  Strecke  BB^==^  26-12  machen,  erhalten 
wir  durch  den  betreffenden  Punkt  B^^  das  Ortliche  Geschwindig- 
keitsdiagramm des  Schlittens  6.  Diese  Construction  der  Geschwin- 
digkeit versagt,  wenn  die  Verbindungsgerade  4>  A  auf  der  Schub- 
geraden Bl  senkrecht  steht,  wenn  also  die  beiden  parallelen 
Geraden  A-i^,  ^16^  zusammenfallen.  Wir  können  aber  auch 
leicht  durch  eine  zweite  Construction  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  B  erhalten,  indem  wir  zu  FL  die  Parallele  ^L^  bis  an 
AL  und  ferner  zn  LB  die  Parallele  L^^B^  ziehen,  welche  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  BB^  des  Punktes  B  bestimmt. 

In  Fig.  474  ist  bei  dem  erhaltenen  Getriebe  der  Axenpunkt  4> 
beispielsweise  in  die  Verlängerung  der  Geraden  BA  gelegt;  dem 
zufolge  muss  der  Gelenkpunkt  A  im  Gliede  4  verlegt  werden 
und  ist  dadurch  bestimmt,  dass  wir  A J  =  Ai  und  den  Winkel 
LAA  gleich  dem  in  Fig.  472  gegebenen  Winkel  L^^A^  machen. 
Durch  die  einzige  neue  Gerade  24^  ergiebt  sich  auf  ^16^  der 
Pol  26  und  mit  demselben  die  Strecke  26-12  oder  Jaff-<l>,  welche  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  resp.  des  Schlittens  6 
repräsentirt.  Anstatt  diese  Strecke,  wie  vorhin  angegeben  wurde, 
an  B  gleichgerichtet  nach  unten  abzutragen,  wie  es  dem  Sinne 
der  lothrechten  Geschwindigkeit  F^  des  Punktes  F  entspricht, 
ist  es  in  Fig.  474  constructiv  einfacher,  die  Strecke  26'<P  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  zu  nehmen;  denn  wir  brauchen  dann  nur 
durch  den  Pol  ^  zu  *jB  eine  Parallele  zu  ziehen,  welche  die 


genähert  gleichfOnnige  Kurbelschub  mit  raschem  Rückgänge  durch  ein  Doppel- 
kurbelgetriebe bewirkt  wird,  befindet  sich  in  der  Maschinenfabrik  „Germania*^ 
Yormals  G.  Schwalbe  in  Chemnitz  i.  S.  im  Betriebe. 
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auf  <!>£  senkrecht  stehende  lothrechte  Geschwindigkeit  BB^^  des 
Punktes  B  bestimmt.  Dadurch  erhalten  wir  zwar  das  örtliche 
Geschwindigkeitsdiagramm  k),  welches  die  Veränderlichkeit  der 
Bewegung  des  Punktes  B  oder  des  meisseltragenden  Schlittens  6 
darstellt,  in  umgewendeter  Lage;  aber  dadurch  wird  die  An- 
schaulichkeit nicht  beeinträchtigt.  Diese  Lage  des  Geschwindig- 
keitsdiagramms würde  der  Annahme  entsprechen,  dass  der  Kurbel- 
punkt F  sich  mit  der  gleich  jP4>,  aber  entgegengesetzten  loth- 
rechten  Geschwindigkeit  bewegt,  die  also  von  F  aus  auf  die 
Verlängerung  von  ^F  abgetragen  werden  muss.  Wenn  die  Kurbel 
^F  im  Sinne  des  eingezeichneten  Pfeiles  gleichförmig  rotirt,  be- 
wegt sich  der  Punkt  B  während  des  Arbeitsganges  auf  der  Weg- 
strecke j6i  B^  sehr  angenähert  gleichförmig,  weil  das  entsprechende 
Diagrammstttck  sehr  angenähert  der  Schubrichtung  parallel  ist 
Erst  an  den  Wegenden  tritt  die  nothwendige  Geschwindigkeits- 
änderung ein;  und  femer  sehen  wir  aus  der  Gestalt  des  Dia- 
gramms, dass  der  Rückgang  oder  Leergang  sich  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit vollzieht,  also  rascher  als  der  Arbeitsgang  erfolgt. 

Um  verschiedene  Schublängen  zu  erhalten,  ist  in  der  Praxis 
die  Anschlussaxe  A  in  dem  Gliede  i  längs  des  Armes  A  A  verstell- 
bar. Aber  mit  einer  Verkürzung  oder  Verlängerung  des  Armes  A  A 
empfängt  das  Geschwindigkeitsdiagramm  t>  eine  ftlr  die  Gleich- 
förmigkeit der  Bewegung  des  Punktes  B  weniger  günstige  Gestalt 
Anstatt  der  beispielsweise  centrisch  gelegten  Schubgeraden  kann 
man  dieselbe  auch  excentrisch  annehmen  und  in  der  angegebenen 
Weise  die  günstigsten  Maassverhältnisse  des  Mechanismus  bestim- 
men; denn  bei  einer  kurzen  Schubstange  AB  würde  durch  eine 
excentrische,  parallel  zu  4>A  höher  gelegte  Schubgerade  Bl  der 
im  Arbeitsgange  auftretende  seitliche  Druck  des  Schlittens  ver- 
mindert 

b)  Witworth'sche  Metallhobelmaschine  mit  roti- 
rendem  SchleifkurbelgetriebeO'  Wird  in  dem  vorhin  be- 
trachteten Getriebe  die  Koppel  FL  des  Doppelkurbelgetriebes 
unendlich  lang  genommen,  dann  erhalten  wir  den  in  Fig.  475 
dargestellten  Mechanismus  der  Witworth 'sehen  Hobelmaschine, 
bei  welcher  ein  rotirendes  Schleif kurbelgetriebe  ^FX  die  mit 
dem  Schleifengliede  4  gelenkig  verbundene  Schubstange  AB  nebst 
dem  Schlitten  6  bewegt;  udd  dieser  Mechanismus,  dessen  Steg  das 


*)  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in 
Preussen,   1858.  S.  147. 
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Glied  i  ist,  kann  ein  rotirendes  schleifkurbeliges  Schnb- 
ge triebe  genannt  werden.  Es  soll,  während  sich  die  Kurbel  ^F 
gleichförmig  nm  die  Axe  4>  im  festen  Gliede  1  dreht,  der  Schlitten  6 
im  Arbeitsgange  eine  möglichst  gleichförmige,  im  Rückgänge  eine 
raschere  Bewegung  vollziehen.  Behufs  der  Erlangung  der  für 
diesen  Zweck  günstigen  Maassverhältnisse  betrachten  wir  die 
Länge  AB  der  Schubstange  5  und  den  Kreis  a,  der  von  dem 
Gelenkpunkte  A  des  rotirenden  Schleifengliedes  4  um  den  festen 
Axenpunkt  A  beschrieben  wird,  als  gegeben ;  ferner  legen  wir  die 
Schubgerade  Bl^  zweckmässig  gewählt,  excentrisch  zum  Kreise  a; 
und  damit  ist  dann  die  Weglänge  ^o^s  des  Schlittenpunktes  B 
bestimmt  Die  Weglänge  B^^B^^  theilen  wir  in  eine  Anzahl  etwa 
8  gleicher  Theile,  beschreiben  um  die  Theilpunkte  B^^  B^  . .  B^ 
mit  B  A  als  Radius  Elreisbögen,  die  den  Kreis  a  einerseits  schnei- 
den, und  ziehen  durch  diese  Schnittpunkte  die  radialen  Geraden 
/i  /a  •  •  /t-  Wir  benutzen  nun,  in  gleicher  Weise  wie  oben,  jene 
in  Fig.  473  angegebene,  auf  Gelatinpapier  oder  Pauspapier  aus- 
geführte Zeichnung.  Diese  durchsichtige  Zeichnung  bringen  wir 
versuchsweise  in  verschiedene  Lagen  auf  die  radialen  Geraden, 
bis  eine  Reihe  von  7  Theilpunkten  eines  der  concentrischen  Kreise 
sehr  angenähert  oder  wenn  möglich  genau  auf  den  7  radialen  Ge- 
raden liegen.  Hiernach  zeigt  sich,  dass,  von  innen  gezählt,  der 
zweite  concentrische  Kreis  der  durchsichtigen  Zeichnung  in  die 
Lage  g)  gebracht,  diese  Bedingung  am  besten  erfüllt.  Der  Radius 
^F  dieses  Kreises  %  dessen  Mittelpunkt  ^  zufällig  sich  auf  der 
Schubgeraden  B 1  befindet,  liefert  die  Kurbel  4>jP  des  Schleif  kurbel- 
getriebes.  Ziehen  wir  noch  von  A  aus  die  radialen  Geraden  ^,  /s, 
die  den  Endpunkten  B^^  B^  der  Schubstrecke  entsprechen  und  den 
Kreis  q)  resp.  in  den  Punkten  F^ ,  F^  schneiden,  so  sehen  wir,  dass 
der  gleichförmig  rotirende  Kurbelzapfen  F  während  des  langsamen 
Arbeitsganges  den  längeren  Bogen  F^FF^^,  während  des  raschen 
Rückganges  den  kürzeren  Bogen  F^F^  des  Kreises  g>  durchläuft. 
Um  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  für  die  Bewegung 
des  Punktes  B  zu  construiren,  nehmen  wir  wieder  an,  dass  der 
Kurbelpunkt  F  mit  der  constanten  lothrechten  Geschwindigkeit 
i^4>  rotirt,  und  verfahren  in  analoger  Weise  wie  oben  angegeben 
wurde.  Wir  ziehen  zur  Schubgeraden  4>  B  die  festen  Senkrechten 
<I>.iff*,  A-iff*,  von  denen  die  letzte  auf  der  Stange  AB  den  Pol  46 
bestimmt,  ziehen  ferner,  weil  der  Schlitten  3  die  unendlich  lange 
Koppel  FL"^  vertritt,  auf  A^  die  Senkrechte  FL^,  die  A^  im 
Pole  24  schneidet.    Dann  bestimmt  die  Gerade  24-46  auf  4>-iff* 
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den  Pol  26  \  und  indem  wir  durch  den  Pol  26  zu  ^B  eine  Pa- 
rallele ziehen,  erhalten  wir  die  Strecke  ^i?»,  welche  gleich  der 
lothr echten  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  ist,  und  somit  auch 
das  örtliche  Oeschwindigkeitsdiagramm  t>  desselben.  Eine  zweite 
Construction  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  folgt  aus  Art.  149 
(Fig.  404).  Wir  ziehen  dem  gemäss  durch  den  'Anschlusspunkt  A 
zur  Kurbel  F4>  eine  Parallele,  die  A  4>  im  Punkte  S  triflft,  fällen 
von  S  auf  AF  ein  Loth  und  ziehen  durch  den  Fusspunkt  A^ 
zur  Schubstange  AB  die  Parallele  A^B'^^  welche  auf  der  Ge- 
raden By^B  die  lothrechte  Geschwindigkeit  BBi^^^B^^B  bestimmt. 
Durch  die  Gestalt  des  gezeichneten  örtlichen  Geschwindigkeits- 
diagramms t)  wird  der  angenähert  gleichförmige  Arbeitsgang  und 
der  raschere  ungleichförmige  Bflckgang  veranschaulicht.  In  der 
Praxis  wird  durch  verschiedene  Verstellungen  der  Gelenkaxe  A  in 
dem  Schleifengliede  4  die  Schubstrecke  verändert;  dadurch  erhält 
aber  das  Geschwindigkeitsdiagramm  für  die  Gleichförmigkeit  der 
Bewegung  des  Punktes  B  während  des  Arbeitsganges  eine  weniger 
günstige  Gestalt 

c)  Metallhobelmaschine  mit  schwingendem  Schleif- 
kurbelgetriebe. Der  Mechanismus  dieser  in  Fig.  476  darge- 
stellten Metallhobelmaschine  unterscheidet  sich  in  theoretischer 
Hinsicht  von  dem  vorigen  nur  dadurch,  dass  der  Drehpunkt  A  des 
Schleifengliedes  4  ausserhalb  des  Kreises  q>  liegt,  der  von  dem 
Kurbelzapfen  F  beschrieben  wird.  Durch  die  rotirende  Kurbel  ^F 
wird  die  Schleife  4  und  der  durch  die  Schubstange  5  mit  ihr  ver- 
.  bundene  Schlitten  6  in  schwingende  Bewegung  versetzt ;  dem  ge- 
mäss wollen  wir  dieses  Getriebe  ein  schwingendes  schleif- 
kurbeliges  Schubgetriebe  nennen.  Die  Weggrenzen  des 
Schlittens  werden  durch  die  äussersten  Lagen  der  Schleife  be- 
stimmt, welche  eintreten,  wenn  die  Mittellinie  A  A  der  Schleife  mit 
den  von  A  an  den  Kreis  9  gelegten  Tangenten  AF^N  ^^t  ziisam- 
menfällt  Der  senkrecht  zur  Geraden  A4>  bewegte  Schlitten  6 
trägt  den  Hobelmeissel  und  wird  im  Arbeitsgange,  während  der 
gleichförmig  rotirende  Kurbelpunkt  F  den  längeren  Bogen  F^FjF^ 
durchläuft,  langsam  bewegt,  aber  rasch  zurUckgeftlhrt,  während 
der  Kurbelzapfen  F  den  kürzeren  Bogen  F^  Ffj  F^^  durchschreitet. 

Um  unter  der  Voraussetzuipg,  dass  der  Kurbelpunkt  F  mit  der 
Constanten  lothrechten  Geschwindigkeit  F<t>  rotirt,  das  örtliche  Ge- 
schwindigkeitsdiagramm t>  fllr  die  Bewegung  des  Schlittenpunktes 
B  zu  erhalten,  müssen  wir,  weil  die  Axenpunkte  A,  4>  im  festen 
Gliede  1  auf  einer  zur  Schubrichtung  senkrechten  Geraden  liegen. 
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die  vorhin  ansgeflihrte  zweite  Gonstractioii  der  Geschwindigkeit 
des  Punktes  B  anwenden.  Wir  ziehen  also  durch  den  Anschluss- 
punkt A  zur  Kurbel  F^  eine  Parallele;  die  AO  im  Punkte  H 
schneidet;  dann  von  S  auf  A.F  eine  Senkrechte  und  durch  den 
Fusspunkt  A^  zur  Schubstange  AB  die  Parallele  A^^B^^^  welche 
auf  der  zur  Schu*brichtung  senkrechten  Geraden  BB^  die  loth- 
rechte  Geschwindigkeit  B  B^^  im  Arbeitsgange  bestimmt.  In  glei- 
cher Weise  ergiebt  sich  entsprechend  der  Kurbellage  ^F^  fttr 
dieselbe  Schleifenlage  die  lothrechte  Geschwindigkeit  BB^o  des 
Punktes  B  im  Rttckgange  oder  Leergange.  Wenn  die  Schleife 
A  A  sich  in  der  Nähe  der  Mittellage  oder  in  dieser  selbst  befindet, 
ist  diese  Construction  nicht  verwendbar.  Wir  erhalten  aber  eine 
allgemein  gültige,  jedoch  nicht  so  einfache  Construction,  indem 
wir  den  Fusspunkt  Em  des  von  4>  auf  A^  gefällten  Lothes  be- 
stimmen, dann  die  Strecke  FE^ ,  welche  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit des  mit  F  coincidirenden  Schleifenpnnktes  repräsentirt, 
senkrecht  zu  A  ^  nach  FE^  drehen,  femer  die  Gerade  A£o  ziehen, 
die  auf  der  zu  A^  senkrechten  Geraden  AA^  die  Geschwindig- 
keit AA^  des  Punktes  A  abschneidet,  hierauf  in  der  Geraden  ^A 
die  Strecke  AA^^^^  AA^  machen  und  Ax^B^^  parallel  AB  ziehen. 

Aus  der  Gestalt  des  gezeichneten  Geschwindigkeitsdiagramms  D 
ersehen  wir,  dass  der  Punkt  B  sich  während  des  Arbeitsganges 
langsam  angenähert  gleichförmig  bewegt  und  während  des  Leer- 
ganges rasch  ungleichförmig  zurückgeht;  aber  wir  erkennen  auch 
im  Vergleich  mit  dem  für  das  doppelkurbelige  Schubgetriebe  in 
Fig.  474  dargestellten  Geschwindigkeitsdiagramm  D,  dass  durch 
dieses  doppelkurbelige  Schubgetriebe,  welches  auch  praktisch 
leichter  ausführbar  ist,  eine  viel  grössere  Gleichförmigkeit  im 
Arbeitsgange  erreicht  wird. 

188.  Supportmechaniamen  fQr  Abdrehen  der  Riemenscheiben 
mit  baiiiger  Lauffläclie.  Bevor  wir  die  speciellen  Watt 'sehen 
Mechanismen  erläutern,  die  zum  Abdrehen  der  Riemenscheiben 
mit  balliger  Lauffläche  dienen,  wollen  wir  zuerst  den  einfachsten 
Mechanismus,  durch  welchen  dies  bewirkt  wird,  betrachten.  Der- 
selbe ist  ein  Kreuzkurbelgetriebe  und  in  theoretisch-schematischer 
Gestalt  in  Fig.  477,  Taf.  XXXII,  dargestellt.  In  dem  geradlinigen 
Schlitze  des  festen  Gliedes  1  gleitet  ein  kreuzförmiger  Schieber, 
der  das  Glied  2  repräsentirt;  in  demselben  verschiebt  sich  das 
sticheltragende  Glied  3  senkrecht  zur  Richtung  jenes  Schlitzes, 
und  femer  ist  das  Glied  4,  welches  bei  dem  Kreuzkurbelgetriebe 
die  Kurbel  ^  F  vertritt,  in  F  mit  5,  in  4>  mit  1  drehbar  verbunden. 
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Wird  nim  der  Schieber  2  in  dem  Schlitze  verschoben,  80  vollzieht 
das  Glied  3  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  1  eine  kreisförmige  Pa- 
rallelbewegimg ,  und  alle  Punkte  des  Gliedes  S  beschreiben  con- 
gmente  Kreise ,  die  gleich  dem  Kreise  q>  sind,  den  der  Funkt  F 
beschreibt  Die  Spitze  s  des  am  Gliede  3  befestigten  Stichels  er- 
zeugt demnach  den  Kreisbogen  a,  der  dem  Kreisbogen  (p  eon- 
gment  ist.  Um  dieses  ELreuzkurbelgetriebe  den  Anfordemngen  der 
Praxis  entsprechend  zu  gestalten,  ist  in  Fig.  478  das  mit  der  Dreh- 
bank verbundene  Glied  1  fest,  und  längs  dessen  Schlitz  wird 
das  Glied  ^,  welches  die  Snpportplatte  vertritt,  vermittelst  einer 
Schraube  5  geführt  Auf  dem  Gliede  2  ist  der  Querschieber  3 
zwischen  Prismen  senkrecht  zur  Schraubenaxe  5  verschiebbar, 
und  ein  an  demselben  befestigter  Zapfen  F  gleitet  in  dem  bogen- 
förmigen, zum  Punkte  4>  centrischen  Schlitze  der  Platte  1.  Dadurch 
ist  die  gestrichelt  gezeichnete,  vorhin  erwähnte  Kurbel  4>F,  die 
jenes  Glied  4  vertritt,  weggemindert,  und  es  besteht  der  Mechanis- 
mus ausser  der  Schraube  ^S  aus  drei  Gliedern  i,  2,  3^  die  dnrch 
zwei  Kichtpaarungen  und  eine  höhere  Paarung  in  geschlossener 
Folge  verbunden  sind.  Auf  dem  Querschieber  3  ist  die  stichel- 
tragende Platte  q  durch  die  im  Gliede  3  gelagerte  Schraube  S  ver- 
stellbar und  kann  nach  jeder  Einstellung  als  einsttlckig  mit  dem 
Querscbieber  3  vereint  betrachtet  werden.  Durch  die  Drehung  der 
Schraube  S  wird  das  Glied  2  längs  des  Schlitzes  in  dem  festen 
Gliede  1  verschoben;  gleichzeitig  gleitet  dann  das  sticheltragende 
Glied  3  quer  über  das  Glied  2,  und  die  Stichelspitze  s  erzeugt  den 
Kreisbogen  a,  der  dem  vom  Punkte  F  beschriebenen  Kreisbogen  9) 
congruent  ist  Wird  statt  einer  kreisförmigen  Nuthe  eine  beliebig 
gekrümmte  Kuthe  genommen,  dann  beschreibt  die  Stichelspitze  s 
eine  Curve,  welche  der  Mittellinie  dieser  Nuthe  congruent  ist; 
und  die  Vorrichtung  kann  demnach  zum  Abdrehen  einer  beliebigen 
Roilations8äcbe  dienen.  Da  aber  bei  der  Abdrehung  verschiedener 
Scheiben  auch  der  Bogen  a  mehr  oder  weniger  gekrümmt  sein 
soll,  00  muss  die  Nuthenplatte  A^  von  der  festen  Supportplatte  1 
ablösbar  sein  und  ausgewechselt  werden.  Um  diese  Auswechse- 
lung, welche  sieh  als  ein  Nachtheil  dieses  Mechanismus  geltend 
macht,  zu  vermeiden,  hat  man  zusammengesetzte  Mechanismen 
angewendet,  die  wir  im  Folgenden  betrachten  wollen. 

Bei  drei  in  der  Praxis  angewendeten  speciellen  Watt 'sehen 
Mechanismen  wird  die  Stichelspitze  so  geftthrt,  dass  sie  ein  Ourven? 
stflck  beschreibt,  welches  die  Meridiancurve  der  balligen  Lauffläche 
bildet;  und  die  Einrichtung  ist  derart,  dass  durch  die  Längenver- 
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ändenmg  eines  Gliedes  auch  die  Ertlmmang  des  Garvenstückes 
verändert  wird^.  Der  für  Leitspindelbetrieb  eingerichtete,  von 
C.  L.  Lasch  ausgeführte  Sapport  ist  in  Fig.  479  schematisch  dar- 
gestellt Das  feste  mit  der  Drehbank  verbundene  Glied  3  besitzt 
einen  Hohlcylinder  H^  in  dem  sich  eine  Schranbenspindel  <S  nn- 
verschiebbar  dreht.  Das  Glied  4,  welches  die  Matter  der  Schraabe 
'S  trägt,  vertritt  die  Sapportplatte,  aaf  der  sich  das  Glied  5  als 
Qaerschieber  and  Stichelhalter  senkrecht  zar  Schraabenaxe  ver- 
schiebt. Dieses  Glied  5  ist  mit  einem  Zapfen  56  in  den  Bogen- 
schlitz  des  Gliedes  1  gehängt,  welches  einerseits  im  Punkte  H 
drehbar  an  4  geschlossen  and  anderseits  durch  die  Stange  2  in 
den  Punkten  12  und  23  gelenkig  mit  dem  festen  Gliede  3  ver- 
bunden ist.  Durch  die  Drehung  der  Schraube  S  beschreibt  die 
Stichelspitze  s  im  festen  System  3  eine  Gurve  a,  nach  welcher 
die  ballige  Lauffläche  der  betreffenden  Riemenscheibe  abgedreht 
wird.  Um  fttr  das  zur  Geltung  kommende  Gurvenstttck  verschie- 
dene Krümmungen  zu  erhalten,  ist  der  Zapfen  12  in  dem  Gliede  1 
verstellbar;  und  je  näher  derselbe  nach  der  Axe  li  hin  auf  der 
Geraden  1  festgestellt  wird,  desto  stärker  ist  das  betreffende  Stück 
der  Gurve  a  gekrümmt. 

Wenn  wir  nun  von  der  Drehung  der  Schraube  absehen  und 
das  Glied  4  längs  der  Schraubenspindel  im  Gliede  3  als  verschieb- 
bar annehmen,  so  dass  die  Glieder  <?,  4  gleichsam  durch  eine  Bicht- 
paarung  verbunden  sind ;  wenn  wir  femer  uns  die  Führung  in  dem 
Bogenschütze,  dessen  Mittelpunkt  16  ist,  durch  die  punktirte 
Stange  6  bewirkt  denken,  welche  einerseits  im  Punkte  16  an  das 
Glied  1  und  anderseits  im  Punkte  06  an  das  Glied  5  drehbar  an- 
geschlossen ist:  so  ist  dieser  sechsgliederige  Mechanismus  ein 
specieller  Watt 'scher  Mechanismus  mit  fünf  Drehpaarungen  und 
zwei  Richtpaarungen,  bei  dem  der  Pol  i5  in  der  Richtung  der 
Schraubenaxe  und  der  Pol  34  senkrecht  zu  derselben  im  Unend- 
lichen liegen.  Ausser  diesen  beiden  Polen  sind  durch  den  Mecha- 
nismus noch  die  Pole  12^  14,  16,  23,  56  unmittelbar  gegeben.  Die 
Bestimmung  der  übrigen  Pole  kann  man  leicht  nach  der  einge- 
führten Bezeichnungsweise  aus  der  Fig.  479  ablesen.  Da  wir  das 
Glied  6,  welches  durch  den  Bogenschlitz  des  Gliedes  1  in  dem  Ap- 
parat ersetzt  wird,  als  weggemindert  betrachten  können,  so  haben 
die  Pole  16,  26,  36,  46  nur  geometrisch  -  constructive  Bedeutung. 


')  Siehe  £.  Hart  ig,  „üeber  Supportfahrungen  zum  Abdrehen  der  Riemen- 
scheiben mit  balliger  Lauffläche".   CiviUngmieur,  1871.  B.  17.  S.  331. 
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Von  besonderem  Interesse  ist  für  ans  der  Pol  35^  weil  durch 
ihn  die  Normale  sn  der  Gorve  a  bestimmt  wird,  welche  die  Stichel- 
spitze s  des  Gliedes  5  in  dem  festen  Gliede  3  beschreibt.  Um 
diesen  Pol  35  zu  erhalten,  ziehen  wir  durch  den  Pol  li  zor 
Schraubenaxe  S  die  Senkrechte  li-34^^  welche  die  Gerade  12^23 
im  Fol  13  schneidet,  und  ferner  ziehen  wir  durch  den  Pol  li  zur 
Schraubenaxe  die  Parallele  U-iS^^  die  auf  der  Geraden  16-^ 
den  Pol  15  bestimmt.  Denn  nach  unserer  Bezeichnungsweise  er- 
giebt  sich: 

li^i^^  .o       14^^  ^  .r      13  -15  ^  o.« 
12-23  ^^^»      16-56   -^^"^^     34^^-45'^^^^  ' 

Der  Pol  35"^  liegt  also  stets  im  Unendlichen  auf  der  Geraden  13-15^ 
die  sich  durch  einfache  Construction  ergiebt,  und  demnach  ist  die 
Normale  sn  der  Curve  a  dieser  Geraden  pkrallel.  Da  das  stichel- 
tragende Glied  5  im  festen  Gliede  3  eine  Parallelbewegung  voll- 
zieht, so  folgt  auch  hieraus,  dass  der  Pol  35"^  stets  im  Unend- 
lichen liegt,  und  femer,  dass  alle  Punkte  des  Gliedes  5  im  festen 
Gliede  3  congruente  Curven  beschreiben. 

Bei  dem  Watt 'sehen  Mechanismus  gehen  durch  jeden  Pol 
vier  Gerade,  die  drei  Pole  tragen.  Im  betrachteten  speciellen  Falle 
gehen  denmach  ausser  der  unendlich  fernen  Geraden  ^4"" -4 J°°  und 
der  Geraden  13-15  noch  die  beiden  Geraden  23- 25^  36-56  nach 
dem  Pol  35"^.  Diese  beiden  Geraden  müssen  also  der  Geraden 
13-15  parallel  sein  und  können  dem  gemäss  als  Controle  der  Con- 
struction dienen.  Die  Bestimmung  der  Geraden  23-25  folgt  nach 
der  Bezeichnungsweise 

12-14        24       ^^^^^25 
23-34"^^  "^^^      12-15   ^^' 

indem  wir  den  Pol  23  mit  dem  erhaltenen  Pol  25  verbinden.  Die 
Gerade  36-56  ergiebt  sich  durch 

^4  -16^Aii       34^-46^0^ 
45^-56^  ^'       13-16^  "^^^ 

indem  wir  36  mit  56  verbinden.  Bei  diesen  Bestimmungen  zeigt 
sich  noch,  dass  die  drei  Geraden  23-36,  12-16,  25-56  sich  in 
einem  Punkte  26  schneiden. 

Durch  die  Drehung  der  Schraube  S  wirkt  die  eingeleitete 
Kraft  zunächst  zwischen  den  Gliedern  3  und  4.  Wenn  nun  die 
Geschwindigkeit  v  der  Supportplatte  4  in  dem  festen  Gliede  3  ge- 
geben ist,  so  ist  auch  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Stichel- 
spitze s  in  dem  Gliede  3  bewegt  wird,  leicht  zu  construiren;  denn 
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diese  Geschwindigkeit  hat  die  Biehtnng  der  zur  Normalen  tn  senk- 
rechten GnrTentangente,  und  jene  zur  Schranbenaxe  parallele  Ge- 
schwindigkeit r  ist  eine  ihrer  beiden  senkrechten  Componenten. 

Der  ftir  Handbetrieb  eingerichtete,  von  G.  L.  Lasch  ansge- 
führte  Support  ist  in  Fig.  480  schematisch  gezeichnet.  Auf  dem 
festen  Gliede  3^  welches  hier  die  Supportplatte  vertritt ,  ist  das 
Glied  4  verschiebbar.  Dieses  Glied  4  trägt  einen  zu  dieser  Schieb- 
richtung  senkrechten  Hohlcylinder  Ifj  in  dem  sich  die  Schrauben- 
Spindel  S  unverschiebbar  dreht  Das  Glied  <5,  welches  den  Stichel  s 
trägt,  enthält  die  Mutter  der  Schraube  'S  und  einen  geradlinigen, 
zur  Schraubenaxe  senkrechten  Schlitz,  in  dem  sich  der  Schlitten  6 
bewegt.  Dieser  Schlitten  ist  in  der  Mitte  16  drehbar  mit  dem 
Gliede  i  verbunden,  das  andersdts  drehbar  im  Punkte  14  an  das 
Glied  4  gehängt  ist  Das  Glied  1  enthält  einen  ttber  dem  im  festen 
Gliede  3  befindlichen  Zapfen  23  gleitenden  Bogenschlitz,  dessen 
Mittelpunkt  12  ist  Durch  die  Drehung  der  Schraube  S  beschreibt 
die  Spitze  s  des  Stichels  im  festen  Gliede  3  eine  Curve  a;  und 
die  Krümmung  des  betreffenden  Stflckes  dieser  Curve  wird  da- 
durch verändert,  dass  man  den  verstellbaren  Zapfen  16  im  Gliede  1 
auf  der  Geraden  1  an  verschiedenen  Stellen  befestigt 

Wenn  wir  nun  von  der  Drehung  der  Schraube  S  absehen  und 
das  Glied  5  längs  der  Schraubenspindel  im  Gliede  4  als  verschieb- 
bar annehmen,  so  dass  die  Glieder  4, 5  gleichsam  durch  eine  Richt- 
paamng  verbunden  sind ;  wenn  wir  ferner  uns  die  Ftthrung  in  dem 
Bogenschütze  durch  die  punktirte  Stange  2  bewirkt  denken,  welche 
sich  einerseits  um  den  festen  Zapfen  23  dreht  und  anderseits  im 
Bogenmittelpunkte  12  mit  dem  Gliede  1  drehbar  verbunden  ist: 
so  ist  dieser  sechsgliederige  Mechanismus  ein  specieller  Watt- 
scher Mechanismus  mit  vier  Drehpaarungen  und  drei  Bichtpaarun- 
gen,  bei  denen  die  drei  Pole  54*,  5^*,  45*  im  Unendlichen  liegen, 
und  zwar  die  beiden  ersten  in  der  Sichtung  der  Schraubenaxe 
und  der  dritte  in  der  hierauf  senkrechten  Bichtung.  Ausser  diesen 
drei  Polen  sind  die  vier  Pole  12,  14,  16,  23  durch  den  Mecha- 
nismus unmittelbar  gegeben,  und  somit  können  die  fehlenden  Pole 
in  der  bekannten  Weise  leicht  bestimmt  werden.  Hierbei  ergiebt 
sich,  dass  ausser  jenen  drei  gegebenen  unendlich  fernen  Polen 
auch  die  Pole  55*,  36",  46"^  im  Unendlichen  liegen.  Der  unend- 
lich ferne  Pol  55*  ergiebt  sich,  indem  wir  durch  den  Pol  14  zur 
Schraubenaxe  S  die  Parallele  14-34'"  und  die  Senkrechte  14^5'" 
ziehen,  welche  resp.  auf  den  Geraden  12-23, 16-56"  die  Pole  13, 15 
bestimmen,   auf  deren  Yerbindungsgeraden  der  unendlich  ferne 
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Pol  3S^  liegt.  Das  sticheltragende  Glied  5  vollzieht  eine  Parallel- 
bewegnng  in  dem  festen  Gliede  3,  nnd  demnach  beschreiben  alle 
Pmikte  des  Gliedes  5  congniente  Corven  in  dem  Gliede  3.  Die 
Nonnale  ^n  an  der  Gurve  a  ist  der  Geraden  13-15  parallel;  nnd 
femer  ist,  wie  bei  dem  oben  betrachteten  Support;  noch  durch 
die  gezeichnete  Gerade  23-25^  welche  auch  zur  Normalen  sn  pa- 
rallel ist,  eine  Controle  gegeben.  Durch  die  Drehung  der  Schraube 
S  wirkt  die  eingeleitete  Kraft  zunächst  zwischen  den  Gliedern  5^  4^ 
und  durch  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  das  Glied  ö  gegen 
das  Glied  4  bewegt,  wird  ebenso  wie  vorhin  die  Geschwindigkeit 
der  Stichelspitze ^  oder  jedes  anderen  Punktes  des  Gliedes  5  im 
festen  Gliede  3  leicht  bestimmt. 

In  Fig.  481  ist  der  Support  von  H.  Krause  schematisch  dar- 
gestellt Das  feste  Glied  3  enthält  den  Hohlcylinder  H^  in  dem  sich 
die  Schraubenspindel  S  unverschiebbar  dreht.  Auf  dem  Gliede  ^, 
welches  die  Mutter  der  Schraube  'S  trägt  und  die  Supportplatte 
vertritt,  ist  das  stich  eltragende  Glied  5  senkrecht  zur  Schraubenaxe 
verschiebbar  und  mit  einem  Langloche,  dessen  Längsrichtung  der 
Schraubenaxe  parallel  ist,  auf  den  Zapfen  16  der  Stange  1  gehängt. 
Das  stangenförmige  Glied  1  ist  einerseits  im  Punkte  14  mit  der 
Supportplatte  4  und  anderseits  im  Punkte  12  mit  dem  Arme  2 
gelenkig  verbunden,  der  sich  um  die  feste  Axe  23  des  Gliedes  3 
dreht  Durch  die  Drehung  der  Schraube  S  beschreibt  die  Stichel- 
spitze «  im  festen  Gliede  3  eine  Gurve  a.  Die  Krümmung  des  be- 
treffenden Stückes  dieser  Gurve  wird  dadurch  verändert,  dass  man 
den  verstellbaren  Zapfen  12  auf  dem  Arme  2  in  verschiedenen 
Stellen  befestigt. 

Wenn  wir  die  Drehung  der  Schraube  unbeachtet  lassen  und 
das  Glied  4  auf  der  Schraubenspindel  verschiebbar  betrachten,  so 
dass  die  Glieder  <?,  4  gleichsam  durch  eine  Bichtpaarung  verbun- 
den sind ;  wenn  wir  ferner  uns  in  das  Langloch  oder  den  Schlitz 
des  Gliedes  5  einen  um  den  Zapfen  16  drehbaren  Schlitten  6  ge- 
legt denken,  so  erhalten  wir  einen  speciellen  Watt 'sehen  Mecha- 
nismus mit  vier  Drehpaarungen  und  drei  Richtpaarungen.  Bei 
diesem  Mechanismus  befinden  sich,  ebenso  wie  bei  dem  vorigen, 
die  drei  Pole  45*,  «34* ,  56^  im  Unendlichen,  und  zwar  der  erste 
in  der  Bichtung  der  Schraubenaxe,  die  beiden  letzteren  in  der 
hierauf  senkrechten  Bichtung.  Ausser  diesen  drei  unendlich  fernen 
Polen  sind  durch  den  Mechanismus  noch  die  Pole  12^  14^  16^  23 
unmittelbar  gegeben,  und  die  fehlenden  Pole,  von  denen  auch  die 
drei  »35"*,  5ff*,  46^  im  Unendlichen  liegen,  können  leicht  in  be- 
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kannter  Weise  bestimmt  werden.  Behufs  der  Gonstmction  des 
Pols  55*  ziehen  wir  durch  den  Pol  i4  zur  Schraubenaxe  die 
Senkrechte  i4-54*  und  die  Parallele  i4-45*,  welche  resp.  auf 
den  Geraden  12^23^  16-56'^  die  Pole  13^  15  bestimmen,  deren  Ver- 
bindungsgerade den  unendlich  fernen  Pol  35^  enthält  Die  Nor- 
male 8  n  der  von  der  Stichelspitze  $  im  festen  Gliede  3  beschrie- 
benen Curre  o  ist  der  Geraden  13-15  parallel.  Eine  Controle  ist 
noch  durch  die  zu  sn  parallele,  gezeichnete  Gerade  23-25  gegeben. 
Die  Kraft,  welche  durch  die  Drehung  der  Schraube  S  in  den  Ap- 
parat geleitet  wird,  wirkt  hier  zunächst  zwischen  den  Gliedern  3 
und  4.  Nach  dieser  Darlegung  sind  also  die  drei  betrachteten 
Supportftlhrungen  kinematisch  gleichartig,  und  die  zweite  unter- 
scheidet sich  von  der  ersten  und  dritten  in  mechanischer  Hinsicht 
nur  durch  den  Ort  der  Einleitung  der  bewegenden  Kraft. 

189.  Rogere'scher  Steuemidermechanismus.  Der  in  Fig.  482 
schematisch  gezeichnete  Mechanismus  repräsentirt  das  von  Ro- 
gers ausgeführte,  im  Jahre  1862  zu  London  ausgestellte  Stener- 
rudergetriebe  Oi  wenn  das  Glied  3  als  fest  mit  dem  Schiffe  ver- 
eint betrachtet  wird.  Das  steuertragende  Glied  4,  welches  sich 
um  die  feste  verticale  Axe  34  dreht,  ist  einerseits  im  Punkte  H 
drehbar  an  den  Hohlcylinder  H  geschlossen,  in  welchem  sich  die 
Schraubenspindel  'S  des  Gliedes  1  unverschiebbar  dreht;  und  die 
Schraubenmutter  6  ist  im  Punkte  56  mit  dem  Gliede  5  gelenkig  ver- 
bunden, welches  anderseits  an  das  Glied  4  drehbar  angeschlossen 
ist.  Femer  dreht  sich  die  Schraubenspindel  S  verschiebbar  in  dem 
Hohlcylinder  2,  der  um  die  feste  Axe  23  im  Gliede  3  drehbar  ist 

Lassen  wir  die  Drehung  des  Schraubengliedes  i,  durch  wel- 
ches die  Mutter  6  in  der  Richtung  der  Schraubenaxe  bewegt  wird, 
unbeachtet,  und  denken  wir  uns  das  Glied  &  auf  i  verschiebbar, 
so  dass  die  beiden  Glieder  6,  1  gleichsam  durch  eine  Richtpaarung 
verbunden  sind,  dann  erhalten  wir  einen  speciellen  Watt 'sehen 
Mechanismus  mit  ftlnf  Drehpaarungen  und  zwei  Richtpaarungen, 
bei  dem  die  beiden  Pole  12"^^  16"^  und  ausserdem  der  Pol  56* 
in  der  zur  Schraubenaxe  senkrechten  Richtung  im  Unendlichen 
liegen.  Durch  diesen  Mechanismus  sind  also  die  Pole  12"^^  16"^ y 
26"^^  14j  34y  45y  23^  56  unmittelbar  gegeben ,  und  es  können  nach 
der  eingeführten  Bezeichnungsweise  alle  fehlenden  Pole  leicht 
constrnirt  werden. 


*)  Amtlicher  Bericht  über  die  Ausstellung  zu  London  im  Jahre  1862. 
Berlin  1863.'  Heft  IV.  S.  337. 
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Um  zu  erkennen,  in  welchem  Verhältnisse  die  Drehgeschwin- 
digkeit  der  Schraube  S  zur  Drehgeschwindigkeit  des  Steuers  i2,  oder 
die  zwischen  den  Gliedern  Ij  6  wirkende  Kraft  zu  der  Kraft  steht, 
welche  aaf  einen  Punkt  des  Gliedes  4  tangential  wirkt,  mUssen  wir 
den  Pol  36  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  zur  Schrau- 
benaxe  die  Senkrechten  23-12^^  14-16'^^  femer  durch  den  Schnitt- 
punkt 46  der  Geraden  14-16"^^  45-56  und  den  festen  Punkt  34  die 
Gerade  46-34^  welche  die  Senkrechte  23-12^  in  dem  Pol  36  trifft 
Beachten  wir,  dass  diese  Senkrechte  auch  den  unendlich  fernen 
Pol  16^  enthält  und  von  der  Geraden  14-45  im  Pol  13  geschnitten 
wird,  so  können  wir  jenes  Verhältniss  leicht  ermitteln.  Wir  be- 
zeichnen den  Axenpunkt  14  mit  A  und  nehmen  an,  es  sei  durch 
die  Drehung  der  Schraube  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  A 
gegen  die  Schraubenmutter  ^,  d.  h.  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
des  Gliedes  1  im  Bezug  auf  das  Glied  6  gleich  der  Strecke  AA^ 
gegeben ;  dann  wird,  wenn  wir  durch  den  Punkt  ^i°  zu  A'36  die 
Parallele  -4iMJ'  ziehen,  welche  die  Gerade  A-13  in  -4J'  schnei- 
det, nach  dem  Satze  in  Art.  25  durch  die  Strecke  A  A^^  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  repräsentirt,  die  der  auch  zum  steuer- 
tragenden Gliede  gehörende  Gelenkpunkt  A  im  festen  Gliede  <?, 
also  im  Bezug  auf  das  Schiff,  besitzt.  Demnach  verhält  sich 
die  zwischen  den  Gliedern  6  und  1  wirkende  Kraft  zu  der  im 
Punkte  A  auf  das  steuertragende  Glied  4  tangential  wirkende 
Kraft,  ohne  Beachtung  der  Beibung,  umgekehrt  wie  die  lothrechten 
Geschwindigkeiten  AAt!^  und  AA^^,  Nehmen  wir  an,  dass  die 
Drehung  der  Schraube  gleichförmig,  also  die  Geschwindigkeit 
vom  Punkte  A  im  Gliede  6  constant  sei,  und  bestimmen  wir  in 
der  angegebenen  einÜEtchen  Weise  ftlr  verschiedene  Stellungen  die 
entsprechenden  Punkte  A^^  auf  der  mit  4  bezeichneten  Geraden, 
welche  sich  um  die  feste  Axe  34  dreht,  so  bilden  diese  Punkte 
eine  Curve,  und  durch  dieselbe  erhalten  wir  ein  Diagramm  ftlr 
die  Drehgeschwindigkeit  des  durch  die  Schraube  iS  gedrehten 
Steuers  R.  Wir  haben  hier  nur  einige  specielle  Watt 'sehe  Me- 
chanismen betrachtet,  um  an  diesen  zu  zeigen,  dass  die  oft  so 
mannigfaltig  gestalteten  Mechanismen  sich  als  besondere  Fälle 
einem  allgemeinen  Mechanismus  unterordnen. 
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Der  StephenBon'sche  Mechanismns  und  specielle  Arten 

desselben. 

190.  Der  Stephenson'sche  Mechanismus  im  Allgemeinen.  In 
Fig.  483  ist  der  Stephenson'sche  Mechanismus  dargestellt,  dessen 
sechs  Glieder  mit  i,  -2,  5,  4,  5,  6  bezeichnet  sind.  Derselbe  be- 
steht ans  dem  Gelenkviereck  1234^  an  dessen  gegenüber  liegenden 
Gliedern  2^  4  resp.  die  Glieder  5^  6  eines  Gelenkes  drehbar  ange- 
schlossen sind.  Durch  die  sieben  Drehpaarnngen  oder  Gelenke  12^ 
23^  34^  14,  25,  56,  46  sind  sieben  Pole  unmittelbar  gegeben,  und 
die  Schnittpunkte  der  gegenüber  liegenden  Seiten  des  Gelenkvier- 
ecks  liefern  die  Pole  13,  24.  Wir  erhalten  dann  leicht  die  übrigen 
sechs  der  fünfzehn  Pole  dieses  Mechanismus  nach  der  eingeführten 
Bezeichnungsweise : 

24^25       ,r        12-25 ^  ..        23^25       «. 
46-56  ^  ^^>       14-45  ^  ^^'       34^45  ^  ^^' 

24-46  ^n^        14^46^.^       34-46  ^  or 
25-56  ^  ^'       12^26  ^  ^^'       23-26  ^  ^^' 

Da  bei  sechs  Gliedern  oder  Systemen  durch  jeden  der  fün&ehn 
Pole  vier  Gerade  gehen,  welche  je  drei  Pole  tragen,  so  müssen 
je  drei  der  in  einer  Zeile  stehenden  folgenden  Pole 

13  15  35 

13  16  36 

56  15  16 

56  35  36 

auf  einer  Geraden  liegen.  Diese  vier  Geraden,  welche  als  Con- 
trole  ftlr  diese  Bestimmung  der  Pole  dienen  können,  sind  durch 
Punktirung  gekennzeichnet.  Jeder  der  beiden  Pole  26,  45  erfor- 
dert ausser  den  zum  Mechanismus  gehörenden  Geraden  zu  seiner 
Bestimmung  nur  eine  neue  Constructionsgerade,  jeder  der  anderen 
vier  Pole  15,  35,  16,  36  erfordert  aber  zwei  neue  Constructions- 
gerade 0- 

Betrachten  wir  das  Glied  5  als  fest,  dann  erhalten  wir  den 

Hauptheil  des  Mechanismus  der  bewährten  Schiebersteuerung  von 


>)  Die  ausgeführte  Constraction  des  Pols  4.5  wurde  zuerst,  aber  in  um- 
ständlicher Weise,  von  Phillips  abgeleitet  in  den  Jnnales  des  mines,  1853. 
S^r.  V.  T.  3.  p.  1.  Die  obige  Ableitung  der  Constraction  dieses  Pols  wuide 
von  Nicolaid^B  in  seiner  Theorie  du  mouvement  d^une  figure  plarie  dans  son 
plan,  ler  memoire.  1863.  p.  27  angedeutet. 
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Robert  StephensonOy  bei  welcher  das  Gliedes  die  Locomotive, 
das  Glied  2  die  Triebwelle  mit  den  beiden  Excentem  und  das 
Glied  i  die  Coulisse  vertritt  Hiemach  haben  wir  diesen  mannig- 
fach angewandten  Mechanismus  benannt.  Um  diese  Schiebersteue- 
rung im  Schema  zu  yervoUständigen ,  müssen  wir ,  wie  Fig.  484 
zeigt,  das  Glied  8^  welches  den  Schieber  vertritt  und  in  dem  festen 
Gliede  5  verschiebbar  ist,  durch  eine  Schubstange  7  mit  dem 
Gliede  4  gelenkig  verbinden.  Nehmen  wir  bei  diesem  Getriebe 
beispielsweise  an,  dass  die  Endpunkte  der  lothrechten  Geschwin- 
digkeiten der  Punkte  des  um  die  Axe  26  in  5  rotirenden  Glie- 
des 2  mit  dem  Punkte  25  coincidiren,  so  ergiebt  sich  die  loth- 
rechte  Geschwindigkeit  des  Schiebergliedes  8  im  Bezug  auf  5 
durch  die  Bestimmung  des  Pols  28.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen 
wir  die  Gerade  24-Ä5,  welche  die  Gerade  46-56  im  Pol  45  schnei- 
det, ferner  senkrecht  zur  Schubrichtung  des  Gliedes  8  die  Gerade 
45-58"^,  welche  die  Gerade  47-78  in  dem  Pol  48  triflft;  dann  be- 
stimmt die  Gerade  24-^48  auf  der  unveränderlichen  zu  jener  Schub- 
richtung senkrechten  Geraden  25-58"^  den  Pol  28^  und  die  Strecke 
28-25  repräsentirt  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Gliedes  8 
im  Gliede  5.  Bei  gleichförmiger  Rotation  des  Gliedes  2  erhalten 
wir  demnach  einen  Punkt  A^  des  Ortlichen  Geschwindigkeits- 
diagranmis  fUr  einen  Punkt  A  des  Gliedes  <S,  wenn  wir  senkrecht 
zur  Geraden  8  die  Strecke  -4  jI»  =  28-25  machen. 

191.  Die  Quintenz'sche  Brückenwaage.  Die  in  Fig.  485  sche- 
matisch gezeichnete  Quintenz'sche  Brflckenwaage ^)  ist  ein 
Step henson 'scher  Mechanismus.  Bei  demselben  werden  durch 
die  Glieder  Ij  2^  3^  4  resp.  das  feste  Gestell,  der  Waagebalken, 
die  eine  Hängeschiene  und  der  Hebel  vertreten ;  femer  bildet  das 
Glied  5  die  andere  Hängeschiene  und  das  Glied  6  die  Brücke. 
Soll  nun  bei  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  aus  der  Gleich- 
gewichtslage die  Brtlcke  6  eine  unendlich  kleine  verticale  Pa- 
rallelbewegung vollziehen,  so  muss  der  Pol  16^  der  Brücke  6 
gegen  das  feste  Gestell  1  in  horizontaler  Richtung  im  Unend- 
lichen liegen.  Demnach  müssen  die  Geraden  14-46^  12-26^  welche 
sich  in  dem  unendlich  fernen  Pol  i6^  schneiden,  horizontal  sein. 
Behufs  der  Bestimmung  des  Pols  26  auf  der  letzteren  Geraden 

')  Organ  für  die  Fortschritte  des  Eisenbahnwesens,  1846.  B.  t.  S.  tt; 
und  Heusinger  von  Waldegg,  Locomotiv-Maschine.   1858.  S.  XXIX. 

^)  Die  erste  Mittheilung  über  diese  Waage  giebt  Francoeur  im  Bulle- 
tin de  la  Societe  d'encouragetnent,  1823.  Annäe.  XXII.  p.  317.  Femer  Poly- 
technisches Journal,  1824.  B.  14.  S.  3. 
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ziehen  wir  die  feste  Gerade  i2-M,  die  23-34  im  Pol  24  schneidet, 
und  femer  die  Gerade  46-24^  welche  die  Gerade  5  oder  56-25  in 
dem  auf  12-16*  liegenden  Pol  26  trifft.  Damit  also  die  Brücke  6 
jene  anendlich  kleine  yerticale  Farallelbewegang  vollzieht,  ist  er- 
forderlich, dass  die  Geraden  i^-^,  12-26  horizontal  sind,  die  drei 
Geraden  14-12, 34-23,  46-26  sich  in  einem  Punkte  24  und  die  drei 
Geraden  5,  46-24,  12-16^  sich  in  einem  Pankte  26  schneiden.  In 
der  Praxis  lässt  man  daher  den  Anf  hftngepnnkt  25  mit  dem  Pol  26 
zusammenfallen.  Demnach  hat  der  mit  26  coincidirende  Punkt  25 
des  Waagebalkens  2  und  der  mit  26  coincidirende  Punkt  der  Brücke 
6  dieselbe  yerticale  Bewegung ;  folglich  ist  die  Wirkung  einer  an 
beliebige  Stelle  auf  die  Brücke  gelegte  Last  Q,  welche  durch  das 
Gewicht  P  im  Gleichgewicht  gehalten  wird,  dieselbe,  als  wenn 
diese  Last  direct  in  25  an  den  Waagebalken  gehängt  ist.  Ferner 
wird  bei  der  praktischen  Ausführung  aus  statischen  Gründen  der 
Punkt  23  in  die  Gerade  12-25,  und  der  Punkt  34  in  die  Gerade 
14-46  gelegt;  dem  gemäss  muss  bei  dieser  besonderen  Anordnung 
die  Punktgruppe  12,  26,  23  der  Punktgruppe  14,  46,  34  ähnlich 
sein,  und  dies  ist  die  bekannte  Grundbedingung  der  Quintenz- 
schen  Brückenwaage.  Da  der  Pol  13"^  als  Schnittpunkt  der  hori- 
zontalen Geraden  12-23,  34-14  auch  in  horizontaler  Richtung  im 
Unendlichen  liegt  und  ebenso  der  Pol  15"^  als  Schnittpunkt  der 
horizontalen  Geraden  12-25,  56-16*",  so  vollziehen  bei  einer  un- 
endlich kleinen  Bewegung  aus  der  Gleichgewichtslage  auch  die 
beiden  Hängeschienen  3,  5  wie  die  Brücke  6  eine  unendlich  kleine 
verticale  Bewegung.  Durch  statische  Betrachtungen  erkennt  man 
leicht,  dass  zur  Erlangung  eines  stabilen  Gleichgewichts  die  Hänge- 
schienen <?,  ^  an  den  Waagebalken  schräg  nach  der  Brückenseite 
hin  gezogen  aufgehängt  werden  müssen  0-  Die  meisten  Brücken- 
waagen sind  verschiedenartige  Anordnungen  eines  Stephenson- 
sehen  Mechanismus;  und  eine  ausführliche  kinematische  Untersuch- 
ung derselben  würde  die  geometrische  Einsicht  in  die  bisherige 
analytische  Behandlung  dieser  Waagen,  welche  von  SchOnemann 
stammt,  wesentlich  fördern^). 

192.  Das  Morgan'sche  Ruderrad.  Bei  den  Ruderrädem  an 
Schiffen  ist  man  bestrebt,  den  Schaufeln  eine  derartige  Bewegung 

')  Yergl.  Rittershaas,  „Zur  Theorie  der  Quintenz  -  Waage'*.  Civil- 
ingenieur.  1875.  B.  21.  S.  45.   £.  Brauer,  Konstruktion  der  fVaage.  18S0.  S.  60. 

*)  SchOnemann,  „Von  der  Empfindlichkeit  der  Brückenwaagen*'.  Denk- 
schriften der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften,  Mathematisch-natur wissen" 
schaf (liehe  Classe.  1853.  B.  V.  2.  Abth.  S.  157. 
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in  dem  Wasser  zu  ertheilen,  dass  die  Eraftwirknng  für  die  Fort- 
bewegung des  Schiffes  möglichst  ausgenutzt  wird ;  und  die  Erfah- 
rung hat  seit  fünfzig  Jahren  bestätigt,  dass  durch  das  von  Morgan 
ausgeführte  Ruderrad  mit  yeränderlicher  Schaufelstellung  dieser 
Zweck  eher  als  durch  andere  Ruderräder  erreicht  wird  0-  Das  in 
Fig.  486  schematisch  dargestellte  Morgan 'sehe  Ruderrad  besteht 
aus  einem  Doppelkurbelgetriebe  ^  FL  A,  an  dessen  Kurbeln  4>F, 
Ai  mehrere  schaufelführende  Gelenke  ABC^  A^B^C^  . .  drehbar 
angeschlossen  sind.  Betrachten  wir  zunächst  nur  das  Doppel- 
knrbelgetriebe  OFiA,  dessen  Glieder  mit  i,  -2,  5,  4  bezeichnet 
sind,  und  das  eine  aus  den  Gliedern  <5,  6  bestehende,  an  2,  ^  an- 
geschlossene Gelenk  ABCj  so  ist  dieses  Getriebe  ein  Stephen- 
son'scher  Mechanismus,  bei  welchem  das  Glied  1  mit  den  Axen 
4>,  A  das  Schiff  vertritt.  Der  treibende  Radarm  ^F  ist  durch  das 
schaufeltragende  Glied  3  an  den  Arm  4  gekuppelt,  der  mit  dem 
Ring  R  ein  Stück  bildet ;  und  dieser  Ring  rotirt  auf  einem  mit  A 
concentrischen  festen  Ring,  der  die  Axe  ^  excentrisch  umfasst. 
Um  zweckmässige  Schaufelstellungen  zu  erhalten,  müssen  wir  das 
Doppelkurbelgetriebe  so  construiren,  dass  die  an  der  Koppel  FL 
befestigte  Schaufel  im  Wasser  in  der  tiefsten  Stellung  yertical  steht 
und  beim  Eintritt  und  Austritt  parallel  zu  der  Richtung  ist,  in  wel- 
cher die  Schanfelaxe  F  sich  im  Bezug  auf  das  Wasser  bewegt 

Repräsentirt  F'Fj,  an  der  Eintrittastelle  F'  der  Schaufel  ins 
Wasser  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes  im  Bezug  auf  das  Wasser, 
welches  in  Ruhe  oder  in  Bewegung  sein  kann,  und  ist  femer  F'  FJ' 
die  (resch windigkeit,  mit  welcher  die  Schaufelaxe  F^  im  Bezug 
auf  das  Schiff  rotirt,  so  liefert  die  Diagonale  F^F'^  des  hierdurch 
bestimmten  Parallelogramms  die  Grösse  und  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  die  Schaufelaxe  F^  sich  im  Wasser 
selbst  bewegt  Ebenso  liefert,  wenn  jP"FJ  an  der  Austrittsstelle 
F"  der  Schaufel  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes  im  Bezug  auf 
das  Wasser  und  F'^F*  die  Geschwindigkeit  der  Schaufelaxe  F",  die 
gleich  F'Fj^  ist,  im  Bezug  auf  das  Schiff  darstellt,  auch  die  Dia- 
gonale F"FJ'  des  hierdurch  bestimmten  Parallelogramms  die  Grösse 


*)  Der  Mechanismas  dieses  Rnderrades  stammt  von  £.  Gallo way.  Spe- 
cificaiion  No.  5805  vom  2.  Juli  1829.  Dieses  Patent  wurde  von  W.  Morgan 
übernommen,  der  den  Mechanismus  durch  zweckmässige  Anordnung  verbesserte. 
Mechanics'  magazine.  1835.  Vol.  XXII.  p.  273.  In  gleicher  Gestalt,  welche 
Gallo  way  diesem  Mechanismus  gegeben  hat,  ist  derselbe  auch  später  von 
King  William  angegeben.  Siehe  die  aus  dem  Register  of  Ärts.  P.  XXIX. 
p.  140  entnommene  Beschreibung  im  Polyiechn,  Jottmal.  1830.  B.  35.  S.  348. 
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und  Bichtung  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Schanfelaxe 
F'^  sich  im  Wasser  selbst  bewegt.  Wir  zeichnen  nun  in  der  tief- 
sten Lage  F  an  dem  Arme  4>F  die  Schaufel  in  verticaler  Stel- 
lung nebst  der  aof  ihr  senkrechten  Koppel  F3^  wir  denken  uns 
ferner  den  Arm  ^F  nach  ^F'  sowie  nach  4>i^"  gedreht  und  die 
entsprechenden  Lagen  der  Schaufel  beziehlich  zu  F'F[,  Ffip'J 
parallel  gestellt,  oder  wir  errichten  auf  F'F^  die  Senkrechte  F^3\ 
auf  F'^F'J  die  Senkrechte  F"5"  und  machen  auf  diesen  beiden 
Senkrechten  die  Strecken  F'  L\  F"  V  gleich  der  von  zweck- 
mässiger Länge  gewählten  Koppel  FL.  Hiemach  bestimmt  der 
Mittelpunkt  des  durch  L\  Z,  L"  gehenden  Kreises  die  Axe  A, 
und  der  Badius  die  Länge  der  zweiten  Kurbel  AX  des  Doppel- 
kurbelgetriebes ^FLK^  welches  die  an  der  Koppel  befestigte 
Schaufel  in  die  drei  gewünschten  Stellungen  führt.  Durch  diese 
Anordnung  wird  die  Schaufel  möglichst  stossfrei  in  das  Wasser 
getaucht,  wirkt  in  der  tiefeten  Lage  mit  voller  Elraft  und  verlässt 
das  Wasser  mit  möglichster  Ausnutzung  der  wirksamen  Kraft 

Wir  betrachten  hierauf  einen  zweiten  Arm  ^A^  der  beispiels- 
weise mit  <t>jP  einen  Winkel  von  120^  bildet,  und  nehmen  an,  dass 
die  Gliedlänge  AB  der  zugehörigen  Schaufel  gleich  FL  sei.  Wir 
drehen  den  Arm  ^A  in  die  Lagen  4>-4',  4>-4",  so  dass  AB  resp. 
in  die  Lagen  A'B\A''B''  gelangt,  die  auch  mit  F'L%  F"L"  be- 
zeichnet sind,  und  fixiren  die  beiden  entsprechenden  Stellungen 
^g'8'A,  a>g"8"A  des  Doppelkurbelgetriebes  ^FLA.  Dem  zu- 
folge hat  der  Arm  A  L  sich  erst  um  den  Winkel  £  A  8'  und  weiter 
um  den  Winkel  8' Aß"  gedreht.  Um  nun  die  Stange  jB'C  zu  er- 
halten, durch  welche  das  Schaufelglied  A'B^  an  den  Ring  R  ge- 
kuppelt ist,  und  den  Gelenkpunkt  C  auf  diesem  Ringe  R  zu  be- 
stimmen, so  dass  die  betreffende  Schaufel  beim  Eintritt  sowie 
beim  Austritt  die  gewünschte  Stellung  einnimmt,  construiren  wir 
auf  einem  Kreise  k  des  Ringes  R  die  Punkte  C,  C",  indem  wir 
den  Winkel  C'AC"  =  8'A8"  symmetrisch  zwischen  den  Winkel 
B'AR'  legen,  oder  indem  wir  auf  dem  Kreise  k  den  Bogen  i'i", 
den  der  Winkel  8'A8"  zwischen  sich  fasst,  nach  (7'C"  so  legen, 
dass  die  Halbirungsgerade  des  Winkels  B' AB''  auch  den  Bogen 
C'C"  halbirt  Nach  dieser  Gonstruction  sind,  weil  die  Punkte 
jS',  B"  gleichen  Abstand  von  A  haben,  die  Strecken  5'C',  B*'C'' 
gleich,  und  demnach  ist  bei  angenommenem  Bingkreise  k  die 
Länge  B'C  der  Verbindungsstange  und  die  Anschlnssaxe  C  auf 
dem  Binge  bestimmt.  Wird  dagegen  die  Länge  -B'  C  dieser  Ver- 
bindungsstange als  gegeben  betrachtet,  dann  ist  der  Kreis  k  be- 
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atimmt.  In  diesem  Falle  mttssen  wir  die  Schenkel  jenes  Winkels 
CAC  zeichnen  und  mit  B'C^  als  Radius  nm  B'  einen  Kreis- 
bogen ziehen,  der  den  Schenkel  A  C  in  dem  Punkte  C  schneidet, 
und  femer  um  A  den  durch  C  gehenden  Kreis  k  beschreiben, 
der  den  anderen  Schenkel  A(7"  in  dem  Punkte  C"  trifft  Die 
Verbindungsstange  befindet  sich  also  beim  Eintauchen  der  Schaufel 
in  der  Lage  B^  C'^  beim  Auftauchen  in  der  Lage  B"  Ci\  Denken 
wir  uns  den  Arm  ^A'  in  die  Lage  ^A  zurttck  gedreht,  dann 
dreht  sich  der  Bing  R  um  den  Winkel  S'AX,  und  wir  erhalten 
den  Punkt  C,  indem  wir  den  Winkel  C'AC  '=  8'AZ  machen, 
wodurch  dann  auch  die  Stellung  des  Gelenkes  ABC  bestimmt 
ist  In  gleicher  Weise  ist  das  Oelenk  A^  B^  C^  nebst  der  Schaufel 
gezeichnet,  und  können  auch  die  anderen  Gelenke  in  verlangter 
Anzahl  mit  den  zugehörigen  Schaufeln  gezeichnet  werden.  Hier- 
bei ist  aber  zu  beachten,  weil  die  beiden  Kurbeln  nicht  genau 
gleiche  Drehungen  machen,  dass  jener  Winkel  S'A8"  oder  C  AC" 
für  verschiedene  Gelenke  auch  verschieden  ist;  und  demnach  sind, 
wenn  wir  verlangen,  dass  die  Anschlussaxen  (7,(7^,..  alle  auf 
demselben  Kreise  k  liegen,  alle  Verbindungsstangen  B  (7,  B^  C7j, . . 
von  ungleicher  Länge,  die  zwar  wenig  differirt.  Wenn  dagegen, 
was  für  die  Ausführung  zweckmässiger  ist,  alle  Verbindungs- 
stangen  gleich  sein  sollen,  so  erhalten  wir  auf  dem  Ringe  R  die 
Anschlussaxen  <7,  <7i,  .  .,  die  ungleiche,  jedoch  wenig  verschie- 
dene Abstände  von  A  haben.  Wir  erkennen  hiernach,  dass  durch 
die  empfangenen  Gelenke  die  Schaufeln  nur  an  der  Eintrittsstelle 
und  an  der  Austrittsstelle  in  die  erwünschte  Stellung  geführt  wer- 
den, aber  es  zeigt  sich,  dass  bei  dieser  Anordnung  die  Schaufeln 
in  der  tiefsten  Lage  nur  wenig  von  der  verticalen  Stellung  ab- 
weichen. Wird  es  aber  für  vortheilhafter  erachtet,  in  der  tiefsten 
Lage  eine  genaue  verticale  Stellung  der  Schaufeln  zu  erlangen, 
dann  muss  man  auf  die  erwünschte  Stellung  der  Schaufeln  an  der 
Austrittsstelle  verzichten  und  in  der  angegebenen  Weise  die  Ge- 
lenke ftlr  die  Eintrittsstelle  und  f&r  die  tiefste  Stelle  construiren. 
Diese  Darlegungen  geben  nur  ein  dunkles,  unvollkommenes 
Bild  der  theoretischen  Behandlung,  welches  erst  durch  viele  aus 
der  Erfahrung  geschöpfte  Bedingungen  erhellt  und  vervollstän- 
digt wird.  Wir  haben  in  Fig.  486  die  Geschwindigkeit  F'Fl^  des 
Axenpunktes  F*  im  Bezug  auf  das  Schiff  wenig  grösser  als  die 
Geschwindigkeit  F'F^  des  Schiffes  gegen  das  Wasser  genommen, 
und  dies  würde  der  Bergfahrt  eines  Schiffes  entsprechen ;  bei  der 
Thalfehrt  desselben  ist  F'Fj'  im  Verhältnisse  zu  FF^  viel  grösser. 


468  VII.  Abschnitt   Zasammengesetzte  ebene  Mechanismen. 

Die  erhaltenen  Schaofelstellangeni  welche  bei  der  Bewegung  eines 
Schiffes  im  Strome  hiemach  für  die  Bergfahrt,  also  fttr  die  wich- 
tigste Bewegangsrichtang  gttnstig  wirken,  sind  fttr  die  Thalfahrt 
nicht  entsprechend  zweckmässig.  Für  die  Aastrittsstelle  F"  hinter 
dem  Bade  wäre  die  ans  der  Beobachtung  erkannte  Wasserfläche 
anzunehmen,  welche  sich  durch  die  stehende  Wasserwelle  am 
Schiffe  bildet  und  höher  als  der  yordere  Wasserspiegel  ist  Femer 
ist  auch  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes  im  Bezug  auf  das  Wasser 
an  der  Austrittsstelle  eine  andere  als  an  der  Eintrittsstelle,  weil 
das  Wasser  auch  durch  die  Schaufeln  bewegt  wird.  Aus  Mangel 
an  Resultaten  der  Beobachtung  werden  aber  einfach,  wie  auch  in 
Fig.  486  geschehen  ist,  die  Eintrittsstelle  F^  und  die  Austritts- 
stelle F"  in  gleichem  Niveau  und  die  beiden  Geschwindigkeiten 
F'Fl^  F'^Fl  gleich  genommen.  Bei  den  in  Fig.  486  geforderten 
Schaufelstellungen  liegt  der  Mittelpunkt  A  des  durch  Z',  //,  V 
gehenden  Kreises  so,  dass  das  Gelenkviereck  ^FLA  ein  Doppel- 
kurbelgetriebe liefert,  weil  bei  demselben,  wie  es  gemäss  dem 
Grashof 'sehen  Satze  S.  287  sein  muss,  die  Summe  des  kleinsten 
festen  Gliedes  und  des  grössten  Gliedes  nicht  grösser  als  die 
Summe  der  beiden  anderen  Glieder  ist  Es  können  aber  auch 
bei  anderen  Geschwindigkeitsverhältnissen  sich  Schaufelstellungen 
ergeben,  so  dass  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  dass  selbst, 
wenn  wir  flber  die  Eoppellänge  FL  und  den  von  Koppel  und 
Schaufel  gebildeten  Winkel  noch  frei  verfügen,  ein  Gelenkviereck 
entsteht,  welches  kein  Doppelkurbelgetriebe  liefert  und  daher  nicht 
verwendbar  ist.  In  einem  solchen  Falle  muss  auf  die  Richtigkeit 
der  einen  von  den  drei  Stellungen  der  Koppelschaufel,  entweder 
in  der  Austrittsstellung  oder  in  der  tiefsten  verticalen  Stellung, 
verzichtet  werden,  und  es  ist  dann  nur  möglich,  die  Koppel- 
schaufel, wie  es  bei  den  anderen  Gelenkschaufeln  geschieht,  in 
zwei  der  erwünschten  Stellungen  zu  ftthren. 

193.  Mechanismus  für  die  Nadelbewegung  der  Wanzer'schen 
Nähmaschine.  Zuvörderst  wollen  wir  den  in  Fig.  487  dargestellten 
speciellen  Stephenson'schen  Mechanismus  betrachten,  bei  wel- 
chem die  Glieder  <5,  6  durch  eine  Bichtpaarung  verbunden  sind 
und  das  Glied  6  fest  ist.  Durch  die  Drehung  des  Gliedes  2  um 
die  Axe  25  oder  4>  im  festen  Gliede  5  wird  die  Hülse  6  auf  der 
Stange  5  in  schwingende  Bewegung  versetzt.  Um  fttr  eine  ge- 
gebene Stellung  des  Gliedes  2  die  entsprechende  Stellung  des 
Gliedes  4  resp.  die  Lage  des  auch  mit  A  bezeichneten  Punktes  46 
auf  der  Stange  5  zu  bestimmen,  mflssen  wir  die  drei  Punkte  i4. 
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A^  34  auf  durchsichtigem  Papier  markiren,  und  die  markirten 
Punkte  14^  34  auf  den  resp.  nm  i2^  23  mit  der  Strecke  1  nnd  2 
beschriebenen  Kreisbögen  ftthren,  bis  A  auf  die  Gerade  5  fällt. 
Leichter  erhalten  wir  jedoch,  wenn  verschiedene  Lagen  von  A 
bestimmt  werden  sollen,  dieselben  vermittelst  einer  Httlfscnrve  a, 
die  zugleich  als  ein  polares  Wegdiagramm  dient  Wir  denken 
uns  zu  diesem  Zwecke  einstweilen  das  Glied  2  festgestellt  und 
das  Glied  4  bewegt,  dann  bilden  die  vier  Glieder  /,  2^  3y  4  ein 
Doppelkurbelgetriebe,  weil  im  dargestellten  Falle  die  Längen- 
summe  des  kleinsten  festen  und  des  grössten  Gliedes  kleiner  ist  als 
die  Längensumme  der  beiden  anderen  Glieder  gemäss  dem  Gras- 
hof'sehen  Satze  (S.  287);  und  der  Punkt  A  beschreibt  im  Gliede  2 
eine  ovale  Bahncurve  a,  für  welche  im  Punkte  A  die  Gerade  A'24 
die  Normale  ist.  Die  Länge  der  kleinsten  durch  4>  gehenden  Nor- 
male dieser  Curve  a  ergiebt  sich  graphisch  durch  den  um  4>  ge- 
zogenen berührenden  kleinsten  Kreis  k ;  aber  der  Berührungspunkt 
A^j  den  dieser  Kreis  k  mit  der  Curve  a  bildet,  resp.  die  Normale 
4>^®,  muss  entweder  versuchsweise  oder  durch  eine  Fehlercurve 
ermittelt  werden,  und  ebenso  die  übrigen  durch  4>  gehenden  Nor- 
malen der  Curve  a.  Der  Kreis  k  schneidet  die  Gerade  5  in  der 
höchsten  Lage  A^  des  Punktes  A.  Den  Punkt  A^  nehmen  wir  als 
Anfangspunkt  der  Wegmessung  des  auf  5  bewegten  Punktes  A ; 
das  Glied  2  drehen  wir  aus  der  entsprechenden  Anfangslage  um 
einen  Winkel  v  und  machen  den  Winkel  A^^A^  entgegengesetzt 
gleich  V]  demnach  ist  die  Strecke  K^A\  welche  der  Kreis  k  und 
die  Curve  a  auf  dem  Fahrstrahle  4>a4*  abschneiden,  gleich  der  auf 
5  durchschrittenen  Wegstrecke  A^A^  des  Punktes  A,  die  der  Dreh- 
ung V  entspricht.  Die  Curve  a  bildet  also  ein  polares  Wegdia- 
gramm fttr  die  Bewegung  des  Punktes  A  auf  <5,  und  durch  das- 
selbe werden  zugleich  die  Lagen  des  Punktes  A  bestimmt,  welche 
verschiedenen  Drehungswinkeln  des  Gliedes  2  entsprechen. 

Die  Curve  a  veranschaulicht  auch  den  complicirten  Bewe- 
gungsvorgang des  Punktes  A  oder  des  Gliedes  6  auf  dem  festen 
Gliede  5.  Wenn  wir  das  Glied  2  nebst  der  in  demselben  befind- 
lichen Curve  a  rotiren  lassen,  so  ist  die  Bewegung  des  Schnitt- 
punktes A^  welchen  die  rotirende  Curve  a  mit  der  Geraden  5  bil- 
det, identisch  mit  der  Bewegung  des  Gliedes  6  auf  5.  Stellen 
wir  uns  vor,  es  sei  das  Glied  2  mit  einer  ovalen  Nuthe  versehen, 
deren  Mittellinie  die  Curve  a  ist,  und  es  greife  A  als  ein  an  der 
Hülse  6  befestigter  Zapfen  in  diese  Nuthe,  dann  würden  wir  den- 
selben Bewegungsvorgang  des  Gliedes  6  durch  den  aus  den  drei 
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Gliedern  5^  2^  6  bestehenden  Mechanismus  erhalten,  bei  welchem 
die  Gliederpaare  5^  2]  2^  6]  6^  5,  resp.  durch  eine  Drehpaarang, 
eine  höhere  Paarung  und  eine  ßichtpaarung  verbunden  sind. 

Um  fflr  die  Bewegung  des  Punktes  A  das  örtliche  Geschwin- 
digkeitsdiagramm zu  construiren,  nehmen  wir  an,  dass  das  Glied  2 
im  festen  Gliede  5  gleichförmig  rotire  und  dass  die  Endpunkte  der 
Constanten  lothrechten  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  des  Glie- 
des ^  im  Drehpunkte  25  oder  4>  desselben  coincidiren;  dann  er- 
giebt  sichy  indem  wir  die  Gerade  24-46  ziehen,  welche  die  in  25 
auf  der  Geraden  5  errichteten  Senkrechten  25''56^  in  dem  Pol  26 
schneidet,  durch  die  Strecke  26^25  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
der  Punktes  A  oder  des  Gliedes  6  auf  5.  Wenn  wir  dann  die 
Strecke  AA^,  senkrecht  zur  Geraden  5  gleich  26-25  machen,  ist 
A^  ein  Punkt  des  örtlichen  Geschwindigkeitsdiagramms. 

Betrachten  wir  wieder  A  als  den  Schnittpunkt  der  mit  dem 
Gliede  2  rotirenden  Curve  a  und  der  festen  Geraden  J,  so  folgt 
auch,  weil  der  mit  A  coincidirende  Punkt  dieser  Curve  a  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  ^^^  besitzt  und  A'24  die  Normale  im 
Punkte  A  an  dieser  Curve  ist,  nach  Art.  27,  dass  die  Normale 
A'24  auf  der  zu  A^  Senkrechten  <I>-5^  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit ^-4>  des  Punktes  A  bestimmt. 

Werden  die  beiden  Glieder  /,  3  des  betrachteten  Mechanismus 
unendlich  gross  genommen,  dann  erhalten  wir  den  in  Fig.  488 
schematisch  dargestellten  Mechanismus  der  Wanz er 'sehen  Näh- 
maschine ^)f  durch  welchen  die  Nadelbewegung  desselben  bewirkt 
wird.  Das  mit  den  rechtwinkeligen  Nuthen  versehene  Glied  2 
rotirt  in  dem  Hohlcylinder  des  festen  Gliedes  5  um  die  Axe  25. 
In  den  Nuthen  gleiten  die  Schieber  i,  <?,  welche  drehbar  an  das 
Glied  4  geschlossen  sind ;  und  das  Glied  4  ist  anderseits  im  Punkte 
A  gelenkig  mit  dem  nadeltragenden  Schieber  6  verbunden,  der  in 
dem  festen  Gliede  5  vertical  auf-  und  niedergleitet.  Denken  wir 
uns  das  Glied  2  einstweilen  festgehalten  und  die  Schieber  1^3  in 
den  Nuthen  desselben  bewegt,  dann  beschreibt  der  Punkt  A  des 
Gliedes  4  im  Gliede  2  nach  Art.  18  eine  Ellipse  o.  Der  über  die 
Verbindungsstrecke  14-34  der  Schieber  als  Durchmesser  beschrie- 
bene und  mit  dem  Giede  4  verbunden  gedachte  Kreis  p  rollt  im 
Gliede  2  in  einem  doppelt  so  grossen  Kreise  tt,  dessen  Mittel- 


»)  Wanzer,  Specificalion  No.  2367  vom  8.  Juli  1873.  Vergl.  auch  Rit- 
tershaus'  Untersuchung  dieses  Mechanismus  im  Civilingenieur,  1880.  B.  26. 
8.27. 
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Punkt  n  im  Schnittpnnkte  der  Mittellinien  der  Nntben  liegt.  Die 
vom  Punkte  A  darch  den  Mittelpunkt  P  des  Kreises  f  gezogene 
Gerade  schneidet  diesen  Kreis  in  den  Punkten  b^  c,  durch  welche 
die  Axen  der  Ellipse  o  gehen,  deren  Mittelpunkt  11  ist;  und  die 
Strecken  Ab^  Ac  sind  resp.  gleich  der  kleinen  und  der  grossen 
Halbaxe  der  Ellipse  a.  Behufs  der  Constrnction  dieser  Ellipse 
legen  wir  an  die  Gerade  AP  einen  geradlinigen  Papierstreifen  und 
markiren  auf  demselben  die  Punkte  A^  b^  c\  dann  beschreibt,  in- 
dem wir  die  markirten  Punkte  b^  c  des  Papierstreifens  beziehlich 
auf  den  EUipsenaxen  entlang  fahren,  der  Punkt  A  desselben  die 
Ellipse  tt.  Der  Mechanismus,  bei  dem  wir  jetzt  wieder  das  Glied  6 
als  fest  betrachten,  ist  so  angeordnet,  dass  der  Axenpunkt  25  oder 
<I>,  um  welchen  sich  das  Glied  2  im  Gliede  5  dreht,  auf  dem 
Kreise  n  nnd  auf  der  kleinen  EUipsenaxe  liegt.  Indem  wir  an- 
nehmen, die  Ellipse  a  rotire  mit  dem  Gliede  ^  nm  4>,  wird  die 
Bewegung  ihres  mit  der  festen  Geraden  4>J  gebildeten  Schnitt- 
punktes A  veranschaulicht.  Von  den  vier  Ellipsennormalen,  die 
durch  einen  Punkt  4>  gehen,  fallen  hier,  weil  4>  auf  der  kleinen 
Ellipsenaxe  liegt,  die  beiden  Normalen  ^^4>,  A^^  in  derselben 
zusammen,  nnd  die  beiden  anderen  Normalen  A*^  A^^  liegen 
zu  ihr  symmetrisch.  Zuvörderst  drehen  wir  den  Ellipsenpunkt  Ä* 
in  die  Gerade  4>J  nach  A^^  dann  ist  A^  die  höchste  Lage  des  auf 
der  Geraden  4>5  bewegten  Punktes  A^  die  wir  als  Anfangslage 
betrachten  wollen.  Indem  wir  von  hier  aus  das  Glied  2  nebst 
der  Ellipse  a  in  der  eingezeichneten  Pfeilrichtung  weiter  drehen, 
senkt  sicti  der  Punkt  A^  während  der  Ellipsenpunkt  A^  nach  der 
Geraden  <t>5  gelangt,  bis  in  die  tiefste  Lage  At\  bei  fortgesetzter 
Drehung  erhebt  sich  der  Punkt  A^  während  der  Ellipsenpunkt  A^ 
die  Gerade  ^5  erreicht,  bis  in  die  Lage  A^.  Von  da  an,  wäli- 
rend  der  folgenden  halben  Umdrehung,  vollzieht  der  Punkt  den- 
selben Bewegungsvorgang  in  umgekehrter  Folge.  Bei  einer  Um- 
drehung senkt  sich  also  der  Punkt  A  zuerst  von  der  höchsten 
Lage  A^  in  die  tiefste  ^/,  macht  hierauf  eine  kurze  Schwingung 
zwischen  den  Lagen  At^  A^  hin  und  her,  und  steigt  dann  wieder 
von  der  tiefsten  Lage  At  bis  zur  höchsten  A^  hinauf.  Die  tiefste 
Lage  At  kann  man  graphisch  durch  den  um  4>  beschriebenen,  die 
Ellipse  a  berührenden  grössten  Kreis  erhalten;  die  Bestimmung 
der  entsprechenden  Stellungen  des  Gliedes  2  erfordert  aber  die 
Lösung  des  bekannten,  viel  behandelten  Problems  der  vier  durch 
einen  Punkt  gehenden  Normalen  eines  Kegelschnittes,  welches 
jedoch  dann,  wenn  man  eine  dieser  Normalen  kennt,  vermittelst 
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eines  Kreises  sehr  leicht  gelöst  werden  kann^).  Da  in  unserem 
Falle  der  Punkt  4>  auf  einer  EUipsenaxe  liegt,  also  zwei  Nor- 
malen bekannt  sind,  so  müssen  wir  behufs  der  Bestimmung  der 
beiden  anderen  zu  dieser  EUipsenaxe  symmetrisch  liegenden  Nor- 
malen ^A\  ^Ä^  zunächst  den  Erttmmungsmittelpunkt  ju  ftlr  den 
Ellipsenscheitel  A^  construiren,  indem  wir  nach  S.  94  vom  Schnitt- 
punkte J  der  Scheiteltangenten  Ä^J^  B^J  der  Ellipse  a  auf  die  Ge- 
rade A^B^  eine  Senkrechte  ziehen,  welche  die  EUipsenaxe  A^A^  in 
)u  schneidet;  ferner  beschreiben  wir  um  die  Mitte  e  der  Strecke  ^^ 
mit  dem  Radius  eA^  einen  Kreis,  und  dieser  schneidet  die  EUipse  a 
in  den  Punkten  A\  A^  der  gesuchten  Normalen  *  A\  4>  A^. 

Um  das  orthogonale  Wegdiagramm  fUr  die  Bewegung  des 
nadelftthrenden  GUedes  6^  resp.  fär  das  Nadelöhr  A^  zu  construiren, 
theilen  wir  den  Halbkreis  APkK^  in  eine  Anzahl  etwa  6  gleicher 
Theile  und  ziehen  vom  Mittelpunkte  4>  aus  durch  die  erhaltenen 
Theilpunkte  K\  K\  K^  .  .  die  Fahrstrahlen  der  EUipse;  femer 
ziehen  wir  durch  die  höchste  Lage  A^^  des  Nadelöhres  N  auf  die 
Gerade  4>5  die  Senkrechte  N^T^  und  nehmen  auf  derselben  von 
einem  Punkte  T^  ausgehend  sechs  gleiche  Strecken  von  beliebiger 
Grösse  an ;  hierauf  machen  wir  die  zu  den  erhaltenen  TheUpunkten 
T\  T*,TK.  gehörenden  rechtwinkeligen  Ordinaten  T'  W\  T^FP, 
T'JF»  .  .  resp.  gleich  den  Wegstrecken  K'A\  K^A\  iTM»  .  ., 
welche  der  Kreis  k  und  die  ElUpse  a  auf  jenen  entsprechenden 
Fahrstrahlen  abschneiden.  Die  Punkte  W\  W\  W^ . .  bilden  das 
vom  Punkte  T^  ausgehende  orthogonale  Wegdiagramm  tt),  welches 
von  der  Ordinate  T^W^  in  zwei  symmetrische  Hälften  getheUt 
wird;  und  die  Stelle  der  grössten  Ordinate  T'W^^  welche  gleich 
der  Strecke  K^A'  ist,  ergiebt  sich  durch  das  Verhältniss  der  Bögen 
K'K',  K'K\ 

Nehmen  wir  an,  dass  das  GUed  2  gleichförmig  mit  der  Dreh- 
geschwindigkeit gleich  der  Einheit  rotire,  so  erhalten  wir  die  Ge- 
schwindigkeit des  Gliedes  6  in  der  gezeichneten  Stellung,  indem 
wir  durch  den  Punkt  i6  und  durch  den  Schnittpunkt  2i  der  in 
14^  34  auf  den  Nuthen  senkrechten  Geraden  die  Gerade  46-24 
ziehen,  welche  die  Normale  im  Punkte  A  an  der  ElUpse  a  ist 


>)  Yergl.  die  Behandlung  und  allgemeine  Lösung  dieses  Problems  ?on 
Joachimsthal,  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  1843.  B.  26. 
S.  172,  daselbst  1854.  B.  48.  S.  377;  Eckardt,  Zeitschrift  für  Mathematik  u. 
Physik.  1866.  B.  11.  S.  311;  Painvin,  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques, 
1870.  2«  s^r.  T.  9.  p.  348;  Lncas,  daselbst  1876.  2«  sdr.  T.  15.  p.5  und  1880. 
2e  s^r.  T.  19.  p.  279. 
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Diese  Gerade  schneidet  dann  anf  der  in  4>  zu  ^4>  Senkrechten 
die  Strecke  26-^  ab,  welche  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
Gliedes  6  repräsentirt. 

Um  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  für  die  Bewegung 
des  Gliedes  6  zu  zeichnen,  ist  es  jedoch  bequemer,  für  diejenigen 
Lagen,  welche  jenen  Fahrstrahlen  entsprechen,  die  zugehörigen 
Geschwindigkeiten  zu  bestimmen.  Wir  ziehen  z.  B.  an  den  Punkt 
A*  der  Ellipse  a  die  Normale  Aü^  welche  die  in  <I>  auf  ^A^  er- 
richtete Senkrechte  in  U  schneidet;  dann  ist  I74>  gleich  der  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  A  an  der  Stelle  A^y  fttr  welche  4>^, 
«=  ^A*  ist  Indem  wir  also  senkrecht  auf  4>5  die  Strecke  A^Afl 
«a  /7cl>  machen,  erhalten  wir  durch  AÜ  einen  Punkt  des  örtlichen 
Geschwindigkeitsdiagramms  r>  des  nadelfUhrenden  Gliedes  6.  Von 
diesem  Geschwindigkeitsdiagramm,  welches  durch  die  Gerade  ^5 
symmetrisch  getheilt  wird,  ist  die  eine  Hälfte  gezeichnet. 

194.  Mechanismus  fDr  die  Messerbewegung  der  Cottam'sclien 
HäckselmascIiineO.  Bei  dem  in  Fig.  489  dargestellten  dreigliede- 
rigen  einfachen  Mechanismus  ist  das  Glied  6  fest  und  trägt  in  A 
oder  56  einen  Zapfen,  in  <I>  oder  46  eine  Axe.  Um  diese  Axe 
dreht  sich  das  mit  zwei  Excentern  I>,  E  versehene  Glied  4,  Diese 
Excenter  bewegen  sich  in  den  an  einander  liegenden  rechtwinke- 
ligen Schlitzen  d'^  ef  des  Gliedes  ^,  in  welchem  sich  ein  dritter 
Schlitz  /'  befindet,  der  auf  dem  Zapfen  56  gleitet.  Durch  die 
Drehung  des  Excentergliedes  4  wird  das  Glied  ^,  an  welchem  das 
Messer  m  befestigt  ist,  zwangläufig  bewegt,  so  dass  das  Messer 
Yor  der  Lade  H  eine  schwingende  Bewegung  vollzieht  und  bei 
jedem  Niedergange  einen  Schnitt  bewirkt.  Denken  wir  uns  die 
beiden  Excenter  durch  je  einen  Zapfen  ersetzt  und  auf  die- 
selben drehbare  Schlitten  gesteckt,  welche  in  den  rechtwinkeligen 
Schlitzen  </',  e!  gleiten  und  zwei  Glieder  ^,  3  vertreten;  denken 
wir  uns  ebenso  auch  auf  den  Zapfen  56  einen  drehbaren  Schlitten 
gesteckt,  der  in  dem  Schlitze  V  gleitet  und  ein  Glied  5  vertritt, 
dann  erhalten  wir  einen  speciellen  Stephenson'schen  Mecha- 
nismus mit  vier  Drehpaarungen  und  drei  Richtpaarungen. 

Um  die  verschiedenen  Lagen  des  messertragenden  Gliedes  2 
zu  construiren,  welche  verschiedenen  Stellungen  des  Excenter- 
gliedes 4  entsprechen,  zeichnen  wir  die  Mittellinien  /,  ^,  e  der 
Schlitze  /',  d\  tf  auf  durchsichtiges  Papier  und  verschieben  das- 
selbe, bis  die  Gerade  /  den  Punkt  A  enüiält  und  die  Geraden  d^  e 


*)  C Ottern,  Specificatian  No.  12704  Yom  12.  Jali  1849. 
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roBp.  darch  die  Mittelpunkte  D^  E  der  Excenter  gehen.  Dnrch  die 
Zeichnnng  mehrerer  Lagen  des  Gliedes  2  würde  man  erkennen, 
dass  im  Allgemeinen  der  BewegnngsYorgang  dieses  Gliedes  sehr 
complicirt  ist  Da  aber  der  Erfinder  dieses  Mechanismus  ans- 
drücklich  angiebt,  dass  die  Excenter  in  einen  rechten  Winkel 
anf  der  Axe  4>  gegen  einander  gestellt  sind  nnd  die  Schlitze  d\  tf 
senkrecht  stehen,  so  wird  dem  zufolge  das  Glied  2  während  jeder 
Umdrehung  des  Gliedes  4  eine  kardioidische  Schwingung  aus- 
fuhren. Wenn  allgemeiner  als  in  dem  dargestellten  Mechanismus 
die  Excenter,  bei  welchen  4>i>  ==»  4>£  ist,  auf  der  Axe  4>  unter 
einen  beliebigen  Winkel  D^E  gegen  einander  gestellt  sind,  und 
femer  die  Schlitzmittellinien  d^  e  einen  Winkel  dÜe  bilden,  dessen 
Scheitel  11  auf  dem  durch  D^  4>,  E  gehenden  Kreise  p  liegt,  dessen 
Mittelpunkt  mit  P  bezeichnet  ist,  dann  geht  die  Halbimngsgerade/ 
des  Winkels  dYle  während  der  Drehung  des  Gliedes  4  beständig 
durch  den  festen  Punkt  4>,  und  der  im  Gliede  4  befindliche  Kreis  p 
rollt  in  «inem  doppelt  so  grossen  um  11  beschriebenen  Kreise  n 
des  Gliedes  2.  Indem  also  die  beiden  Geraden  /,  /  des  Gliedes  2 
beständig  durch  die  festen  Punkte  4>,  A  gehen,  beschreibt  der 
Schnittpunkt  C  dieser  Geraden  als  Punkt  des  Gliedes  2  einen 
Kreis  y  im  festen  Gliede  &,  und  die  Bewegung  des  Gliedes  2  ist 
dem  gemäss  nach  Art.  19.  eine  kardioidische.  Dieser  Kreis  y^ 
dessen  Mittelpunkt  mit  V  bezeichnet  ist,  geht  durch  die  Punkte 
4>,  A,  und  der  über  4>A  stehende  Peripheriewinkel  dieses  Kreises 
ist  gleich  dem  Winkel  fCL  Demnach  bewegen  sich  die  Punkte 
des  Gliedes  2  auf  Pascarschen  Curven.  In  Fig.  489  sind  für  die 
Punkte  A^f  A'\  -4'"  der  Messerschneide  die  Stücke  a',  er",  a'"  der 
entsprechenden  Pascarschen  Curven  gezeichnet,  welche  diese 
Punkte  sowohl  beim  Abwärtsgange  wie  beim  Aufwärtsgange  durch- 
schreiten. Bei  der  Drehung  des  Excentergliedes  4  im  Sinne  des 
eingezeichneten  Pfeiles  entspricht  dem  Abwärtsgange  oder  Arbeits- 
gange ein  etwas  ^össerer  Drehungswinkel  als  beim  Aufwärtsgange 
oder  Leergange;  und  dem  zufolge  ist  die  Bewegung  des  Messers 
im  Arbeitsgange  etwas  langsamer  als  im  Leergange.  Es  ist  bei 
diesem  Mechanismus  gewiss  nicht  beabsichtigt,  gerade  eine  kar- 
dioidische Bewegung  zu  erlangen;  und  man  kann  leicht  vermit- 
telst eines  einfacher  gestalteten  Mechanismus  eine  analoge  krumm- 
linige Bewegung  hervorbringen,  durch  welche  derselbe  Zweck 
erreicht  wird. 

Wir  können  nach  dieser  Erkenntniss,   ohne  die  Bewegung 
des  Mechanismus  zu  beeinträchtigen,  in  denselben  ein  Glied  PW 
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einsetzen,  welches  in  P  an  das  Glied  4,  in  11  an  das  Glied  2  ge- 
lenkig angeschlossen  ist;  femer  können  wir  anch  das  Glied  TC 
einfügen,  welches  nm  die  feste  Axe  F  schwingt  und  in  C  mit 
dem  Gliede  2  drehbar  verbunden  ist.  Wenn  wir  den  Mechanis- 
mns  mit  diesen  beiden  nenen  Gliedern  versehen,  dann  kOnnen  wir 
anch  unbeschadet  der  Zwangläafigkeit  die  beiden  Excenter  nebst 
den  zugehörigen  beiden  Schlitzen  weglassen  und  erhalten  somit 
den  in  Fig.  490  dargestellten  Mechanismus,  bei  dem  durch  Dreh- 
ung der  Kurbel  4>P  dieselbe  Bewegung  des  messertragenden 
Gliedes  CV  anschaulicher  erzeugt  wird.  Auch  dieser  Mechanis- 
mus ist  dann,  wenn  wir  uns  in  den  Schlitz  /'  einen  um  A  dreh- 
baren Zapfen  gelegt  denken,  ein  specieller  Stephenson'scher 
Mechanismus  mit  sechs  Drehpaarungen  und  einer  Richtpaarung. 
Gemäss  der  Ableitung  aus  dem  vorigen  Mechanismus  sind  die 
Glieder  4>P,  PW  von  gleicher  Länge,  und  es  wird  dem  zufolge, 
wenn  der  Punkt  11  mit  dem  Axenpunkte  4>  coincidirt,  Unstetig- 
keit  der  Bewegung  eintreten,  die  durch  Eingriffspaarung  beseitigt 
werden  kann.  Bei  jener  ersten  Anordnung  wird  aber  diese  Un- 
Stetigkeit  durch  den  Mechanismus  selbst  vermieden. 
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desselben. 

195.  Der  Dreispannmechanismus  im  Aligemeinen.  Der  aus  acht 
Gliedern  bestehende  Dreispannmechanismus  ist  in  Fig.  491,  Taf. 
XXXIII,  dargestellt.  In  demselben  bilden  die  Glieder  i,  2^  3,  4 
ein  Gelenkviereck,  dessen  drei  Glieder  2,  d,  4  resp.  durch  die 
Glieder  J,  &,  7  mit  dem  Gliede  8  gelenkig  verbunden  sind.  Bei 
diesem  Mechanismus,  der  achtundzwanzig  Pole  besitzt,  sind  zehn 
Pole  12y  23,  34,  14,  25,  36,  47,  58,  68,  78  unmittelbar  gegeben, 
und  durch  die  Schnittpunkte  der  gegenüber  liegenden  Seiten  des 
Gelenk  Vierecks  erhalten  wir  noch  die  beiden  Pole  13,  24.  Diese 
Pole  bilden  aber  keine  Vierungsgruppe,  die  allein  durch  Ziehung 
solcher  Geraden,  welche  drei  Pole  tragen,  zur  Bestimmung  der 
übrigen  sechszehn  Pole  führt ;  aber  wir  werden  erkennen,  dass  es 
nur  nOthig  ist,  noch  einen  Pol,  z.  B.  38,  auf  geometrischem  Wege 
zu  ermitteln,  um  die  fehlenden  Pole  in  einfacher  Weise  zu  erhalten. 

Nehmen  wir  an,  in  Fig.  491  wäre  der  Pol  38  auf  der  Geraden 
36-68  gefunden,  so  ergeben  sich  die  Pole  28, 48  durch  die  Geraden: 

Biir]ii68t«r,  Kinematik  L  30 
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23-38^^       34-38^^, 
25^58  >^^      47-78  >^' 

und  hierbei  liegen  die  drei  Pole  28,  48,  24  anf  einer  Geraden. 

Lassen  wir  die  Gerade  28-48  ein  Strahlenbttschel  beschreiben^ 
dessen  Scheitelpunkt  24  ist,  dann  bewegen  sich  die  Punkte  28,  48 
beziehlich  auf  den  Geraden  5,  7 ;  und  femer  beschreiben  die  Ge- 
raden 28-23  und  48-34,  die  sich  im  Punkte  38  schneiden,  zwei 
projective  Strahlenbttschel,  deren  Scheitelpunkte  23,  34  sich  mit 
24  auf  einer  Geraden  befinden.  Demnach  erzeugen  diese  pro- 
jectiven  Strahlenbttschel  eine  Gerade  i^^  als  geometrischen  Ort  des 
Punktes  38,  Geht  der  um  24  sich  drehende  Strahl  28-48  durch 
den  Schnittpunkt  Sd  der  Geraden  5,  7,  dann  f&Ut  der  Punkt  38 
mit  JB  zusammen.  Gelangt  dieser  Strahl  in  die  Gerade  1,  welche 
5  und  7  resp.  in  den  Punkten  F^,  VII^  schneidet,  dann  wandert 
der  Punkt  38  nach  dem  Schnittpunkte  Sö^  der  Geraden  Vr23y 
VII^-34\  folglich  geht  die  Gerade  l^  durch  die  beiden  Punkte 
9,  S3i  und  schneidet  die  Gerade  6  in  dem  Pol  38.  Hieraus  er- 
giebt  sich  die  ausgeführte  Gonstruction  des  Pols  38,  welche  nur 
die  drei  strichpunktirten  Geraden  erfordert: 

Man  ziehe  die  Geraden  V^-23,  VII^-34  und  verbinde 
ihren  Schnittpunkt  JB^  mit  dem  Schnittpunkte  99  der 
Geraden  5,  7;  dann  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
«©,  und  6  der  Pol  38. 

Wenn  die  Schnittpunkte  JB,  83i  nicht  innerhalb  der  Zeich- 
nungsgrenze liegen,  mttssen  wir  durch  den  Punkt  24  zwei  belie- 
bige zweckmässige  Strahlen  ziehen ;  jedem  derselben  entsprechen 
zwei  resp.  durch  die  Punkte  23,  34  gehende  Strahlen,  deren 
Schnittpunkte  sich  auf  der  Geraden  SSJB^  befinden  und  somit 
diese  Gerade  bestimmen.  Nehmen  wir  an,  dass  der  Schnittpunkt 
S3  der  Geraden  5,  7  zugänglich  sei,  so  erhalten  wir  bei  Verwen- 
dung der  Geraden  24-47  oder  24-25  die  beiden  folgenden  Con- 
structionen  des  Pols  38: 

Man  ziehe  die  Gerade  24-47,  welche  5  im  Punkte 
V'  schneidet,  ferner  die  Gerade  V^-23,  welche  47-54  im 
Punkte  Sd'  trifft,  und  verbinde  den  Schnittpunkt  Jß' 
mit  dem  Schnittpunkte  99  der  Geraden  5,  7;  dann  ist 
der  Schnittpunkt  der  Geraden  9393'  und  6  der  Pol  38. 

Man  zielie  die  Gerade  24-25,  welche  7  im  Punkte 
Vir  schneidet,  ferner  die  Gerade  Vir-34,  welche  25-25 
im  Punkte  93"  trifft,  und  verbinde  den  Schnittpunkt 
93"  mit  dem  Schnittpunkte  93  der  Geraden  5,  7;  dann 
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ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  SdSÖ"  und  6  der 
Pol  38. 

Ist  der  Pol  38  nach  einer  dieser  Gonstmctionen  yermittelst 
dreier  Geraden  gefunden,  so  ergiebt  sich  der  Pol  28  anf  der  Ge- 
raden 5  durch  die  neue  Gerade  38-23^  ebenso  der  Pol  48  auf  der 
Geraden  7  durch  die  neue  Gerade  38-34]  und  es  erfordert  also 
diese  Gonstruction  der  Pole  28 ^  48  je  vier  Gerade.  Femer  schnei- 
den sich  die  beiden  Geraden  28-12^  48-14  in  dem  auf  der  Ge- 
raden 38-13  liegenden  Pol  18]  demnach  wird  wegen  der  hinzu- 
tretenden drei  Geraden  55-55,  38-13,  28-12  oder  38-34,  38-13, 
48-14  der  Pol  18  hierdurch  auf  zweierlei  Weise  yermittelst  sechs 
Geraden  bestimmt.  Wir  wollen  aber  noch  zeigen,  dass  jeder  der 
Pole  28,  48  ohne  vorherige  Bestimmung  des  Pols  38  durch  drei 
Gerade  und  der  Pol  18  durch  fUnf  Gerade  direct  construirt  wer- 
den kann. 

Lassen  wir  in  Fig.  492  die  Gerade  38-28  ein  Strahlenbfischel 
beschreiben,  dessen  Scheitelpunkt  23  ist,  dann  bilden  die  Geraden 
24-28,  34-38,  welche  sich  im  Punkte  48  schneiden,  zwei  projec- 
tiye  Strahlenbttschel,  deren  Scheitelpunkte  24,  34  mit  23  auf  einer 
Geraden  liegen;  folglich  erzeugen  diese  Strahlenbttschel  eine  Ge- 
rade C48  als  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  48.  Geht  der 
Strahl  38-28  des  Strahlenbttschels  23  durch  den  Schnittpunkt  (S 
der  beiden  Geraden  5,  6,  dann  gelangt  auch  der  Punkt  48  nach  (S; 
fällt  dieser  Strahl  mit  der  Geraden  23-12  zusammen,  welche  die 
Geraden  5,  6  resp.  in  den  Punkten  V^,  VI^  trifft,  dann  coincidirt 
der  Punkt  48  mit  dem  Schnittpunkte  S,  der  Geraden  V^-24, 
VI^-34.  Hiemach  ist  die  Gerade  C48  durch  die  Punkte  S,  S,  be- 
stimmt, und  es  ergiebt  sich  die  folgende  directe  Gonstruction  des 
Pols  48,  welche  nur  die  drei  punktirten  Geraden  erfordert: 

Man  ziehe  die  Geraden  V^-24,  VI^-34  und  verbinde 
ihren  Schnittpunkt  S,  mit  dem  Schnittpunkte  S  der 
Geraden  5,  6-,  dann  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
eC,  und  7  der  Pol  48. 

Lassen  wir  den  sich  um  23  drehenden  Strahl  55-2<9  mit  der 
Geraden  23-25  zusammenfallen,  welche  die  Gerade  6  im  Punkte 
VP  schneidet,  dann  erhalten  wir  die  folgende  zweite  Gonstraction 
des  Pols  48,  die  drei  Gerade  erfordert  und  mit  der  ersten  iden- 
tisch  wird,  wenn  insbesondere  der  Gelenkpunkt  25  sich  auf  der 
Geraden  J2S-i2  befindet:  ^^^ 

Man  ziehe  die  Geraden  24-25,  VI^-34  und  verbinde 
ihren  Schnittpunkt  (S'  mit  dem  Schnittpunkte  ^fAW 

30*        lobßiou 
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Geraden  «5,  6]  dann  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
66*  und  7  der  Pol  48. 

Wenn  der  Geienkpnnkt  36  ausserhalb  der  Geraden  23-34  liegt, 
erhalten  wir  die  dritte  nachstehende  Construction  des  Pols  48^  die 
nur  zwei  Gerade  erfordert,  indem  wir  jenen  Strahl  38-28  mit  der 
Geraden  23-36  zusammenfallen  lassen,  welche  die  Gerade  5  im 
Punkte  V'^  schneidet: 

Man  ziehe  die  Gerade  7^^-24^  welche  die  Gerade 
34-36  im  Punkte  6"  trifft,  und  verbinde  diesen  Schnitt- 
punkt 6^'  mit  dem  Schnittpunkte  6  der  Geraden  5^  6; 
dann  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  66^'  und  7  der 
Pol  48. 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  auch  durch  Verwendung  der 
Geraden  34-14^  34-47  noch  zwei  andere  Constructionen.  Wegen 
der  symmetrischen  Gestalt  des  Mechanismus  ergeben  sich  analoge 
directe  Constructionen  des  auf  der  Geraden  5  liegenden  Pols  28, 

Während  die  Gerade  38-28  in  Fig.  498  wie  vorhin  ein 
Strahlenbüschel  beschreibt,  dessen  Scheitelpunkt  23  ist,  bilden  die 
Geraden  12-28^  13-38^  die  sich  im  Punkte  18  schneiden,  zwei  pro- 
jective  Strahlenbttschel ,  deren  Scheitelpunkte  12  ^  13  mit  23  auf 
einer  Geraden  liegen;  demnach  erzeugen  diese  beiden  Strahlen- 
büschel eine  Gerade  c^g  als  geometrischen  Ort  des  Panktes  18. 
Geht  der  sich  um  23  drehende  Strahl  55 -25  durch  den  Schnitt- 
punkt 6  der  Geraden  d,  &,  dann  fällt  auch  18  mit  6  zusammen ; 
gelangt  dieser  Strahl  in  die  Gerade  5,  welche  die  Geraden  5^  6 
beziehlich  in  den  Punkten  T^,  VI^  schneidet,  dann  wandert  18 
nach  dem  Schnittpunkte  63  der  Geraden  V^-12,  VI^-13'^  folglich 
ist  die  Gerade  c„,  die  den  Pol  18  enthält,  durch  die  Punkte  6,  6, 
bestimmt.  Wegen  der  symmetrischen  Gestalt  des  Mechanismucf 
ergiebt  sich  anderseits,  dass  der  Pol  18  auch  auf  der  Geraden  a,8 
liegt,  welche  durch  den  Schnittpunkt  8t  der  Geraden  6,  7  und  den 
Schnittpunkt  %  der  Geraden  VII^-14,  VI^-13  geht.  Hiemach  er- 
halten wir  die  folgende  directe  Construction  des  Pols  iS,  welche 
die  fünf  in  Fig.  493  punktirten  Geraden  erfordert: 

Man  verbinde  den  Pol  13  mit  dem  Schnittpunkte 
F/3  von  5,  6*,  ziehe  VII^-U  und  V^-12^  welche  die  Ge- 
rade VI^-13  resp.  in  %,  6,  treffen,  und  ferner  die  bei- 
den Geraden  ääa,  663,  die  sich  im  Pol  18  schneiden. 

Wenn  in  Fig.  498  die  Gerade  28-48  ein  Strahlenbüschel  be- 
schreibt, dessen  Scheitelpunkt  24  ist,  so  erzeugen  auch  die  beiden 
Geraden  12-28,  14-48,  die  sich  in  18  schneiden,  zwei  projective 
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Strahlenbttschely  deren  Scheitelpunkte  12^  14  mit  24  auf  einer  Ge- 
raden liegen.  Demnach  ist  aach  der  geometrische  Ort  des  Punk- 
tes 18  eine  Gerade  B^g,  die  durch  den  Schnittpunkt  Sd  der  Geraden 
5,  7  und  den  Schnittpunkt  B  der  Geraden  ^a-^-^j  ^Ih'^^  geht; 
denn,  wenn  der  um  24  rotirende  Strahl  28-48  durch  den  Punkt  Sd 
geht,  so  fällt  18  mit  diesem  Punkte  zusammen,  und  gelangt  dieser 
Strahl  in  die  Gerade  «?,  so  coincidirt  18  mit  dem  Punkte  B.  Hier- 
nach muss  die  Gerade  SdB  den  Pol  18  enthalten  und  bildet  also 
eine  Controle  f&r  jene  Construction  desselben.  Durch  Fortsetzung 
dieser  Untersuchung  würden  sich  noch  viele  projective  Beziehun- 
gen dieses  interessanten  Mechanismus  ergeben. 

Um  zu  zeigen,  wie  nun  durch  jene  zehn  unmittelbar  gegebenen 
Pole  und  durch  den  gefundenen  elften  Pol  38^  zu  dessen  Bestim- 
mung drei  Gerade  nöthig  sind,  alle  übrigen  Pole  vermittelst  Zieh- 
ung solcher  Geraden,  die  drei  Pole  tragen,  auf  möglichst  kür- 
zestem Wege  construirt  werden  kOnnen,  betrachten  wir  wegen  der 
symmetrischen  Gestaltung  des  Mechanismus  zunächst  die  beiden 
nachstehenden  Tabellen,  welche  resp.  die  Pole  der  sechs  Glieder 
i,  2,  3^  4,  5,  *  und  Jf,  2,  5,  4,  7,  8  enthalten.  In  diesen  Tabellen 
bilden  die  nothwendig  erforderlichen  gegebenen  und  durch  fette 
Ziffern  gekennzeichneten  Pole  je  eine  Vierungsgruppe,  und  die  bei- 
den Pole  i«?,  24  sind,  wie  schon  erwähnt,  die  Schnittpunkte  der 
gegenüber  liegenden  Seiten  des  Gelenkvierecks ;  demnach  können 
die  anderen  Pole  dieser  Glieder  leicht  bestimmt  werden.  Aus  den 
Tabellen : 
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25 
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27    13 

35 
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12 

37    23 
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45 

34 

24 

14 

47  34 

24    14 

58 

48 

38 

28    18 

78  48 

38  28 

18 

erhalten  wir  in  Fig.  494  nach  der  eingeführten  Bezeichnungsweise, 
bei  der  wir  die  zu  dem  Mechanismus  gehörenden  Geraden  durch 
einen  horizontalen  Strich  unterscheiden,  aus  diesen  beiden  Tabellen 
resp.  die  symmetrischen  Constructionen : 

38-58^'^^^     23-38^^^^  38-78^"^^'     34-38^'^^' 

Hiernach  sind  also  zur  Bestimmung  der  Pole  35^  28^  37^  48  je  vier 
Gerade  erforderlich.    Femer  finden  wir  durch 


12-25  ^  .^  14-47  ^  .- 

13-35  ^  ^^'  13-37  ^  ^^> 
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dass  für  die  Ermittelung  der  Pole  i5,  17  je  fünf  Gerade  nöthig 
sind.    Weiter  ergiebt  sich  durch 

34^5  ^  ^'        23-37  ^  ^^' 

die  Construction  der  Pole  45^  2fl  yermittelst  je  sechs  Geraden. 
Ebenso  erfordert  auch  jede  der  zwei  symmetrischen  Bestimmungs- 
weisen; 

i2.jaS  ^  . o  14-48  ^  .n 

13-38  ^  ^^'        13-38  ^  ^^ 

des  Pols  18  sechs  Gerade. 

Nachdem  nun  zwanzig  Pole  in  Betracht  gekommen  sind^  ver- 
wenden wir  auch  die  noch  gegebenen  zwei  Pole  36,  68,  vervoll- 
ständigen behufs  der  Bestimmung  der  noch  fehlenden  sechs  Pole 
16y  26,  46,  56,  57,  67  jene  Tabellen  und  erhalten  somit  die  fol- 
gende Tabelle,  von  deren  achtundzwanzig  Polen  jene  elf  gegebenen 
und  elf  nach  obigen  Gonstructionen  bekannt  sind : 

n 

21  15 

37  25  13 

47  35  23  12 

57  45  34  24    14 

67  56  46  36  26    16 

78  68  58  48    38  28    18. 

Hiemach  ergiebt  sich  durch  die  folgenden  Gonstructionen: 

58-68  .^^^  /j/j         78-68  ,^  /^^ 
35-36^^^'        37-36^^'' 


23-36  ^  o^         34-36  ^  .^ 
28-68  ^  ^'         48-68  ^  ^> 

dass  zur  Bestimmung  eines  jeden  der  vier  Pole  56,  67,  26,  46  fünf 
Gerade  erforderlich  sind. 

Ferner  finden  wir  auf  zwei  symmetrische  Weisen: 

13-36  ^v^  ^/?         13-36  ,^  Y/? 
12-26  ^  ^^'         14-46  ^  ^^' 


58-78  ^  ,j         58-78  ^  .7 
45-47^^^'        27-25^^^^ 

dass  für  die  Ermittelung  der  Pole  16,  57  je  sieben  Gerade  nöthig 
sind.  Nach  S.  430  giebt  es  bei  einem  achtgliederigen  Mechanis- 
mus sechsundfünfzig  Gerade,  die  je  drei  Pole  tragen,  und  von 
diesen  Geraden  gehen  sechs  durch  ^e  einen  Pol.  Hierdurch  em- 
pfangen wir  eine  vielfache  Controle  fttr  die  Construction  der  Pole. 
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Werden  in  Fig.  495  die  beiden  Gelenkpnnkte  58^  68  des  Olie- 
des  8  in  einem  Punkte  vereinty  so  dass  in  demselben  ein  dreiglie- 
deriges  Gelenk  entsteht,  dann  geht  ans  dem  Dreispannmechanis- 
mos  ein  Watt'scher  Mechanismus  mit  einem  aus  den  Gliedern  7,  8 
gebildeten,  angeschlossenen  Gelenke  hervor.  Werden  in  Fig.  496 
die  beiden  Gelenkpunkte  58^  78  vereint,  dann  erhalten  wir  einen 
Stephenson 'sehen  Mechanismus  mit  einem  aus  den  Gliedern  &,  8 
bestehenden,  angeschlossenen  Gelenke.  Bei  diesen  beiden  beson- 
deren Anordnungen  ist  das  Charakteristische  des  Dreispannmecha- 
nismus nicht  mehr  vorhanden.  Die  Construction  der  Pole  dieser 
beiden  speciellen  Mechanismen  kann  allein  vermittelst  solcher  Ge- 
raden ausgeführt  werden,  die  drei  Pole  tragen;  aber  man  kann 
hier  auch  die  fllr  den  allgemeinen  Fall  abgeleiteten  Gonstructionen 
anwenden. 

196.  Der  Mechanismus  der  Collmann'schen  Ventilsteuerung. 
Wenn  bei  dem  Dreispannmechanismus,  wie  in  Fig.  497,  der  Ge- 
lenkpunkt 25'^  nach  der  auf  12-23  senkrechten^  Bichtung  im  Un- 
endlichen liegt,  die  Drehpaarung  der  beiden  Glieder  2,  6^  also 
durch  eine  Bichtpaarung  ersetzt  wird,  und  das  durch  Schraffur 
gekennzeichnete  Glied  4  fest  ist,  erhalten  wir  im  Schema  den 
Stammmechanismus  der  Collmann'schen  Ventilsteuerung 0 >  bei 
dem  insbesondere  die  drei  Gelenkpunkte  23^  34  ^  36  des  Glie- 
des d,  sowie  die  drei  Gelenkpunkte  58^  78^  68  des  Gliedes  8  auf 
je  einer  Geraden  liegen.  Um  die  Wellenaxe  14  rotirt  im  festen 
Gliede  4  ein  Excentrik,  welches  das  Glied  1  vertritt  und  als 
Kurbel  14-12  des  Kurbelgetriebes  123  4  dargestellt  ist  Die  zwei- 
armige Schwinge  3  und  die  Stange  8  sind  in  den  Punkten  36^  68 
durch  das  Glied  6  gelenkig  verbunden;  und  anderseits  ist  die 
Stange  8  im  Punkte  58  drehbar  an  die  Hülse  5  geschlossen,  die 
auf  der  Koppel  2  gleitet.  Die  Axe  47  des  im  Punkte  78  mit  der 
Stange  8  gelenkig  verbundenen  Lenkers  7  wird  durch  den  Begu- 
lator  der  Maschine',  in  verschiedene  Lagen  gestellt,  und  in  einer 
von  diesen  Lagen  betrachten  wir  die  Axe  47  als  fest  im  Gliede  4. 
An  diesen  speciellen  Dreispanngetriebe  ist  im  Punkte  68  die 
Schubstange  9  knieartig  angelenkt;  und  diese  Schubstange  ist 
anderseits  im  Punkte  9X  drehbar  mit  der  Ventilstange  X  ver- 
bunden, welche  das  Dampfventil  trägt  und  in  der  Hülse  H  des 
festen  Gliedes  4  gleitet 

')  Gollmann,  Deutsches  Rächspatent  Nr.  2714  Yom  19.  Aagost  1877. 
Zusatz-Patent  Nr.  4451  Yom  2.  Febr.  1878,  und  Zusatz-Patent  Nr.  14437  vom 
3.  October  1880.    Zätschr,  d.  Vereins  deutscher  Ingenieure.  1878.  B.  22.  S.  342. 
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Um  nun,  wenn  die  lothrechte  Geschwindigkeit  12-12xi  der  Ex- 
centermitte  12  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  4  gegeben  ist,  die 
Geschwindigkeit  der  Yentilstange  X  resp.  des  Ventils  zu  con- 
struiren,  bestimmen  wir  zunächst  den  Pol  48  nach  der  obigen 
ersten  Gonstruction.  Wir  ziehen  senkrecht  auf  die  Koppel  2  die 
Gerade  58-25^^  welche  die  Gerade  6  im  Punkte  6  und  die  Ge- 
rade 2  in  dem  mit  58  identischen  Punkte  V^  trifft;  wir  ziehen 
femer  die  zwei  punktirten  Geraden  V^'24^  ¥1^-34^  die  sich  im 
Punkte  (Sa  schneiden,  und  dann  die  dritte  punktirte  Gerade  SS,, 
die  auf  7  den  Pol  48  bestimmt.  Ebenso  einfach  ergiebt  sich  aach 
dieser  Pol  48^  wenn  wir  hier  die  obige  zweite  Gonstruction  des- 
selben ausführen  0-  Nachdem  wir  durch  die  Gerade  68-48  die 
Normale  der  von  dem  Gelenkpunkte  68  im  festen  Gliede  4  be- 
schriebenen Bahncurve  erhalten  haben,  ziehen  wir  durch  den  End- 
punkt i^t  der  gegebenen  lothrechten  Geschwindigkeit  12-12^  des 
Punktes  12  zu  2  die  Parallele,  welche  34 -VI^  im  Punkte  SS  trifft, 
dann  durch  S3  zu^  ^  die  Parallele,  welche  48-68  im  Punkte  68^ 
begegnet,  und  ferner  durch  68t)  zu  9  die  Parallele,  die  auf  der 
zur  Ventilstange  X  senkrechten  Geraden  4X'^'9X  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  9X'9Xty  des  Punktes  9X  oder  des  Ventils  be- 
stinmit.  Denn  beachten  wir,  dass  die  zu  2  Parallele  i2t)-iß  auf 
der  Geraden  3  die  lothrechte  Geschwindigkeit  23-23^^  des  Punk- 
tes 23  abschneidet  und  dass  diese  sich  zur  lothrechten  Gesehwin- 
digkeit  36'36r>  verhält  wie  die  Strecken  34-23,  34-36,  so  wird 
auch  durch  die  zu  6  Parallele  S5-6**j,  auf  3  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit 36-36n  des  Punktes  36  abgeschnitten,  und  auf  48-68 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  68-68^,  des  Punktes  68  bestimmt. 
Demnach  liefert  die  zu  9  Parallele  68^- 9 X^  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit 9X'9Xm  des  Punktes  9X,  und  der  Schnittpunkt  49 
der  Geraden  4X'^'9X,  48-89  ist  der  Pol  der  Schubstange  9  im 
festen  Gliede  4. 

Ist  nun  auch  die  Ermittelung  der  Geschwindigkeit  des  Ven- 
tils bei  diesem  complicirten  Mechanismus  noch  verhältnissmässig 
einfach,  so  ist  es  doch  nicht  leicht,  die  verschiedenen  Lagen  des 
Mechanismus  zu  zeichnen.  Wir  müssen  für  eine  angenommene 
Excenterstellnng  zunächst  die  entsprechende  Lage  des  Kurbel- 
getriebes construiren,  femer  um  den  Punkt  47  mit  dem  Lenker  7 
als  Radius  einen  Kreis  beschreiben  und  dann  auch  um  den  Punkt  36 


0  Diese  zweite  Gonstruction  stimmt  mit  derjenigen  überein,  welche  Rit- 
ters haus  vermittelst  Geschwindigkeiten  abgeleitet  hat.  Civilingemeur,  1880. 
B.  26.  S.  246. 
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mit  der  Stange  6  als  Radius  einen  Kreis  ziehen.  Hierauf  markiren 
wir  auf  einem  Papierstreifen  die  Punkte  58^  78^  68  und  ftthren  die 
beiden  letzten  Punkte  resp.  auf  jenen  Kreisen^  bis  der  Punkt  58  in 
die  Gerade  2  gelangt.  Dadurch  wird  die  Lage  der  Stange  8  nebst 
der  entsprechenden  Yentilstellung  erhalten.  Indem  wir  bei  An- 
nahme gleichförmiger  Rotation  des  Excentriks  fttr  verschiedene 
Lagen  die  Geschwindigkeit  des  Ventils,  so  weit  es  zwanglftufig 
geführt  wird,  bestimmen,  erhalten  wir  das  örtliche  Oeschwindig- 
keitsdiagramm  desselben.  Wenn  der  Erfinder  bei  dieser  Ventil- 
steuerung diese  Construction  der  Geschwindigkeit  ausgeführt  hätte, 
würde  er  auf  theoretischem  Wege  die  Uebelstände  erkannt  haben, 
welche  in  der  Praxis  auftraten  und  den  Erfinder  yeranlassten,  von 
diesem  höchst  complicirten  und  auch  deshalb  nicht  praktischen 
Mechanismus  wieder  zu  den  einfacheren  Mechanismen  zurückzu- 
kehren. 0 

197.  Das  Schwengelkurbelgetriebe.  Das  in  Fig.  498  darge- 
stellte Getriebe,  welches  aus  dem  Dreispannmechanismus  hervor- 
geht, wenn  das  Glied  3  als  fest  betrachtet  und  die  Glieder  d,  6 
durch  eine  Richtpaarung  verbunden  sind,  nennen  wir  ein  Schwen- 
gelkurbelgetriebe, weil  das  Kurbelgetriebe  i2<?^  vermittelst 
der  Stangen  5y  7  dem  Gliede  8  eine  schwengelartige  Bewegung 
ertheilt.  Wir  haben  beispielsweise  ein  Schwingkurbelgetriebe  1234 
gewählt,  bei  dem  das  rotirende  Eurbelglied  4  eine  schwingende 
Bewegung  des  Gliedes  2  bewirkt,  und  durch  die  Stangen  J,  7  dem 
Schwengel  8  sowie  der  Hülse  6  auf  der  Stange  a  eine  sehr  com- 
plicirte  Bewegung  ertheilt  wird.  Um  die  Geschwindigkeit  des 
Gliedes  6  auf  der  Stange  o  zu  erhalten,  nehmen  wir  an,  das 
Glied  4  rotire  um  die  feste  Axe  34  mit  einer  Drehgeschwindig- 
keit gleich  der  Einheit,  und  constrniren  den  Pol  46^  indem  wir 
zunächst  nach  der  zweiten  auf  S.  467  gegebenen  Construction  den 
Pol  48  bestimmen.  Wir  ziehen  senkrecht  zur  Stange  a  die  Ge- 
rade 68-36"^  j  welche  die  Geraden  23-25^  5  resp.  in  den  Punkten 
Fi",  6  schneidet,  femer  die  Geraden  24-25,  VP'34  und  verbinden 
ihren  Schnittpunkt  &  mit  S,  dann  bestimmt  die  Gerade  S'S  auf 
der  Geraden  7  den  Pol  48.  Hierauf  ziehen  wir  die  Gerade  48-68, 
welche  die  Gerade  34-36"^  in  dem  Pol  46  trifft;  und  demnach 
repräsentirt  die  Strecke  46-34  die  Geschwindigkeit  des  auf  der 
Stange  a  parallel  bewegten  Gliedes  6,   Machen  wir  nun  senkrecht 


1)  Gollmann,  Deutsches  Reichspatent  Nr.  14437  vom  3.  October  1880. 
Fig.  19. 
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za  a  die  Strecke  68-68^  ^  46-34,  bo  ist  68^  ein  Pankt  des  ört- 
lichen Geschwindigkeitsdiagramms  des  Ponktes  68  resp.  des  Glie- 
des 6.  Eine  andere  Bestimmung  dieser  Geschwindigkeit  ergiebt 
sichy  wenn  wir  nach  der  ersten  auf  S«  466  gegebenen  Gonstmc- 
tion  den  Pol  38  ermitteln,  indem  wir  die  strichpnnktirten  Geraden 
F;-23,  VII,-34,  ©«,  ziehen,  von  denen  »»^  die  Gerade  68^6^ 
im  Pol  38  schneidet  Ziehen  wir  nun  femer  zu  7  die  Parallele 
54-75»,  welche  die  Normale  78-38  der  vom  Punkte  78  im  GUede  3 
beschriebenen  Gnrve  im  Punkte  78^  trifft,  und  zu  78-68  die  Parallele 
78^-68^,  so  erhalten  wir  auch  hierdurch  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit 68-68^  des  Punktes  68  und  damit  zugleich  den  Geschwin- 
digkeitszustand des  Gliedes  8. 

198.  Specielle  Dreispannmechanismen  mit  drei  Riditpaarungen. 
Wir  haben  in  Fig.  499  beispielsweise  angenommen,  dass  die  Glie- 
der 2,  d,  4  resp.  mit  den  Gliedern  £,  6,  7  durch  Bichtpaarungen 
verbunden  sind  und  dass  die  Glieder  5,  6,  7  durch  Htllsen  ver- 
treten werden,  die  in  den  Punkten  58,  68,  78  drehbar  an  das 
Glied  8  geschlossen  sind  und  in  denen  beziehlich  die  Glieder  2, 
5,  4  als  Stangen  sich  verschieben.  In  diesem  Falle  gleiten  also 
die  Seiten  2,  3,  4  des  Gelenk  Vierecks  1234  durch  die  Punkte  58, 
68,  78  des  Gliedes  8.  Wenn  wir  in  den  Punkten  68,  68,  78  auf 
den  Geraden  2,  3,  4  die  Senkrechten  5^,  6^,  7^  errichten,  welche 
jene  im  allgemeinen  Falle  vorhandenen  Stangen  5,  6,  7  vertreten, 
so  können  wir  nach  den  Darlegungen  auf  S.  466  den  Pol  38  leicht 
bestimmen.  Da  jedoch  die  Geraden  1,  5^  sich  in  einem  unzugäng- 
lichen Punkte  schneiden,  so  ziehen  wir  durch  den  Pol  24  eine  be- 
liebige Gerade,  welche  die  Geraden  5^,  7^  gttnstig  schneidet;  und 
am  einfachsten  ist  es,  indem  wir  die  Gerade  24-58  ziehen,  welche 
die  Gerade  5^  in  dem  mit  58  identischen  Punkte  V  und  die  Ge- 
rade 7o  ii^  dem  Punkte  VII  schneidet.  Hiemach  erhalten  wir 
durch  die  Geraden  V-23,  VII- 34  den  Schnittpunkt  93,,  der  mit 
dem  Schnittpunkte  ®  der  Geraden  5^,  7^  verbunden,  die  Gerade 
fd,^  liefert,  die  auf  6^  den  Pol  38  bestimmt.  Durch  den  Pol  38 
ergeben  sich,  wie  in  Fig.  499  ausgeführt  ist,  die  Pole  28,  48, 18, 
und  femer  werden  alle  tlbrigen  Pole  in  der  bekannten  Weise  con- 
struirt.  Wir  ersehen  hieraus,  dass,  wenn  wir  die  Seiten  2,  3,  4  des 
Gelenkvierecks  durch  die  Punkte  58,  68,  78  des  als  fest  betrach- 
teten Gliedes  8  schieben,  die  Pole  18,  28,  38,  48  der  Seiten  dieses 
Gelenkvierecks  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  8  leicht  constmirt 
werden  könnte. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  bei  dem  Dreispannmechanismus  das 
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Glied  8  mit  jedem  der  Glieder  5^  6,  7  darch  eine  Bichtpaarang 
verbunden,  dann  erhalten  wir  den  in  Fig.  500  dargestellten  spe- 
ciellen  Dreispannmechanismas,  bei  dem  die  Glieder  J,  d,  7  darch 
Schlitten  vertreten  sind,  die  in  geradlinigen  Schlitzen  des  Glie- 
des 8  gleiten.  In  diesem  Falle  bewegen  sich  also,  wenn  wir  das 
Glied  8  als  fest  betrachten,  die  Pankte  25^  36^  47,  die  resp.  den 
Gliedern  2,  3,  4  angehören,  anf  festen  Geraden ;  and  die  Bestim- 
mung der  Pole  kann  hier  in  analoger  Weise  wie  vorhin  ausge- 
führt werden.  Diese  beliebig  gewählten  Beispiele  geben  genügend 
zu  erkennen,  wie  verschiedenartig  der  Dreispannmechanismus  durch 
Einordnung  von  Bichtpaarungen  specialisirt  werden  kann. 


Baderwerke  oder  Bädergetriebe. 

199.  Vorgelege.  In  Fig.  501  ist  ein  Bäderwerk  oder  Bäder- 
getriebe mit  vier  in  einander  greifenden  Zahnrädern  i,  2,  3,  4  ge- 
zeichnet, deren  Axen  Ol,  02,  03,  04  in  dem  festen  Gestell  0  ge- 
lagert sind  und  deren  Zahnkränze  der  Einfachheit  wegen  durch 
die  BoUkreise  oder  Theilkreise  dargestellt  werden.  Die  Vermitte- 
lung  der  Bewegung  von  dem  einen  zu  dem  anderen  der  beiden 
einfachen  Bäder  1,  4,  welche  je  einen  Zahnkranz  besitzen,  erfolgt 
durch  die  beiden  Doppelräder  i,  <?,  von  denen  jedes  zwei  Zahnkränze 
enthält.  Ein  derartiges  Bäderwerk  mit  festen  Axen,  welches  zur 
Uebersetzung  einer  Drehbewegung  in  eine  andere  und  zur  Kraft- 
übertragung dient,  heisst  ein  Vorgelege.  Bei  einem  Doppelrade 
wird  meist,  besonders  in  der  Uhrmacherei,  das  grössere  Zahnrad 
schlechtweg  das  Bad  und  das  kleinere  das  Trieb  genannt  Be- 
trachten wir  in  Fig.  501  z.  B.  das  einfache  Bad  1  als  das  treibende, 
so  wirkt  dasselbe  auf  das  Doppelrad  2]  dieses  treibt  das  Doppel- 
rad 3,  welches  auf  das  letzte  getriebene  einfache  Bad  4  wirkt. 
Die  BoUkreise  der  einfachen  Bäder  1,  4  sind  resp.  mit  r^,  r^ ,  die 
BoUkreise  der  Doppelräder  2,  3  beziehlich  mit  r,,  rj  und  r,,  r'g 
bezeichnet;  und  dieselbe  Bezeichnung,  welche  wir  fttr  die  BoU- 
kreise gewählt  haben,  soll  auch  zugleich  fttr  die  Badien  derselben 
verwendet  werden.  Die  Berührungspunkte  12,  23,  34  der  BoU- 
kreispaare  Tjr^,  r^r^^,  r^r'^,  welche  je  zwei  in. einander  greifende 
Zahnkränze  vertreten,  sind  die  Pole  der  betreffenden  Bäder. 

Um  bei  dem  dargestellten  vierräderigen  Vorgelege  das  Ver- 
hältniss  der  Geschwindigkeiten  v^,  v^  eines  auf  einem  Kreise  r'^ 
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des  Rades  1  liegenden  Punktes  A^  und  eines  auf  dem  Kreise  r^ 
des  Rades  i  befindlichen  Punktes  A^  zu  erhalten,  bezeichnen  wir 
ebenso  wie  diese  Kreise  auch  ihre  Radien ;  und  ferner  bezeichnen 
wir  mit  V/,  %,  %/  resp.  die  Geschwindigkeiten  der  mit  den  Polen 
12^  23j  34  coincidirenden  beiden  Punkte  der  betreffenden  Räder. 
Es  bestehen  dann  fttr  die  auf  das  Gestell  0  bezogenen  Geschwin- 
digkeiten die  Verhältnisse 


JÜL  —  ü,     _?L«=A,     !hL^ll^     M^!:^ 


und  demnach  ergiebt  sich: 


V  1''    !•'    r'    r' 


• 


Wir  erhalten  somit  auch  allgemein,  wenn  n  Räder  vorhanden  sind, 
welche  alle  mit  äusserer  Verzahnung  oder  theils  mit  äusserer,  theils 
mit  innerer  Verzahnung  versehen  sein  können,  für  das  Verhältniss 
der  Geschwindigkeiten  r^,  v„  die  Formel: 

Da  die  in  den  betreffenden  Kreisen  des  ersten  und  letzten  Rades 
tangential  wirkenden  Kräfte,  wenn  wir  von  der  Reibung  absehen, 
sich  gemäss  den  Erörterungen  in  Art.  131  umgekehrt  wie  die  Ge- 
schwindigkeiten v^y  Vn  verhalten,  so  ist  hierdurch  auch  das  Ver- 
hältniss der  Gleichgewichtskräfte  bestimmt. 

Wenn  wir  mit  Wi^y  m^^  die  Drehgeschwindigkeiten  der  Räder 
i,  4  im  Bezug  auf  das  feste  Gestell  0  bezeichnen,  so  ist: 


^lo  —  'p-y        ^40  =  7 


folglich  das  Verhältniss  der  Drehgeschwindigkeiten 


oder  allgemein  bei  n  Rädern 

0) 


)0 


«^10 

../     pf     jJ 

^40 
1/1  Ol 

'  1   •      2  •      3 
*n 

ftuci 
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Sind  statt  der  Radien  der  Rollkreise  beziehlich  die  zugehöri- 
gen Zähnezahlen  x^^  z^^  z^^ . .  Zn-i  und  j»2,  -sJ,  «J,  . .  ;5i  gegeben, 
so  ist  auch,  weil  die  Zähnezahlen  sich  wie  die  Radien  der  be- 
treffenden Rollkreise  verhalten,  das  Verhältniss 
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fjo 
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*8  •  ' 
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Wie  die  Drehgeseh windigkeiten  cd^o,  cono  des  ersten  und  letzten 
Rades  verhalten  sich  auch  die  in  einer  angenommenen  Zeit  ent- 
sprechenden Umdrehungszahlen  tf^o^  ^'"o  dieser  Räder,  nnd  ebenso 
auch  die  gleichzeitigen  Drehungswinkel  w^^^  Wno  derselben.  Wird 
jenes  VerhältnisS;  welches  auch  das  Uebersetzungsverhält- 
niss  und  auch  Umsetzungsverhältniss  des  Räderwerkes 
heisst,  mit  v  bezeichnet,  so  ist 

^10  ^  «10  ^  «^to  ^  y»  >  r; .  r^ . ,  rj  ^  K'K'<"<  ^^^.^  ^) 

Wno  ttjio  M^no  T, . T,  .  T, . ,  r«  — i  Z^  ,Z^,  X^, ,  9n-l 

■ 

Das  Uebersetzungsverhältniss  vom  ersten  treiben- 
den Rade  zum  letzten  getriebenen  Rade  eines  Vorge- 
leges ist  gleich  dem  Verhältnisse  des  Productes  der 
Rollkreisradien  der  getriebenen  Zahnkränze  zu  dem 
Producte  der  Rollkreisradien  der  treibenden  Zahn- 
kränze, oder  gleich  dem  Verhältnisse  des  Productes 
der  Zähnezahlen  der  getriebenen  Zahnkränze  zu  dem 
Producte  der  Zähnezahlen  der  treibenden  Zahnkränze. 

Das  Uebersetzungsverhältniss  ist  also  nur  von  den  Radien  der 
Rollkreise  oder  nur  von  den  Zähnezahlen  der  Räder  abhängig, 
nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Räderaxen.  Das  Vorzeichen 
des  Uebersetzungsverhältnisses  ist  aber  positiv  oder  negativ  zu 
nehmen,  je  nachdem  das  erste  und  letzte  Rad  sich  in  gleichem 
oder  entgegengesetztem  Sinne  drehen,  und  wird  dem  gemäss  nach 
4er  Regel  bestimmt: 

Das  Vorzeichen  des  Uebersetzungsverhältnisses 
ergiebt  sich  dadurch,  dass  man  erstens  bei  ungerader 
oder  gerader  Anzahl  Räder  resp.  das  positive  oder 
negative  Vorzeichen  setzt,  zweitens  bei  Vollrädern 
die  Rollkreisradien  oder  Zähnezahlen  als  positiv, 
bei  Hohlrädern  als  negativ  betrachtet. 

Denken  wir  uns  mit  dem  letzten  Rade  eines  Vorgeleges,  wie 
in  Fig.  601  durch  Punktirung  angedeutet  ist,  ein  Gelenkparal- 
lelogramm oder  Parallelkurbelgetriebe  ^  FL  A  verbunden,  so  dass 
der  Arm  A£  an  dem  letzten  Rade  4  befestigt  ist  und  01-04  den 
ßteg  4>A  vertritt,  dann  vollzieht  der  Arm  ^F  dieselbe  Drehung 
wie  das  Rad  4.  Bezeichnen  wir  die  Drehgeschwindigkeit  des 
letzten  Rades  oder  des  Armes  ^F  im  Bezug  auf  das  erste  Rad  i, 
wenn  allgemein  n  Räder  vorhanden  sind,  mit  Wn  i ,  und  betrachten 
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wir  den  DrehangBsinn  des  ersten  Rades  als  positiv ,  so  ist  bei 
gleichsinniger  Drehung  des  ersten  und  letzten  Rades 

Will    *=   Ofno   —   ^10« 

Je  nachdem  Wno^  (j^w  '^^^j  rotirt  das  letzte  Rad  im  Bezug  auf  das 
erste  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne.  Ist  dagegen  die 
Drehung  des  letzten  Rades  der  des  ersten  entgegengesetzt ,  dann 
ist  ü)no  negativ,  und  in  diesem  Falle  vollzieht  das  letzte  Rad  gegen 
das  erste  stets  eine  entgegengesetzte  Drehung.  Durch  Einsetzung 
der  Yerhältnisszahl  y,  deren  Vorzeichen  nach  obiger  Regel  be- 
stimmt wird,  erhalten  wir  die  Beziehung: 


=  ^r 1 2) 

Um  das  Uebersetzungsverhältniss  bei  dem  in  Fig.  601  darge- 
stellten Vorgelege  graphisch  zu  ermitteln,  construiren  wir  den 
Pol  14  der  Räder  1  und  4,  indem  wir  die  Geraden  02-04,  23-34 
ziehen,  welche  sich  im  Pol  24  schneiden,  und  femer  die  Gerade 
12-24,  die  auf  01-04  den  Pol  14  bestimmt;  oder  wir  ziehen  die 
Geraden  01-03,  12-23,  welche  sich  im  Pol  13  treffen,  und  hierauf 
die  Gerade  13-34,  die  ebenfalls  den  Pol  14  liefert.  Demnach  ist 
auch,  weil  nach  S.  47  die  Drehgeschwindigkeiten  sich  umgekehrt 
wie  die  Abstände  01-14,  04-14  des  Pols  14  von  den  Axen  Ol,  04 
verhalten,  das  Verhältniss 


W,o 


U4l4 


^40  01-14 

Dieses  Verhältniss  ergiebt  sich  als  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem der  Pol  14  des  ersten  und  letzten  Rades  ausserhalb  oder 
innerhalb  der  Strecke  01-04  liegt;  denn  im  ersteren  Falle  drehen 
sich  diese  Räder  in  gleichem  Sinne,  im  zweiten  Falle  in  entgegen- 
gesetztem Sinne.  Wollen  wir  die  Doppelräder  2,  3  nicht  verwen- 
den und  dasselbe  Uebersetzungsverhältniss  v  durch  zwei  um  die 
Axen  Ol,  04  rotirende  Räder  hervorbringen,  so  müssen  wir  die 
beiden  Räder  1,  4  durch  zwei  andere  ersetzen,  deren  RoUkrei^e 
sich  in  dem  Pol  14  berühren,  und  diese  beiden  Räder  sind  ent- 
weder beide  aussen  verzahnt,  oder  das  eine  aussen,  das  andere 
innen  verzahnt,  je  nachdem  der  Pol  14  innerhalb  oder  ausserhalb 
der  Strecke  01-04  liegt.  Werden  nur  solche  Räder  angewendet, 
die  mit  äusserer  Verzahnung  versehen  sind,  dann  ist  das  Ueber- 
setzungsverhältniss positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Anzahl 
der  zwischen  dem  ersten  und  dem  letzten  Rade  vermittelnden 
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Räder  eine  ungerade  oder  gerade  ist.  Ans  der  Gonstellation  der 
zehn  Pole  des  betrachteten,  ans  vier  Bädern  und  dem  Gestell  be- 
stehenden Oetriebes  können  wir  auch  die  Verhältnisse  der  Dreh- 
geschwindigkeiten je  zwei  anderer  Bäder  entnehmen ;  und  dasselbe 
gilt|  wenn  eine  beliebige  Anzahl  Bäder  vorhanden  ist. 

Werden  die  Doppeliäder  durch  einfache  Bäder  ersetzt,  die 
von  alt^her  Wechselräder  heissen  und  in  neuerer  Zeit  un- 
nöthiger  Weise  auch  Zwischenräder  genannt  werden,  so  ergiebt 
sich,  weil  bei  dieser  Anordnung 

ist,  das  Uebersetzungsverhältniss 


^10    _    ^n 


j 


dessen  absoluter  Werth  also  unabhängig  ist  von  den  Wechsel- 
rädern.  Demnach  wird  durch  ein  zwischen  zwei  Bädern  befind- 
liches Wechselrad  nur  der  Sinn  derjenigen  Drehung  gewechselt, 
die  der  directe  Eingriff  dieser  beiden  Bäder  erzeugt. 

In  Fig.  602  ist  ein  dreiiilderiges  Vorgelege  gezeichnet.  Bei 
diesem  kann  das  Uebersetzungsverhältniss  resp.  das  Verhältniss 
der  Drehgeschwindigkeiten  ca^o,  ta^  der  beiden  Bäder  /,  d,  wel- 
ches durch  die  Formel 

gegeben  ist,  vermittelst  einer  einzigen  Geraden  graphisch  bestimmt 
werden,  indem  wir  die  Gerade  12-23  ziehen,  die  auf  der  Geraden 
01-03  den  Pol  13  liefert.    Demnach  ist 


c«;,o         03-13 


«»30  01-13 

In  diesem  Falle  können  wir  bei  Weglassung  des  vermittelnden 
Doppelrades  2  die  Bäder  i,  3  durch  zwei  resp.  um  dieselben 
Axen  rotirende  Bäder  ersetzen,  deren  BoUkreise  sich  in  dem 
Pol  13  berühren,  und  von  diesen  Bädern  muss,  weil  der  Pol  13 
ausserhalb  der  Strecke  01-03  liegt,  das  grössere  mit  innerer  Ver- 
zahnung, das  kleinere  mit  äusserer  Verzahnung  versehen  sein. 
Wenn  insbesondere  die  beiden  Geraden  12-23 ^  Ol-  03  parallel  sind, 
der  Pol  13  also  im  Unendlichen  liegt,  dann  ist  in  diesem  spe- 
ciellen  Falle  das  Uebersetzungsverhältniss  y-«  + 1,  und  die  Bäder 
i,  3  drehen  sich  mit  gleicher  Drehgeschwindigkeit  in  gleichem 
Sinne.    Soll  diese  Bewegung  durch  zwei  in  einander  greifende 
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Räder  beryorgebracbt  werden,  so  kann  dies  nur  durch  die  S.  196 
erwähnten  Parallelräder  geschehen. 

Es  seien  in  Fig.  603  bei  einem  dreiräderigen  Vorgelege  die 
drei  Axen  01^  02^  03  nebst  dem  Uebersetzongsverbältnisse  v  ge- 
geben, nnd  wir  wollen  die  Grösse  der  drei  Räder  so  bestimmen, 
dass  das  vermittelnde  Rad  2  ein  einfaches  Rad,  also  ein  Wechsel- 
rad ist  Wir  constmiren  deshalb  auf  der  Geraden  Ol -03  den 
Pol  13  nach  dem  Verhältnisse 


03-13 
01:13' 


machen  auf  der  Geraden  02-01  die  Strecke  02-7}  =  02-03  und 
ziehen  durch  den  Pol  13  zu  03 -ri  eine  Parallele.  Diese  schneidet 
dann  die  Geraden  02-01,  02-03  in  den  Polen  12,  23,  welche  sich 
in  gleichen  Abständen  von  der  Axe  02  befinden,  und  demnach 
sind  durch  diese  Pole  die  Rollkreise  r^,  r,,  r^  bestimmt  Jenes 
gegebene  Uebersetzungsverhältniss  ist  bei  dieser  besonderen  An- 
ordnung gleich  dem  Verhältnisse  der  Radien  r^,  r^  der  gleich- 
bezeichneten Rollkreise;  und  folglich  ist  der  Pol  13  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  dieser  beiden  Rollkreise. 

Umständlicher  ist  die  Construction  des  Pols  13,  wenn,  wie  in 
Fig.  604,  bei  dem  dreiräderigen  Vorgelege  die  drei  Axen  Ol,  02, 
03  sich  auf  einer  Geraden  0  befindeü,  weil  dann  alle  sechs  Pole 
auf  dieser  Geraden  liegen.  Nach  dem  Satze  auf  S.  436  bilden 
diese  sechs  Pole  eine  Involution  und  sind  also  die  Punkte,  in 
denen  die  Gerade  0  von  den  sechs  Seiten  eines  vollständigen 
Vierecks  geschnitten  wird.  Behufs  der  Construction  des  Pols  13 
verbinden  wir  daher  einen  beliebigen  Punkt  c  mit  den  Axen- 
punkten  oder  Polen  Ol,  02,  03,  ziehen  von  einem  beliebigen  auf 
der  Geraden  c-02  angenommenen  Punkte  a  aus  die  Geraden  a-12, 
a-23,  welche  die  beiden  anderen  Geraden  resp.  in  den  Punkten 
b,  d  schneiden,  dann  bestimmt  die  Gerade  bd  als  sechste  Seite 
des  vollständigen  Vierecks  ab  cd  auf  der  Geraden  0  den  Pol  13. 
Demnach  ist  das  Uebersetzungsverhältniss  der  Räder  1,  3  gleich 
dem  Verhältnisse  der  Strecken  03-13,  01-13, 

Soll  bei  dem  betrachteten  dreiräderigen  Vorgelege  das  ver- 
mittelnde Doppelrad  durch  ein  einfaches  Rad  ersetzt  werden 
und  bei  unveränderten  Axen  das  Uebersetzungsverhältniss  der 
Räder  1,  3  dasselbe  bleiben,  dann  nehmen  wir  behufis  der  Be- 
stimmung der  drei  Räder  in  Fig.  606  einen  Eckpunkt  c  jenes 
vollständigen  Vierecks  beliebig  und  einen  zweiten  Eckpunkt  a** 
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auf  der  Geraden  c-02  im  Unendlichen  an.  Femer  machen  wir 
auf  der  Geraden  0  die  Strecke  02'h  —  02-03,  ziehen  zn  02-c 
die  Parallele  hi  bis  an  c-Ol  und  durch  den  gegebenen  Pol  13 
zu  03'i  die  Parallele  13-bj  welche  die  Geraden  c-Oi,  c-05  in  den 
Punkten  &,  d  schneidet;  hierauf  ziehen  wir  zu  C'02  durch  b  die 
Parallele  b'12  oder  durch  d  die  Parallele  d'23,  welche  die  Ge- 
rade 0  resp.  in  den  Polen  12^  23  treffen  und  das  Wechselrad  2 
sowie  die  beiden  anderen  Bäder  i,  3  bestimmen.  Denn  gemäss 
dieser  Gonstruction  wird  die  Strecke  bd  und  die  Strecke  12-23 
von  der  Geraden  €-02  halbirt. 

Bei  dem  in  Fig.  506  gezeichneten  vierräderigen  Vorgelege 
befinden  sich  die  gegebenen  vier  Axen  Oi,  02^  03^  04  der  vier 
Bäder  1,  2,  3,  4  in  der  Geraden  0,  welche  das  Gestell  vertritt, 
und  die  gegebenen  Berührungspunkte  der  betreffenden  BoUkreise 
dieser  vier  Bäder  sind  resp.  mit  12^  23,  34  bezeichnet.  Es  sind 
also  sieben  Pole  von  den  zehn  auf  der  Geraden  0  liegenden  Polen 
des  Mechanismus  gegeben.  Um  die  noch  fehlenden  drei  Pole 
13,  24, 14  zu  erhalten,  nehmen  wir  auf  einer  durch  02  gezogenen 
Geraden  die  Punkte  a,  c  beliebig  an,  ziehen  die  Geraden  a-12, 
a''23  und  c-Ol,  0-03,  welche  sich  beziehlich  in  den  Punkten  b,  d 
schneiden,  und  ferner  die  Gerade  b  d,  die  auf  0  den  Pol  13  liefert 
In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  der  Pol  24,  indem  wir  noch  die 
Geraden  c-04,  d-34  ziehen  und  deren  Schnittpunkt  e  mit  a  ver- 
binden, dann  bestimmt  die  Verbindungsgerade  ae  auf  0  den  Pol  24. 
Nach  demselben  Verfahren  erhalten  wir,  weil  filnf  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierecks  abce  durch  die  fttnf  Pole  Ol,  02,  04,  12,  24 
gehen,  vermittelst  der  sechsten  Seite  be  desselben  auf  der  Ge- 
raden 0  den  Pol  14\  und  es  sind  also  zu  der  Bestimmung  dieses 
Pols  die  Geraden  bd,  ae  nicht  erforderlich.  Aus  dieser  Bestim- 
mungsweise ergiebt  sich,  dass  die  zehn  auf  der  Geraden  0  liegen- 
den Pole  des  ftinfgliederigen  Mechanismus  die  zehn  Schnittpunkte 
sind,  welche  die  zehn  Seiten  eines  vollständigen  Fttnfecks  a^crfe 
mit  der  Geraden  0  bilden.  Durch  Fortsetzung  dieser  Bestimmungs- 
weise erkennt  man  leicht,  dass  alle  auf -einer  Geraden  liegenden 
Pole  eines  n- gliederigen  Mechanismus  die  Schnittpunkte  sind, 
welche  die  Seiten  eines  vollständigen  7t-Ecks  mit  dieser  Geraden 
bilden. 

200.  Doppelaxige  Vorgelege.  Liegen  die  Axen  des  ersten  und 
letzten  Bades  eines  Vorgeleges  in  einer  Geraden,  lassen  wir  also 
z.  B.  in  Fig.  601  die  Axe  04  mit  der  Axe  Ol  zusammenfallen, 
dann  erhalten  wir  ein  doppelaxiges  Vorgelege.    In  diesem 
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Falle  kann  jene  graphische  Bestimmung  des  Uebersetzongsverhält- 
nisses  nur  dann  ausgeführt  werden,  wenn  wir  die  beiden  coinci- 
direnden  Axen  wieder  auseinander  legen.  Soll  aus  einem  drei- 
räderigen Vorgelege,  wie  z.  B.  aus  dem  in  Fig.  602  gezeichneten, 
ein  doppelaxiges  Vorgelege  gebildet  werden,  so  müssen  die  Axen- 
abstände  ö2-0i,  02-03  gleich  sein.  In  Fig.  607  ist  ein  dreiräde- 
riges doppelaxiges  Vorgelege  in  Vorder-  und  Seitenansicht  darge- 
stellt. Bei  demselben  liegen  die  Axen  der  beiden  Räder  i,  ^  in 
einer  Geraden.  Wenn  das  Bad  1  gedreht  wird,  so  wird  durch 
Vermittelung  des  Doppelrades  2  das  Bad  3  in  demselben  Sinne 
wie  das  Bad  1  gedreht.  Dem  gemäss  ist  im  betrachteten  Falle 
das  Uebersetzungsverhältniss  v  positiv,  und  da 

ist,  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Drehgesohwindigkeit  des  Bades  3 
im  Bezug  auf  das  coaxiale  Bad  1  mit  ia^  bezeichnen,  nach  der 
auf  S.  478  abgeleiteten  Gleichung  2)  das  Verhältniss: 

3l  =  J-_  1 


Wjo  V 


oder 

Werden  statt  der  Badien  die  entsprechenden  Zähnezahlen  genom- 
men, so  folgt 

^31      ^l-^t 


^10  '*2  •  ^i 

Wenn  die  Bollkreisradien  und  die  Zähnezahlen  der  Bäder  1  und  3 
wenig  differiren,  so  dass  wir  das  Doppelrad  2^  wie  in  Fig.  608, 
durch  ein  einfaches  Bad  ersetzen  können;  dann  ist,  weil  »^^^x^y 
das  Verhältniss: 

Beachten  wir,  dass  die  Umdrehungszahl  u^^  ftlr  das  Bad  3  im 
Bezug  auf  das  Bad  1  und  die  Umdrehungszahl  u^^  des  Bades  / 
in  dem  Gestell  0  sich  wie  die  Drehgeschwindigkeiten  oi^t,  io^^ 
verhalten,  so  ist  das  Verhältniss  dieser  Umdrehungszahlen: 

^31  Jii A 

Um  die  Umdrehungszahl  u^  des  mit  z^  Zähnen  versehenen  Bades  2 
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zu  erhalten,  welcher  eine  Umdrehung  des  Rades  3  im  Bezug  auf 
das  Rad  1  entspricht,  setzen  wir  u^^  >»  1 ;  und  da  die  Räder  ly  2 
sich  im  entgegengesetzten  Sinne  drehen,  ist  das  Yerhältniss 


^^10    -^2 


Demnach  ergiebt  sich: 


•»20 


t: — ^'   «»=i«ö- 


^2  (-^3  ^d 

Ist  in  Fig.  608  beispielsweise  das  Rad  1  mit  ^^  »=  98,  das 
Rad  3  mit  js^  =  100  und  das  Bad  2  mit  x^  =  49  Zähnen  versehen, 
dann  erhalten  wir 

Hiernach  bleibt  während  einer  Umdrehung  des  Bades  1  das  Bad  3 
gegen  dieses  um  i^  Umdrehung  zurück.  Da  aber  einer  Umdrehung 
des  Bades  2  eine  halbe  Umdrehung  des  Bades  1  entspricht,  so 
wird  bei  einer  Umdrehung  des  Bades  2  im  Sinne  des  Pfeiles  der 
mit  dem  Bade^  verbundene  Zeiger  auf  dem  1 00-theiligen  Ziffer- 
blatte des  Bades  1  in  der  Ziffemfolge  um  einen  Theilstrich  fort- 
schreiten. Demnach  kann  auf  dem  Zifferblatte  die  Umdrehungs- 
zahl des  Bades  2  abgelesen  werden.  Ein  derartig  eingerichtetes 
Bäderwerk  wird  als  Zählwerk  für  Umdrehungszahlen  verwendet. 
Damit  eine  möglichst  grosse  Umdrehungszahl  u^  gezählt  wer- 
den kann,  wird  das  Bad  2  auch  durch  ein  mit  Schraubenwin- 
dungen versehenes  Schneckenrad  ersetzt,  dessen  Axe  zur  Axe  der 
coaxialen  Bäder  i,  3  rechtwinkelig  ist  und  deren  Schraubenwin- 
dungen in  diese  Bäder  eingreifen,  so  dass  mit  jeder  Umdrehung 
dieses  Schneckenrades  die  Bäder  i,  3  um  je  einen  Zahn  gedreht 
werden.  In  diesem  Falle  ist  dann  ^^  «^  1  zu  setzen;  und  sind 
z.  B.  für  die  Bäder  i,  3  resp.  die  Zähnezahlen  x,  =  100,  ;?;  — 101, 
so  ist  . 

t m'    «»  =  10100. 

Während  100  Umdrehungen  des  Schneckenrades  2  wird  das  Bad  1 
im  Gestell  eine  Umdrehung  und  das  Bad  3  im  Bezug  auf  das 
Bad  1  erst  t^t  Umdrehung  im  entgegengesetzten  Sinne  vollenden, 
so  dass  10100  Umdrehungen  des  Schneckenrades  einer  Drehung 
von  3  auf  i  entsprechen.  Wird  das  Bad  i  ausser  der  100-Thei- 
lung  noch  mit  einer  zweiten  inneren  101-Theilung  versehen,  auf 
welche  der  mit  dem  Bade  3  verbundene  Zeiger  weist,  und  wird 
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an  dem  Gestell  eine  Spitze  befestigt,  die  auf  die  lOO-Theilnng 
zeigt;  dann  giebt  jener  Zeiger  die  Hunderte  und  diese  Spitze  die 
Einer  an. 

201.  Das  Gehwerk  einer  Wanduhr.  In  Fig.  609,  Taf.  XXXIV, 
ist  die  Seitenansicht  des  Gehwerkes  einer  Wanduhr  in  der  gewöhn- 
lichen, altherkömmlichen  Anordnung  dargestellt.  Das  treibende 
Rad  z^  greift  in  das  Trieb  js,  des  Doppelrades  z^z^y  dessen  Bad  z^ 
auf  das  Trieb  s'^  des  Steigrades  x^  wirkt;  und  dieses  Steigrad 
wird  gemäss  der  Erörterung  in  Art  1 80  durch  den  schwingenden 
Anker  A  vermittelst  des  Pendels  /  successive  gehemmt.  Dieser 
Theil  des  Gehwerkes  besteht  also  aus  einem  dreiräderigen  Vor- 
gelege in  Verbindung  mit  einem  Schaltwerke.  Die  VTelle  des  trei- 
benden Bades  «^  trägt  lose  aufgesetzt  die  mit  Einkerbungen  oder 
Zacken  versehene  Bolle  i2,  über  welche  eine  Kette  mit  einem 
Gewicht  hängt.  An  dieser  Bolle  befindet  sich  ein  Sperrrad,  in 
welches  ein  an  das  Bad  z^  drehbar  angeschlossener  Sperrkegel 
greift,  so  dass  beim  Ziehen  des  Gewichtes  die  Bolle  11  mit  dem 
Bade  »i  einstttckig  vereint  ist,  und  beim  Aufzug  des  Gewichtes 
das  Bad  ^^  in  Buhe  bleibt.  Auf  der  Welle  des  treibenden  Bades  ^, 
ist  ferner  das  Doppelrad  zijzu  befestigt,  welches  beziehlich  in  die 
beiden  coaxialen  Bäder  ^/,  zw  eingreift.  Das  Bad  zi  mit  hohler 
Axe  trägt  den  Stundenzeiger  h,  und  auf  der  durchgehenden  Axe 
des  Bades  ziu  befindet  sich  der  Minutenzeiger  m.  Diese  drei 
Bäder  bilden  ein  doppelaxiges  Vorgelege,  bei  welchem  die  zu- 
gleich mit  zj,  zii,  Zu,  z'm  bezeichneten  Zähnezahlen  so  gewählt 
werden  müssen,  dass  für  die  Uebersetzung  vom  Bade  zi  zum 
Bade  z'm  das  Verhältniss 

z'u  .  z'in  1 

zi.zn  12 

besteht.  Bei  der  Wanduhr  ist  eine  Ablaufszeit  von  %  Stunden 
erforderlich,  die  mehr  als  24  Stunden  beträgt,  und  ferner  ist  die 
Länge  k  der  entsprechenden  ablaufenden  Kette  bedingt.  Bezeich- 
nen wir  mit  r  den  theoretischen  Badius  der  Bolle  i2,  so  folgt, 
weil  die  Umdrehungszahl  dieser  Bolle  während  12  Stunden  gleich 
zi :  z'ii  ist,  zunächst 

z]i       12 
und  femer  , 

Zu  TV  7t 


zi  6A 

Diese  letzte  Beziehung  braucht  nur  angenähert  erfüllt  zu  werden; 
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denn,  wenn  auch  der  Radius  r  gegeben  ist,  so  kann  man  ttber 
die  Ablanfszeit  t  und  die  Länge  k  noch  innerhalb  gewisser  Gren- 
zen verfügen.  In  Fig.  509  ist  das  Verhältniss  -s^/ :  2?//  =  8 : 1,  und  es 
sind  die  beigeschriebenen  Zähnezahlen  si  =  56,  j»}/  =  7,  zu  =  36, 
z]ii  s=  24  genommen,  welche  jene  Bedingungen  erfüllen. 

Das  Verhältniss  der  Uebersetzung  von  dem  Rade  ^/,  welches 
den  Stundenzeiger  trägt,  zu  dem  Steigrade  s^  ist,  wenn  die  Be- 
zeichnung fUr  die  betreffenden  Räder  auch  zugleich  ftlr  die  Zähne- 
zahlen derselben  genommen  wird, 

^i/.^a-^3    ^  JL. 
Si  ,Z^.Z^  ^ 

Es  macht  hiemach  das  Steigrad  x^  während  einer  Umdrehung  des 
Rades  ^/,  also  während  12  Stunden,  pi  Umdrehungen;  und  jeder 
Umdrehung  des  mit  z^  Zähnen  versehenen  Steigrades  entsprechen 
1z^  Schwingungen  des  Ankers  oder  des  Pendels.  Dem  zufolge 
ist  die  Anzahl  a  der  Pendelschwingungen  in  einer  Stunde: 


A    •    Zf    ,    Z.     »    Zn    .    Z^ 

a  = — - — -• 

12.  Sy/.JS'      ä' 


Bezeichnen  wir  nun  mit  t  in  Secunden  die  Zeit,  in  welcher 
das  Pendel  eine  Schwingung  vollendet,  so  ergiebt  sich: 

(7.^=3600, 

und  die  Zeit  einer  Pendelschwingung  in  Secunden  ist  demnach 

t^     ^}/.4-<     6.3600. 

Zj  •  Z^  •  *2  •  Zß 

Ueber  die  Zeit  ^,  welche  durch  die  Länge  des  Pendels  bestimmt 
wird,  kann  man  in  der  Regel  noch  verfUgen,  und  dem  gemäss 
können  ausser  den  Zähnezahlen  zj,  z\i  die  übrigen  Zähnezahlen  in 
verschiedener  Weise  zweckmässig  gewählt  werden*).  In  Fig.  609 
sind  z.  B.  die  beigeschriebenen  Zähnezahlen  ^^  =  72,  z\=^^^ 
z^  =  66,  z\  =  6,  «3  =  39  aus  der  Praxis  entnommen. 

202.  Annäherungsweise  Berechnung  der  Zähnezahlen  der  Zahn- 
räder bei  primzahligem  und  grosszahligem  Uebersetzungsverhältnisse. 

Ist  das  Uebersetzungsverhältniss  eines  Räderwerkes  durch  einen 


^)  Die  Verh&ltiiiBse  der  Z&bnezahlen  bei  den  Uhren  sind  schon  in  alten 
Schriüen  viel  behandelt  worden.  Oughtred,  Optiscula  mathemattca.  1677. 
Derb  am,  The  Artifical  Clock-Maker.  See.  ed.  1700;  deutsch  als  Anhang  in 
Welper's  Gnomonica,  1708.  Allexandre,  Tratte  ge'ne'ral  des  horloges.  1734; 
deutsch  von  Berg  er.  173S. 
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redacirten  Bruch  -r-  gegeben,  dessen  Zähler  und  Nenner  also  keinen 

gemeinschaftlichen  Theiler  haben ,  dann  kann,  wenn  die  Zahlen 
ßy  b  nicht  gross  sind,  die  Uebersetznng  durch  zwei  Zahnräder  be- 
wirkt werden,  welche  die  Zähnezahlen  a^  b  besitzen.  Man  kann 
auch  diese  Zahlen  a,  b  mit  einer  ganzen  Zahl  A  multipliciren  und 
den  beiden  Rädern  die  Zähnezahlen  aX^  bl  ertheilen.  Diese  Ver- 
grösserung  der  Zähnezahlen  ist  nothwendig,  wenn  die  Zahlen  a,  b 
als  zu  klein  für  die  Zähnezahlen  der  Räder  nicht  geeignet  sind. 
Die  Zähnezahl  eines  Rades  darf  im  Verhältnisse  zu  der  Grösse 
desselben  auch  nicht  zu  gross  sein,  weil  bei  einer  verhältniss- 
mässig  grossen  Zähnezahl  die  Zähne  des  Rades  zu  klein  werden. 
Wenn  nun  jene  Zahlen  a,  &  so  gross  sind,  dass  dieselben  als 
Zäbnezahlen  bei  zwei  Zahnrädern,  welche  das  Uebersetzungsver- 
hältniss  a :  b  bewirken  sollen,  nicht  verwendbar  sind,  so  muss  der 

Bruch  j-  durch  einen  möglichst  angenähert  gleichen  Bruch  — 

ersetzt  werden,  dessen  Zähler  und  Nenner  kleinere  Zahlen  sind, 
die  als  Zähnezahlen  verwendet  werden  können.  Soll  das  Ueber- 
setzungsverhältniss  a :  b  durch  mehrere  Räder  erzeugt  werden, 
und  ist  die  eine  oder  jede  der  Zahlen  a,  b  eine  Primzahl,  oder 
sind  die  Zahlen  o,  b  nicht  in  solche  Factoren  zerlegbar,  die  sich 
zur  Bestimmung  der  Zähnezahlen  dieser  Räder  eignen ;  dann  muss 
ein  angenähert  gleicher  Bruch  ermittelt  werden,  dessen  Zähler 
und  Nenner  eine  zweckmässige  Zerlegung  in  Factoren  ermöglichen. 
Um  zu  erkennen,  in  welche  Factoren  eine  Zahl  zerlegbar  oder  ob 
dieselbe  eine  Primzahl  ist,  dient  die  Factorentafel  und  die  Prim- 
zahlentafel ^).  Behufs  der  Ermittelung  derartiger  Brüche,  die  einem 
gegebenen  grosszahligen  Bruche  angenähert  gleich  sind,  hat  Bro- 
00 1 2)  eine  neue  Methode  befolgt  und  behufs  derselben  eine  prak- 
tische Brüchentafel  berechnet,  deren  wichtige  Eigenschaften  wir 
zum  Zwecke  der  Anwendung  erörtern  wollen. 

Wir  nehmen  an,   dass  zwei  reducirte  Brüche  -r»  -:7»   von 

'  b      d 

denen  der  erstere  der  grösste  sein  möge,  gegeben  sind,  und  dass 
ihre  Differenz 


ist,  so  folgt  auch 


a 
b 

c 
d 

1 
bd 

ad- 

-  bc  = 

=  1. 

')  Hai 8 88,  Sammlung  mathematischer  Tafeln,  1849.  Taf.  V. 
')  B  r  0  c  0 1,  Calcul  des  rouages  par  approximaiion.  1862.   Deutsche  Aus- 
gabe: Berechmmgen  der  Räderilbersetzungen,  von  dem  Verein  „Hütte".  1871, 
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fit 
Es  sei  ferner  ein  dritter  Brach  —  gegeben,  dessen  Werth  zwi- 
schen jenen  beiden  Brüchen  liegt,  dann  ist  in  Zeichen: 

a m         c 

also 

an  >  bm,      dm  >  cn. 

Hiemach  ergiebt  sich  die  Differenz 

a         m^        an  —  b?n  l 

b  »    "^        bn  bd' 

und  somit 

{an  —  bm)d<in. 

Da  aber  an>  bm  ist  und  hier  nur  ganze  Zahlen  auftreten,  so 
muss  an  —  bm  mindestens  gleich  1  sein;  folglich  ist  ny^  d^  und 

weil  dm  >  cn^  ist  auch  ,m  >  c.   Demnach  sind  Zähler  und  Nenner 

m  c 

in  dem  Bruche  —  grösser  als  in  dem  Bruche  -r* 

n  a 

Es  ist  die  Differenz 

m c^ dm  —  cn  1 

n  d  dn  bd  ^ 

und  somit 

(dm  —  cn)b  <  n. 

Da  nun  dm^  cn^  so  folgt  in  analoger  Weise  wie  vorhin,  dass 
n> b  ist,  und  es  muss  mindestens  n^^^b-^-l  sein.    Demnach  ist: 

dm^  (4  +  l)c,      dm  >  ic  +  1; 

und  beachten  wir,  dass  ad  —  *c  =  1  ist,  so  ergiebt  sich  m  >  a. 

m 
Hiemach  sind  Zähler  und  Kenner  in  dem  Bruche  —  auch  grösser 

a  w  ° 

als  in  dem  Bruche  -r-»  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Wenn  zwischen  zwei  Brüchen,   deren   Differenz 

gleich   dem   reciproken  Werthe   des  Productes   ihrer 

Nenner  ist,   ein   dritter  Bruch   liegt,   so  sind  Zähler 

und  Nenner  in   diesem  Bruche  grösser  als   in  jenen 

beiden  Brüchen. 

a      c  a  *~t~  c 

Bilden  wir  aus  jenen  beiden  Brüchen  -t->  -r  den  Bmch  ,_!_.> 

so  ist 

a  a-{'C  ab-^-ad — ab  —  bc  1 

T  ~  b  +  d  ~  b{b  +  d)  ~  b(b  +  d)  ' 

a-^-c         c         ad-\-cd — bc  —  cd  1 

b  +  d  ""  T""  d{b  +  d)  ~  d{b  +  d)  ' 


! 
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Da  diese  Differenzen  beide  positiv  und  gleich  dem  reciproken 
Werthe  der  Prodncte  der  Nenner  der  betreffenden  Brflche  sind, 
so  folgt  der  Satz: 

Von  allen  Brtlchen  zwischen  den  Brüchen  -r-i  -^i 

deren  Differenz  gleich  dem  reciproken  Werthe  des 

(t  I  -  c 
Prodnctes  ihrer  Nenner  ist,  hat  der  Brach    .  7,  .  den 

kleinsten  Zähler  und  Nenner. 

Auf  diese  Beziehung  gestützt,  hat  Brocot  die  Werthe  aller 
echten  Brüche,  deren  Nenner  kleiner  als  100  ist,  bis  auf  zehn  Deci- 
malstellen  berechnet  und  nach  der  Grössenfolge  in  der  citirten 
Bruch entafel  geordnet.  In  dieser  Tafel  ist  die  Differenz  je  zweier 
auf  einander  folgender  Brüche  gleich  eins  diyidirt  durch  das  Pro- 
duct  der  beiden  Nenner;  und  femer  ist  jed^r  Bruch  gleich  dem 
Quotienten  aus  der  Summe  der  Zähler  des  vorhergehenden  und 
des  nachfolgenden  Bruches  diyidirt  durch  die  Summen  beider 
Nenner. 

Ist  z.  B.  das  grosszahlige  Uebersetzungsverhältniss 

j^  =  0,75528978  .  . 

gegeben,  so  findet  man  in  der  Brocot 'sehen  Tafel  den  nächst 
grösseren  Bruch 

-IL  =  0,75531914.., 

und  der  Fehler  beträgt  +  0,000030.  Hiemach  kann  jenes  gross- 
zahlige Uebersetzungsverhältniss  mit  grosser  Annähemng  durch 
zwei  Räder  mit  den  Zähnezahlen  71  und  94  bewirkt  werden. 

Soll  jenes  grosszahlige  Uebersetzungsverhältniss,  in  welchem 
Zähler  und  Nenner  Primzahlen  sind,  durch  ein  dreiräderiges  Vor- 
gelege annähemngsweise  vermittelt  werden,  dann  brauchen  wir  nur 
dem  erhaltenen  angenäherten  Brache  die  folgende  Form  zu  geben : 

1.71  ^  10.71 
2 ,  47         20  •  47  ' 

Die  Vergrösserung  der  kleinen  Factoren  1,  2  kann  anstatt  durch 
Multiplication  mit  der  Zahl  10,  welche  wir  beispielsweise  gewählt 
haben,  auch  durch  Multiplication  mit  einer  anderen  passenden 
Zahl  geschehen.  Für  die  beiden  Räder  des  Doppelrades  des  Vor- 
geleges kann  man  als  Zähnezahlen  resp.  einen  Zählerfactor  und 
einen  Nennerfactor  wählen;  und  die  beiden  anderen  Factoren 
liefern  dann  die  Zähnezahlen  der   beiden  einfachen  Räder  des 
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Vorgeleges.  Da  vier  Gombinationen  möglich  sind,  so  giebt  es  vier 
verschiedene  Anordnungen  des  dreiräderigen  Vorgeleges,  dnrch 
welches  jenes  primzahlige  nnd  grosszahlige  Uebersetznngsverhält- 
niss  sehr  angenähert  bewirkt  wird. 

Man  findet  femer  in  der  Brocot'schen  Tafel  den  nächst 
kleineren  Brnch 

41.  =  0,755 10204.., 
49 

und  der  Fehler,  welcher  hier  grösser  als  vorhin  ist,  beträgt 
—  0,000187.  Die  Verwendung  zur  Bestimmung  der  Zähnezahlen 
bei  einem  dreiräderigen  Vorgelege  liefert: 

1.37  ^   10.37  _^  10.37 
7.7  70  .  7  14  .  35  ' 

Durch  Addition  der  Zähler  sowie  der  Nenner  beider  erhal- 
tenen Brüche  bekommen  wir  den  nächst  einfachen  Bruch 

71+37  _  i08_  _  24475 

94  +  49  143    =V55^4475, 

mit  dem  Fehler  —  0,000045 ;  und  durch  Zerlegung  in  Factoren 
ergiebt  sich  ftlr  ein  dreiräderiges  Vorgelege: 

108  ^    9.12 
143         11.13' 

Um  eine  grössere  Auswahl  von  Brüchen  zu  erhalten,  die 
zwischen  zwei  gegebenen  Brüchen  liegen  und  einem  gegebenen 
Bruche  angenähert  gleich  sind,  müssen  wir  noch  allgemeinere  Be- 
ziehungen ableiten.  Wir  betrachten  zwei  reducirte  Brüche  "t->  -j-» 
von  denen  der  erste  der  grössere  sein  möge,  als  gegeben  und 

CLtV    I     C 

bilden  aus  diesen  beiden  Brüchen  den  Bruch  -r — -r-r»  in  wel- 
chem  X  eine  positive  Zahl  bezeichnet;  dann  ist: 

a.x-\-c         a  ad — bc 


bx  +  d         b         b{px-\'d) 

Dieser  Bruch  ist,  weil  ad>  bc^  wenn  wir  uns  für  x  succes- 
sive  alle  positiven  Werthe  von  0  bis  cx)  gesetzt  denken,  kleiner 

als  -T-  und  repräsentirt  alle  zwischen  jenen   beiden  gegebenen 

Brüchen  liegenden  Werthe;  denn  derselbe  ist,  für  a?  =  0,  gleich 

-jy  und  für  o?  =  00,  gleich  y-- 
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Wir  nehmen  an,  ein  gegebener  Bruch  q  liege  zwischen  den 

A         C 

beiden  gegebenen  Brüchen  jr^  -j-^  und  setzen 


a  c 

dann  folgt,  indem  wir  diese  beiden  Oleichungen  resp.  mit  bde^, 
bdci  mnltipliciren, 

ade^  —  qbde^  =  bde^e^^        —  bce^  +  qbde^^  =  bde^e^. 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich: 

flrf^a  +  bc€i  —  qbde^  —  qhde^  =  0 
und 

ade^  +  bcsy  be^ 

^        bde^  +  bde,  l  de^    ,     , 

b€, 

Wenn  wir  zur  Vereinfachung  -r-^  =  k  setzen,  dann  ist 

ak  +  c 

^~Tk+l" 

Jeder  von  k  wenig  abweichende  Werth  o?,  an  die  Stelle  von  k 
gesetzt,  liefert  demnach  einen  Bruch,  der  dem  Bruche  q  sehr  an- 
genähert gleich  ist.  Hierdurch  ist  es  möglich,  mehrere  sehr  an- 
genäherte Brtlche  zu  erhalten,  von  denen  einzelne  eine  zweck- 
mässige Zerlegung  in  Factoren  gestatten.  Um  eine  Anwendung 
zu  geben,  wollen  wir  die  viel  behandelte  Uebersetzung  bei  einer 
Uhr  mit  Mondzeiger  wählen. 

Die  synodische  Umlaufszeit  des  Mondes  beträgt  in  mittlerer 
Zeit  29  Tage  12  Stunden  44  Minuten  2,9  Secunden,  und  demnach 
ist  das  Uebersetzungsverhältniss  von  einem  Bade,  welches  in  einem 
Tage  eine  Umdrehung  macht,  zum  Rade  des  Mondzeigers  gleich 
29,5305891 : 1.  Diese  Uebersetzung  soll  durch  ein  Vorgelege  mit 
möglichst  grosser  Annäherung  bewirkt  werden. 

Wir  schreiben  das  gegebene  Verhältniss  in  der  Form  29  + 
0,5305891  und  finden  dann  in  der  Brocot'schen  Tafel  den  nächst 
grösseren  Bruch 

^  =  0,5306122  .  . 
49  ' 

Demnach  ergiebt  sich  der  Bruch 

26 


29  + 


40  1447 

1^^/  =29,5306122, 
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in  welchem  aber  1447  eine  Primzahl  ist,  und  bei  welchem  der 
Fehler  +  0,0000231  beträgt.  Der  nächst  kleinere  Bruch  in  der 
Brocot'schen  Tafel  ist 

4§.  =  0,5303030 . . 

DD 

Dem  zufolge  erhalten  wir  den  Bruch 

29  +  -?^ 

-_^  =  i|i^  =  9,5303030, 

in  welchem  1949  auch  eine  Primzahl  ist,  und  bei  welchem  der 
Fehler  —  0,0002861  beträgt. 

Wir  benutzen  nun  jenen  Ausdruck  für  y,  in  welchem 

A  =  4^,      a=1447,      Ä  =  49,      6,  =  0,0000231, 

c  =  1949,      d  =  66,      «2  =  0,0002861 

ist,  und  hiemach  ergiebt  sich  *  —  16,68 . .    Wählen  wir  nun  für 

33 
k  beispielsweise  den  angenäherten  Werth  a?  =  16,5  ==  -x-»  so  er- 
hallten wir  den  Bruch 

aa;  +  c  1447.33  +  1949.2  51649  ^   13.29.  137 

öx  +  d  ~       49.33  +  66.2       ""    1749    ^     3.11.53 

=  29,5305889  =  29^,  12*,  44'2,  88". 

Diese  Zerlegung  in  Factoren  führt  zu  günstigen  Zähnezahlen  für 
Tierräderige  Vorgelege  mit  dem  Fehler  —  0,0000002,  dem  die 
ausserordentlich  kleine  Abweichung  von  0,02  Secunden  entspricht; 
und  diese  Abweichung  ist  viel  kleiner  als  die  astronomisch  be- 
obachtete, tägliche  Differenz  der  besten  Glashütter  Uhren. 

Wenn  wir  auf  die  Welle  des  Stundenzeigerrades,  welches 
täglich  zwei  Umdrehungen  macht,  ein  zwölfzähniges  treibendes 
Rad  des  vierräderigen  Vorgeleges  setzen,  müssen  wir  jenen  Bruch 
mit  2,  und  ferner  Zähler  und  Nenner  desselben  mit  4  multipliciren. 
Demnach  erhalten  wir: 

26.29.137  _  104.29.137   ^  ;»;  . ;»;  . z\ 
3.11.53     ~     12.11.53  z^.z^.z^' 

Dieses  Beispiel  giebt  genugsam  zu  erkennen,  wie  sehr  zweck- 
mässig sich  die  Brocot'sche  Methode  erweist,  die  durch  obige 
einfache  Darlegungen  erst  ein  würdiges  mathematisches  Gewand 
empfangen  hat. 
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Zuerst  hat  Haygens  0  yermittelst  Kettenbrflchen  die  Zähne- 
zahlen  annäherungsweise  berechnet;  denn  durch  einen  Ketten- 
bruch  erhält  man  bekanntlich  in  gesetzmässiger  Fortsetzung  Paare 
von  Brüchen,  zwischen  denen  der  Werth  des  betreffenden  Bruches 
in  immer  engeren  Grenzen  eingeschlossen  wird,  aber  es  ist  nicht 
immer  zu  erwarten,  dass  sich  unter  diesen  BrQchen  ein  solcher 
befindet,  dessen  Zähler  und  Nenner  in  zweckmässige  Factoren 
zerlegbar  sind.  AUexandre^)  zeigte  in  umständlicher  Weise, 
dass  verschiedene  erwünschte  Brüche  mit  grösserer  Annäherung 
ermittelt  werden  können,  als  es  durch  Kettenbrüche  möglich  ist; 
und  die  spätere  Untersuchung  der  Kettenbrttche  führte  zu  mannig- 
fachen Brüchen,  die  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
Näherungswerthen  eines  Kettenbruches  liegen  3).  Hiemach  ent- 
stand als  natürliche  Folge  die  Brocot'sche  Methode,  welche  die 
betreffenden  Näherungsbrüche  direct  aus  der  Brüchentafel  ent- 
nimmt und  durch  einfache  Rechnung  verschiedene  Brüche  ein- 
schaltet, die  einem  gegebenen  Bjruche  sehr  angenähert  gleich  sind. 

203.  Trochoidische  Umlaufgetriebe.  Wird  bei  einem  aus  n 
Rädern  bestehenden  Vorgelege  in  Fig.  510,  wo  beispielsweise 
n  =  3  ist ,  das  eine  der  Räder  :/,  ?',  etwa  das  Rad  1  festgestellt 
und  das  Olied  0,  in  dem  die  Axen  der  Räder  gelagert  sind,  um 
die  feste  Axe  Ol  gedreht,  dann  erhalten  wir  ein  trochoi- 
disches  Umlaufgetriebe,  weil  die  mit  dem  Rade  n  ver- 
bundenen Punkte  Trochoiden  in  dem  festen  System  1  beschrei- 
ben. Denn  ziehen  wir  um  die  Punkte  Olj  On  die  Rollkreise  tt,  py 
welche  sich  in  dem  Pol  In^  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  Ol-On^ 
12'2ny  berühren,  so  rollt  der  mit  dem  Rade  n  verbunden  gedachte 
Kreis  p  an  dem  festen  Kreise  7t.  Vermittelst  dieses  Umlaufge- 
triebes hat  Suardi^)  die  Trochoiden  mechanisch  gezeichnet,  und 
dasselbe  wird  auch  angewendet,  um  die  mannigfaltig  gestalteten 
Trochoiden  auf  der  Drehbank  zu  erzeugen^).    Ein  in  Fig.  510  an 

')  Haygens,  Opuscula  posthuma,  Descriptio  automati  planetarü.  172S. 
T.  IL  p.  151. 

*)  Allexandre,  Tratte  g^i&al  des  hoi  log  es,    1734.   Chap.  V. 

•)  Lambert,  Bey träge  zum  Gehrauche  der  Mathematik.  1770.  Th.  IL 
S.  65.  —  K aasler,  Die  Lehre  von  den  continuirUchen  Brachen.  1803.  S.  42. 

*)  Suardi,  li/uovi  istromenti  per  la  descrizione  dt  diverse  curve  antiche 
e  moderne,  1752.  p.  99.  Dieses  Umlaufgetriebe  wurde  von  Suardi  „Penna 
Geometrica*'  genannt,  und  daher  stammt  auch  die  Benennung  „Saardi*sche 
Feder". 

•)  Vergl.  Geis sl er,  Der  Drechsler.  1801.  Theil  IlL  Abth.  2.  S.  81. 
Prechtl,  Technologische  Encyclopädie.    1836.   B.  7.   S.  248. 
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dem  Rade  n  befestigter  Sehreibstift  A  beschreibt  eine  Trochoide  a, 
deren  Nonnale  A-in  ist.  Soll  diese  Trochoide  durch  eine  Beiss- 
feder  aufgezeichnet  werden,  dann  muss  die  Reissfeder  eine  tan- 
gentiale Führung  erhalten ;  ihre  Spaltrichtung  muss  also  beständig 
senkrecht  zur  Normalen  A-ln  stehen.  Um  dies  zu  bewirken,  wird 
die  Reissfeder  an  einer  im  Gliede  n  drehbaren  Axe  A  centrisch 
befestigt,  die  mit  dem  pnnktirt  gezeichneten  Schlitzgliede  g  fest 
verbunden  ist,  dessen  Schlitz  ttber  einem  im  Gliede  0  befestigten 
Zapfen  In  gleitet.  Das  betrachtete  Umlaufgetriebe  kann,  falls  der 
Pol  in  nicht  im  Unendlichen  liegt,  durch  ein  einfaches  zweiräde- 
riges  Umlaufgetriebe  ersetzt  werden,  bei  welchem  die  beiden 
Räder  jene  Rollkreise  ^,  p  besitzen. 

Bezeichnen  wir  wieder  für  das  Vorgelege  mit  +  v  das  Ver- 
hältniss  der  Uebersetzung  vom  Rade  1  zum  Rade  n^  und  ferner  mit 
^10}  ^M  die  Drehgeschwindigkeiten  der  Räd6r  i,  n  im  Bezug  auf 
das  Glied  0,  so  ist 


Denken  wir  uns  nun  das  Glied  0  auf  dem  festen  Rade  1  mit  der 
Drehgeschwindigkeit  w^i  gedreht,  und  bezeichnet  com  die  Drehge- 
schwindigkeit, welche  das  Rad  n  dadurch  im  Bezug  auf  das  feste 
Rad  1  erhält,  dann  ist 


und 

^10  =  —  Woi 

(OitQ  «=  Wni  —  Wo,. 

Hiernach  ergiebt  sich 

-  Woi        _   + 

Will  —  CUßj            "" 

oder  das  Verhältniss 

• 

w„,  ^  ^           1 

«), 


welches  auch  gleich  dem  Verhältnisse  der  entsprechenden  Um- 
drehungszahlen t^ni,  2/oi  ist  Diese  Formel  folgt  auch  aus  der 
Formel  2)  S.  478,  wenn  wir  in  derselben  Wj^  «=  —  w^i  setzen. 

Bei  dieser  allgemeinen  Beziehung  ist  das  positive  oder  nega- 
tive Vorzeichen  des  Verhältnisses  v  zu  nehmen,  je  nachdem  das 
erste  Rad  1  und  das  letzte  Rad  n  sich  im  Bezug  auf  das  Glied  0 
in  gleichem  oder  in  entgegesetztem  Sinne  drehen;  oder  je  nach- 
dem der  Pol  In  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Verbindungsstrecke 
Ol'On  der  Axenpunkte  des  ersten  und  des  letzten  Rades  liegt. 
Wenn  das  sich  ergebende  Verhältniss  jener  Drehgeschwindigkeiten 
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^ni  y  o}Q^  positiy  igt,  dreht  sich  das  Bad  n  und  das  Glied  0  in  glei- 
chem Sinne,  wenn  es  negativ  ist,  im  entgegengesetzten  Sinne  0- 

Für  das  in  Fig.  510  gezeichnete  trochoidische  UmlaofgetriebCy 
welches  aus  drei  Bädern  besteht,  erhalten  wir,  wenn  r,,  r',,  r,,  r^ 
die  Radien  der  gleichbezeichneten  BoUkreise,  z^^  js^,  z^^  z!^  die 
Zähnezahlen  der  betreffenden  Bäder  sind. 


^1  •  *8 

und  demnach 

w„         .         ''i .  r,         ^         z, ,  z. 


< 

•  '  3 

^x 

.'•. 

'•. 

.'•« 

-  =  1  _  —  1  —  .,     .   .    .    .    .   PJ. 


Woi  ^i  •  '•a  ^i  •  «3 

Hierin  sind,  um  das  richtige  Vorzeichen  zu  erhalten,  bei  vorkom- 
menden Hohlrädern  nach  der  Begel  auf  S.  477  die  entsprechenden 
BoUkreisradien  oder  Zähnezahlen  negativ  zu  nehmen.  Ist  das  ver- 
mittelnde Bad  2  ein  einfaches,  also  r^^^r^^  oder  ^j  «=«',,  dann 
ergiebt  sich  die  specielle  Formel: 

^3L=i_il  =  i_^;- y). 


^<n  '•3  ^ 


Um  besondere  Fälle  dieses  Umlaufgetriebes  hervorzuheben, 
ist  in  Fig.  611  ein  dreiräderiges  trochoidisches  Umlaufgetriebe  ge- 
zeichnet, bei  welchem  die  BoUkreisradien  r^ ,  r'3  oder  Zähnezahlen 
z^,  z\  der  Bäder  i,  3  sich  wie  2 : 1  verhalten  und  das  vermittelnde 
Bad  2  ein  einfaches  Bad  ist.    Demnach  ist  v^^\  und 


^~-\. 


t«>oi 


Während  also  das  Glied  0  im  festen  System  1  eine  Umdrehung 
macht,  vollendet  das  Bad  3  in  diesem  System  eine  Umdrehung 
im  entgegengesetzten  Sinne. 

Da  femer  ^  

0U13  _  1        ^ 


03-13 


ist,  so  rollt  der  Sj'cis  p  des  Systems  3  in  dem  festen  Kreise  n 
von  doppelter  Grösse,  und  dem  zufolge  beschreibt  ein  Punkt  A 
dieses  Systems  nach  Art  18  eine  Ellipse  a,  die  in  einen  Durch- 
messer des  Kreises  n  übergeht,  falls  der  Punkt  A  auf  dem  Kreise  p 


>)  Bei  den  Planetarien  werden  diese  Umlaufgetriebe  in  mannigfacher  Art 
angewendet.  Yergl.  Bees,  Cyclopaedia.  Art.  Planetary  Machines.  —  Jan  vi  er, 
Des  r^volutions  des  corps  Celestes  par  le  mScanisme  des  rouages,  1812. 
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liegt  ^).  Darch  dieses  Umlaufgetriebe  wird  also,  wenn  der  Abstand 
A'03  des  an  dem  Rade  3  befestigten  Punktes  A  gleich  der  Strecke 
01-03  ist,  eine  geradlinig  schwingende  Bewegung  dieses  Punktes 
erzeugt.  Das  einfache,  aus  zwei  Rädern  bestehende  Umlaufgetriebe, 
dessen  festes  Hohlrad  1  den  Rollkreis  n  und  dessen  bewegtes 
Rad  3  den  Rollkreis  p  besitzt,  ist  ofk  zur  mechanischen  Erzeugung 
der  Ellipsen  verwendet  worden^). 

Sind  in  Fig.  512  die  Rollkreisradien  r, ,  r',  der  beiden  Räder 
^,  3  von  gleicher  Grösse,  dann  ist  r  «=  1  und  das  Verhältniss 

demnach  macht  das  Rad  3  während  der  Drehung  des  Gliedes  0 
keine  Umdrehung  in  dem  festen  System  1  und  YoUzieht  also  in 
demselben  eine  kreisförmige  Parallelbewegung,  bei  welcher  der 
Pol  IST  auf  der  Geraden  01-03  beständig  im  Unendlichen  liegt. 
Die  Axe  02  des  Wechselrades  2  kann  sich  auch  innerhalb  der 
Strecke  01-03  befinden;  wir  haben  aber  der  Allgemeinheit  wegen 
diese  Axe  seitlich  gelegt,  so  dass,  wenn  es  erforderlich  ist,  die 
Axen  01^  03  der  gleich  grossen  Räder  i,  3  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können.  .Dieses  *  specielle  Umlaufgetriebe,  welches  von 
Ramelli^)  stammt  und  von  ihm  zur  Erzeugung  einer  kreis- 
förmigen Parallelbewegnng  angewendet  wurde,  kann  als  das  Ur- 
bild aller  späteren  allgemeineren  Umlaufgetriebe  betrachtet  wer- 
den; wir  wollen  es  deshalb  das  Ramelli'sche  Umlaufgetriebe 
nennen. 

Besteht  das  Umlaufgetriebe,  wie  in  Fig.  513,  nur  aus  dem 
festen  Rade  1  und  dem  um  dasselbe  laufenden  Rade  ^,  so  ist  dag 
Getriebe  ein  einfaches;  und  wenn  der  Pol  12  innerhalb  der  Strecke 
01-02  liegt,  also  keines  von  den  beiden  Rädern  ein  Hohlrad  ist, 
tritt  V  negativ  auf. 

Es  ist  demnach  . 

__J!jl 

und  somit  fttr  ein  einfaches  Umlaufgetriebe  mit  zwei  Vollrädern 


^=1  +  -^=1  +  ^ <5). 


Wot  r\  z\ 


*)  Siehe  Suardi,  a.a.O.  p.  106. 

')  Ritt  er  8  hau  8,  ,,Ueber  EUlpsographen",  Verhandlungen  des  Vereins 
zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen.  1874.  S.  269. 

')  Ramelli,  Le  diverse  et  artificiose  machine.  1588.  Fig.  188.  —  Schatz- 
kammer Mechanischer  Künste.  1620.  Fig.  188. 
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Sind  die  Bollkreise  gleich,  ist  also  r,  ^=  r',,  dann  ergiebt  sich  in 
diesem  besonderen  Falle  das  Verhältniss  der  Umdrehongszahlen 


«'oi  <^0l 


Während  einer  Umdrehung  des  Armes  0  yoUendet  hiernach  das 
umlaufende  Rad  2  zwei  Umdrehungen  in  gleichem  Sinne  im  Be- 
zug auf  das  feste  Bad  1. 

Ist  in  Fig.  614  bei  dem  zweiräderigen  Umlaufgetriebe  z.  B. 
das  feste  Bad  1  ein  Hohlrad,  in  welches  das  YoUrad  2  eingreift, 
also 


so  ergiebt  sich 


^ti  ^  j  _  '•i 


Wenn  das  Verhältniss  r, :  r^  =  3  : 1  ist,  erhalten  wir 


Während  einer  Umdrehung  des  Armes  0  vollendet  demnach  das 
umlaufende  Bad  2  zwei  Umdrehungen  in  entgegengesetztem  Sinne 
im  Bezug  auf  das  feste  Hohlrad  1.  Wird  die  Axe  02  des  um- 
laufenden Bades  2  in  einer  zu  Ol  centrischen,  im  Hohlrade  i  be- 
findlichen Binne  geftlhrt,  dann  bleibt  nach  Wegnahme  des  Armes  0 
die  Zwangläufigkeit  bestehen,  und  der  Mechanismus  geht  in  einen 
aus  den  beiden  Bädern  i,  2  gebildeten  elementaren  Hechanis- 
mus ttber. 

204.  Das  Ferguson'sche  Umlaufgetriebe.  Bei  dem  in  Fig.  516 
dargestellten  Umlaufgetriebe  greift  das  Wechselrad  2  einerseits  in 
das  feste  mit  a^  Zähnen  yersehene  Bad  1  und  anderseits  in  die 
drei  coaxialen  Bäder  5',  5",  5'",  deren  Zähnezahlen  ;5;,  aj',  z'^' 
wenig  differiren.  Bezeichnen  wir  die  Umdrehungszahlen  dieser 
drei  Bäder  im  Bezug  auf  das  feste  Bad  1  resp.  mit  ti^^,  u^^^,  u'^l, 
und  nehmen  wir  an,  es  sei 

SO  ergeben  sich  gemäss  der  Formel  y)  die  Verhältnisse: 

^Oi  «1  +  1  «1  +  1  «'oi  «l 

1/'"  Z  1 


t/oi  «1—1  «1—1 
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Hiernach  vollzieht  bei  Drehung  des  Armes  0  das  Bad  3**  im  Be- 
zog auf  das  feste  Bad  1  eine  kreisftonige  Parallelbewegmig;  das 
Bad  3'  dreht  sich  im  Bezug  auf  1  langsam  und  in  gleichem  Sinne 
wie  der  Arm  0,  das  Bad  3***  dagegen  dreht  sich  auch  langsam  im 
entgegengesetzten  Sinne.  Infolge  dieser  Bewegungsvorgänge  und 
wegen  der  scheinbaren  Gleichheit  der  drei  Bäder  5^,  t3",  3'"  wird 
dieses  dreifache  Umlaufgetriebe  auch  das  Paradoxon  von  Fer- 
guson genannt.  In  sinnreicher  Weise  hat  Ferguson^)  dieses 
Umlau^etriebe y  welches  er  ^Hechanical  paradox^  nannte,  zur 
Veranschaulichung  der  Erdstellungen  gegen  die  Sonne  und  der 
Veränderung  der  Mondbahnlage  gegen  die  Ekliptik  und  die  pa- 
rallelbewegte Erdaxe  verwendet. 

205.  Doppelaxige  Umlaufgetriebe.  Wird  bei  einem  doppel- 
axigen  Vorgelege  das  eine  der  beiden  coaxialen  Bäder  festgestellt, 
dann  entsteht  ein  doppelaxiges  Umlaufgetriebe,  welches 
David ^}  zuerst  in  geistvoller  Weise  zur  genauen  Uebersetzung 
bei  primzahligem  und  grosszahligem  Verhältnisse  mannigfiich  an- 
wandte. Das  doppelaxige  Umlaufgetriebe  geht  also  auch  aus  dem 
trochoidischen  Umlaufgetriebe,  Fig.  510,  als  Specialfall  hervor, 
wenn  bei  demselben  die  Axen  01^  On  des  ersten  Bades  1  und  des 
letzten  Bades  n  coincidiren  und  das  Bad  1  als  fest  betrachtet  wird. 
Demnach  gilt  auch  fttr  das  doppelaxige  Umlaufgetriebe  die  auf 
S.  493  abgeleitete  Formel: 

iÜüL  =  1 L^ a). 

Hierin  ist  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  der  Verhältniss- 
zahl V  der  Uebersetzung  vom  Bade  1  zum  Bade  n  zu  nehmen,  je 
nachdem,  wenn  wir  uns  das  Glied  0  fest  denken,  die  coaxialen 
Bäder  i,  n  sich  in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
drehen. 


1)  J.  Ferguson,  Select  Mechamctd  Exercises,  See.  edit.  1778.  p.  44. 

*)  Fr.  David  ^  S.  Gajetano,  Augustiner  BarfOsser  in  dem  kaiserl.  königl. 

Hotkloster,  Neues  Rädergehäude,  Wien.  1791. Neues  Rädergebäude  mit 

Verbesserungen  und  Zusätzen.  Wien  und  Leipzig.  1793. Praktische  An- 
leitung für  Künstler^  aüe  astronomischen  Perioden  durch  brauchbare  bisher 
noch  nie  gesehene  ganz  neue  Räderwerke  mit  Leichtigkeit  vom  Himmel  unab- 
weichlich  genau  auszuführen,  sammt  Erweiterung  der  Theorie  des  neuen  Räder- 
gebäudes,  Wien  und  Leipzig.  1793.  Diese  historisch  interessanten,  selten  ge- 
lesenen Bacher  sind  sehr  rar,  und  deshalb  sei  hier  erwähnt,  dass  ich  das  erste 
aus  der  königl.  Bibliothek  in  Dresden  und  die  beiden  anderen  aus  der  könij^. 
kaiserl.  Universitätsbibliothek  in  Wien  erhalten  habe. 

Bnrmeitor,  Kinematik  I.  32 
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Fflr  ein  dreiräderiges  doppelaxiges  Umlaufgetriebe,  welches 
in  Fig.  516  dargestellt  ist,  ergiebt  sich  gemäss  der  bisher  ange- 
wandten Bezeichnungen: 


und  folglich 


_L                    '  J  •  '  3 

,    -»a  •  *3 

Wo,                  r'j .  r'j 

^1  •  ^2 

/»). 


Um  das  richtige  Vorzeichen  zu  erhalten,  sind  bei  Hohlrädem 
die  entsprechenden  BoUkreisradien  oder  Zähnezahlen  negativ  zu 
nehmen. 

Dieses  doppelaxige  Umlaufgetriebe  wird  sehr  oft  zur  Eraft- 
übersetzung  verwendet  und  dann  auch  Umlaufvorgelege  oder 
epicyclisches  Vorgelege  genannt.  Wirken  in  einem  Abstände 
von  der  Axe  01^  der  gleich  der  Einheit  ist,  an  dem  Arme  0  und 
an  dem  Bade  3  resp.  die  Kräfte  K^^  K^^  so  verhalten  sich  diese 
umgekehrt  wie  die  entsprechenden  Drehgeschwindigkeiten  w^^  w^^ 
wenn  wir  den  Beibungswiderstand  unbeachtet  lassen. 

Sind  beispielsweise  bei  dem  in  Fig.  516  aus  VoUrädem  be- 
stehenden Umlaufgetriebe  die  Zähnezahlen  ^i  ^^  101,  is', »»  100, 
^,  =  99,  js'3  »s  100,  dann  ist  das  Verhältniss 

w^^  101.99  1 


Woj  100.100         10000 

Während  also  der  Arm  0  zehntausend  Umdrehungen  macht,  voll- 
endet das  Bad  3  eine  Umdrehung  im  gleichen  Sinne,  und  jene 
Kräfte  K^^  K^  stehen  hiemach  in  dem  Verhältnisse  1 :  10000. 

Wenn  die  Bollkreisradien  und  die  Zähnezahlen  der  beiden 
coaxialen  Bäder  i,  3  des  Umlaufgetriebes  in  Fig.  516  wenig  diffe- 
riren,  so  dass  wir  das  Bad  2  durch  ein  einfaches  Bad  ersetzen 
können,  dann  ist  ^i'^^^s,  und 


^  =  1— -;- y). 


Woi  ^3 


Ist  z.  B.  ^i  =  49,  a'3  =  50, .  so  ergiebt  sich : 


W3,  _    1 


Woi  50 


Die  Uebersetzung  von  dem  Arme  0  zu  dem  in  gleichem  Sinne 
rotirenden  Bade  3  steht  also  in  dem  Verhältnisse  50 : 1.  Bäder- 
getriebe, bei  denen  das  Verhältniss  der  Uebersetzung  durch  eine 
beliebig  klein  gewählte  Differenz  der  Zähnezahlen  oder  BoUkreis- 
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radien  bestimmt  wird,  werden  aach  Differentialgetriebe 
genannt. 

Derartige  Umlanfgetriebe  kann  man  bei  Flaschenzügen  nnd 
Winden  anwenden.  Um  aber  eine  zweckmässige  Anordnung  zu 
erhalten  y  Ittsst  man  das  Bad  2  in  zwei  coaxiale  Hohlräder  1^  3 
eingreifen.  Wir  betrachten  deshalb  zunächst  das  in  Fig.  617  dar- 
gestellte Umlaufgetriebe,  bei  welchem  die  beiden  Bäder  i,  3  Hohl- 
räder sind.  Weil  hier  die  beiden  BoUkreisradien  r^,  r'^  resp.  die 
Zähnezahlen  z^^  z'^  dieser  Hohlräder  negativ  genommen  werden, 
bleibt  die  obige  Formel  ß)  unverändert  und  ebenso  die  speciellere 
Formel  y).  Nehmen  wir  an,  dass  die  Zähnezahlen  der  Hohlräder 
in  Fig.  617  wenig  differiren,  und  sei  wieder  z^  ==»  49,  ^'3  =  50, 
so  erhalten  wir  dasselbe  Verhältniss  der  Drehgeschwindigkeiten 
wie  vorhin.  PickeringO  hat  dieses  Umlaufgetriebe  beim  Flaschen- 
zuge und  bei  der  Winde  angewendet,  aber  mit  der  in  Fig.  618  am 
Flaschenzuge  schematisch  dargestellten  Abänderung,  dass  das  Bad  2 
die  Axe  Ol  umschliesst  und  das  Glied  0  durch  eine  excentrische 
Nabe  vertreten  wird,  die  an  der  EraftroUe  Tq  angedreht  ist.  Diese 
EraftroUe  wird  durch  eine  tlber  dieselbe  gehängte,  in  Einkerbungen 
greifende  Handkette  um  die  in  den  Flaschenrahmen  feste  Axe  Ol 
gedreht.  Auf  der  excentrischen  Nabe  0  befindet  sich  ein  dreh- 
barer Zahnring  ^,  der  das  Bad  2  vertritt.  Derselbe  greift  in  das 
an  dem  Flaschenrahmen  befestigte  Hohlrad  1  und  in  das  auf  der 
Axe  Ol  drehbare  Hohlrad  <?,  welches  mit  der  Lastrolle  r,  aus  einem 
Stücke  besteht ;  und  über  diese  Lastrolle  wird  eine  in  Einkerbungen 
greifende  Eette  gehängt,  welche  die  Last  trägt  Bezeichnen  Tq,  r, 
auch  die  theoretischen  Badien  der  EraftroUe  und  der  Lastrolle, 
femer  v^j  v,  resp.  die  Geschwindigkeiten  der  Handkette  und  der 
Lastkette,  dann  ist 

und  folglich 

P3         r,  0) 


Vq  r„  (o 


0^01  ^0     \  *3/ 


Da  sich  die  Last  Q  und  die  Eraft  K  umgekehrt  wie  die  Geschwin- 
digkeiten V3,  Vq  verhalten,  so  ergiebt  sich: 

Q  ^rp  z', 

K         r,      V3  —  z^ 

Hiemach  ist,  wenn  sich  die  Badien  r^,  r,  beispielsweise  wie  2: 1 


^)  Engingering.  1868.  Jan.  p.  55.  Polytechn.  Journal,  1868.  B.  188.  S.  108. 

32  ♦ 
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verhalten  and  die  Z&hnezahlen  der  Hohlräder  ^9^  »«  49,  ^^  =  50 
sind, 

^-100, 

and  demnach  wird  dareh  diesen  Flaschenzag  eine  handertfache 
theoretische  Uebersetzang  bewirkt  Um  dieses  Umlaufgetriebe  bei 
einer  Winde  anzuwenden,  braucht  man  den  Fiaschenrahmen  nur 
darch  das  Windengestell,  in  welchem  sich  das  feste  Bad  i  be- 
findet, zu  ersetzen^  das  Rad  3  auf  einer  Welle  zu  befestigen,  um 
die  sich  das  lasttragende  Seil  windet,  und  die  excentrische  Nabe  2 
vermittelst  einer  Kurbel  zu  drehen. 

Sehr  oft  wird  die  in  Fig.  619  gezeichnete  Anordnung  des  Um- 
laufgetriebes, bei  welchem  nur  das  feste  Bad  i  ein  Hohlrad  ist, 
angewendet  Hier  ist  dem  gemäss  der  BoUkreisradius  r^  und  die 
Zähnezahl  Si  dieses  festen  Hohlrades  negativ  zu  nehmen,  und  wir 
erhalten  somit  ftlr  diesen  Fall  die  Formel: 

oder,  wenn  das  Rad  .?,  wie  in  Fig.  620,  ein  einfaches  Bad  ist 


^01  ^3  «3 


Das  in  Fig.  620  dargestellte  Umlaufgetriebe  mit  einfachem 
Bade  2  ist  bei  dem  nach  Barrette  benannten  Cylindergöpel  an- 
gewendet ^).  Wenn  z.  B.  r,  =  2  .  r'g  ist,  wird  während  einer  Um- 
drehung des  Armes  0  oder  während  eines  Umganges  des  Pferdes 
das  Bad  3  drei  Umdrehungen  in  gleichem  Sinne  vollenden. 

Stellen  wir  uns  vor,  es  werden  in  Fig.  619  ohne  Aenderung 
des  Axenabstandes  01-02  die  Bollkreisradien  r^,  r'^  bis  ins  Un- 
endliche vergrössert,  dann  befindet  sich  der  Pol  12  in  allen  Lagen 
der  rotirenden  Geraden  01-02  auf  derselben  im  Unendlichen,  und 
das  Bad  2  vollzieht  demnach  im  Bezug  auf  das  feste  System  1 
eine  kreisförmige  Parallelbewegung.  Da  die  unendlich  grossen 
Bollkreisradien  Tj,  r'^  nun  um  die  endliche  Strecke  01-02  diflfe- 
riren,  so  sind  dieselben  als  gleich  zu  betrachten,  und  folglich  er- 
giebt  sich  für  diesen  besonderen  Fall  aus  der  Formel  ß^ 


Woi  r\  z\ 


*)  Pereis,  Handbuch  der  Landwirthschaftlichm  Maschinen,  1880.  2.  Aufl. 
B.  I.  S.  66.   Vergl.  Kahlmann,  Allgemeine  Maschinenlehre.  1875;  B.  I.  S.  307. 
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Die  kreisförmige  Parallelbewegnng  des  Rades  2  im  festen  System  1 
kann  vermittelst  Bäder  dadurch  bewirkt  werden,  dass  wir  in 
Fig.  621  in  das  feste  System  1  ein  festes,  dem  Rade  3  coaxiales 
Rad  /  setzen,  dessen  Radkranz  r^  ist,  femer  das  Rad  2  mit  einem 
zweiten  Radkranze  r^^  versehen,  so  dass  diese  beiden  Radkränze 
gleich  sind,  und  dann  ein  in  dem  Gliede  0  gelagertes  Wechsel- 
rad q  einfügen,  welches  in  diese  beiden  gleichen  Radkränze  ein- 
greift. Wenn  nnn  das  Glied  0  in  dem  festen  System  i  oder  auf 
dem  festen  Rade  /  gedreht  wird,  vollzieht  das  Rad  2  nach  S.  495 
eine  kreisförmige  Parallelbewegang  im  Bezug  auf  das  feste  Sy- 
stem 1.  Anstatt  durch  Räder  kann  man  auch,  wie  in  Art.  211 
erörtert  wird,  die  kreisförmige  Parallelbewegung  des  Rades  2 
durch  ein  Parallelkurbelgetriebe  oder  ein  Ereuzkurbelgetriebe  er- 
zeugen. Sind  in  Fig.  621  beispielsweise  die  beiden  Radien  r,,  r', 
gleich,  dann  ist 


Woi 


Während  einer  Umdrehung  des  Gliedes  0,  resp.  während  Voll- 
endung eines  Kreislaufes  des  parallel  bewegten  Rades  2^  macht 
das  Rad  3  zwei  Umdrehungen. 

Wenn  bei  dem  betrachteten  Umlaufgetriebe  das  Rad  3  ein 
Hohlrad,  also  der  Rollkreisradius  r',  desselben  negativ  ist,  er- 
halten wir 

^Ji=l_il=l_4 /JJ. 


^01  r'z 


Es  ist  theoretisch  und  historisch  interessant,  zu  erkennen,  wie 
David  durch  ein  doppelaxiges  Umlaufgetriebe  zuerst  die  genaue 
Uebersetzung  bei  primzahligem  und  grosszahligem  Verhältnisse 
ermöglichte.  Bei  einem  doppelaxigen  Umlaufgetriebe  mit  dem 
festen  Rade  1  wird  das  coaxiale  Rad  n  von  einem  Triebrade  g 
aus  vermittelst  eines  Vorgeleges  gedreht.  Für  das  doppelaxige 
Umlaufgetriebe  gilt  jene  Formel  a) 


Bezeichnen  wir  mit  ii  das  Verhältniss  der  Uebersetzung  vom 
Rade  g  zum  Rade  n  und  mit  w^i  die  Drehgeschwindigkeit  des 
Rades  g  im  Bezug  auf  das  feste  Rad  i,  so  folgt,  weil 


""■  =-  ^ 


ist,  für  das  Verhältniss  der  Uebersetzung  vom  Rade  g  zum  Gliede  0\ 
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COai  ( .  1 


^=Wi-^    ^')- 


(O^  \  +v 


'Ot 


Ist  nun  ftlr  diese  Uebersetzung  ein  grosszahliges  Verhältniss  a :  b 
gegeben,  in  welchem  a  auch  eine  grosse  Primzahl  sein  kann  oder 
eine  solche  als  Factor  enthält,  dann  erhalten  wir  die  Beziehung 


und  in  dieselbe 


gesetzt,  ergiebt  sich: 


z' (i  — £7)  = -J-; 


+  v  =  — 


b 

sc 


a  —  d? 


Wir  können  nun  die  Zahl  a:  so  wählen,  dass  wir  fttr  ju  und  v 
Brtlche  erhalten,  deren  Zähler  und  Nenner  in  zweckmässige  Fac- 
toren  zerlegbar  sind.  Hierdurch  ermöglicht  D  a  v  i  d ,  um  nur  eins 
der  vielen  von  ihm  behandelten  Beispiele  anzuführen^  die  genane 
Uebersetzung  bei  einer  Uhr  mit  synodischem  Mondzeiger,  der  am 
Gliede  0  befestigt  ist  und  vom  Minutenrade  g  aus  vermittelst  eines 
Vorgeleges  und  eines  doppelaxigen  Umlaufgetriebes  bewegt  wird  0. 
Die  synodische  Umlaufszeit  ^0  des  Mondes  gleich  29  Tage  12  Stun- 
den 44'  3"  BS  2551443  Secunden  gesetzt  und  die  Umlaufszeit  t^  des 
Minutenrades,  welche  gleich  3600  Secunden  ist,  liefern  das  Ver- 
hältniss 

a         t^  2551443 


b         tg  3600     ' 

in  welchem  die  Zahl  2551443  —  3  .  850481  die  grosse  Primzahl 
850481  als  Factor  enthält. 

Wird  erstens  fQr  v  das  negative  Vorzeichen  genommen  und 
beispielsweise  ^  =  10443  gewählt,  so  ergiebt  sich: 

10443  3.59.59  8.8,59.59 


2541000    33 . 

10. 

77. 

100 

88. 

80. 

77, 

.100 

/*  = 

10443 
3600 

3, 
12 

.59 
.12 

.59 
.25 

59 
30 

.59 
.40 

. 

Das  Uebersetzungsverhältniss  v  wird  hiemach  durch  fttnf  Bäder 
bewirkt,  die  aber  einen  positiven  Werth  fttr  v  geben,  dem  zufolge 
muss  noch  ein  Wechselrad  eingefügt  werden,  und  somit  besteht 
das  Umlaufgetriebe  aus  sechs  Rädern.    Das  Uebersetzungsverhält- 

1)  Siehe  Fr.  David  ä  S.  Gajetano,  Neues  Bodergebäude.  1791.  8.  74. 
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niss  fi>  vom  Minntenrade  g  nach  dem  Rade  n  wird  dnrch  ein  ver- 
mittelndes Doppelrad  bewirkt,  und  demnach  aind  im  Ganzen  acht 
Bäder  erforderlich. 

Wird  zweitens  für  v  das  positive  Vorzeichen  genommen  und 
z.  B.  o?  =  —  5358  gewählt,  so  ergiebt  sich: 


5358 

6 . 19 .  47 

- 

8. 

78 

12. 

.78 

19. 
.82 

47 

2556801 

39 

.39, 

.41. 

,41 

.82' 

5358 

3. 

38. 

47 

38, 

.47 

^  = 

3600 

3. 

30. 

40 

30, 

,40 

Hiemach  besteht  das  Umlaufgetriebe  ans  fUnf  Bädern,  welche  der 
Annahme  gemäss  einen  positiven  Werth  für  v  geben,  nnd  die  Be- 
wegung vom  Minutenrade  g  nach  dem  Bade  n  wird  durch  ein 
vermittelndes  Doppelrad  übertragen,  demnach  sind  bei  dieser  An- 
ordnung im  Ganzen  sieben  Bäder  erforderlich. 

Sehr  angenähert,  und  nicht  in  der  mathematisch  strengen, 
zielverfolgenden  Weise  wie  David,  hat  auch  Mudge  vermittelst 
eines  doppelaxigen  Umlaufgetriebes  jene  Uebersetzung  bewirkt; 
aber  mit  dem  Unterschiede,  dass  Mudge  bei  diesem  Umlauf- 
getriebe, um  die  Uebersetzung  zu  ermöglichen,  auch  Schnecken- 
räder mit  in  Anwendung  bringt 0-  Später  hat  auch  Pecqueur 
jene  Uebersetzung  mit  angenähertem  Verhältnisse  vermittelst  eines 
einfacheren  doppelaxigen  Umlaufgetriebes  ausgeführt^).  Die  Bro- 
cot'sche  Methode  der  annäherungsweisen  Berechnung  der  Zähne- 
zahlen hat  uns  S.  491  gelehrt,  dass  die  betrachtete  Uebersetzung 
ausserordentlich  angenähert  in  einfacherer  Weise  durch  ein  vier- 
räderiges  Vorgelege  bewirkt  werden  kann,  welches  leichter  her- 
stellbar ist  und  auch  sicherer  als  ein  doppelaxiges  Umlaufgetriebe 
geht. 

206.  Doppelwirkige  Umlaufgetriebe  und  DifTerentialräderwerke. 
Wir  betrachten  in  Fig.  522  ein  aus  n  Bädern  bestehendes  Vorge- 
lege, bei  welchem  beispielsweise  n  =  3  und  das  Uebersetzupgs- 
verhältniss  +  ^  gegeben  ist.  Das  Vorzeichen  von  v  ist  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  das  erste  Bad  1  und  das  letzte  Bad  n 
sich  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  im  Bezug  auf  das  Glied  0 
drehen,  oder  es  wird  auch  nach  der  auf  S.  477  gegebenen  Begel 
bestimmt    Dieses  Vorgelege  setzen  wir  mit  der  Axe  Ol  drehbar 


*)  Th.  Mudge,  Description  of  the  Time-Keeper,  1799.  p.  173. 
^)  Pecqueur,  Brevet  19  aoüt  1824.    Description  des  tnachines  (ohne 
Druckjahr).   T.  XXXIX.  p.  66. 
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auf  ein  festes  Gestell  a  und  dadurch  erhalten  wir  ein  nicht  zwang- 
länfiges  Bäderwerk.  Drehen  wir  aber  das  Glied  0  im  Gestell  a 
mit  einer  Drehgeschwindigkeit  (a^^  ^^^  gleichzeitig  das  Bad  1 
mit  einer  Drehgeschwindigkeit  cti,^  im  Gestell  a,  dann  wird  durch 
diese  zweifache  Drehung  das  Bäderwerk  zwangläufig  bewegt  und 
in  diesem  Zustande  nennen  wir  dasselbe  ein  doppelwirkiges 
Umlaufgetriebe.  Bezeichnen  wir  mit  tOn«  die  Drehgeschwin* 
digkeit  des  Bades  n  im  Bezug  auf  das  Gestell  a^  so  erhalten  wir 
für  die  Drehgeschwindigkeiten  w^q^  coao  der  Bäder  i,  n  im  Bezug 
auf  das  Glied  0  resp.  die  Beziehungen 

und  da 

— iü-  SB=  +  r 


ist,  ergiebt  sich  fttr  das  doppelwirkige  Umlau^etriebe  die  funda- 
mentale Formel^): 

Oy,^  —  (0or.     ^    j.    y J) 

Aus  dieser  allgemeinen  Formel  können  die  bei  dem  vorher  be- 
trachteten Umlaufgetriebe  erkannten  Beziehungen  als  specielle 
Fälle  abgeleitet  werden;  aber  wir  haben  diese  allgemeine  Formel 
deshalb  nicht  gMch  im  Anfang  gegeben,  weil  es  für  das  Ver- 
ständniss  der  Bewegungsvorgänge  zweckmässig  ist,  die  Ableitung 
der  Verbältnisse  der  Drehgeschwindigkeiten  in  den  einfacheren 
Fällen  voranzustellen.  Wird  das  Glied  0  am  Gestell  a  befestigt, 
so  ist  die  Drehgeschwindigkeit  cü^^  «»  0,  und  das  Bäderwerk  bil- 
det dann  ein  Vorgelege.  Ist  das  Bad  1  im  Gestell  a  fest,  also 
die  Drehgeschwindigkeit  coi«  ■»  0,  dann  erhalten  wir  ein  troohoi- 
disches  Umlaufgetriebe. 

Nach  jener  Formel  ist  die  eine  v<m  den  drei  Drehgeschwin- 
digkeiten durch  die  beiden  anderen  bestimmt,  und  es  ergiebt  sich: 

«,a™  ±  y  («ö«a  —  Wo«)  +  ^0«  *=■  +  V«ö„a  — (+  V— l)w„„    .   .  H), 


0«*=  +y—l  "^     +y^l  +V—1 


Cü..--— . ^- / r-i^^-r- ni), 


^n.  =    "^--^  ;'-    +  ^oa  =  ^  +  (l  — J7)  <^oa  ....   IV). 

')  In  dieseji  Gestalt  ist  diese  Formel  in  Willis,  Principles  of  mecKanism, 
1841.  Art.  408  gegeben;  in  anderer  Gestalt  aber  schon  in  Lanz  und  fi^tan- 
courty  Zusammensetzung  der  Maschinen,  deutsch  Ton  Kreyher.  1829.  S.  94 
mitgetheilt. 
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Soll  dae  Bad  n  im  Gestell  a  eine  kreisförmige  Parallelbewegang 
vollziehen ,  so  muss  die  Drehgeschwindigkeit  (Onn "»  0  sein ,  nnd 
es  stehen  demnach  in  diesem  Falle  die  Drehgeschwindigkeiten 
^lay  ^^0»  ^  ^^^  Verhältnisse 


—  (±y  — 1) a). 


Ans  der  Formel  IV)  ergebt  sich,  falls  v  =  + 1  ist, 

tOnn  =«   (0^„ b). 

Bei  dieser  Anordnung  ist  also  die  Drehung  des  Bades  n  im  Bezug 
auf  das  Gestell  a  von  der  Drehung  des  Gliedes  0  unabhängig, 
und  dieselbe  Drehung,  welche  das  Bad  1  vollzieht,  wird  auch 
dem  Bade  n  im  Bezug  auf  das  Gestell  a  ertheilt. 

Sehr  wichtig  fClr  die  Praxis  ist  die  von  Pecqueur  zuerst  ge- 
gebene specielle  Anordnung  dieses  Umlaufgetriebes,  bei  welchem 
die  Axe  des  Bades  n  mit  der  im  Gestell  a  gelagerten  Axe  Ol 
coincidirt,  so  dass  das  Glied  0  und  die  n  Bäder  ein  doppelaxiges 
Vorgelege  bilden^).  Es  drehen  sich  dann  das  Bad  i,  sowie  das 
Bad  n  und  das  Glied  0  um  die  gemeinsame  Axe  Ol  in  dem  festen 
Gestell  a.  Demnach  ist  das  Bäderwerk  ein  dreifach  -  coaxiales 
doppelwirkiges  Umlaufgetriebe,  und  als  solches  wird  es  in  der 
Praxis  ein  Differentialräderwerk  genannt,  weil  die  Dreh- 
geschwindigkeit cc/in  des  Bades  1  im  Bezug  auf  das  coaxiale 
Bad  n  der  Differenz  der  Drehgeschwindigkeiten  (o^„^  m^^  des 
Bades  1  und  des  Gliedes  0  proportional  ist.    Denn  es  ist 

und  daher  folgt  aus  der  Formel  IV)  die  Beziehung: 

Wi«  ==  Wi«  —  -^  —  l  1  —  -ATZ  )  ^oaf 


+  v      \       ±y) 


^11=^1— -+-7J(^ia—«^o«) V). 

In  der  Praxis  wird  meistens  die  Anzahl  der  Bäder  »  »»  3  genom- 
men, und  deshalb  ist  in  Fig.  623  ein  dreifach  -  coaxiales  doppel- 


')  Yergl.  Pecqaeur,  Brevet  19  aoüt  1824.  Description  des  machines 
(ohne  Druckjahr).  T.  XXXIX.  p.  66;  und  übersetzt  in  De  mm e,  Der  prak- 
tische MascMnenbauer.  1842«  Lieferung  9.  S.  20.  Die  Anordnung  7on  Pec- 
queur ist  eine  Umformung  eines  früheren  derartigen  Umlaufgetriebes  mit 
Bandtrieb,  welches  schon  in  Lanz  etB^tancourt,  Essais  sur  la  compo- 
sition  des  machines.  1808.  p.  63.  Fig.  R,  8  ?orkommt 
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wirkiges  Umlaufgetriebe  gezeichnet,  welches  im  Wesentlichen  ans 
den  beiden  Rädern  i,  3  und  dem  Doppelrade  2-2^  besteht.  Das 
Bad  1  ist  anf  der  im  Gestell  a  gelagerten  Welle  W^  befestigt  und 
das  Rad  3  ist  mit  seiner  Nabe  c  lose  auf  dieselbe  gesetzt  Die 
Axe  02  des  umlaufenden  Doppelrades  2-2'  ist  in  das  ebenfalls 
auf  der  Welle  W^  lose  rotirende  Rad  0  gelagert,  welches  jenes 
Glied  0  vertritt  und  von  dem  auf  einer  Welle  Wi  sitzenden,  im 
Gestell  a  drehbaren  Rade  /  getrieben  wird.  Wenn  nun  die  Welle 
PTj  und  die  Welle  Wi  des  Rades  /  gleichzeitig  in  Drehung  ver- 
setzt werden,  dann  ist  das  Umlaufgetriebe  zwangläufig.  Bezeich- 
nen wir  wieder  mit  r,,  r',,  r„  r'g  die  Rollkreisradien  und  mit 
^1 )  ^s  9  ^S9  ^8  die  zugehörigen  Zähnezahlen  der  Räder  i,  2\  2^  <?, 
so  ist  das  Uebersetzungsverhältniss 


+    y  --5         «  '3      =    -8   '^3 


-> 


'1  •  '9  •*!  •  ^2 


und  das  Vorzeichen  wird  dadurch  bestimmt,  dass  bei  auftretenden 
Hohlrädem  die  entsprechenden  Rollkreisradien  und  Zähnezahlen 
negativ  genommen  werden.  Hiemach  erhalten  wir  für  die  Dreh- 
geschwindigkeit CÜJ3,  mit  welcher  das  Rad  1  im  Bezug  auf  das 
Rad  3  rotirt, 


^13 


Ist  beispielsweise  in  Fig.  523,  wo  nur  Vollräder  auftreten, 
z'^ .  ä',  =  2 . ;», .  4?, ,  also  V  =  2,  dann  ergiebt  sich : 

Wi3  =  y  (^i<t  —  ^0«)- 

In  Fig.  524  ist  das  Rad  3  ein  Hohlrad;  der  Radius  r'^  resp.  die 
Zähnezahl  ^',  erhält  also  das  negative  Vorzeichen ,  und  dem- 
nach ist 

Ist  z.  B.  in  der  betrachteten  Anordnung  z^.z^^:^  z[.  z[  oder  auch 


so  dass  also  die  Pole  12^  23  zu  den  Axen  Oi,  02  harmonisch 
liegen,  dann  vollziehen,  wenn  wir  uns  das  Rad  0  festgehalten 
denken,  die  Räder  i,  3  gleiche  entgegengesetzte  Drehungen  im 
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Bezug  auf  das  Bad  0^  es  ist  also  y  »»  —  1 ,  und  wir  erhalten  in 
diesem  Falle 

Diese  Beziehung  tritt  auch  auf,  wenn  wir  gleiche  Kegelräder 
anwenden.  Die  Kegelräder  werden  zwar  erst  im  zweiten  Bande 
dieses  Buches  behandelt,  aber  wir  wollen  diese  Anordnung  mit 
Kegelrädern,  weil  sie  leicht  verständlich  ist,  hier  der  Vollständig- 
keit wegen  mit  erwähnen.  In  Fig.  525  ist  das  Kegelrad  1  auf 
der  im  Gestell  a  gelagerten  Trieb  welle  TT,  fest,  und  auf  dieser 
Triebwelle  ist  das  gleich  grosse  Kegelrad  3  sowie  das  Stirnrad  0 
lose  drehbar.  In  dem  Stimrade  0  ist  die  Axe  des  umlaufenden 
Kegelrades  2  radial  gelagert  und  wegen  der  Ausgleichung  der 
Massen  ist  noch  ein  gleiches  zweites  Kegelrad  2'  in  derselben 
Weise  eingesetzt.  Die  beiden  umlaufenden  Kegelräder  2^  2'  greifen 
beiderseits  in  die  Kegelräder  i,  <?;  und  da  diese  gleich  sind,  so  sind 
die  Drehungen  der  Kegelräder  i,  d  im  Bezug  auf  das  Stirnrad  0 
entgegengesetzt  gleich.  Es  ist  also  das  Uebersetzungsverhältniss 
V  =  —  1,  und  folglich  ergiebt  sich  nach  der  Formel  V)  auch  bei 
dieser  Anordnung ' 

Werden  ungleiche  Kegelräder  i,  3  verwendet,  dann  muss  man 
entweder  das  einfache  Kegelrad  2  durch  ein  Doppelkegelrad  er- 
setzen, oder  es  muss  die  Axe  des  einfachen  Kegelrades  2  im  Stim- 
rade schräg  gelagert  sein^. 

Die  betrachteten  Umlaufgetriebe  oder  Differentialräderwerke 
werden  mannigfaltig  gestaltet  in  der  Praxis  angewendet,  und 
Pecqueur  hat  in  klarer  Erkenntniss  auf  alle  diese  Anwendungen 
zuerst  hingewiesen  2).  Denken  wir  uns  in  Fig.  623  oder  525  das 
Bad  1  durch  eine  Maschine,  das  Bad  3  durch  ein  Uhrwerk  be- 
wegt, und  ist  die  Anordnung  derart,  dass  bei  normalem,  gleich- 
förmigem Gange  der  Maschine  durch  diese  beiden  Bewegungen 
das  Bad  0  in  Buhe  bleibt,  also  to^a  "^  0  ist,  dann  wird,  falls  die 
Maschine  einen  rascheren  oder  langsameren  Gang  annimmt,  das 
Bad  0  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  gedreht  Vermittelst 
dieser  Drehung  des  Bades  0  kann,  wenn  die  Maschine  durch 
Dampf  oder  Wasser  getrieben  wird,  die  Zuströmung  des  Dampfes 
resp.  des  Wassers  entsprechend  regulirt  werden.  Auf  diesem  Princip 

')  Bock,  „Ueber  Differential-Räderwerke''.  Zeitschr,  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure,  1879.  B.  23.  S.  411.  Herrmann's  Bericht  über  den  Selfactor  von 
Rieter  daselbst.  1874.  B.  18.  S.  215. 

')  Siehe  Pecquenr,  Breyet  19  aoüt  1824  a.a.O. 
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beruhen  die  Differentialregnlatoren    oder  Pendelregnlatoren  von 
Perpigna^)  und  Cohen-David-Sciama^). 

Das  Differentialräderwerk  kann  als  Dynamometer  verwendet 
werden  y  wenn  wir  in  Fig.  525  das  Bad  0  durch  einen  Hebel  er- 
setzen, in  dem  einerseits  die  Axe  des  Kegelrades  2  gelagert  ist 
und  der  anderseits  ein  Laufgewicht  trägt.  Wird  nun  der  Hebel 
zunächst  festgestellt,  wird  femer  das  Kegelrad  1  durch  einen  Motor 
bewegt  und  das  Kegelrad  3  in  treibende  Verbindung  mit  einer 
Arbeitsmaschine  gesetzt,  so  überträgt  sich  die  Wirkung  des  Motors 
durch  die  drei  Kegelräder  auf  die  Arbeitsmaschine.  Wenn  hierauf 
der  Hebel  wieder  losgelöst  und  der  Angriffspunkt  des  Laufgewich- 
tes auf  demselben  so  gewählt  wird,  dass  der  Hebel  während  der 
Uebertragung  der  Bewegung  vom  Motor  auf  die  Arbeitsmaschine 
im  Gleichgewicht  bleibt,  dann  wird  durch  diese  Abwägung  der 
Effect  bestimmt,  den  der  Betrieb  der  Arbeitsmaschine  erfordert.  An- 
statt des  Laufgewichtes  kann  auch  eine  Feder  als  Messung  dienen. 
Auf  diesem  Princip  beruht  das  Dynamometer  von  W  h  i  t  e  ^)  und 
das  mit  diesem  gleichartige  Dynamometer  von  Batchelder^). 
In  der  Anordnung,  welche  Fig.  526  darstellt  mit  zwei  diametralen, 
einfachen  Umlaufrädern,  die  in  das  YoUrad  1  und  das  Hohlrad  3 
eingreifen,  ist  das  Differentialräderwerk  bei  dem  Hartig'schen 
Dynamometer  ^)  angewendet. 

Um  beim  Aufziehen  eines  durch  Gewicht  getriebenen  Uhr- 
werkes den  Gang  desselben  nicht  zu  stören,  ist  das  Differential- 
getriebe in  der  Fig.  626  gegebenen  Gestalt  bei  der  Aufzugvorrich- 
tung am  Uhrwerk  des  AppeTschen  Befractors^)  angewendet.  Auf 
der  Welle  Oi,  um  welche  das  Hohlrad  3  und  das  Glied  0  sich  lose 
drehen,  ist  das  Bad  1  und  ein  Sperrrad  befestigt,  so  dass  die  Welle 
Ol  und  das  Bad  1  im  Gestell  festgehalten  werden.  Das  Glied  (7,  in 
dem  die  Axen  der  beiden  umlaufenden  Bäder  ^,  2'  gelagert  sind, 
ist  mit  einer  Schnurrolle  verbunden,  an  deren  aufgewundener 
Schnur  ein  Gewicht  zieht.    Dadurch  wird  das  Glied  0  und  ver- 


*)  Specification  No.  11270  Tom  29.  Juni  1846.  —  London  Journal  ofAris. 
Sciences  and  Manufactures,  1847.  p.  106.  —  Polytechnisches  Centralblatt,  1847. 
S.  1435. 

')  Bericht  Ton  Collon  im  Bulletin  de  la  Societe  (tencouragement.  1851. 
Ann^e  50  p.  376.    Auszug  im  Polytechnischen  Centralblatt.  1851.  S.  1345. 

')  Bulletin  de  la  SociM  Sencouragement.  1828.  Ann^e  27.  p.  248. 

*)  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in 
Preussen.  1843.  S.  216. 

*)  Polytechnisches  Centralblatt,  1857.  S.  1  und  1861.  S.  1. 

*)  Zeitschrift  für  Instrumentenkunde,  1886.  S.  17. 
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mittelst  der  Bäder  2,  2'  das  Hohlrad  3  gedreht;  and  dieses  Hohl- 
rad ist  noch  mit  einem  äusseren  Zahnkranze  versehen,  der  das 
Bäderwerk  der  Uhr  treibt.  Wird  nun  die  Welle  Ol  mit  dem 
Bade  1  in  dem  durch  das  Sperrrad  bedingten  Sinne  gedreht,  so 
wird  vermittelst  der  Bäder  2^  2^  die  Drehung  des  Gliedes  0  resp. 
der  Schnurrolle  bewirkt,  auf  welche  sich  dem  gemäss  die  Schnur 
aufwindet,  ohne  die  Wirkung  des  Gewichtes  auf  das  Hohlrad  3 
zu  beeinflussen. 

Eine  besonders  wichtige  und  weitverbreitete  Anwendung  hat 
das  Differentialräderwerk  bei  den  Spinnmaschinen  gefunden,  um 
die  Aufwindung  des  Garnes  von  der  Flügelspindel  auf  die  Spule  zu 
regeln.  Die  Drehung  der  Flflgelspindel  wird  in  Fig.  623  oder  625 
durch  die  Welle  W^  und  die  Drehung  der  Spule  durch  die  Welle 
FF/,  deren  Bad  /  in  das  Bad  0  eingreift,  bewirkt;  demnach  wird 
die  Geschwindigkeit  der  Aufwindung  durch  die  Differenz  co^^  —  cü^^ 
bedingt.  Da  aber  mit  der  Anftlllung  der  Spule  ihr  Durchmesse]^ 
sich  vergrössert,  so  muss  behufs  der  Erhaltung  einer  constanten 
Geschwindigkeit  der  Aufwindung  die  Drehgeschwindigkeit  der  mit 
der  Spule  in  gleichem  Sinne  rascher  rotirenden  Flttgelspindel  im 
Bezug  auf  die  Spule  verkleinert  werden;  und  dies  geschieht  da- 
durch, dass  vermittelst  Eonentrieb  (Art.  173  und  174)  die  Dreh- 
geschwindigkeit (Oo0  des  Bades  0  entsprechend  vergrössert  wird. 
Das  Differentialräderwerk  wurde  in  der  Gestalt,  wie  es  in  Fig.  626 
dargestellt  ist,  von  Houlds wort h  in  der  erläuterten,  sinnreichen 
Weise  bei  den  Spinnmaschinen  angewendet  0* 

207.  Räderwerk  mit  synodischem  Mondzeiger  von  Perrelet^). 

Nachdem  zuerst  David  und  später  Pecqueur,  wie  S.  503  er- 
wähnt ist,  die  genaue  Erzeugung  des  synodischen  Mondumlaufes 
durch  ein  doppelaxiges  Umlaufgetriebe  ermöglicht  hatten,  zeigte 
auch  Perrelet,  wie  dies  durch  ein  doppel wirkiges  Umlauf- 
getriebe geschehen  kann.  Das  Gestell  dieses  Umlaufgetriebes  ist 
in  Fig.  627  mit  a  bezeichnet.  Die  beiden  Bäder  ^,,  xi  sind  auf 
der  Welle  1  befestigt,  die  den  Mondzeiger  M  trägt.  Das  Bad  ^, 
greift  in  den  Zahnkranz  oder  das  Trieb  «,  des  Doppelrades  z'^z^^ 
dessen  Zahnkranz  s^  das  Doppelrad  ^',  Ar,  treibt,  welches  aus  dem 
Triebe  ^'3  und  dem  Kegelrade  k^  besteht.    In  gleicher  Anordnung 

')  Houldsworth,  Specificatian  No.  5316  Yom  16.  Januar  1826.  Poly- 
technisches Journal  1828.  B.  30.  S.  89. 

^)  Bericht  von  Francoeur  im  Bulletin  de  la  Society  d*encouragemenL 
1823.  Ann^e  22.  p.  202.  Ferner  im  Dictionnaire  technologique,  1828.  T.  XIV. 
p.  430. 
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greift  das  Bad  X[  in  den  Zahnkranz  »h  des  Doppelrades  s'uxuf 
dessen  Zahnkranz  zu  das  Doppelrad  »nikm  treibt,  welches  ans 
dem  Triebe  «///  und  dem  Eegelrade  km  gebildet  ist.  Die  beiden 
Doppelräder  z^^k^^  ziukm  drehen  sich  lose  auf  der  Welle  0^  an 
welcher  der  Stundenzeiger  S  und  der  Arm  H  befestigt  ist  Auf 
diesem  Arme  dreht  sich  das  Kegelrad  k^y  welches  in  die  beiden 
Kegelräder  k^^  km  eingreift.  Perrelet  hat  nach  alter  Herstel- 
lungsweise ein  Stirnrad  ^o  ^^^  zwei  Kammrädem  A3,  km  in  Ein- 
griff gesetzt.  Bezeichnen  wir  mit  0^3^,  coma  resp.  die  Drehge- 
schwindigkeiten der  Doppelräder  z'^k^y  ziukm  und  femer  mit  w^^ 
die  Drehgeschwindigkeit  der  Welle  0  oder  des  auf  derselben  be- 
festigten Stundenzeigers  Sj  so  folgt,  weil  die  Kegelräder  k^y  km 
gleich  sind  und  sich  bei  fest  gedachtem  Arme  H  entgegengesetzt 
drehen,  dass  das  Uebersetzungsverhältniss  v  von  k^  zu  km  gleich 
—  1  ist;  und  nach  der  Formel  I)  S.  504  ergiebt  sich,  indem  wir 
V  =  —  1  setzen. 


^3a  —^0«  __       , 


und  folglich 


ü) 


0)nia  —  Woa 

1 


0«  =  Y  (^s«  +  ^/i/«)« 


Wählen  wir  nun  ftlr  die  Zähnezahlen  dieselbe  Bezeichnung  wie 
fttr  die  Zahnkränze  oder  die  Bäder,  so  ist,  wenn  (o^^  die  Dreh- 
geschwindigkeit des  Mondzeigers  M  oder  der  Welle  1  bezeichnet, 
auf  der  die  beiden  Bäder  z^y  zj  befestigt  sind. 


^^xn    _    K'^i 

(^xa     ^U*^lll 

^za             ^1  •  ^% 

<fillla             ^I .  ^11 

Die  Undaufszeiten  t^ ,  ^^  der  Zeiger  <S,  M  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Drehgeschwindigkeiten  cd^^,  (ü^a  dieser  Zeiger,  und  dem- 
nach ergiebt  sich 

Die  mittlere  synodische  Umlaufszeit  /^  des  Mondes  resp.  des 
Mondzeigers  M  beträgt  29^  12^  44'  3'',  und  die  Umlaufszeit  des 
Stundenzeigers  S  ist  gleich  12^,  somit  ist,  beide  Umlaufszeiten  in 
Secunden  ausgedrückt,  das  Verhältniss 

11  =  2551443'^   ^  850481 
^0  43200"  14400   " 

Um  eine  Gruppe  von  Zähnezahlen  zu  erhalten,  durch  welche 
dieses  Verhältniss  geliefert  wird,  zerlegen  wir  diesen  Bruch,  dessen 
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Zähler  850481   eine  Primzahl  ist,  in  zwei  Brüche ,  die  reducirt 
werden  können,  in  folgender  Weise: 

t,    ^  800000         50481  _  2000         5609  ^  40.50  79.71 

L  14400    "^14400  36     "^1600  6.6    "*"  32  .  50  ' 


'0 

Hiemach  ist 


A-  _  JL  /80.50         79  .  71  \ 
^0  2  V  6.6     "'"32.25; 


und  wir  erhalten  die  Zähnezahlen: 

z^  =  80,    z^  =  50,    «;  =  6,      «;  =  6, 
^;=,79,    Ä//=71,    J5i/  — 32,    Ä}ii  =  25. 

Fttr  das  Auffinden  verschiedener  Gruppen  von  Zähnezahlen, 
welche  das  durch  einen  reducirten  grosszahligen  Bruch  gegebene 
Uebersetzungsverhältniss  hervorbringen,  kann  eine  allgemeine  Me- 
thode angegeben  werden,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  der  Nenner 
des  betreffenden  Bruches  in  Factoren  zerlegbar  ist.   Wir  setzen 

demnach,  um  einen  gegebenen  Bruch  —  durch  die  Summe  zweier 
zweckmässiger  Brüche  darzustellen, 

g  :=»  abcy      h  =  ax  +  Ay, 

wo  a,  by  c  ganze  Zahlen  und  x^  y  noch  zu  bestimmende,  eben- 
falls ganze  Zahlen  bedeuten.    Hiemach  erhalten  wir: 

h  ^_   ax-^by   j?  y 

g  abc  bc        ac 

Für  obigen  Bruch 

A^  850481 

g  14400 

ist  z.  B. 

g  _  14400  —  1600 .9.1,    also    a  =  1600,    *  —  9,    c  —  1, 

und  somit  erhalten  wir  die  Gleichung: 

h  =  1600  .a?  +  9  .y  =  850481 
oder 

850482  —  1         1602ar  — 2^        ^,,^^       ,^o      ,    2a?— 1 
y  =  5 5 —  94498  —  178a?  + 


9  9  ^       •         9 

Nach  dieser  diophantischen  Gleichung  entspricht  jeder  ganzen 
Zahl  Xy  die  eine  durch  9  theilbare  Zahl  2x —  1  liefert,  eine  ganze 
Zahl  y.  Setzen  vrir  z.  B.  x:^  500,  so  ergiebt  sich  y  «=  5609,  und 
wir  erhalten: 

850481  ^  500  5609    _  2000       5609^40.50        79.71 

14400         9.1  "^1600.1  36    "^  1600  ~    6.6    "^32. 50' 
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oder  die  Oleichnng 

A.        A  ^  850481  _  1  /80.50       79.  TIN 
t^^  g  14400  2  V  6.6    "'"32.25;' 

ans  welcher  dieselbe  Omppe  der  Zähnezahlen  hervorgeht,  die 
Perrelet  angewendet  hat  In  gleicherweise  ergiebt  sich  durch 
die  Wahl  einer  anderen  passenden  Zahl  ftlr  w  eine  andere  Grappe 
von  Zähnezahlen ;  nnd  femer  ergeben  sich  wieder  andere  Ornppen 
von  Zähnezahlen,  wenn  wir  jenen  Nenner  g  in  andere  Factoren 
zerlegen.  Ist  aber  auch  der  Nenner  g  ebenso  wie  der  Zähler  h 
eine  grosse  Primzahl,  dann  kann  die  genaue  Uebersetzung  bei 
dem  grosszahligen  und  primzahligen  Verhältnisse  durch  Vereini- 
gung zweier  derartiger  Säderwerke  ermöglicht  werden.  Anstatt 
der  Kegelräder  kann  man  auch,  wie  in  Art.  206  erörtert  wurde, 
Cylinderräder  anwenden,  welche  das  Uebersetzungsverhältniss 
V  =«  —  1  liefern. 

208.  Rädergehänge.  Um  in  Fig.  528  die  Bewegung  von  einem 
Bade  1  mit  einer  im  Gestell  a  gelagerten  festen  Axe  Ol  auf  ein 
Bad  5  mit  beweglicher  Axe  0^5  zu  tibertragen,  so  dass  durch 
beliebige  Lagenänderung  dieser  beweglichen,  zu  sich  selbst  pa- 
rallel bleibenden  Axe  die  Drehung  des  Bades  um  dieselbe  im 
Bezug  auf  das  Gestell  a  nicht  beeinflusst  wird,  werden  die  Lager- 
glieder 0,  0'  zweier  Vorgelege  durch  die  Axe  00'  eines  vermitteln- 
den Bades  3  gelenkig  verbunden  und  die  BoUkreisradien  in  be- 
stimmte Beziehung  gebracht  Ein  derartiges  Bäderwerk,  welches 
in  den  Spinnereimaschinen  zur  Uebertragung  der  rotirenden  Be- 
wegung nach  den  auf-  und  niedergehenden  Spulen  angewendet 
wird,  heisst  ein  Bädergehänge.  Denken  wir  uns  das  Bad  1 
im  Gestell  a  festgehalten  und  die  Axe  0'5  des  Bades  J,  so  weit  es 
das  Gelenk  gestattet,  beliebig  bewegt,  dann  muss,  wenn  diese  Be- 
wegung die  Uebertragung  der  Drehung  auf  das  Bad  5  nicht  be- 
einflussen soll,  das  Bad  5  im  Bezug  auf  das  festgehaltene  Bad  1 
eine  Parallelbewegung  vollziehen,  es  muss  also  der  Pol  15  stets 
im  Unendlichen  liegen.  Dieser  Pol  15  ergiebt  sich  aber  als  Schnittr 
punkt,  den  die  Normale  0^5-15  an  der  vom  Punkte  0'5  beschrie- 
benen Curve  X  mit  der  Verbindungsgeraden  13-35  der  Pole  i5,  35 
bildet.  Da  nun  die  Normale  0^5-15  wegen  der  beliebigen  Bewe- 
gung der  Axe  (y5  jede  beliebige  Bichtung  annehmen  kann  und 
der  Pol  15  sich  stets  im  Unendlichen  befinden  soll,  so  muss  die 
Verbindungsgerade  13-35  im  Unendlichen  liegen,  und  dem  zufolge 
müssen  auch  die  resp.  auf  den  Geraden  01-03^  0'3-0'5  befindlichen 
Pole  13,  35  im  Unendlichen  liegen.    Dies  findet  statt,  wenn  das 
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Verhältniss  der  Uebersetznng  vom  Bade  1  znm  Sade  3^  sowie  das 
Verhältniss  der  Uebersetzang  vom  Rade  3  znm  Rade  5  gleich  + 1 
ist    Hieraas  folgt  der  Satz: 

Bei  dem  Rädergehänge  müssen  die  Uebersetznngs- 
verhältnisse  vom  ersten  Rade  1  znm  Rade  3^  welches 
sich  nm  die  Gelenkaxe  dreht,  nnd  vom  Rade  3  zum 
letzten  Rade  5  beide  gleich  +  1  sein. 

Znr  Erlangung  dieser  gleichen  üebersetzungsverhältnisse  kann 
die  Bewegung  vom  ersten  Rade  1  zum  Rade  3  und  von  diesem 
zum  letzten  Rade  5  durch  je  eine  beliebige  Ungerade  Anzahl 
Räder  vermittelt  werden.  In  Fig.  528  ist  z.  B.  zwischen  1  und  3 
ein  Doppelrad  2^  ebenso  zwischen  3  und  5  ein  Doppelrad  4  ein- 
gesetzt. Um  diese  beiden  Doppelräder  zu  ermitteln ,  wenn  die 
Rollkreise  der  drei  Räder  i,  5,  5,  welche  die  Pole  12,  23,  34,  45 
bestimmen y  gegeben  sind,  brauchen  wir  nur  die  Axen  02,  0'4 
dieser  Doppelräder  zu  construiren.  Behufs  der  Bestimmung  der 
Axe  02  nehmen  wir  einen  Punkt  ß  als  einen  Eckpunkt  eines  voll- 
ständigen Vierecks  ab  cd  beliebig  an^  etwa  auf  der  Geraden  0'; 
ziehen  zur  Geraden  0  eine  beliebige  Parallele  bd,  die  also  den 
unendlich  fernen  Pol  13  enthält  und  die  Geraden  a-Ol,  a-03  in 
den  Punkten  b,  d  schneidet;  ziehen  femer  die  Geraden  b'12,  d'23, 
die  sich  in  dem  Punkte  c  treffen,  und  die  Gerade  ac,  welche  auf 
der  Geraden  0  die  Axe  02  des  Doppelrades  2  liefert.  In  gleicher 
Weise  ergiebt  sich  auf  der  Geraden  ff  durch  das  vollständige 
Viereck  a'b'&d!  die  Axe  04  des  Doppelrades  4. 

Einfacher  gestaltet  sich  das  Rädergehänge,  wenn  wir,  wie  in 
Fig.  629  annehmen,  dass  die  drei  Räder  1,  3,  5  gleich  sind,  dann 
wird  durch  Einsetzung  der  Wechselräder  2,  4  das  Uebersetzungs- 
verhältniss  + 1  vom  Rade  1  zum  Rade  3  und  vom  Rade  3  zum 
Rade  5  erhalten,  und  in  dieser  leichter  ausführbaren  Anordnung 
wird  das  Rädergehänge  meist  in  der  Praxis  angewendet.  Sind 
ausserdem,  wie  in  Fig.  530,  die  Gelenkglieder  0,  0'  von  gleicher 
Länge,  so  sind  auch  die  Wechselräder  2,  4  von  gleicher  Grösse. 
Wird  in  Fig.  680  noch  ein  'Glied  0"  durch  die  Axe  ffS  gelenkig 
mit  dem  Gliede  0'  verbunden  und  ist  in  dem  Gliede  ff'  ein  Rad  6 
eingesetzt,  welches  sich  mit  dem  Rade  6  im  Eingriff  befindet, 
dann  wird  durch  eine  beliebige  Parallelbewegung  des  Gliedes  0" 
die  Uebertragung  der  Drehung  vom  Rade  1  auf  das  Rad  6  nicht 
beeinflusst  In  der  Praxis  wird  meistens  eine  geradlinige  Parallel- 
bewegung des  Gliedes  ff'  erfordert,  die,  wie  in  Fig.  530  schema- 

B  arm  est  er,  Kinenuitik  L  33 
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tisch  dargestellt  ist,  durch  Verschiebang  des  Gliedes  0"  in  der 
festen  Hülse  H  bewirkt  wird. 

In  Fig.  531  sind  zwei  Vorgelege  mit  beliebigen  Uebersetzongs- 
Verhältnissen  in  gleicher  Weise  wie  vorhin  durch  die  Axe  0(y  des 
Doppelrades  2  verbunden^  nnd  es  ist  beispielsweise  das  eine  aas 
zwei  Rädern  1^  2^  das  andere  ans  drei  Bädern  2^  3^  4  gebildet 
Der  Pol  12  ist  der  Berührungspunkt  der  BoUkreise  r^ ,  r',^  und  der 
Pol  24  ergiebt  sich,  weil  das  Bad  3  ein  Wechselrad  ist,  einfach 
als  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  BoUkreise  r^,  r^ 
durch  eine  gemeinsame  Tangente  dieser  BoUkreise.  Halten  wir 
das  Bad  i  fest  und  führen  wir  die  bewegliche  Axe  0'4  auf  einer 
Curve  Xf  deren  Normale  0'4'(yi  zur  Geraden  12-24  paraUel  ist, 
80  liegt  der  Pol  14  als  Schnittpunkt  dieser  beiden  parallelen  Ge- 
raden im  Unendlichen,  und  das  Bad  4  vollzieht  gegen  das  fest- 
gehaltene Bad  1  eine  Parallelbewegung.  Beachten  wir  nun,  dass 
der  Schnittpunkt,  den  die  Curvennormale  O'4'O'l  mit  der  Geraden  0 
bildet,  der  Pol  ffl  des  Gliedes  0'  gegen  1  ist,  und  dass  infolge  der 
Parallelen  12-24^  (y4-(yi  dieser  Pol  (yi  vom  Punkte  Ol  constanten 
Abstand  hat,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Pols  (fl  im  Bezug 
auf  das  festgehaltene  Bad  1  ein  um  Ol  mit  dem  Badius  OUO^l 
beschriebener  Kreis  /r,  im  Bezug  auf  das  bewegte  Glied  0'  ein 
um  00'  mit  dem  Badius  OQ^-(/l  beschriebener  Kreis  /?.  Bei  der 
angenommenen  Bewegung  des  Gliedes  O'  rollt  demnach  der  mit 
diesem  Gliede  verbundene  Kreis  f  an  dem  festen  Kreise  /r,  und 
jene  Curve  %  ist  also  eine  Trochoide.  Bei  diesem  Bäderge- 
hänge wird  dem  gemäss  die  Uebertragung  der  Dreh- 
ung vom  Bade  1  auf  das  Bad  4  nur  dann  nicht  beein- 
flusst,  wenn  die  Axe  0^4  auf  der  so  bestimmten  Tro- 
choide %  geführt  wird. 

Ist  das  Uebersetzungsverhältniss  vom  Bade  2  zum  Bade  4 
derart,  dass  der  Pol  24  von  der  Axe  00^  denselben  Abstand  wie 
der  Pol  12  von  der  Axe  00'  besitzt;  dann  ist  die  Strecke  ÖO'-O'i 
=  00^'0'4^  und  der  rollende  Kreis  p  geht  durch  den  Punkt  ff 4.  In 
diesem  Falle  ist  %  eine  Epicycloide  oder  Hypocycloide,  je  nachdem 
der  Kreis  p  auf  oder  in  dem  Kreise  7t  rollt.  Wenn  insbesondere 
der  Punkt  00'  in  der  Mitte  der  Strecke  Ol-O'l  liegt,  so  rollt  der 
Kreis  p  als  halb  so  grosser  Kreis  in  dem  festen  Kreise  /r,  und 
die  Curve  %  ist  dann  eine  Ellipse,  die  in  eine  durch  Ol  gehende 
gerade  Strecke  degenerirt,  falls  die  Glieder  0,  0'  von  gleicher 
Länge  sind.  Bei  der  praktischen  Anwendung  vollzieht  die  be- 
wegliche Axe  0'4  meist  nur  eine  kurze  Schwingung  auf  einer  nicht 
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durch  die  feste  Axe  Ol  gehenden  Geraden  ^  so  dass  diese  karze 
gerade  Schwingstrecke  angenähert  durch  ein  Stück  jener  Tro- 
choide  ersetzt  werden  kann;  dann  kann  auch  das  betrachtete 
yierräderige  Bädergehänge  zur  Uebertragung  der  Drehnng  dienen, 
oder  es  kann  auch  ein  zweckmässig  geordnetes  dreiräderiges 
Sädergehänge  in  dieser  Weise  verwendet  werden*). 


Bäderlenkige  Mecbanismen. 

209.  Zweiräderiger  Zahnkniemechanismus.  Den  in  Fig.  532 
dargestellten  fttnfgliederigen  Mechanisnins ,  bei  welchem  die  bei- 
den in  einander  greifenden  Zahnräder  2y  5  in  dem  Gliede  1  ge- 
lagert und  gelenkig  mit  den  beiden  kniebildenden  Gliedern  3^  4 
verbanden  sind,  nennen  wir  einen  zweiräderigen  Zahnknie- 
mechanismns.  Von  den  zehn  Polen  dieses  symmetrisch  ge- 
stalteten Zahnkniemechanismns  sind  die  Pole  12^  15  dnrch  die 
fiadaxen,  die  Pole  23^  34^  45  durch  die  Gelenkaxen  anmittelbar 
gegeben,  and  der  Pol  25  ist  der  Bertthrnngspankt  der  BoUkreise 
Tj,  r^  der  Zahnräder  2,  5.  Um  die  übrigen  vier  Pole  24, 55,  14, 13 
zu  erhalten,  ziehen  wir  die  Geraden  25-45,  25-23,  welche  bezieh- 
lich  die  Geraden  5,  4  in  den  Polen  24,  35  treffen,  femer  die  Ge- 
raden 24-12,  35-15,  die  resp.  anf  den  Geraden  15-45,  12-23  die 
Pole  14, 13  bestimmen.  Die  Pole  13,  14,  34  liegen  dann  in  einer 
Geraden,  welche  die  Normale  an  der  von  dem  Gelenkpnnkte  34 
im  Bezog  auf  das  Glied  1  beschriebenen  Garve  a  ist.  Aas  dem 
Zahnkniemechanismns  gehen  zunächst  drei  verschiedene  Getriebe 
hervor,  je  nachdem  wir  uns  das  Glied  1,  2  oder  3  festgestellt  den- 
ken; denn  wegen  der  symmetrischen  Gestaltimg  dieses  Mechanis- 
mus erhalten  wir  durch  Feststellung  des  Bades  2  oder  des  Bades  5 
gleichartige  Getriebe,  und  ebenso  auch  durch  Feststellung  des 
Gliedes  3  oder  4. 

Betrachten  wir  das  Glied  1  als  fest,  und  nehmen  wir  an,  es 
sei  die  Strecke  45-15  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Gelenk- 


>)  Eine  analytifiche  Behandlung  des  R&dergeh&nges  bat  Fliegner  zuerst 
im  CivUingenieur.  1871.  B.  17.  S.  19  mitgetheilt,  die  aber  nicbt  die  Anschau- 
lichkeit unserer  synthetischen  Darlegung  besitzt.  In  Weisbach-Herrmann, 
Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik,  1876.  Theil  III.  Abth.  t.  S.  249,  sind  die 
Beziehungen,  welche  die  Anordnung  eines  R&dergehänges  bestimmen,  nicht 
richtig  abgeleitet. 

33* 
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pimkteg  45  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  i,  dann  ergiebt  sich 
durch  die  zu  25-23  parallele  Gerade  15 -23^  die  Strecke  23-23^ 
als  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Gelenkpunktes  23.  Dem- 
nach bestimmen,  wie  in  Art.  29  gelehrt  wurde,  die  zu  3,  4  be- 
ziehlich  parallelen  Geraden  23^-34ry^  15-34^  durch  ihren  Schnitt- 
punkt 34ii  die  lothrechte  Geschwindigkeit  34- 34^,  des  Gelenk- 
punktes 34  auf  seiner  Bahncurve  a  und  damit  auch  die  Normale 
an  derselben. 

Die  im  Allgemeinen  sehr  complicirte  Bahncurve  a  geht  in  eine 
auf  12-15  senkrechte  Gerade  über,  wenn  der  kinematisch  symme- 
trische Zahnkniemechanismus  auch  geometrisch  symmetrisch  ist, 
wenn  also  die  beiden  Zahnräder  2y  5  gleich,  die  beiden  Strecken 
12-23^  15-45  gleich  sind  und  die  beiden  Knieglieder  d,  4  gleiche 
Länge  haben.  Wir  erhalten  hierdurch  eine  geradlinig  schwingende 
Bewegung  des  Gelenkpunktes  34^  die  man  auch  dieCartwright- 
sche  Geradführung  genannt  hat,  weil  dieser  Mechanismus  als 
ein  Specialfall  auch  aus  dem  von  Gartwright  bei  seiner  Dampf- 
maschine angewandten  Mechanismus  hervorgeht,  der  auf  Seite  545 
Beachtung  findet 

Wenn  wir  den  in  Fig.  638  dargestellten  Zahnkniemechanismus 
dahin  specialisiren ,  dass  ein  Anschlussgelenk  mit  der  Axe  eines 
Bades  vereint  wird,  also  z.  B.  die  Gelenkaxe  45  mit  der  Radaxe 
15  coincidirt;  dann  bilden  die  Glieder  i,  2^  <?,  4  ein  Gelenkviereck, 
und  das  Rad  5  spielt,  falls  es  nicht  als  festgestelltes,  treibendes 
oder  getriebenes  Rad  auftritt,  nur  eine  secundäre  Rolle.  Durch 
diese  Specialisirung  geht  die  kinematische  Symmetrie  des  Mecha- 
nismus verloren,  und  durch  Feststellung  je  eines  der  fünf  Glieder 
gehen  aus  demselben  fünf  verschiedene  Getriebe  hervor. 

210.  Maudslay 'acher  Lenker.  Bei  der  Dampfmaschine  von 
MaudslayO  ist  der  vorhin  betrachtete  Zahnbiiemechanismus 
angewendet,  um  die  Geradführung  des  Anschlussgelenkes  der 
Kolbenstange  zu  bewirken.  Bei  diesem  Maudslay'schen  Lenker, 
der  in  Fig.  633  schematisch  dargestellt  ist,  werden  jene  beiden 
Zahnräder  durch  die  zwei  Zahnsectoren  2^  5  vertreten.  Der  Zahn- 
sector  2  ist  an  dem  Balancier  12-23^  der  um  die  Axe  12  schwingt, 
coaxial  befestigt  und  der  Zahnsector  5  ist  centrisch  auf  die  Axe  15 
gesetzt,  die  sich  an  der  festen  Säule  1  befindet.  Die  beiden  Knie- 
glieder d,  4  sind  durch  die  Gelenkaxen  23^  45  beziehlich  mit  dem 
Balancier  12-23  oder  dem  Zahnsector  2  und  dem  Zahnsector  5  ver- 


*)  Le  Blanc,  Recueil  des  machines.  Part  U.  Planche  34.  Flg.  t2. 


Räderlenkige  Mechanismen.  517 

bünden.  Um  eine  zweckmässige  Anordnnng  zu  erhalteD,  so  da8& 
der  Gelenkpnnkt  34  eine  Bahncnrve  beschreibt,  von  der  dasjenige 
Stück,  welches  der  Schwingung  des  Balancier  entspricht,  sich  sehr 
nahe  an  eine  verticale  Gerade  anschmiegt,  können  wir  auf  zwei 
verschiedene  Weisen  erfahren.  Wir  betrachten  den  Balancier  als 
gegeben,  bezeichnen  dessen  höchste,  mittlere  nnd  tiefste  Lage  mit 
12-23,  12-23m,  12'23t,  ziehen  senkrecht  auf  12'23m  die  verticale 
Gerade  34^4i,  welche  die  Pfeilhöhe  des  vom  Punkte  23  beschrie- 
benen Schwingbogens  halbirt,  und  wählen  fllr  das  Glied  3  eine 
passende  Länge.  Durch  die  gleich  grossen  Strecken  23-34, 
23m'34my  23r34t  ergeben  sich  auf  jener  verticalen  Geraden  die 
drei  Lagen  34,  34m  ^  34t  des  Gelenkpunktes  34  und  auf  der  hori- 
zontalen Geraden  34nr45m  wird  die  Axe  15  lothrecht  unter  12  an- 
genommen. Willkürlich  ist  noch  entweder  das  Yerhältniss  der 
Sectorradien ,  oder  die  Länge  der  Lenkstange  4.  Nehmen  wir 
erstens  an,  es  sei  beispielsweise  das  Yerhältniss  der  Sectorradien 
12-25,  15-25  gleich  2:1,  so  ist  der  bezüglich  15'45m  symmetrisch 
gezeichnete  Drehungswinkel  des  Sectors  5  doppelt  so  gross  als 
der  Schwingungswinkel  des  Balancier.  Auf  der  Sectorgeraden 
15-45,  die  der  höchsten  Lage  des  Balancier  entspricht,  ergiebt 
sich  dann  der  Gelenkpunkt  45  als  Schnittpunkt  eines  Bogen- 
stttckes  h  einer  Hyperbel,  deren  Brennpunkte  15,  34  sind  und 
deren  Hauptaxe  der  Strecke  34m-15  gleich  ist;  denn  es  ist  dem 
gemäss  die  Strecke  34-45  —  34nri5  +  15-45n,  =  34^-45^  und  da- 
durch die  Länge  34-45  der  Lenkstange  4  bestimmt,  deren  höchste, 
mittlere  und  tiefste  Lage  beziehlich  mit  34-45,  34^-45^^  34t- 45t 
bezeichnet  ist  Nehmen  wir  zweitens  an,  es  sei  die  Län^e  34-45 
der  Lenkstange  4  gegeben,  so  ist  dadurch  das  Yerhältniss  der 
Sectorradien  bestimmt;  denn  der  Gelenkpunkt  45  ergiebt  sich  auf 
jenem  Hyperbelbogen  h  als  ein  Schnittpunkt  des  um  34  mit  der 
Strecke  34-45  als  Badius  beschriebenen  Kreisbogens,  und  mit  der 
Geraden  15-45  ist  der  entsprechende  Drehungswinkel  des  Sectors  5 
gefunden.  Da  sich  dieser  Drehungswinkel  des  Sectors  5  und  der 
Schwingungswinkel  des  Balancier  umgekehrt  wie  die  Radien  der 
Sectoren  5,  2  verhalten,  so  ist  hierdurch  auch  das  Yerhältniss  der 
Sectorradien  bestimmt 

Behufs  der  Frtlfung  der  Genauigkeit  dieser  Geradftthrnng  kann 
man  für  einige  Punkte  die  Normalen  der  vom  Gelenkpunkte  34 
beschriebenen  Bahncurve  construiren.  Um  z.  B.  für  die  höchste 
Lage  die  betreffende  Normale  zu  erhalten,  ziehen  wir,  wie  in 
Art  209  angegeben  wurde,  die  Gerade  23-25,  welche  4  in  35  trifft. 
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ferner  die  Gerade  15-35^  die  auf  12-23  den  Pol  13  bestimmt;  dann 
ist  34-13  die  Normale  an  der  Bahncurve  im  Punkte  3i^  nnd  diese 
Normale  ist  fast  senkrecht  zur  verticalen  Geraden  34r34ri.  Je  mehr 
die  Normalen  der  Bahncurve  sich  der  rechtwinkeligen  Stellung 
zur  verticalen  Geraden  34'34t  nähern,  desto  inniger  schmiegt  sich 
die  Bahncurve  an  dieselbe  an. 

Es  kann  aber  auch,  wenn  man  nicht  wie  Maudslay  jene 
kreisförmigen  Zahnsectoren  anwenden  will ,  eine  genaue  Gerad- 
fUhrung  vermittelst  zweier  leicht  zu  befitimmenden  curvenförmigen 
Zahnsectoren  erhalten  werden.  Wir  denken  uns  den  Gelenk- 
punkt 34  auf  der  verticalen  Geraden  34 '34t  bewegt  und  con- 
struiren  für  verschiedene  Lagen  desselben  den  Pol  25  auf  der 
Geraden  12-15.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  auf  die  verticale 
Gerade  die  Senkrechte  34-13,  welche  die  Gerade  12-23  im 
Punkte  13  schneidet,  ziehen  ferner  die  Gerade  13-15,  die  34-45 
im  Punkte  35  trifift ;  dann  bestimmt  die  Gerade  23-35  durch  ihren 
Schnitt  mit  12-15  den  Pol  25.  Dadurch  erhalten  wir  die  betreffen* 
den  Rollcurven  in  den  beiden  Systemen  2, 5,  und  wenn  wir  entspre- 
chende Stücke  dieser  BoUcurven  mit  Zähnen  versehen,  wird  der 
Gelenkpunkt  34  genau  auf  jener  verticalen  Geraden  34-34t  geführt. 

211.  Watt'sches  Pianetenradgetriebe.  Wenn  bei  dem  Zahn- 
kniemechanismus in  Fig.  534  die  beiden  Axen  15,  45  coincidiren 
und  das  Glied  4  festgestellt  ist,  erhalten  wir  das  bekannte  Pianeten- 
radgetriebe, welches  Watt  bei  seiner  Dampfmaschine  wegen  Ver- 
meidung eines  Patentstreites  anstatt  der  gewöhnlichen  Kurbel 
anwandte  0.  Vermittelst  des  schwingenden  Balancier  3  und  der 
Pleuelstange,  an  welcher  das  Bad  2  befestigt  ist,  wird  der  lose 
auf  der  Welle  45  sitzende  Arm  1  gedreht  und  das  Bad  2  in  um- 
laufende Bewegung  versetzt,  welches  die  Drehung  des  eingreifen- 
den, auf  der  Welle  45  befestigten  Bades  5  bewirkt.  Infolge  dieser 
Anordnung  vollzieht  das  Bad  2  eine  Schwankung,  aber  keine 
Umdrehung  im  Bezug  auf  das  feste  Gestell  4;  und  je  länger  die 
Pleuelstange  12-23  ist,  desto  mehr  nähert  sich  die  Bewegung  des 
Bades  2  einer  kreisförmigen  Parallelbewegung. 

Die  Umdrehungszahl  u^  des  Bades  ^5,  die  einer  Umdrehung 
des  Armes  1  entspricht,  ergiebt  sich  aus  der  für  die  Drehgeschwin- 
digkeiten in  Art.  206  gegebenen  allgemeinen  Formel  I)  oder  aus 
der  daselbst  specialisirten  Formel  a).   Wir  können  aber  die  Formel 

*)  James  Watt,  Specification  No.  1306  vom  25.  Oct.  1781  und  No.  1321 
vom  12.  März  1782.  Muirhead,  Mechanical  Inventions  of  James  Watt.  1865. 
Vol.  III.  p.  50,  70. 
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fttr  die  Umdrehungszahl  u^^  anch  leicht  direct  ableiten.  Es  seien 
^si9  ^51  ^f  ^^^  beliebig  angenommenes  Zeitmaass  die  Umdrehungs- 
zahlen der  Rftder  2^  5  im  Bezng  anf  das  Glied  ij  femer  seien 
r,,  r^  die  Rollkreisradien,  a^,  ^^  die  Zähnezahlen  der  Rädert,  5^ 
and  V  bezeichne  das  Uebersetznngsverhältniss  vom  Rade  5  zum 
Rade  2y  dann  ist: 


V. 


'51       '  S     gjj_.     ^"^2     ^_      I 


«'«l 


Das  Verhältniss  v  ist  negativ,  wenn  die  Räder  2,  3  sich  im  Be- 
zug auf  das  Olied  1  in  entgegengesetztem  Sinne  drehen,  also  beide 
Vollräder  sind;  dagegen  positiv,  wenn  die  beiden  Räder  2^  3  sich 
im  Bezng  anf  das  Glied  i  in  gleichem  Sinne  drehen,  also  das  eine 
ein  Vollrad,  das  andere  ein  Hohlrad  ist.  Während  einer  Umdreh- 
ung des  Armes  1  nm  die  Axe  4r5  macht  anch  das  Rad  2  eine 
Umdrehung  in  entgegengesetztem  Sinne  im  Bezug  auf  den  roti- 
renden  Arm  i,  und  es  folgt  demnach,  weil  u^^  =»  1  ist, 

Im  ersten  Falle  bei  Vollrädern  dreht  sich  das  Rad  5  im  Bezug 
auf  1  im  gleichen  Sinne  mit  :/,  im  zweiten  Falle  bei  einem  Voll- 
rade und  einem  Hohlrade  aber  im  entgegengesetzten  Sinne;  dem 
gemäss  ist  die  Zahl  i/qi  im  ersten  Falle  positiv,  im  zweiten  Falle 
negativ  zu  nehmen.  Wenn  wir  uns  vorstellen,  das  Rad  2  sei  gegen 
den  Arm  1  in  Ruhe,  bilde  also  mit  dem  Arme  1  ein  Stück,  so 
wllrde  durch  den  Zahneingriff  mit  einer  Umdrehung  des  Armes  1 
auch  das  Rad  5  eine  Umdrehung  vollenden.  Hiemach  ergiebt 
sich  im  ersten  Falle  die  Umdrehungszahl  u^  des  Rades  5  im  Ge- 
stell iy  die  einer  Umdrehung  des  Armes  1  entspricht: 

•  '^ 

'6  ^i 

im  zweiten  Falle 

ii„=l  —  «81  =  1  —  V— 1 ^  =  1 2). 

Sind,  wie  in  Fig.  6S4,  beispielsweise  die  beiden  Vollräder  2,  5  von 
gleicher  Grösse,  so  ist  «^  =  2,  und  demnach  vollzieht  das  Rad  5 
oder  die  Welle  iö  während  einer  Umdrehung  des  Armes  1  zwei 
Umdrehungen  in  gleichem  Sinne. 

Bei  dem  in  Fig.  536  gezeichneten  Planetenradgetriebe ,  wel- 
ches Caird  und  Robertson  zur  Eraftübersetzung  beim  Gangspill 
angewendet  haben  0^  ist  das  Rad  5  ein  Hohlrad  und  das  Rad  2 

')  Caird  und  Robertson,  Specification  No.  3066  Tom  31.  October  1867. 


«'»4  — l+i^M  — l+r=l+-^  — 1  +  ^ 1), 
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auf  ein  Excentrik  gesetzt,  welches  das  Glied  1  vertritt.  Die  an 
das  Bad  2  befestigte  Stange  ist  durch  das  Glied  3  an  das  Gestell  4 
gekoppelt.  Infolge  der  Drehung  des  Excentriks  1  macht  das  Rad  2 
eine  geringe  Schwankung  in  dem  Gestell  und  bewirkt  durch  seinen 
Eingriff  die  Drehung  des  Hohlrades,  dessen  Umdrehungszahl  sich 
nach  der  Formel  2)  ergiebt    Es  ist  demnach 

«54 ^ 

Da  die  Differenz  der  Zähnezahlen  des  grösseren  Hohlrades  5  und 
des  kleineren  Yollrades  2  stets  positiv  ist,  so  dreht  sich  das  Rad  5 
in  gleichem  Sinne  mit  dem  Excentrik  i;  und  je  kleiner  diese 
Differenz  ist,  desto  kleiner  ist  die  als  echter  Bruch  auftretende 
Umdrehungszahl  ii^.  Ist  z.  B.  das  Hohlrad  5  mit  ^^,  =  20,  das 
Vollrad  2  mit  ^^  ■-'  18  Zähnen  versehen,  dann  erhalten  wir 

Abgesehen  von  der  Reibung  und  der  geringen  Schwankung  des 
Rades  2  wird  durch  die  Umdrehungszahl  u^  das  theoretische  Ver- 
hältniss  der  Eraftübersetzung  bestimmt. 

Werden  in  Fig.  636  die  Längen  der  Glieder  7,  2,  <?,  i  so  ge- 
nommen, dass  diese  vier  Glieder  ein  Parallelkurbelgetriebe  bilden, 
so  vollzieht  das  Rad  2  im  Bezug  auf  das  Gestell  4  eine  kreisförmige 
Parallelbewegung  und  ist  von  jener  Schwankung  befreit.  Demnach 
wird  dann  die  Uebertragung  der  Bewegung  gleichförmig.  Bei 
dieser  Parallelbewegung  tritt  in  der  Durchschlagslage  Unstetigkeit 
der  Bewegung  ein,  und  dies  mttsste,  wie  in  Art  128  angegeben 
ist,  durch  eine  Koppelung  zweier  anderer  Parallelkurbel  vermieden 
werden.    Dadurch  wird  aber  die  praktische  Herstellung  erschwert 

Die  Parallelbewegung  des  Rades  2  kann  auch,  wie  in  Fig.  687 
schematisch  veranschaulicht  ist,  durch  ein  Kreuzkurbelgetriebe  be- 
wirkt werden,  bei  welchem  keine  Unstetigkeit  der  Bewegung  ein- 
tritt Die  an  dem  Vollrade  2  befestigte  Stange  g  gleitet  in  der 
Hülse  G  des  Gliedes  3\  und  dieses  Glied  trägt  eine  zweite  zu  Q 
rechtwinkelige  Httlse  «/,  die  auf  der  festen  Stange  i  sich  verschiebt^ 
welche  das  Gestell  4  vertritt.  Durch  die  Drehung  der  Kurbel  1 
wird  die  Stange  g  und  das  Rad  P,  welches  in  das  Hohlrad  5  ein- 
greift, kreisförmig  parallel  bewegt  und  bewirkt  die  Drehung  des 
Hohlrades  5.    Dieses  Getriebe  hat  E  a  d  e  s  0  bei  seinem  Flaschen- 

')  Siehe  die  Gitate  in  der  Anmerkung  8.  224. 
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znge,  der  in  Fig.  638  schematisch  dargestellt  ist,  angewendet 
nnd  in  folgender  Weise  praktisch  ansgeftthrt.  Der  Haken  /,  der 
Knaggen  t  nnd  die  Axe  45  befinden  sich  im  Gliede  4^  welches 
den  Rahmen  des  Flaschenznges  vertritt.  Das  Glied  1  ist  eine 
excentrische  Nabe  der  lose  auf  der  Axe  46  drehbaren ,  nicht  ge- 
zeichneten EraftroUe,  welche  in  Einkerbungen  die  Handkette 
trägt  Auf  diese  excentrische  Nabe  ist  das  Rad  2  gesetzt,  wel- 
ches mit  den  Knaggen  a,  b^  c,  d  versehen  ist  und  in  das  Hohl- 
rad 5  eingreift  Das  kreuzfl^rmige  Glied  3  enthält  einen  verti- 
calen  Schlitz,  in  dem  sich  der  Knaggen  t  befindet,  femer  ein 
horizontales  Querstttck,  an  dem  die  Knaggen  er,  b  nnd  c,  d  gleiten. 
Durch  die  Kraftrolle  mit  der  excentrischen  Nabe  wird  das  Rad  2 
demnach  kreisförmig  parallel  bewegt  und  bewirkt  durch  seinen 
Eingriff  die  Drehung  des  Hohlrades  J,  welches  lose  auf  die  Axe  45 
gesetzt  ist.  Dieses  Hohlrad  bildet  ein  Stück  mit  der  nicht  ge- 
zeichneten Lastrolle,  die  in  Einkerbungen  die  Lastkette  trägt. 
Bezeichnen  wieder  ^a,  js^  die  Zähnezahlen  des  Vollrades  2  und 
des  Hohlrades  ^,  so  ist  die  einer  Umdrehung  der  Kraftrolle  oder 
der  excentrischen  Nabe  i  entsprechende  Umdrehungszahl  u^  des 
Hohlrades  5: 

«64   = 


«5 


Hiermit  ist  auch  das  Yerhältniss  der  theoretischen  Kraftttbersetzung^ 
gegeben,  wenn  die  Radien  der  Kraftrolle  und  der  Lastrolle  gleich 
sind.  Es  wird  aber,  um  diese  Kraftttbersetzung  noch  zu  ver- 
grossem,  der  Raduis  r,;  der  Kraftrolle  stets  grosser  als  der  Ra> 
dius  Py  der  Lastrolle  genommen.  Demnach  ergiebt  sich  das  theo- 
retische Yerhältniss  der  Kraft  K  zu  Last  Q: 

K  ^  ry     z^^z^ 

Q  ^  ni  '     «5 

Zur  Vermeidung  der  auftretenden  Reibung  hat  Eades  zwischen 
der  excentrischen  Nabe  und  dem  Rade  2  FrictionsroUen  ange- 
bracht; aber  dennoch  wird  durch  die  Reibung  der  praktische 
Nutzeffect  beträchtlich  geringer  als  der  theoretische  NutzeffectO- 

212.  Umlaufräderige  Kurbelgetriebe.  Wird  bei  dem  in  Fig.  689, 
Taf.  XXXV,  dargestellten  Zahnkniemechanismus  das  eine  der  bei- 
den Glieder  2^  S,  z.  B.  das  Glied  2^  festgestellt,  so  erhalten  wir  ein 


*)  Werner 's  Mittheilung  in  der  Zeitschr.  d.  Vereines  deutscher  Ingenteure. 
186S.  B.  XII.  B.21,  — yfeishhch'E er rmAnUf  Lehrbuch  der  Ingenieur- und 
Maschinen-Mechanik.  1880.  3.  Thl.  2.  Abth.  S.  6S. 
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nmlanfräderiges  Kurbelgetriebe.  Der  GeleDkpnnkt  45  des 
Bades  5,  welches  um  das  feststehende  Rad  2  läuft,  beschreibt  eine 
Trochoide  /,  und  das  Glied  3  wird  gemäss  den  gewählten  Längen- 
verbältnissen  entweder  in  schwingende  oder  rotirende  Bewegung 
versetzt.  Fflr  die  im  Allgemeinen  sehr  complicirte  Bewegung  des 
Gliedes  <?,  welches  bei  der  Anordnung  in  Fig.  539  Schwingungen 
vollzieht,  kann  aber  die  Geschwindigkeit  leicht  construirt  werden. 
Nehmen  wir  an,  das  Glied  i,  welches  die  Kurbel  vertritt,  rotire 
gleichförmig,  und  es  sei  die  constante  lothrechte  Geschwindigkeit 
des  Punktes  15  gleich  15-12 y  so  ergiebt  sich  auf  der  Normalen 
45-25  der  Trochoide  y  durch  die  zu  45-15  parallele  Gerade  12-45^ 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  45-45^  des  auf  dieser  Trochoide 
bewegten  Gelenkpunktes  45  \  und  femer  bestimmt  die  zu  45-34 
parallele  Gerade  45^^-34^  auf  dem  Gliede  3  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit 34-34^  des  auf  dem  Kreise  X  schwingenden  Gelenk- 
punktes 34. 

Bei  dem  in  Fig.  540  dargestellten  besonderen  Falle  sind  die 
beiden  festen  Axen  12,  23  in  4>  zusammengelegt,  das  umlaufende 
Rad  5  greift  in  das  feste,  viermal  grössere  Hohlrad  2,  der  Gelenk- 
punkt 45  befindet  sich  auf  dem  Rollkreise  r^  des  umlaufenden 
Rades  «5,  und  die  Längen  der  Glieder  i,  3  sind  gleich.  Demnach 
beschreibt  der  Gelenkpunkt  45  eine  vierspitzige  Hypocycloide  y, 
und  während  einer  gleichförmigen  Umdrehung  des  Gliedes  1  macht 
das  Glied  <?,  wie  man  leicht  anschaulich  erkennt,  einen  aus  vier 
periodischen  Bewegungen  bestehenden  Umlauf.  Um  diesen  Be- 
wegungsvorgang zu  überschauen,  denken  wir  uns  das  Glied  1  in 
der  eingezeichneten  Pfeilrichtung  gedreht.  Der  Paukt  34  ruht 
momentan,  wenn  der  Punkt  45  einen  Rttckkehrpunkt  der  Hypo- 
cycloide durchschreitet,  macht  hierauf  eine  kleine  Rttckschwin- 
gung,  ruht  wieder  momentan  an  der  Stelle,  an  welcher  die  Nor- 
male 25-45  der  Hypocycloide  y  mit  dem  Gliede  4  zusammenfällt, 
und  schreitet  dann  aber  in  dem  Sinne  des  Pfeiles  weiter,  bis 
der  Punkt  45  in  den  nächsten  Rttckkehrpunkt  der  Hypocycloide 
gelangt.  Die  lothrechte  Geschwindigkeit  34'34x,  des  Punktes  34 
ergiebt  sich  wie  vorhin,  indem  wir  zu  15-45  die  Parallele  4>-45t, 
bis  an  die  Normale  der  Hypocycloide  und  zum  Gliede  4  die  Pa- 
rallele 45^-34^  bis  an  das  Glied  3  ziehen.  Dieses  specielle  um- 
laufräderige  Kurbelgetriebe  hat  Oehlmann^)  bei  einem  Kapsel- 
werke angewendet,  welches  als  Pumpe,  Messapparat  oder  Motor 


>)  Deutsches  Reichspatent  No.  296S1  vom  27.  April  1884. 
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dienen  soll,  aber  wegen  seiner  schwierigen  praktischen  Ansflihr- 
barkeit  wohl  keinen  Eingang  in  die  Praxis  finden  wird. 

213.  Umlaufräderige  Schubkurbelgetriebe.  Wenn  bei  dem  nm- 
lanfräderigen  Kurbelgetriebe  der  Gelenkpnnkt  23  ins  Unendliche 
verleg  wird,  erhalten  wir  ein  nmlanfräderiges  Schnbknrbel- 
getriebe.  In  Fig.  541  ist  demnach  das  Glied  3  durch  einen 
Schlitten  vertreten,  der  sich  in  dem  geradlinigen  Schlitze  des 
festen  Gliedes  2  verschiebt;  das  umlaufende  Rad  5  greift  in  das 
feste  Hohh'ad  2  von  doppelter  Grösse,  und  der  Gelenkpunkt  4J 
befindet  sich  auf  dem  Rollkreise  r,  des  umlaufenden  Rades  5, 
Demnach  beschreibt  dieser  Gelenkpunkt  hin-  und  hergehend  den 
Durchmesser  /  des  Rollkreises  r,  des  Hohlrades  2^  und  die 
Bewegung  des  Gelenkpunktes  45  kann  auch  durch  ein  gleich- 
schenkeliges  Schubkurbelgetriebe  hervorgebracht  werden,  dessen 
Kurbel  das  Glied  1  und  dessen  Koppel  10-45  ist  Gemäss  der 
obigen  Gonstruction  erhalten  wir  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
45-4:5^  des  Punktes  45  durch  die  zu  15-45  parallele  Gerade 
12-45t,f  welche  die  auf  y  senkrechte  Gerade  25-45  im  Punkte  45^ 
auf  dem  Kreise  r^  triflft.  Da  nun  25-45  =  45-45^  ist,  so  wird 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  45  auch  durch  die 
Strecke  46-25  dargestellt;  und  wir  erhalten  einfacher  durch  die 
zum  Gliede  4  parallelen  Geraden  25-34^  in  der  zur  Schubgera- 
den i.  senkrechten  Geraden  34-23"^  die  lothrechte  Geschwindig- 
keit 34-34^  des  Gelenkpunktes  34  oder  des  geradlinig  parallel 
bewegten  Gliedes  3. 

Werden  in  Fig.  B42  die  Schubgemde  A  und  der  Durch- 
messer /  in  einer  Geraden  liegend  angenommen,  dann  vereinen 
sich  die  Glieder  3,  4  zu  einem  einzigen  mit  3  bezeichneten  Gliede, 
und  wir  erhalten  die  bekannte  hypocjcloidische  Gerad- 
ftthrung^),  welche  z.  B.  bei  der  Dampfmaschine  von  Murray 2), 
bei  der  Buchdrucker-Schnellpresse  von  König  undBauer^)  und 
bei  manchen  anderen  Maschinen  Anwendung  gefunden  hat.  Der 
Bewegungsvorgang  des  parallel  bewegten  Gliedes  3  kann  auch 
hervorgebracht  werden  durch  ein  mit  EingrifTspaarung  versehenes, 
gleichschenkeliges  Schubkurbelgetriebe,  bei  welchem  12-15  die 


')  Siehe  Gardanus,  Opus  novum  de  proportionibus  numerorum,  1570. 
prop.  173.  p.  186.  De  La  Hire,  „Trait6  des  ^picycloides".  Memoires  de  VAca- 
dimxe.  1730.  T.  9.  p.  389.  White  in  den  Annales  des  arts  et  manufactures, 
par  O'Reilly.  (ohne  Druckjahr)  T.  19;  p.  294. 

^)  Specification  No.  2632  vom  28.  Juni  1802. 

•)  HülBse,  Allgemeine  Maschinen- Encyclopädie.  1844.  B.  ü.  S.  772. 
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Earbel  nnd  15-45  die  Koppel  vertritt,  oder  einfacher  dnrch  ein 
Kreuzknrbelgetriebe,  bei  welchem  12-25  die  Earbel  nnd  25-i5 
die  Mittellinie  eines  am  Oliede  3  befindlich  gedachten  Schlitzes 
ist.  Das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  des  Punktes  45  oder 
des  Gliedes  3  wird  hier  durch  den  BoUkreis  r^  des  Hohlrades  2 
repräsentirt. 

214.  Zahnexcentrikgetriebe.  Bei  dem  Zahnkniemechanismns 
in  Fig.  543  ist  das  Glied  3  festgestellt  nnd  mit  dem  Gliede  i 
durch  eine  Richtpaarung  verbunden.  Diesem  Getriebe  hat  Beu- 
leauxO  den  Namen  Zahnexcentrik  gegeben,  weil,  falls  die 
feste  Axe  23  innerhalb  des  um  dieselbe  rotirenden  Bades  2  liegt, 
das  Bad  2  als  ein  verzahntes  Excentrik  betrachtet  werden  kann. 
Um  den  im  Allgemeinen  sehr  complicirten  Bewegungsvorgang  des 
Gliedes  4  zu  veranschaulichen,  denken  wir  uns  einstweilen  das 
Bad  2  festgehalten  und  das  Glied  1  um  die  jetzt  feste  Axe  12  ge- 
dreht ;  dann  beschreibt  der  an  dem  umlaufenden  Bade  5  befestigte 
Punkt  45^  der  auch  mit  A  bezeichnet  ist,  eine  Trochoide  a  in 
dem  System  2^  die  auf  dem  mitgedrehten  Fahrstrahle  23 -A  die 
Wegänderungen  bestimmt  und  somit  ein  Wegdiagramm  für  die 
Bewegung  des  Punktes  A  auf  der  Stange  3  bildet.  Betrachten 
wir  wieder  das  Glied  3  als  fest,  und  drehen  wir  das  Glied  2  mit 
der  angehefteten  Trochoide  a  um  die  feste  Axe  23^  so  ist  die  Be- 
wegung des  von  der  Trochoide  a  mit  der  Geraden  3  gebildeten 
Schnittpunktes  auf  dieser  Geraden  identisch  mit  der  Bewegung 
des  Punktes  A  oder  des  Gliedes  4.  So  viele  Normalen  als  von 
dem  festen  Axenpunkte  23  an  die  Trochoide  a  gehen,  so  viele 
momentane  Buhelagen  treten  während  einer  Periode  in  dem  aus 
verschiedenen  Schwingungen  bestehenden  Bewegungsvorgange  des 
Punktes  A  auf.  Hat  aber  der  feste  Axenpunkt  23  eine  solche 
Lage,  dass  von  ihm  Tangenten  an  die  Trochoide  a  gelegt  werden 
können,  dann  ist  eine  beständige  Umdrehung  des  Gliedes  2  nicht 
möglich.  In  Fig.  543  ist  beispielsweise  das  Verhältniss  der  Badien 
der  BoUkreise  r^,  r,  oder  der  Zähnezahlen  der  beiden  Vollräder 
2^  5  gleich  2:1.  Die  Trochoide  a  ist  eine  verschlungene  Epi- 
trochoide;  und  da  schon  in  diesem  einfachen  Falle  das  Glied  4 
eine  sehr  complicirte  Bewegung  vollzieht,  so  kann  man  ermessen, 
wie  ausserordentlich  verwickelt  dieselbe  wird,  wenn  jenes  Ver- 
hältniss weniger  einfach  ist.  Es  wird  daher  durch  die  analytische 
Behandlung  keine  Uebersichtlichkeit  gewonnen,  und  wenn  man 


')  Cimlingenieur.  1858.  B.  4.  S.  4. 
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die  Eechnnngen  dnrch  Annähermigen  yereiDfacht,  sind  die  Resul- 
tate nicht  mehr  zuverlässig  0*  ^ii^^  wesentliche  Vereinfachung  tritt 
aber  in  dem  besonderen  Falle  ein,  wenn  die  Axen  23^  12  coinci- 
diren,  das  Rad  2  sich  also  centrisch  dreht 

Soll  für  eine  beliebige  Stellung  des  Rades  2  in  Fig.  648  eine 
entsprechende  Lage  des  Punktes  A  auf  der  Stange  bestimmt  wer- 
den, so  kann  dies  nur  mit  HOlfe  der  im  Voraus  gezeichneten  Tro- 
choide  a  geschehen.  Um  z.  B.,  wenn  23-12  in  die  Stellung  23-12^ 
gedreht  wird,  eine  entsprechende  Lage  A^  des  Punktes  A  zu  er- 
halten, ziehen  wir  die  Gerade  2?-%*,  auf  der  %*  ein  Schnittpunkt 
mit  der  Trochoide  a  ist,  so  dass  der  Winkel,  den  dieselbe  mit 
der  Geraden  3  bildet,  entgegengesetzt  gleich  ist  dem  Winkel, 
welchen  die  Gerade  23'12\mii  der  Geraden  23-12  einschliesst, 
und  machen  auf  3  die  Strecke  23'A^  =  23'W,  Da  aber  der  von 
23  ausgehende  Fahrstrahl  23-W  die  Trochoide  a  noch  in  anderen 
Punkten  schneidet,  so  ergeben  sich  damit  alle  Lagen  von  Ay  die 
jener  Stellung  des  Rades  2  entsprechen.  Umgekehrt  erhalten  wir 
gemäss  dieser  Bestimmung  durch  die  Schnittpunkte,  welche  der 
um  23  beschriebene  Kreis  A^W  mit  der  Trochoide  a  bildet,  die 
verschiedenen  Stellungen  des  Rades  2,  die  der  Lage  A^  ent- 
sprechen. 

Nachdem  zu  einer  Stellung  des  Rades  2,  wie  in  Fig.  MS,  eine 
entsprechende  Lage  A  construirt  ist,  ergiebt  sich  leicht  bei  der 
Annahme,  dass  der  Punkt  12  mit  der  lothrechten  Geschwindigkeit 
12-23  rotire,  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  A  durch  den 
Pol  24.  Wir  ziehen  also  die  Gerade  45^25^  welche  die  auf  der 
Stange  3  senkrechte  Gerade  23-34"'  in  dem  Pol  24  trifft,  und 
folglich  repräsentirt  die  Strecke  24-23  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  A.  Machen  wir  femer  senkrecht  auf  3  die 
Strecke  AA^«=  24-23^  so  erhalten  wir  einen  Punkt  A  des  ört- 
lichen Geschwindigkeitsdiagramms  des  Punktes  A  oder  Gliedes  4. 

In  Fig.  644  ist  das  specielle  Zahnexcentrikgetriebe  dargestellt, 
bei  welchem  das  Rad  6  in  ein  Hohlrad  2  von  doppelter  Grösse 
eingreift.  In  diesem  besonderen  Falle  ist  jene  Trochoide  a  eine 
Ellipse.  Der  Bewegungsvorgang  des  Gliedes  4  ist  demnach  ver- 
hältnissmässig  einfach  und  derselbe,  welcher  bei  dem  in  Art.  193 
behandelten  Mechanismus  untersucht  wurde. 


>)  Vergl.  die  analytische  Behandlang  des  Zahnezeentriks  Yon  Grashof 
in  der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure.  1858.  8. 236,  und  in  dessen 
Theoretische  Maschinenlehre.  1883.  B.  2.  S.  212. 
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ÄQS  theoretischem  Interesse  ist  in  Fig.  546  noch  das  symme- 
trische Zahnexcentrikgetriebe  gezeichnet,  bei  welchem  die  Bäder 
2y  5  gleich  sind  und  die  Gelenke  23,  45  auf  denselben  stets  sym- 
metrisch liegen  im  Bezog  auf  die  in  der  Mitte  zu  12-15  senk- 
rechten, nicht  gezeichneten  Geraden.  Bei  dieser  besonderen  An- 
ordnung ist  jene  Trochoide  a  eine  PascaTsche  Gurve,  also  eine 
Fusspunktencnrve  eines  Kreises,  dessen  Lothpunkt  der  feste  Axen- 
pnnkt  23  ist.  Die  bewegte  Stange  1,  welche  beständig  zur  festen 
Stange  3  parallel  bleibt,  yollzieht  gegen  dieselbe  eine  kreislinige 
Parallelbewegung,  und  der  Punkt  15  bewegt  sich  auf  einem  ÜLreise, 
dessen  Mittelpunkt  J  der  vierte  Eckponkt  des  durch  23,  12,  15 
bestimmten  Parallelogramms  ist  Denmach  kann  die  Bewegung 
der  Glieder  4,  5  auch  durch  ein  gleichschenkeliges  Schubkurbel- 
getriebe hervorgebracht  werden,  dessen  Kurbel  J-I5  und  dessen 
Koppel  15-24  ist.  Ferner  kann  auch  die  Bewegung  des  Gliedes  4 
einfach  durch  ein  Kreuzkurbelgetriebe  erzengt  werden,  und  des- 
halb ist  das  symmetrische  Zahnexcentrik  fttr  die  Praxis  werthlos. 

215.  Hauptmechanismus  der  Whitworth'schen  Langloch  -  Bohr- 
maschine. Durch  den  in  Fig.  546  schematisch  dargestellten  Mecha- 
nismus soll  vermittelst  einer  gleichförmigen  Drehung  eine  möglichst 
gleichförmige  hin-  und  hergehende  geradlinige  Bewegung  erzengt 
werden.  Bei  demselben  bilden  die  Glieder  1,  2,  3,  4  ein  Schub- 
kurbelgetriebe mit  dem  festen  Gestell  3.  Das  excentrische  Bad  2 
vertritt  die  Kurbel  und  greift  in  das  doppelt  so  grosse  Bad  5, 
welches  um  die  mit  dem  Sehlitten  4  schwingende  Axe  45  rotirt, 
und  soweit  ist  dieses  Getriebe  ein  specielles  Zahnexcentrikgetriebe. 
Das  Bad  5  befindet  sich  in  unserer  schematischen  Darstellung  hinter 
dem  Schlitze  des  Gestells  3  und  trägt  an  der  hinteren  Seite  einen 
Zapfen  56,  auf  den  der  drehbare  Schlitten  6  gesetzt  ist.  Dieser 
Schlitten  6  gleitet  in  dem  Schlitze  des  Gliedes  7,  welches  in  der 
zum  Gestell  3  gehörenden  Hülse  H  geführt  wird.  Der  Schlitz  des 
Gliedes  7  ist  parallel  zur  Schubgeraden  45-23  des  Schlittens  4  und 
die  Hülse  H  senkrecht  zu  derselben. 

Eine  zweckmässige  Anordnung  dieses  Mechanismus,  durch 
welchen  bei  gleichförmiger  Drehung  des  excentrischen  Bades  2 
eine  möglichst  gleichförmige  Schwingung  des  Gliedes  7  erzeugt 
wird,  kann  nur  durch  günstige  Wahl  des  Verhältnisses  der  Excen- 
tricität  zum  Bollkreisradius  r^  des  Bades  2  erreicht  werden.  Durch 
Annahme  des  Bollkreisradius  r^  und  der  Excentricität  23-J2,  welche 
wir  gleich  ir^  gewählt  haben,  ist  der  Mechanismus  bestimmt;  denn 
es  ist  der  Bollkreisradius  r^  des  Bades  ^5  gleich  2r^,  die  Länge 
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der  Schubstange  1  gleich  Zr^.  Der  Axenabstand  45-56  der  bei- 
den Schlitten  i^  6  wird  gleich  der  verlangten  halben  Schwingangs- 
weite  des  Gliedes  7  genommen.  Befindet  sich  23-12  in  der  Lage 
23-12^  in  der  Yerlängernng  von  der  Geraden  3^  dann  entspricht 
der  Schlittenaxe  56  die  Lage  56^  auf  dieser  Geraden.  Denken 
wir  uns  nun  das  excentrische  Rad  2  von  dieser  symmetralen  Stel- 
lung aus  im  Sinne  des  Pfeiles  gedreht,  und  theilen  wir  von  12^ 
aus  die  Hälfte  des  vom  Punkte  12  beschriebenen  Kreises  in  eine 
Anzahl  etwa  6  gleicher  Theile,  so  entsprechen  den  erhaltenen 
Theilpunkten  oder  Stellungen  des  Bades  2  die  markirten  Punkte 
in  der  von  dem  Punkte  56  erzeugten  Curve  ^.  Um  z.  B.  die  Lage 
56^  welche  dem  Theilpunkte  12  entspricht,  zu  erhalten,  machen 

wir  den  Winkel  145  56  gleich  der  Hälfte  des  Winkels  112  23, 
weil  dem  Drehungswinkel  von  2  gegen  1  ein  halb  so  grosser  ent- 
gegengesetzter Drehungswinkel  von  5  gegen  1  entspricht.  Ziehen 
wir  nun  durch  die  so  in  der  Curve  ^  enthaltenen  markirten  Punkte 
Parallele  zur  Geraden  3,  und  zeigt  sich,  wie  es  in  Fig.  546  der 
Fall  ist,  dass  die  Abstände  dieser  Parallelen,  abgesehen  von  der 
letzten  an  der  Ausschlaggrenze  befindlichen,  sehr  angenähert  gleich 
sind,  so  erweist  sich  die  Wahl  der  Excentricität  23-12  =^ir^  als 
eine  günstige.  Nach  einer  halben  Umdrehung  des  excentrischen 
Rades  2  gelangt  die  Gerade  45-56  in  die  auf  3  senkrechte  Lage 
45^''56^j  und  das  Glied  7  erreicht  nach  rechts  seine  Ausschlag- 
grenze. Während  der  folgenden  halben  Umdrehung  vollzieht  das 
Glied  7  rückwärtsgehend  dieselbe  Bewegung  bis  zur  Mittellage; 
und  einer  zweiten  vollen  Umdrehung  entspricht  die  anderseitige 
symmetrische  Bewegung.  Wird  die  Strecke  45-56  verlängert  oder 
verkleinert,  um  resp.  eine  grössere  oder  kleinere  Schwingungs- 
weite zu  erhalten,  so  bleibt  der  Bewegungsvorgang  des  Gliedes  7 
gleichartig;  denn  man  erkennt  leicht,  dass  die  betreffenden  Punkt- 
reihen, welche  jene  Parallelen  auf  der  Schubgeraden  a  des  Glie- 
des 7  bilden,  ähnlich  sind. 

Um  durch  Construction  des  örtlichen  Geschwindigkeitsdia- 
gramms D  des  Gliedes  7  oder  des  zu  demselben  gehörenden 
Punktes  A  eine  Bestätigung  der  angenähert  gleichförmigen  Be- 
wegung zu  empfangen,  müssen  wir  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  A  bestimmen,  indem  wir  annehmen,  der  Punkt  12  rotire 
gleichförmig  mit  der  lothrechten  Geschwindigkeit  12-23.  Die 
Gerade  23-25  schneidet  die  auf  3  senkrechte  Gerade  45-3 1^  in 
dem  Pol  35  des  Rades  5  im  Bezug  auf  das  Gestell  <?,  und  die 
Strecke  26-23  repräsentirt  die   lothrechte  Geschwindigkeit  des 
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Panktes  25  des  Rades  5.  Ziehen  wir  also  zu  25-56  die  Parallele 
23-56x>  bis  an  35-56  und  auf  die  Schlitzmittellinie  A'56  die 
Senkrechte  5&))-^^;  dann  ist  56 '56*^  die  lothrechte  Geschwindig- 
keit, welche  der  Punkt  56  in  der  Schubrichtung  des  Gliedes  7 
besitzt.  Machen  wir  femer  senkrecht  auf  dieser  Schubrichtung 
die  Strecken  AAii^*^56'56xi^  so  ist  A^^  ein  Punkt  des  Geschwin- 
digkeitsdiagramms ^.  Eine  andere  Gonstruction  dieser  lothrechten 
Geschwindigkeit  ergiebt  sich  durch  den  auf  3  liegenden  Pol  2^^ 
wenn  wir  die  Geraden  55-57,  56-57  resp.  parallel  und  senkrecht 
zu  3  ziehen ;  dann  bestimmt  die  Gerade  57-25  auf  3  den  Pol  21. 
Demnach  repräsentirt  21-23  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
Gliedes  7,  und  AA^  ist  gleich  derselben.  Diese  Gonstructionen 
der  Geschwindigkeiten  versagen  in  der  Symmetrallage,  wo  12  sich 
in  12^  befindet,  weil  dann  35-56  mit  der  Geraden  3  zusammen- 
fällt; dann  kann  man  aber  die  Geschwindigkeit  des  Gliedes  7 
leicht  in  besonderer  Weise  bestimmen.  Denn  es  ergiebt  sich, 
weil  die  Excentricität  ir,  und  die  betreffende  Geschwindigkeit 
des  Punktes  25  des  Rades  5  gleich  |r,  ist,  die  Grösse  der  Ge- 
schwindigkeit des  Gliedes  7  gleich  i  45-56.  Das  construirte,  von 
der  Schubgeraden  a  symmetrisch  getheilte  Geschwindigkeitsdia- 
gramm D  verläuft  bis  nahe  an  die  Ausschlaggrenzen  sehr  ange- 
nähert parallel  zu  dieser  Schubgeraden,  und  dadurch  wird  die 
angenähert  gleichförmige  Schwingung  des  Gliedes  7  bestätigt 
Bei  der  praktischen  Ausführung  dieses  Mechanismus  der  Whit- 
worth'schen  Langloch  -  Bohrmaschine ')  trägt  das  Glied  7  den 
rotirenden  Bohrer,  der  also  behufs  der  Bohrung  eines  Langloches 
angenähert  gleichförmig  hin  und  her  bewegt  wird. 

216.  Schubkurbelgetriebe  mit  Vorgelege.  In  Fig.  647  ist  ein 
Schubkurbelgetriebe  mit  einem  zweiräderigen  Vorgelege  gezeich- 
net. Das  gleichförmig  rotirende  Rad  5  treibt  das  auf  die  Kurbel- 
axe 12  befestigte  Rad  2,  welches  vermittelst  der  Schubstange  3 
den  Schlitten  4  in  dem  Gestell  1  in  ungleichförmige  schwingende 
Bewegung  versetzt.  Nehmen  wir  an,  dass  das  Rad  5  mit  der 
Drehgeschwindigkeit  gleich  der  Einheit  rotire,  so  ergiebt  sich 
die  Geschwindigkeit  des  Schlittens  4  durch  die  Bestimmung  des 
Pols  45,  Wir  ziehen  zunächst  auf  die  Schubgerade  a  des  Schlit- 
tens die  Senkrechten  15-14'^^  12-14"^^  femer  durch  den  Schnitt' 
punkt  24,  den  die  Gerade  3  mit  12-14'^  bildet,  und  durch  den 
Bertlhrungspunkt  25  der  Rollkreise  r,  tt  der  Räder  5,  2  die  Gerade 


')  Hart,  i>i>  Werkzeugmaschinen,  1864.  S.  97.  Taf.  XXin. 
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24'25j  welche  auf  lö-li"^  den  Pol  i5  bestimmt.  Demnach  erhalten 
wir  dnrch  die  zu  15-34:  parallele  Gerade  45^34^  die  lothrechte 
GcBchwindigkeit  34^4^  des  Punktes  34  oder  Schlittens  4.  Besteht 
das  Vorgelege  aas  mehreren  Rädern,  so  ist  die  Gonstrnction  die- 
selbe, wir  mdssen  dann  nur  anstatt  des  Pols  25  den  Pol  des  ersten 
nnd  letzten  Rades  benutzen ;  nnd  die  bei  verschiedenen  Vorgelegen 
auftretenden  örtlichen  Geschwindigkeitsdiagramme  des  Schlittens 
unterscheiden  sich  nur  durch  proportionale  Veränderungen  der  zur 
Schubgeraden  senkrechten  Ordinaten.  Das  ovale  Geschwindig- 
keitsdiagramm, welches  in  Art.  143  (Fig.  393)  gezeichnet  ist,  ver- 
anschaulicht die  ungleichförmige  schwingende  Bewegung  des  Glie- 
des 4,  Beim  Ereuzkurbelgetriebe  ist  die  Schubstange  3  unendlich 
lang,  die  Gerade  23-24  ist  zur  Schubrichtung  parallel,  und  das 
zugehörige  Geschwindigkeitsdiagramm  wird  eine  Ellipse,  die  in 
einen  Kreis  übergeht,  wenn  insbesondere  die  constante  lothrechte 
Geschwindigkeit  des  Punktes  23  gleich  23-12  ist. 

217.  Kreuzkurbelgetriebe  und  Schubkurbelgetriebe  mit  centri- 
echen elliptiechen  Rädern.  In  der  Praxis  werden  bei  dem  Ereuz- 
kurbelgetriebe und  Schubkurbelgetriebe  auch  unrunde  Räder  an- 
gewendet, um  durch  eine  gleichförmige  Rotation  angenähert  gleich- 
förmige geradlinige  Schwingungen  zu  erzeugen.  In  Art.  168  ist 
die  Bestimmung  der  theoretischen  Gestalt  der  unrunden  Räder  ab- 
geleitet, welche  genaue  gleichförmige  geradlinige  Schwingungeü 
bewirken,  aber  diese  theoretisch  unrunden  Räder  sind  für  die 
praktische  Ausftihrung  nicht  geeignet;  femer  ist  in  Art  163  auch 
die  Construction  rotirender  Scheiben  angegeben,  die  zu  gleichem 
Zwecke  dienen.  Die  Praxis  erfordert  aber  oft  nur  angenähert 
gleichförmige  Schwingungen,  die  durch  praktisch  ausführbare  un- 
runde Räder  erzeugt  werden.  Bei  dem  in  Fig.  548  dargestellten 
Getriebe  sind  zwei  mit  «5,  2  bezeichnete,  gleiche  elliptische  Räder 
F/?,  4>  7t  angewendet,  welche  sich  um  die  durch  ihre  Mitten  F^  4> 
gehenden  Axen  iJ,  12  im  Gestell  1  drehen  0«  Das  gleichförmig 
rotirende  elliptische  Rad  Fp  bewirkt  durch  seinen  Eingriff  eine 
ungleichförmige  Drehung  des  elliptischen  Rades  4>  tt,  welches  den 
Zapfen  23  mit  dem  drehbaren  Schlitten  3  trägt,  und  dadurch  wird 

*)  Diese  elliptischen  Räder  hat  Cor  out  zur  gleichförmigen  Fadenleitong 
bei  dem  Aufwickeln  auf  Spulen  verwendet  Demme,  Der  praktische  Maschinen- 
hauer. 1841.  Lieferung  5.  S.  157  und  1847.  Lieferung  25.  S.  413.  Später  hat 
Shanks  diese  Räder  auch  bei  einer  Langloch-Bohrmaschine  angewendet  An- 
fiales  du  Consei^atoire  des  arts  et  mätiers,  1862.  T.  IIL  p.  748;  auch  Civil' 
ingenieur.  1863.  B.  9.  S.  276. 
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das  in  der  festen  Hülse  H  gleitende  Schlitzglied  4  angenähert 
gleichförmig  schwingend  im  Gestell  1  bewegt  Fttr  die  Mittel- 
stellung des  Schlitzgliedes  4  steht  die  grosse  Ellipsenaxe  dea 
Bades  Fp^  und  die  kleine  Ellipsenaxe  des  Bades  4>7r,  die  den 
Zapfen  23  enthält,  auf  der  Schnbgeraden  a  senkrecht  Infolge 
dieser  symmetrischen  Anordnung  vollzieht  das  Schleifenglied  4 
beim  Hingange  und  Bückgange  dieselbe  Bewegung. 

Um  eine  möglichst  angenähert  gleichförmige  Schwingung  des 
Gliedes  4  zu  erhalten,  sind  die  Längen  der  EUipsenaxen  so  zu 
bestimmen,  dass  das  Ortliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t>  de» 
Gliedes  4  grösstentheils  sehr  angenähert  parallel  zur  Schubgeraden 
a  yerläuft.  Dies  wird  erreicht,  wenn  ein  Punkt  A  des  Gliedes  4 
in  seiner  Mittellage  und  in  einer  von  seiner  Weggrenze  wenig  ent- 
fernten Lage  A^  gleiche  Geschwindigkeiten  besitzt;  denn  dann  hat 
auch  der  symmetrisch  gelegene  Punkt  A!  dieselbe  Geschwindig- 
keit, und  die  entsprechenden  Punkte  Ai^^  A^y  AI  des  G^schwindig- 
keitsdiagramms  haben  gleichen  Abstand  von  der  Schubgeraden  a. 

Wir  betrachten  den  Axenabstand  jP4>  als  gegeben,  nehmen 
die  Schwingungsweite  A^A^  des  Punktes  A^  die  gleich  dem  Durch- 
messer des  von  dem  Punkte  23  beschriebenen  Kreises  X  ist,  be- 
liebig an,  und  setzen  voraus,  dass  das  Bad  Fp  gleichförmig  mit 
der  Drehgeschwindigkeit  gleich  der  Einheit  rotire.  Wir  wählen 
die  Lage  A^  des  Punktes  A  beispielsweise  so,  dass  -4M'  =»  i-4M* 
ist,  bestimmen  die  entsprechende  Lage  23^  des  Punktes  23^  indem 
die  auf  ^-23  senkrechte  Strecke  24^-23^  =  AA^  gemacht  wird. 
Stellen  wir  uns  vor,  es  sei  die  Ellipse  fc  gezeichnet,  so  wttrde 

der  Lage  A^  die  Drehung  dieser  Ellipse  um  den  Winkel  23  <I>  23* 
a=y  4>J25*  =  25*<l>a?  entsprechen,  wo  <I>a7  senkrecht  4>-25*  ist; 
und  der  nach  26^  auf  die  Centrale  jP4>  gelangende  Ellipsenpunkt  y 
würde  der  entsprechende  Berührungspunkt  der  beiden  Ellipsen 
sein.  Ziehen  wir  hierauf  die  Gerade  24^'25\  so  schneidet  diese 
die  auf  der  Schubgeraden  a  senkrechte  Gerade  15-14^  in  dem  zu 
der  betrachteten  Stellung  gehörenden  Pol  45^  des  Gliedes  4  und 
des  Bades  <9,  und  die  Strecke  15^45^  ist  gleich  der  lothrechten  Ge- 
schwindigkeit -4MJ  des  Punktes  A  in  der  Lage  A^.  Für  die  Mittel- 
lage 4  fällt  der  Pol  24  mit  23  zusammen ,  die  Ellipsen  /r,  p  be- 
rühren sich  auf  der  Centralen  mit  ihren  Scheiteln  im  Pol  i<5,  und 
die  Gerade  24-25  bestimmt  auf  15-14'^  durch  den  zugehörigen  Pol  45 
die  Strecke  15-45^  welche  gleich  der  lothrechten  Geschwindigkeit 
AAii  des  in  seiner  Mittellage  befindlichen  Punktes  A  ist.  Wenn  nun 
diese  beiden  Pole  45\  45  wie  im  betrachteten  Falle  coincidiren^ 
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'  dann  sind  die  beiden  constrairten  Geschwindigkeiten  gleich;  and 

^  dies  tritt  ftlr  bestimmte  EUipsenaxen  ein,  die  sich  yermittelst  einer 

i  Hülifscurve  h  ergeben. 

Es  werde  auf  der  Centralen  F<P  ein  beliebiger,  aber  zweck- 
mässig gewählter  Punkt  25^  den  wir  zur  Vereinfachung  der  Zeich- 
nung beispielsweise  in  den  bestimmten  richtigen  Pol  25  gelegt 
haben,  als  ein  provisorischer  Berührungspunkt  der  Scheitel  zweier 
gedachter  Ellipsen  tt,  p  betrachtet,  dann  wtlrden  die  Strecken 
F'25^  ^'25  gleich  den  Halbaxen  der  Ellipsen  sein.  Diese  Halb- 
axen  tragen  wir  auf  einen  Papierstreifen  ab,  der  als  elliptischer 
Girkel  dient,  und  zeichnen  yermittelst  desselben  ein  kleines  Stück 
der  Ellipse  tt,  welche  die  Gerade  4>;r  im  Punkte  a;  schneidet; 
hierauf  machen  wir  in  der  Centralen  <t>-5S*  =  <I>a?  und  ziehen 
die  beiden  Geraden  24-25^  24}-25\  deren  Schnittpunkt  ein  Punkt 
jener  genannten,  durch  Punktirung  gekennzeichneten  Hülüscurve  h 
ist  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens,  etwa  durch  Ermitte* 
lung  Ton  drei  solchen  Schnittpunkten,  erhalten  wir  ein  fast  gerad- 
liniges Stück  der  Hülfscurve  A,  die  durch  ihren  Schnitt  mit  der 
Geraden  lö-W^  den  Punkt  45  liefert.  Dem  zufolge  bestimmt  die 
Gerade  45-24  auf  der  Centralen  den  Berührungspunkt  25  der 
Scheitel  und  damit  auch  die  gesuchten  Axen  der  Ellipsen  n^  p^ 
durch  welche  jene  gleichen  Geschwindigkeiten  für  A  und  A^  her* 
vorgebracht  werden.  In  mathematischer  Strenge  sind  die  con- 
gmenten  SoUcurven  Py  n  keine  Ellipsen;  aber  bei  den  erhaltenen 
günstigsten  Ellipsen  mit  verhältnissmässig  kleiner  AxendifFerenz 
ist  auch  die  Abweichung  von  den  mathematisch  richtigen  BoU- 
curven  sehr  klein,  so  dass  dieselben  in  der  Praxis  mit  grosser 
Genauigkeit  durch  Ellipsen  ersetzt  werden  können. 

Das  gezeichnete  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t),  wel- 
ches von  der  Schubgeraden  a  und  der  auf  ihr  senkrechten  Ge- 
raden AA^  in  vier  synmietrische  Theile  getheilt  wird,  verläuft 
bezüglich  der  Wegstrecke  A^A"^  beiderseits  sehr  angenähert  parallel 
zur  Schubgeraden  a,  wodurch  die  Gleichförmigkeit  der  Schwin- 
gung auf  dieser  Wegstrecke  bestätigt  wird ;  und  das  Gesetz  dieses 
Bewegungsvorganges  bleibt  bestehen,  wenn  wir  die  Kurbel  ^-23 
verlängern  oder  verkürzen.  Wählen  wir  diese  Wegstrecke  noch 
ein  wenig  grösser,  wird  also  A^A^  kleiner  als  iA^A^  genommen, 
dann  würde  das  Gieschwindigkeitsdiagramm  bei  dieser  wenig  ver- 
grösserten  Wegstreke  A^A"*  merklich  grössere  Abweichungen  von 
dem  Parallelismus  zeigen. 

Wenn  wir  in  Fig.  648  die  Kurbel  ^-23'  in  23'  mit  der  Schub- 

34* 
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Stange  3^  verbinden,  deren  anderer  Endpunkt  34^  in  der  Schnb- 
geraden  a  schwingti  also  ein  Schubkurbelgetriebe  mit  elliptischen 
Bädern  Fp^  4>/r  betrachten,  so  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  34\  wie  in  Art.  216  gezeigt  wurde,  vermittelst  der  6e 
raden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  i  der  Geraden  3^  und  ^-23 
und  durch  den  Punkt  25^  geht«  Das  gezeichnete  örtliche  Geschwin- 
digkeitsdiagramm t)',  welches  von  der  Schubrichtung  a  symme- 
trisch getheilt  wird,  entfernt  sich  schräg  verlaufend  von  derselben 
und  weicht  in  seiner  Gestalt  um  so  weniger  von  jenem  Geschwin- 
digkeitsdiagramm t)  ab,  je  länger  die  Schubstange  3^  ist. 

218.  Kreuzkurbelgetriebe  und  Schubkurbelgetriebe  mit  einem 
excentrischen  Kreisrade  und  einem  centrischen  ovalen  Rade.  In 
Fig.  549  wird  das  Kreuzkurbelgetriebe  durch  das  um  die  excen- 
trische  Axe  F  gleichförmig  rotirende  Ereisrad  5  bewegt,  welches  in 
das  um  die  centrische  Axe  4>  rotirende  ovale  Rad  2  eingreift  und 
während  zweier  Umdrehungen  demselben  eine  ungleichförmige 
Umdrehung  erth'eilt.  Dem  zufolge  bewirkt  das  mit  dem  dreh- 
baren Schlitten  3  versehene  ovale  Rad  angenähert  gleichförmige 
Schwingungen  des  Schlitzgliedes  4,  Der  in  Fig.  549  gezeichneten 
Stellung  der  Räder,  in  welcher  der  Berührungspunkt  25  des 
Kreises  p  und  des  Ovals  tc  der  Axe  F  am  nächsten  liegt,  ent- 
spricht die  Mittellage  des  Schlitzgliedes  4.  Die  günstigste  Anord- 
nung dieses  Getriebes,  welches  durch  das  Verhältniss  der  Excen- 
tricität  Fm  zu  dem  Rollkreisradius  r  des  Rades  5  bestimmt  ist, 
lässt  sich  nicht  direct  erlangen  und  muss  durch  probeweises  Con- 
struiren  ermittelt  werden.  Wir  haben  bei  dem  betrachteten  Ge- 
triebe den  Rollkreisradius  r  als  gegeben  angenommen  und  die 
Excentricität  Fm  «=»?/*  gewählt  Damit  ist  auch  das  ovale  Rad  2 
bestimmt  und  kann  nach  der  Angabe  in  Art.  167  construirt  werden. 
Obwohl  das  Oval  tc  von  einer  Ellipse  ziemlich  abweicht,  so  pflegt 
man  dasselbe  in  der  Praxis  doch  durch  eine  Ellipse  zu  ersetzen. 

Um  für  eine  Lage  A^  des  zu  dem  Schlitzgliede  4  gehörenden 
Punktes  A^  der  die  Lage  23^  des  Punktes  23  entspricht,  die  Ge- 
schwindigkeit unter  der  Annahme,  dass  das  Rad  5  mit  der  Dreh- 
geschwindigkeit gleich  der  Einheit  rotire,  zu  erhalten,  verfahren 
wir  in  der  vorhin  angegebenen  Weise.  Wir  fällen  von  23^  auf 
4>-Ä?  die  Senkrechte  23^-24^  ziehen  den  Fahrstrahl  4>a?  senkrecht 
auf  ^'23\  machen  in  der  Centralen  4>F  die  Strecke  4>-25»  =  4>a?, 
und  ziehen  femer  die  Gerade  24^'2ö\  die  in  der  zur  Schub- 
geraden a  senkrechten  Geraden  F'14'^  den  Pol  45^  und  damit  die 
Strecke  F'45^  bestimmt,  welche  gleich  der  lothrechten  Geschwin- 
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digkeit  A^Ai  des  in  der  Lage  A^  befindlichen  Punktes  A  ist.  In 
gleicher  Weise  ist  fttr  die  Mittellage  des  Schlitzgliedes  4  der 
Pol  45  construirt,  durch  den  sich  die  entsprechende  lothrechte 
Geschwindigkeit  AA^  ergiebt.  Durch  die  gtlnstige  Gestalt  des  auf 
diese  Weise  gezeichneten,  örtlichen  Geschwindigkeitsdiagramms  t) 
wird  die  zweckmässige  Wahl  jener  Excentricität  bestätigt.  Die 
Bewegungsart  des  Gliedes  4  bleibt  unverändert,  wenn  die  Kurbel 
4>-25  verlängert  oder  verktlrzt  wird. 

Wenn  wir  in  Fig.  549  die  Schubstange  3^  einfttgen,  welche  mit 
dem  einen  Endpunkte  in  23^  drehbar  an  das  Rad  2  geschlossen  ist 
und  deren  anderer  Endpunkt  34^  in  der  Schubgeraden  a  schwingt, 
so  erhalten  wir  ein  Schubkurbelgetriebe.  FOr  dasselbe  ist  in  be- 
kannter Weise  das  entsprechende  Geschwindigkeitsdiagramm  D' 
construirt,  dessen  gtlnstige  Gestalt  auf  eine  verhältnissmässig 
gleichförmige  Schwingung  des  Punktes  34^  hinweist*)* 

219.  Kreuzkurbeigetriebe  und  Sctiubkurbeigetriebe  mit  focai- 
axigen  eliiptisclien  Rädern.  Um  eine  angenähert  gleichförmige 
Kurbelschubbewegung  mit  raschem  Rückgänge  zu  erzeugen,  wer- 
den, wie  in  Fig.  650  dargestellt  ist,  bei  dem  Kreuzkurbelgetriebe 
oder  Schubkurbelgetriebe  auch  oft  gleiche  elliptische  Räder  Fp^ 
^7t  angewendet,  die  sich  resp.  um  die  durch  je  einen  Brennpunkt 
F,  <t>  gehende  Axe  drehen  und  auch  mit  <5,  2  bezeichnet  sind.  Das 
gleichförmig  rotirende  elliptische  Rad  Fp  versetzt  das  gleiche 
elliptische  Rad  4>/r,  auf  dessen  grosser  Ellipsenaxe  die  Kurbel 
4>-25*  senkrecht  steht,  in  ungleichförmige  Drehung  und  bewirkt 
dadurch  die  erwtlnschte  Bewegung  des  Schlitzgliedes  4,  Der  Be- 
wegungsvorgang der  elliptischen  Räder  kann  nach  Art.  129  auch 
durch  ein  Zwillingskurbelgetriebe  hervorgebracht  werden,  dessen 
Koppel  LS.  die  beiden  anderen  Brennpunkte  X,  A  verbindet  und 
gleich  jF4>  ist.  Um  ftlr  den  Hingang  oder  Arbeitsgang  des  Glie- 
des 4  eine  möglichst  angenähert  gleichförmige  Bewegung  zu  ge- 
winnen, betrachten  wir  den  Axenabstand  F^P,  dem  die  grosse 
Ellipsenaxe  gleich  ist,  als  gegeben  und  bestimmen  die  kleine 
Ellipsenaxe  so,  dass  der  entsprechende  Theil  des  örtlichen  Ge- 
schwindigkeitsdiagramms D  angenähert  parallel  zur  Schubgeraden 
0  verläuft.  Wir  benutzen  behufs  dieser  Bestimmung  in  analoger 
Weise  wie  in  Art.  217  eine  Hülfscurve  A.    Nachdem  die  Schwin- 


*)  Die  betrachteten  Räder  wurden  von  Sharps  Stewart  &  Co.  zur 
Erzeugung  angenähert  gleichförmiger  Schwingungen  bei  einer  Langloch -Bohr- 
maschine angewendet.  Ännales  du  Conservaioire  des  arts  et  me'tiers.  1862. 
T.  m.    p.  749. 
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gungsweite  des  Schlitzgliedes  4  oder  die  Länge  der  Kurbel  4>-2?^  be- 
liebig angenommen  ist,  zeichnen  wir  nahe  an  einer  der  Weggrenzen 
die  Stellung  des  Schlitzgliedes  und  die  entsprechende  Eurbellage 
4>-2<?'y  auf  welcher  die  grosse  Axe  der  Ellipse  tv  senkrecht  steht 
Auf  dieser  grossen  EUipsenaxe  nehmen  wir  den  zweiten  Brenn- 
punkt A  provisorisch  an,  den  wir  zur  Vereinfachung  der  Zeich- 
nung beispielsweise  in  den  bestimmten  richtigen  Brennpunkt  ge- 
legt haben;  beschreiben  um  F  den  Kreis  /,  dessen  Radius  gleich 
4>A  ist,  und  bestimmen  auf  diesem  Kreise  den  Punkt  L  so,  dass 
AL  =  <PF  ist  Durch  die  Gerade  AL  ergiebt  sich  auf  F^  der 
entsprechende  Pol  25^  resp.  der  Bertlhrungspunkt  der  betreffenden 
Ellipsen.  Denken  wir  uns  die  Kurbel  ^-23*  in  die  auf  4>F  senk- 
rechte Lage  4>-2<?  gedreht,  dann  gelangen  die  betreffenden  Scheitel 
dieser  beiden  Ellipsen  auf  F^  in  den  Pol  25^  der  direct  erhalten 
wird,  indem  wir  seinen  Abstand  von  der  Mitte  der  Strecke  F^ 
gleich  14>A  machen.  Für  die  erste  Stellung  ergiebt  sich  durch 
den  Fusspunkt  der  von  23^  auf  <P^23  gefällten  Senkrechten  der 
Pol  24\  und  bei  der  letzten  Stellung  coincidirt  der  Pol  24  mit 
dem  Punkte  23.  Ziehen  wir  nun  die  Geraden  24^^25^  und  24-25, 
so  ist  der  Schnittpunkt  derselben  ein  Punkt  der  punktirt  gezeich- 
neten Hülfscurve  h.  Durch  Wiederholung  dieser  Construction,  etwa 
durch  Ermittelung  von  drei  solchen  Schnittpunkten,  erhalten  wir 
ein  fast  geradliniges  Stück  dieser  Hülfscurve  A,  in  deren  Schnitt 
mit  der  auf  F<P  Senkrechten  -F-i4*  die  coincidirenden  Pole  45,  45' 
liegen.  Die  Gerade  45-24  bestimmt  dann  auf  F^  den  Pol  25  oder 
den  Punkt,  in  welchem  sich  die  Scheitel  der  gesuchten  Ellipsen 
Py  7t  berühren,  und  damit  ist  auch,  weil  die  grosse  Axe  dieser 
Ellipsen  gleich  F<P  ist,  die  kleine  Axe  derselben  gefunden.  Durch 
die  so  erhaltenen  elliptischen  Bäder  wird  das  Schlitzglied  4  in  der 
Mittellage  und  in  jener  nahe  an  der  Weggrenze  gewählten  Lage 
mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegt,  welche  gleich  der  Strecke 
F'45  ist  Das  in  bekannter  Weise  gezeichnete  örtliche  Geschwin- 
digkeitsdiagramm b  des  Punktes  A^  ist  symmetrisch  bezüglich  der 
Geraden,  welche  in  der  Mitte  auf  der  Wegstrecke  senkrecht  steht ; 
und  der  untere  Theil  desselben  verläuft  angenähert  parallel  zur 
Schubgeraden  a.  Der  hoch  aufsteigende  obere  Theil  dieses  Ge- 
schwindigkeitsdiagramms veranschaulicht  den  raschen  ungleich- 
förmigen Bttckgang  des  Schlitzgliedes  4.  Diese  Bewegungsart 
bleibt  bestehen,  wenn  die  Schwingungsweite  durch  Verlängerung 
oder  Verkürzung  der  Kurbel  *-2t?*  verändert  wird. 

In  Fig.  650  ist  femer  noch  fttr  das  Schubkurbelgetriebe,  wel- 
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ches  durch  Einsetzung  der  Schubstange  3^  entsteht,  in  bekannter 
Weise  das  Geschwindigkeitsdiagramm  b'  gezeichnet;  und  da  das- 
selbe günstig  gestaltet  ist,  so  werden  die  elliptischen  Bäder  auch 
oft  bei  dem  Schubkurbelgetriebe  zur  Erzeugung  eines  angenähert 
gleichförmigen  Eurbelschubes  mit  raschem  Rückgange  angewen- 
det 0«  Wir  haben  aber  in  Art  187  a)  erkannt,  dass  dieser  Bewe- 
gungsvorgang  einfacher  vermittelst  eines  zweckmässig  angeord- 
neten Doppelkurbelgetriebes  erreicht  wird. 

220.  Dreiräderiger  Zahnicniemechanismus.  In  Fig.  651  sind  die 
Bäder  2,  5  eines  dreiräderigen  Vorgeleges  resp.  mit  den  Gliedern 
<?,  4  eines  Gelenkes  drehbar  verbunden,  und  dadurch  wird  ein 
dreiräderiger  Zahnkniemechanismus  gebildet.  Bei  dem  aus 
den  drei  Bädern  2,  ^,  5  und  dem  Gliede  1  bestehenden  Vorgelege 
ergiebt  sich  der  Pol  25  als  der  Schnittpunkt  der  Geraden  15-12^ 
56-26.  Vermittelst  dieses  Pols  werden  alle  übrigen  Pole,  welche 
durch  den  Mechanismus  nicht  unmittelbar  gegeben  sind,  in  ana- 
loger Weise  wie  in  Art  209  bestimmt  Betrachten  wir  das  Glied  1 
als  fest,  und  nehmen  wir  an,  dass  45^15  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  45  im  Bezug  auf  das  Glied  1  sei,  dann 
erlangen  wir  die  lothrechte  Geschwindigkeit  34-34^  des  Gelenk- 
punktes 34  ebenso  wie  bei  dem  zweiräderigen  Zahnkniemechanis- 
mus. Wir  ziehen  zu  23-25  die  Parallele  15-23^^  bis  an  die  Gerade 
23-12  j  femer  zu  den  Gteraden  5,  4  resp.  die  Parallelen  29» -54^,, 
15-340^  welche  sich  in  dem  Endpunkte  34^  jener  lothrechten  Ge- 
schwindigkeit 34-34^  treffen,  die  zugleich  die  Normale  an  der 
Bahncurve  a  des  Punktes  34  ist 

Durch  Zusammenlegen  der  Axen  12^  15  der  Bäder  2,  5  er- 
halten wir  ein  doppelaxiges  Vorgelege  und  damit  den  in  Fig.  552 
dargestellten  speciellen  dreiräderigen  Zahnkniemechanismus,  bei 
welchem  die  Bäder  2, 5  coaxial  sind,  also  die  gemeinsame  Axe  ^ 
besitzen.  Werden  femer  die  Längen  der  Glieder  d,  4  insbeson- 
dere so  gewählt,  dass  die  Punkte  O,  2?,  34^  45  ein  Parallelo- 
gramm bilden,  dann  beschreibt  ein  mit  dem  Gelenkgliede  3  oder  4 
verbundener  Punkt  nach  Art.  57  eine  cjclische  Curve  oder  Tro- 
choide  in  dem  Gliede  oder  System  1.  Wir  bezeichnen  mit  (a^^ 
cüg^  die  Drehgeschwindigkeiten  der  Bäder  2,  5  im  Bezug  auf  das 
als  fest  betrachtete  System  i,  und  mit  v  das  Uebersetzungsver- 
hältniss  vom  Bade  2  zum  Bade  5.  Demnach  besteht  das  Verhältniss 


>)  Auf  diese  Anwendung  der  eUiptischen  R&der  hatBrnnton  hingewiesen. 
Breyety  27  juin  1832.   JDescripHon  des  machines.  1834.  T.  47.  p.  282. 
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<^ii  •  ^51  "=  ^>  ^Dd  der  Pol  114  ergiebt  sich  auf  der  Geraden  ^-43 
durch  das  Verhältoiss 


45-14 :  4.5-<I>  =  1 :  y. 

lu  analoger  Weise  wird  auf  der  Geraden  4>-23  der  Pol  13  durch 

das  Verhaltniss  

23-13:23-^  =  v:l 

bestimmt  Die  beiden  Pole  14  ^  13  liegen  in  der  Normalen  der 
Bahncurve  a,  welche  der  Punkt  34  in  dem  System  1  erzeugt. 
Bei  der  Bewegung  des  Gliedes  4  rollt  der  um  45  mit  dem  Radius 
45-14  beschriebene  zu  diesem  Gliede  4  gehörende  Kreis  p  auf 
dem  um  4>  gezogenen  durch  14  gehenden  festen  Kreise  n.  Bei 
der  Bewegung  des  Gliedes  3  rollt  der  um  23  mit  dem  Radius 
23-13  beschriebene  zu  diesem  Gliede  3  gehörende  Kreis  p'  auf 
dem  um  4>  gezogenen  durch  13  gehenden  festen  Kreise  n'. 

221.  Das  Oldham'sche  Ruderrad.  Aus  dem  vorhin  betrach- 
teten besonderen  Zahnkniemechanismus  geht  durch  Anschliessung 
mehrerer  gleichartigen  Gelenke  das  Oldham'sche  Ruderrad 0 
hervor,  bei  welchem  durch  diese  Gelenke  die  beweglichen  Schau- 
feln in  bestimmte  Stellungen  geführt  werden.  In  Fig.  653  ist  ein 
mit  8  Schaufeln  versehenes  Oldh  am 'sches  Ruderrad  schematisch 
dargestellt.  Auf  der  in  dem  Schiffe,  dem  nicht  gezeichneten 
Gliede  1,  gelagerten  Welle  ^  ist  das  in  der  Zeichnung  verdeckte 
Zahnrad  5  und  die  Nabe  mit  den  8  Speichen  ö\  5\  5\  .  .  be- 
festigt. Der  Zahnkranz  r^  des  Rades  5  greift  in  den  Zahnkranz  r^ 
des  Doppelrades  6^  dessen  Axe  16  in  dem  Schiffe  gelagert  ist. 
Der  andere  Zahnkranz  r^  dieses  Doppelrades  greift  in  den  Zahn- 
kranz r\  des  lose  auf  die  Welle  4>  gesetzten  Rades  2^  an  welchem 
sich  ein  Excentrik  €  befindet,  dessen  Mittelpunkt  mit  23  bezeich- 
net ist.  Auf  dieses  rotirende  Excentrik  ist  das  Rad  3  mit  den 
8  Speichen  3\  5*,  5',  .  .  drehbar  aufgesetzt.  Das  Speichenpaar 
J',  3^  ist  durch  das  Glied  4*  gelenkig  verbunden,  so  dass  die 
Punkte  *,  45\  34\  23  ein  Parallelogramm  bilden;  und  in  gleicher 
Weise  sind  die  anderen  Speichenpaare  5*«?-,  5^3^^  .  .  beziehlich 
durch  die  Glieder  4\  4\  ,  verbunden.  An  den  Gliedern  4\  4-,  4\  . . 
sind  die  Schaufeln  s\  ^,  ^, . .  derart  befestigt,  dass  die  Ricbtungs- 
geraden  dieser  Schaufeln  durch  den  festen  Punkt  J  gehen,  mit 
welchem  der  Gelenkpunkt  der  verticalen  Speiche  5'  coincidirt. 


^)  Oldham,  Specificalion  Ko.  5455  vom  1.  Febr.  1S27.    Polytechnisches 
Journal.  182S.  B.  27.  S  341. 
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Die  Zähnezahlen  ;&„  «i,  z^^  z\  jener  Zahnkränze  r^,  rj,  r^,  r\ 
müssen  so  gewählt  werden,  dass  das  Uebersetzungsverhältniss  Tom 
Bade  5  znm  Rade  2  gleich  der  Zahl  %  also 

■—5-—-*      BS    2 

ist;  nnd  Oldham  hat  z.  B.  ;y,  =  70,  «;  =«  60,  %^  —  39,  «;  =  91 
genommen.  Dem  gemäss  ist  die  Drehgeschwindigkeit  der  Speichen 
5\S^ . ,  doppelt  so  gross  als  die  Dreh gesch windigkeit  des  Bades  2 
oder  des  Excentriks  e.  Da  aber  die  Glieder  4\  4- . .,  welche  die 
Schaufeln  *',  5* . .  tragen ,  der  rotirenden  Strecke  4>-23  beständig 
parallel  sind,  so  entspricht  einem  bestimmten  Drehnngswinkel  der 
Speichen  5\  6^  .  .  ein  halb  so  grosser  gleichsinniger  Drehungs- 
winkel der  Schaufeln  s\  ^' . . ;  und  demnach  gehen  die  Bichtungs- 
geraden  der  Schaufel  während  der  Drehung  beständig  durch  den 
festen  Punkt  J.  Das  Oldham'sche  Buderrad  hat  wegen  der  erfor- 
derlichen Zahnräder  nicht  die  in  der  Praxis  gewünschte  Einfach- 
heit, durch  welche  sich  das  in  Art.  192  behandelte  Morgan'sche 
Buderrad  vortheilhaft  auszeichnet. 

222.  Mechanismus  der  Passig-Drehbank  von  Koch  und  Muller. 

Durch  diesen  Mechanismus  wird  der  Planscheibe  oder  einem  an 
derselben  befestigten  Werkstücke  auf  der  Drehbank  eine  solche 
Bewegung  ertheilt,  dass  ein  in  verschiedenen  Stellungen  am  Ge- 
stell der  Drehbank  festgestellter  Stichel  Trochoiden  auf  der  Plan- 
scheibe oder  dem  Werkstücke  beschreibt.  Wir  betrachten  zunächst 
in  Fig.  654  daj3  aus  den  Gliedern  P,  <?,  4,  5  gebildete  Gelenkparal- 
lelogramm, bei  dem  sich  die  Glieder  ^,  5  um  die  gemeinsame  feste 
Axe  4>  in  einem  gedachten  ruhenden  System  1  drehen,  so  dass 
die  Drehgeschwindigkeiten  in  constantem  Verhältnisse  stehen.  Bei 
der  Bewegung  des  Gliedes  3  rollt  dann  ein  zu  demselben  gehören- 
der Kreis,  dessen  Mittelpunkt  23  ist,  auf  einem  zum  ruhenden  Sy- 
stem 1  gehörenden  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in  <I>  liegt;  und 
dem  zufolge  muss  auch  eine  in  dem  System  1  befindliche  feste 
Stichelspitze  eine  Trochoide  in  dem  bewegten  System  oder  Gliede  3 
erzeugen.  Es  kann  aber  die  vermittelst  des  Gelenkparallelogramms 
bewirkte  kreislinige  Parallelbewegung,  welche  das  Glied  3  gegen 
das  Glied  5  vollzieht,  in  einer  für  die  praktische  Ausführung  zweck- 
mässigen Weise  durch  eine  Kreuzschubkurbel  erzeugt  werden,  in- 
dem wir  uns  die  Glieder  2^  5  als  Schieber  gestaltet  denken,  die 
in  einem  Kreuzschlitzgliede  0  gleiten,  und  das  Glied  4  weglassen. 
Werden  nun  durch  ein  doppelaxiges  Vorgelege  den  coaxialen  Glie- 
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dem  2y  5  proportionale  Drehongen  in  gleichem  oder  ungleichem 
Sinne  ertheilt,  so  vollzieht  das  Glied  3  im  Bezug  auf  das  ruhende 
System  1  dieselbe  Bewegung  wie  vorhin.  Durch  diesen  Mecha- 
nismus wird  der  Bewegungsvorgang  bei  der  Passig-Drehbank  von 
Koch  und  Müller  hervorgebracht 0. 

Die  Glieder  dieses  Mechanismus  müssen  aber  noch  den  prak- 
tischen Anforderungen  entsprechend  geformt  werden,  wie  Fig.  556 
in  hinterer  Ansicht  und  im  verticalen  Mittelschnitte  darstellt  Das 
Glied  2  ist  ein  auf  der  Welle  O  festgestelltes  Excentrik,  bei  wel- 
chem durch  Yerstellbarkeit  die  Ezcentricität  verändert  werden 
kann.  Auf  diesem  Excentrik  sitzt  drehbar  die  Planscheibe,  die 
das  Glied  3  vertritt.  Diese  Planscheibe  ist  mit  Nuthen  n,  n!  ver- 
sehen, die  ttber  die  Zapfen  t,  V  des  scheibenförmig  gestalteten 
Gliedes  0  gleiten.  Dieses  Glied  0  enthält  einen  zu  diesen  Nuthen 
senkrechten  Schlitz  und  gleitet  mit  demselben  auf  dem  prisma- 
tischen Gliede  J,  welches  sich  lose  auf  der  Welle  ^  dreht  Ein 
an  der  Drehbank  befindliches  Vorgelege,  bei  welchem  durch  Aus- 
wechseln der  betreffenden  Bäder  verschiedene  Uebersetzungsver- 
hältnisse  hervorgebracht  werden  können,  bewirkt  die  proportio- 
nalen Drehungen  der  Welle  4>  mit  dem  Excenter  2  und  des  Glie- 
des 5  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne.  Demnach  erzeugt  die 
Spitze  eines  am  Gestell  der  Drehbank  befestigten  Stichels  auf  der 
Planscheibe  3  eine  Trochoide,  die  durch  Verstellung  des  Stichels, 
durch  Veränderung  des  Uebersetzungsverhältnisses  und  der  Ex- 
centricität  mannigfiedtig  gestaltet  wird,  und  die  insbesondere  in 
eine  Ellipse,  eine  gerade  Strecke  oder  einen  Kreis  übergeht  Um 
Werkstücke  zwischen  zwei  Spitzen  passig  zu  drehen,  muss  die- 
selbe Ej-eisbewegung,  welche  die  Eömerspitze  k  des  Excentriks 
ausfuhrt,  vermittelst  Bäderübersetzung  und  einer  in  der  Längs- 
richtung im  Gestelle  gelagerten  Welle  auf  die  Kömerspitze  des 
Beitstockes  übertragen  werden.  Demnach  wird  einem  zwischen 
die  beiden  Eömerspitzen  eingesetzten  mitgeführten  Arbeitsstücke 
dieselbe  Bewegung  ertheilt,  welche  die  Planscheibe  vollzieht 


')  Siehe  £.  Brauer,  „Kinematische  Untersuchung  der  Passig-Drehbank, 
Patent  Koch  und  Mülle r'S  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförde- 
rung des  Gewerhfleisses  in  Preussen.  1876.  S.  310.  In  den  Alteren  Werken  über 
Drehkunst  bezeichnet  das  Wort  „passig**  oder  „passicht**,  welches  jetzt  seltener 
vorkommt,  figurirt,  gemustert,  gerippt,  kraus.  Vergl.  J.  M.  Teuber,  Voll- 
ständiger Unterricht  von  der  gemeinen  und  höheren  Drehkunst.  1756.  Thl.  ü, 
und  Plumier,  VÄrt  de  toumer.  Die  Kunst  zu  drechseln.  Französisch  und 
deutsch.  Ausgabe.  1776.  Thl.  m. 
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223.  Ovalwerk  nach  Delneat^).  In  Fig.  656  bilden  die  drei 
Bäder  2^  6^  5  und  das  feste  Glied  1  ein  dreiräderiges  Vorgelege, 
dessen  Rad  2  mit  dem  einen  Gliede  3  eines  Gelenkes  <?,  4  und 
dessen  festes  Glied  1  mit  dem  anderen  Gliede  4  dieses  Gelenkes 
drehbar  verbunden  ist,  so  dass  dnrch  die  Glieder  i,  2,  3^  4  ein 
Parallelkarbelgetriebe  entsteht.  Das  Glied  3  vollzieht  demnach 
eine  kreislinige  Parallelbewegang  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  1. 
Machen  wir  im  Gliede  3  das  Dreieck  23-  C-34  dem  Dreieck 
12' 15-14  congruent,  so  sind  die  Strecken  12-23,  14-34,  15 -C 
gleich  und  parallel;  und  der  Punkt  C  des  Gliedes  3  bewegt  sich 
auf  einem  Kreise  /,  dessen  Mittelpunkt  in  15  liegt.  Ist  das  Ueber- 
setzungsverhältniss  vom  Bade  2  zum  Bade  5  gegeben  und  danach 
der  Pol  25  auf  der  Geraden  12-15  bestimmt,  dann  schneidet  die 
Gerade  25-23  die  Gerade  15  C,  welche  nach  dem  unendlich  fernen 
Pol  13*  geht,  in  dem  Pol  35 ,  und  die  Strecke  0-35  ist  constant. 
Betrachten  wir  das  Bad  5  einstweilen  als  fest,  so  drehen  sich  die 
Seiten  15-12,  15-C  des  Parallelogramms  15- 1 2-23 -C  proportional 
um  die  gemeinsame  feste  Axe  15.  Demnach  rollt  der  um  C  mit 
dem  Badius  0-35  beschriebene  Kreis  p  des  Gliedes  3  an  dem  um 
15  mit  dem  Badius  15^5  beschriebenen  festen  Kreise  tt,  und  ein 
Punkt  des  Gliedes  3  erzeugt  im  Bezug  auf  Bad  5  eine  Trochoide. 

In  Fig.  556  ist  der  specielle  Fall  dargestellt,  bei  welchem  das 
Uebersetzungsverhältniss  vom  Bade  2  zum  Bade  5  gleich  2 : 1  und 
wegen  des  Wechselrades  6  positiv  ist;  dem  zufolge  stehen  auch 
die  Strecken  15-25, 12-25,  sowie  die  Strecken  15-35,  C-35  in  dem 
Verhältnisse  2:1,  und  der  Kreis  p,  welcher  gleich  den  Kurbel- 
kreisen ist,  rollt  in  dem  doppelt  so  grossen  Kreise  7t.  In  diesem 
speciellen  Falle  beschreibt  also  ein  Punkt  des  Gliedes  3  eine 
Ellipse  im  Bezug  auf  das  Bad  5,  die  in  eine  gerade  Strecke  oder 
in  einen  Kreis  übergeht,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt  auf 
dem  Kreise  p  oder  in  dem  Mittelpunkte  C  desselben  liegt  Wird 
an  dem  Gliede  3  ein  verstellbarer  Stichel  befestigt,  so  erzeugt  die 
Spitze  s  desselben  auf  einer  durch  die  Axe  15  mit  dem  Bade  5 
verbundenen  Planscheibe  eine  Ellipse  d,  an  der  die  Gerade  j-«?^ 
eine  Normale  ist.  Um  die  Ellipse  d  zu  construiren,  ziehen  vrir 
nach  S.  38  die  Gerade  s  C,  welche  den  Kreis  p  in  den  Punkten  a,  b 
schneidet,  dann  erhalten  wir  durch  15-a,  15-b  die  Bichtungen  der 
Ellipsenaxen  und  durch  die  Strecken  sa,  sb  die  halben  Längen 


^)  Skizzenbuch  der  angewandten  Kinematik,  herausgegeben  vom  Verein 
„Hütte".  1880.  S.  23. 
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derselben.  Durch  Verstellaog  der  Stichelspitze  s  im  Gliede  3  wird 
das  Verhältniss  der  EUipsenaxen  verändert.  Um  aber  Ellipsen  Ton 
bestimmter  Grösse  zu  erhalten,  sind  die  Enrbelzapfen  23^  34  des 
Parallelkurbelgetriebes  in  den  Gliedern  2^  4  verstellbar ;  denn  da- 
durch wird  die  Grösse  jener  Rollkreise  fc,  p  verändert.  Durch 
Anbringung  eines  zweiten  in  der  Zeichnung  nicht  angegebenen 
Parallelkurbelgetriebes  wird  in  bekannter  Weise  die  Unstetigkeit 
der  Bewegung  des  Gliedes  3  in  seiner  Durchschlagslage  vermieden. 
Wenn  das  Uebersetzungsverhältniss  der  Räder  2^  5  durch  Zwischen- 
setzung entsprechender  Doppelräder  verändert  wird,  können  durch 
diese  Vorrichtung  ebenso  wie  durch  die  Passig- Drehbank  mannig- 
fach gestaltete  Trochoiden  erzeugt  werden;  aber  jene  Passig-Dreh- 
bank  hat  den  praktischen  Vorzug,  dass  der  Stichel  im  Bezug  auf 
das  Gestell  fest  ist. 

224.  Hauptmechanismus  eines  Guiliochirwerlces.  Um  bestimmte, 
meist  rosettenartige  Gurven  vermittelst  eines  Mechanismus  zu  zeich- 
nen oder  auf  einem  Werkstücke  zu  guillochiren,  werden  entspre- 
chend profilirte  Scheiben,  die  in  der  Praxis  Patronen  heissen,  zur 
Erzeugung  der  erforderlichen  Bewegung  angewendet.  In  Fig.  657, 
Taf.  XXXVI,  ist  der  Hauptmechanismus  eines  Guillochirwerkes 
oder  Passigwerkes ,  welches  in  der  praktischen  Ausführung  sehr 
verschieden  gestaltet  ist  %  schematisch  dargestellt.  Mit  dem  festen 
Gestell  1  ist  das  Glied  2  durch  die  Axe  g  gelenkig  verbunden,  in 
welchem  eine  Spindel  i  gelagert  ist.  Auf  der  Spindel  t  ist  die 
profilirte  Scheibe  Ä  festgesetzt,  und  vor  derselben  ist  an  dieser 
Spindel  das  scheibenförmige  Werkstück  S  befestigt.  Das  Gestell  1 
trägt  einen  festen  Stift  a,  den  sogenannten  Anlauf,  und  eine 
Feder  /,  welche  das  Glied  2  nach  diesem  Stifte  zieht,  damit  der 
profilirte  Scheibenrand  a  beständig  an  den  Stift  a  gedrückt  wird; 
demnach  ist  der  Mechanismus  durch  diesen  Kraftschluss  zwang- 
läufig. Wenn  nun  die  Spindel  i  mit  der  profilirten  Scheibe  A  und 
dem  Arbeitsstücke  5  gedreht  wird,  dann  beschreibt  die  Spitze  s 
eines  am  Gestell  befestigten  Stichels  eine  dem  profilirten  Scheiben- 
rande a  entsprechende  Gurve  i  auf  dem  Werkstücke  S.  Diese 
Drehung  wird  in  Fig.  557  nach  Reuleaux^)  beispielsweise  durch 
die  Kurbel  hk  und  durch  das  mit  seiner  Axe  A  im  Gliede  2  ge- 

1)  Plumier,  LArt  de  tourner.  1706.  3^me  part,  planche  23.  Geissler, 
Der  Drechsler,  1801.  Thl.  III.  S.  98.  Prechtl,  Technologische  Encyclopädie, 
1836.  B.  7.  S.  220. 

')  Skizzenbuch  der  angewandten  Kinematik ^  herausgegeben  vom  Verein 
„Hütte".  1880.  S.  22. 
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lagerte  Bad  3  bewirkt,  welches  in  das  anf  der  Spindel  i  befestigte 
Rad  4  eingreift  In  der  Praxis  wird  diese  Drehung  vermittelst 
einer  im  Gestell  1  gelagerten  Kurbel  und  einer  ttber  Scheiben 
laufenden  geschlossenen  Schnur  bewirkt. 

Die  kreisförmigen  Schwingungen,  welche  die  Spindelaxe  i  im 
Bezug  auf  das  Gestell  1  vollzieht,  sind  in  der  Begel  sehr  klein 
im  Verhältnisse  zu  der  Länge  gi  des  Gliedes  2^  so  dass  wir  an- 
nehmen können,  die  Axe  i  bewege  sich  in  einer  Ebene.  Werden 
nun  bei  Feststellung  des  Stiftes  und  des  Stichels  die  Punkte  a,  s 
in  diese  Ebene  gebracht,  und  beachten  wir,  dass  in  der  Zeichnung 
die  Strecke  as  den  Abstand  der  beiden  durch  die  Punkte  a,  s 
gehenden,  zur  Axe  i  parallelen  Geraden  darstellt,  so  entspricht 
der  Profilcurve  a  der  Scheibe  A  eine  von  s  beschriebene  Curve  ^, 
die  sich  constructiv  ergiebt,  wenn  wir  alle  von  i  ausgehenden 
Fahrstrahlen  der  Profilcurve  a  um  die  constante  Strecke  as  ver- 
kürzen. Wird  insbesondere  die  Stichelspitze  s  so  eingestellt,  dass 
sie,  wenn  a  sich  am  nächsten  an  i  befindet,  mit  i  coincidirt,  dann 
entsteht  die  innere  zweite  rosettenförmige  Curve,  die  in  derselben 
Weise  construirt  ist.  Soll  nun  eine  bestimmt  vorgeschriebene  Curve 
erzeugt  werden,  dann  muss  umgekehrt  zu  derselben  die  entspre- 
chende Profilcurve  a  der  Patrone  construirt  werden.  Durch  be- 
liebige Einstellungen  des  Stichels,  etwa  höher  oder  tiefer,  kann 
man  femer  die  Gestalt  der  Curven,  welche  derselben  Profilcurve  a 
entsprechen,  mannigfaltig  verändern.  Wenn  noch  eine  zweite  oder 
dritte  profilirte  Patrone  auf  die  Spindel  i  festgesetzt  wird,  so  dass 
die  entsprechenden,  von  der  Stichelspitze  s  erzeugten  Curven  ein- 
ander durchschneiden,  dann  können  auf  diese  Weise  die  verschie- 
denartigsten Muster  entstehen. 

225.  Interferenzmechanismen.  In  Fig.  558  sind  zwei  Kreuz- 
kurbelgetriebe gezeichnet,  deren  Kurbeln  <PF,  A2/  an  den  Bädern 
2^  4  eines  dreiräderigen  Vorgeleges  befestigt  sind,  und  deren 
Schlitzglieder  5,  7  resp.  in  den  parallelen  Hülsen  /,  /  des  festen 
Gestells  3  gleiten.  Die  Zapfen  A^  B  der  Schlitzglieder  ^,  7  be- 
finden sich  in  den  Schlitzen  eines  Gliedes  8,  welches  in  dem  auf 
der  Geraden  AB  liegenden  Punkte  C  mit  einem  Gliede  6  dreh- 
bar verbunden  ist;  und  dieses  Glied  6  verschiebt  sich  in  der 
festen  Hülse  m  parallel  zu  5  und  7.  Durch  die  beiden  einfachen 
gleichen  Bäder  2^  4,  deren  Uebersetzungsverhältniss  von  dem  ver- 
mittelnden Doppelrade  1  abhängt,  werden  die  Punkte  A^  B  in 
interferirende  Schwingungen  versetzt,  aus  denen  die  schwingende 
Bewegung  des  Gliedes  6  oder  des  Punktes  C  derselben  resultirt; 
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und  danach  ist  die  Benennung  Interferenzmechanismas  ge- 
wählt 

Um  die  Bewegung  des  Punktes  C  zu  bestimmeui  bezeichnen 
wir  mit  a,  *  die  Abstände  der  Punkte  A^  B  von  C  und  mit  a,  ß 
die  Wegstrecken,  um  welche  sich  die  Punkte  Ä^B  m  bestimmten 
Stellungen  von  ihren  Schwingungsmitten  entfernt  haben.  Nehmen 
wir  erstens  an,  es  wäre  B  in  Ruhe,  so  würde  durch  die  Bewe- 
gung von  A  der  Punkt  C  um  die  Strecke 

ba 
a  +  b 

bewegt;  und  nehmen  wir  zweitens  an,  es  wäre  A  in  Ruhe,  so 
wttrde  durch  die  Bewegung  von  B  der  Punkt  C  um  die  Strecke 

a  +  b 

fortgeführt.  Messen  wir  nun  die  mit  y  bezeichnete  Wegstrecke, 
welche  der  Punkt  C  infolge  der  gleichzeitigen  Bewegung  der 
Punkte  A,  B  durchschreitet,  von  derjenigen  Lage  des  Punktes  C 
aus,  die  den  Mittellagen  der  Punkte  A^  B  entspricht,  so  ist: 

ba  aß  ba  +  aß 

y        a  +  b         a  +  b  a  +  b 

In  dieser  Formel  ist  die  Wegstrecke  a  oder  ß  negativ  zu  nehmen, 
wenn  sie  der  ursprünglich  als  positiv  betrachteten  Richtung  ent- 
gegengesetzt ist.  Nach  Art.  145  sind  die  orthogonalen  Wegdia- 
gramme der  Punkte  A^  B  Sinoiden ;  und  wenn  wir  im  Bezug  auf 
dieselbe  Zeitaxe  die  Ordijiaten  a,  ß  dieser  Sinoiden  resp.  in  dem 

Verhältnisse 

b  a 

a+b         a+b 

verkleinern,  so  ergeben  sich  zwei  Sinoiden  lo«,  tP6>  welche  be- 
ziehlich  die  Wegdiagramme  des  Punktes  C  sein  würden,  wenn 
derselbe  allein  durch  A  und  allein  durch  B  bewegt  wird.  Die 
Sinoiden  tPa,  &)&i  deren  Amplituden  oder  grOsste  Ausweichungen 
resp.  gleich 

a  +  b     ^^'         a  +  b 

sind,  können  leicht  in  bekannter  Weise  construirt  werden,  wenn 
das  Verhältniss  der  Uebersetzung  vom  Rade  2  zum  Rade  i  ge- 
geben ist.  und  aus  diesen  beiden  Sinoiden  geht  dann  durch 
Interferenz  das  orthogonale  Wegdiagramm  kOc  des  Punktes  C  als 
Schwingungscurve  hervor. 
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Bei  dem  in  Fig.  568  gezeichneten  Interferenzmechanismns  sind 
beispielsweise  die  Abstände  a,  b  gleich  nnd  auch  die  beiden  Kur- 
beln 4>F,  KL  von  gleicher  Grösse  genommen.  Das  Verhältniss 
der  üebersetznng  vom  Rade  2  zam  Rade  4  ist  durch  das  Verhält- 
niss 5 :  6  gegeben ,  nnd  die  beiden  Punkte  A ,  B  sollen  sich  im 
Beginn  der  Bewegung  gleichzeitig  von  ihrer  Mittellage  aus  in 
gleichem  Sinne  bewegen.  Um  nun  in  Fig.  559  für  diesen  beson- 
deren Fall  das  orthogonale  Wegdiagramm  &)«  jenes  Punktes  C  zu 
construiren,  nehmen  wir  auf  der  Zeitaxe  eine  beliebige  Strecke 
T^T  an  und  zeichnen  die  beiden  von  T^  aus  gehenden  Sinoiden 
XOa^^hi  welche  in  diesem  Falle  gleiche  Amplituden  haben,  so  dass 
gemäss  dem  Verhältnisse  5:6  die  Strecke  7"^  T  der  Zeitaxe  5  con- 
gruente  Wellenztlge  von  to«  und  6  congmente  Wellenzttge  yon  \0b 
enthält.  Diese  WeUenzüge  sind  in  bekannter  Weise  vermittelst 
Theilung  der  gleichen  Wellenlängen  und  entsprechender  Theilung 
des  mit  der  Amplitude  als  Radius  um  einen  Funkt  0  der  Zeitaxe 
beschreibenden  Kreises  k  construirt  Im  betrachteten  Falle  ist  diese 
Amplitude  gleich  der  Hälfte  jener  gleichen  Kurbeln  ^F^  AZ. 
Wir  haben  aber,  um  eine  übersichtlichere  Zeichnung  zu  erhalten, 
diese  Amplitude  von  doppelter  Grösse  genommen,  und  demnach 
erscheinen  auch  die  Ordinaten  des  stärker  gezeichneten,  resulti- 
renden  Wegdiagramms  tt)«,  die  sich  als  die  algebraische  Summe 
der  entsprechenden  Ordinaten  der  Sinoiden  U>a,  k06  ergeben,  in 
doppelter  Grösse.  Während  5  Umdrehungen  des  Rades  2  oder 
6  Umdrehungen  des  Rades  4  wird  eine  Periode  der  Bewegung 
des  Punktes  C  vollendet,  welche  durch  das  gezeichnete  Stück  des 
Wegdiagramms  XOc  veranschaulicht  wird.  Die  Schwingungen  ver- 
kleinem sich  während  der  ersten  Hälfte  dieser  Periode  und  ver- 
grössem  sich  in  gleicher  Weise  während  der  zweiten  Hälfte  der- 
selben. Die  Gestalt  des  Wegdiagramms  tt)«  wird  mannigfaltig 
verändert,  wenn  die  Sinoiden  kOa,  tp^  nicht  gleichzeitig  von  einem 
Punkte  der  Zeitaxe  ausgehen,  wenn  wir  z.  B.  die  Sinoide  tOb  in  der 
Richtung  7«  '^  clor  Zeitaxe  um  eine  Strecke  verschieben,  die  einer 
Phasendifferenz  der  Schwingungen  der  Punkte  A^  B  entspricht. 

Um  die  Veränderungen  der  Bewegung  des  Punktes  C  bei  ver- 
schiedenen Phasendifferenzen  zu  veranschaulichen,  betrachten  wir 
beispielsweise  den  Fall,  dass  in  Fig.  569  zwei  verschiedene  Räder 
2^  4  direct  in  einander  greifen,  sich  also  im  ungleichen  Sinne 
drehen,  und  das  einfache  Uebersetzungsverhältniss  1  :  2  besitzen. 
Wir  nehmen  nun  zunächst  an,  dass  beim  Beginn  der  Bewegung  die 
Kurbeln  ^F^  AL  sich  beide  in  der  Strecke  4>A  befinden;  dann 
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beginnt  die  Bewegung  der  Ponkte  A^  B  von  ihrer  Mitteilage  aas 
in  gleichem  Sinne,  nnd  die  Phasendifferenz  ist  gleich  Null.  Wir 
erhalten  dem  gemäss  in  Fig.  560  von  T^  ans  gehend  aof  einer 
Strecke  T^T  der  Zeitaxe  einen  Wellenzng  der  Sinoide  to«,  und 
zwei  Wellenzttge  der  Sinoide  tD»,  aas  denen  das  entsprechende 
Wegdiagramm  U)«  fttr  die  Phasendifferenz  Null  resoltirt.  Befindet 
sich  die  Kurbel  4>F  im  Beginn  der  Bewegung  stets  in  <I>A 
und  denken  wir  uns  die  andere  Kurbel  AX  nach  einander  um 
bestimmte  Winkel  von  A<I>  aus  in  verschiedene  Stellungen  ge- 
dreht, z.  B.  um  die  Winkel  90**,  ISO'*,  270^,  so  entsprechen  diesen 
die  Phasendifferenzen  i,  f,  }.  Die  Bewegungsvorgänge,  welche 
diesen  Phasendifferenzen  entsprechen,  werden  beziehlich  durch 
die  Zeichnungen  in  den  Figuren  560%  560b,  560<^  veranschaulicht, 
in  denen  die  Sinoide  \0b  gegen  die  unveränderte  Sinoide  tx>a  resp. 
um  i,  ?,  f  der  Wellenlänge  von  tp^  oder  der  Hälfte  von  T^T  ver- 
schoben ist.  In  Fig.  560  und  560b  gind  die  Wegdiagramme  tx>c  bei 
weiterer  Ausführung  für  die  Phasendifferenzen  0,  }  congruent  und 
nur  um  eine  Strecke  gegen  einander  verschoben.  In  Fig.  559^^  und 
559^  sind  die  Wegdiagramme  \0c  für  die  Phasendifferenzen  i,  !  auch 
congrnent,  aber  ihre  gegenseitige  Lage  ist  verschieden  und  wird 
gleichartig  nach  einer  Drehung  um  zwei  rechte  Winkel. 

Bei  dem  in  Fig.  561  gezeichneten  Interferenzmechanismus  ist 
wegen  der  leichteren  praktischen  Ausführung  das  Glied  8  durch 
die  Schubstangen  5,  7  mit  den  Kurbeln  4>jP,  Ai  gelenkig  ver- 
bunden 0*  Der  Bewegungsvorgang  des  Gliedes  6  ist  bei  diesem 
Mechanismus  im  Allgemeinen  sehr  complicirt;  wenn  aber  die 
Schubstangen  5,  7  im  Verhältnisse  zu  den  Kurbeln  lang  sind,  so 
kann  dieser  Bewegungsvorgang  durch  die  vorhin  ausgeführten 
graphischen  Darstellungen  annähernd  veranschaulicht  werden.  Ist 
das  Uebersetzungsverhältniss  der  beiden  direct  in  einander  grei- 
fenden Bäder  2,  4  gleich  1:2,  verhalten  sich  also  ihre  Zähne- 
zahlen wie  2:1,  dann  bewegt  sich  der  Punkt  C  bei  jenen  vier 
Phasendifferenzen  angenähert  wie  durch  die  vorhin  betrachteten 
vier  Wegdiagramme  \0c  dargestellt  wird.  In  der  durch  Fig.  561 
gegebenen  Anordnung  ist  dieser  Mechanismus  bei  der  Fllnffarben- 
Perrotine  von  Hummel  angewendet 2). 

^)  Lanz  et  B^tancoart,  Esscd  sur  la  composiiion  des  machines.  1808. 
p.  37.  —  Bedtenbacher,  Die  Bewegungs-Mechamstnen.  1857.  S.  13,  oder 
Der  Maschifienbau.   1862.  B.  I.  S.  361. 

')  Herrmann,  „Aus  der  Maschinenhalle  der  Wiener  Weltausstellung*'; 
Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure.  1874.  B.  18.  S.  609. 


Rftderlenkige  Mechanismen.  545 

Denken  wir  ans  die  Bäder  2,  4  während  einer  anendlich 
kleinen  Bewegang  Termittelst  einer  durch  den  Pol  24  gehenden 
beliebigen  Koppel  gelenkig  verbanden,  dann  stimmt  dieser  Mecha- 
nismas  mit  dem  in  Art.  197  betrachteten  Schwengelkarbelgetriebe 
ttberein,  and  wir  können  demnach  aach  in  analoger  Weise,  wie 
es  dort  gelehrt  warde,  die  Greschvdndigkeit  des  Panktes  C  ver- 
mittelst der  betreffenden  Pole  construiren.  Wir  ziehen  die  Gerade 
F'24j  welche  die  Gerade  7  im  Pankte  VII^  trifft,  dann  die  Gerade 
34-VII^y  welche  die  Gerade  F'23  im  Pankte  ©^  schneidet;  wir 
ziehen  femer  darch  diesen  Punkt  ©^  und  den  Schnittpunkt  9  der 
Geraden  ö,  7  die  Gerade  SbSöii  so  bestimmt  diese  auf  der  in  C 
zu  C6  Senkrechten  68-36"^  den  Pol  38  des  Schwengelgliedes  8 
im  Bezug  auf  das  feste  Gestell  3^).  Nehmen  wir  nun  an,  dass 
F'23  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  F  sei,  und 
ziehen  wir  durch  23  zu  5  die  Parallele  23- A^^  dann  liefert  diese 
auf  A''38  die  lothrechte  Geschwindigkeit  AA^  von  A..  Femer 
erhalten  wir  durch  die  zu  AB  Parallele  A^»  aaf  C-38  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  CCb  des  Punktes  C,  resp.  des  Gliedes  &, 
und  auf  3-38  die  lothrechte  Geschwindigkeit  BBr^  von  B.  In 
anderer  Weise  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  von  C,  wenn  wir 
die  Gerade  38-23  ziehen,  die  auf  5  den  Pol  28  bestimmt;  dann 
schneiden  sich  die  Geraden  28-68,  23-36^  in  dem  auf  *  A  liegen- 
den Pol  26  und  die  Strecke  26-23,  repräsentirt  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  C. 

Besonders  einfach  wird  der  betrachtete  Mechanismus,  wenn 
derselbe,  wie  in  Fig.  562,  hinsichtlich  aller  Bestandtheile  symme- 
trisch gestaltet  ist  In  dieser  Anordnung  vollziehen  die  Punkte 
Ay  B  gleichzeitig  identische  Bewegungen;  dem  zufolge  kann  jener 
Schwengel  AB  einstückig  mit  dem  Gliede  6  verbunden  werden, 
und  wir  erhalten  dadurch  einen  ttbergeschlossenen  Hechanismus. 
So  gestaltet  hat  Gartwright  diesen  Mechanismus  bei  seiner 
Dampfinaschine  angewendet  2),  und  daher  wird  derselbe  auch  der 
Gartwright'sche  Mechanismus  genannt. 

226.  Mechanismus  fDr  Erzeugung  periodisch  veränderiicher, 
fortschreitender  Bewegung.  In  Fig.  563  bilden  die  Glieder  i,  2, 3, 4 
einen  Eurbelmechanismus;  auf  den  Gelenkaxen  34, 14  drehen  sich 

*)  Eine  andere,  aber  umst&ndlichere  Construction  dieses  Pols  hat  Ritters - 
haus  im  CiviUngenieur.  1880.  B.  26.  S.  233  mitgetheilt. 

*)  Gartwright,  Specification  No.  2202  vom  11.  No?.  1797;  femer  in  den 
Annales  des  arts  et  manufactures  par  O'Reilly  (ohne  Druckjahr)  T.  I.  p.  84. 

Bnrmeater»  Kinematik  L  35 


546  YII.  Abschnitt.  ZasammeDgesetzte  ebene  Mechanismen. 

die  in  einander  greifenden  Bäder  5^  6y  nnd  das  OKed  2  besteht 
ans  einem  Rade  2^  welches  centrisch  auf  die  Axe  23  gesetzt  ist 
nnd  in  das  Rad  5  eingreift  0-  Von  den  fHnfzehn  Polen  dieses 
sechsgliederigen  Mechanigmng  sind  dnrch  denselben  zehn  Pole 
nnmittelbar  gegeben.  In  jeder  Axe  34^  14  der  Räder  5j  6  befin- 
den sich  beziehlich  die  drei  Pole  34^  35,  45  nnd  i4,  16^  46  Ver- 
eint, nnd  die  Pole  25^  66  sind  die  Bertthmngspnnkte  der  betreffen- 
den Rollkreise  r,,  r^  nnd  r^^  r^  der  Räder.  Die  Bestimmung  der 
ttbrigen  fünf  Pole  ist  aas  der  übersichtlichen  Bezeichnnngsweise 
leicht  erkenntlich. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Glied  1  als  fest  und  nehmen  wir 
an,  dass  das  Rad  2  sich  um  die  feste  excentrische  Axe  12  gleich- 
förmig dreht,  so  wird,  weil  der  Eurbelmechanismus  dann  ein 
Schwingkurbelgetriebe  repräsentirt,  das  Glied  4  Schwingungen 
um  die  feste  Axe  14  vollziehen,  und  das  auf  derselben  sitzende 
Rad  6  wird  dadurch  in  periodisch  veränderliche,  fortschreitende 
Drehung  versetzt.  Um  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  1  die  Ge- 
schwindigkeit für  einen  Punkt  des  Rollkreises  r^  des  Rades  6^ 
z.  B.  für  den  mit  dem  Pol  56  coincidirenden  Punkt  A  zu  erhalten, 
nehmen  wir  an,  dass  der  Punkt  23  des  Gliedes  2  sich  im  festen 
Gliede  1  mit  der  constanten  lothrechten  Geschwindigkeit  23-12 
drehe.  Der  Pol  26 ^  der  sich  als  Schnittpunkt  der  Geraden  12-16 ^ 
25-56  ergiebt,  besitzt  demnach,  als  Punkt  des  Gliedes  2  und  als 
Punkt  des  Rades  6  betrachtet,  dieselbe  lothrechte  Geschwindig- 
keit 26-12-,  folglich  wird  durch  die  zu  25-56  oder  A'26  ParaUele 
12- Ali  auf  der  Geraden  A-16  die  lothrechte  Geschwindigkeit  AA^^ 
des  Punktes  A  des  Rades  6  bestimmt  Bei  dieser  Bestimmung  ist 
also  der  Pol  26  gar  nicht  erforderlich.  Man  ersieht  leicht,  dass 
bei  diesem  betrachteten  Mechanismus  während  der  Rotation  des 
Punktes  23  die  Pole  25,  56  mit  dem  festen  Axenpunkte  12  nicht 
in  eine  Gerade  gelangen,  dass  also  der  Punkt  A  nicht  mit  A 
oder  56  zusammenfallen  kann  und  dass  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit AA'o  auch  nicht  gleich  Null  wird.  Diese  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit verändert  sich  demnach  während  jeder  Umdrehung 
des  Gliedes  2  periodisch  und  bewahrt  ihren  Richtungssinn.  Das 
Rad  6  vollzieht  somit  eine  periodisch  veränderliche,  fortschreitende 
Drehung.  Wenn  die  Anordnung  des  Mechanismus  derart  ist,  dass 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  AA^  gleich  Null  wird  und  auch 


')  Yergl.  Weisbach,  „Abänderung  der  Bewegung**  in  Hüksse,  Allge- 
meine Maschinen- Encyclopädie.  1841.  B.  I.  S.  43. 
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entgegengesetzten  Sichtnngssinn  annehmen  kann,  dann  entsteht 
eine  periodisch  veränderiiche  Bewegung  des  Rades  2  in  beiderlei 
Sinn,  nnd  ein  snccessives  Fortschreiten  findet  in  dem  Sinne  statt, 
in  welchem  die  Bewegung  überwiegt 

Betrachten  wir  in  Fig.  663  das  Glied  3  als  fest,  und  nehmen 
wir  an,  das  Bad  2  rotire  gleichförmig  am  die  feste  centrische 
Axe  23^  dann  vollzieht  das  Glied  4  Schwingungen  um  die  feste 
Axe  34^  und  das  Bad  6  wird  im  Bezug  auf  das  rotirende  Rad  5 
in  periodische  Bewegung  versetzt.  Um  diese  Bewegung  zu  ver- 
anschaulichen, denken  wir  uns  einstweilen  das  Rad  5  festgestellt, 
und  durch  gleichförmige  Drehung  des  Gliedes  3  das  Rad  2  um- 
laufend um  das  Rad  5  bewegt.  Dadurch  wird  dann  dem  Gliede  4 
sowie  dem  Rade  6  im  Bezug  auf  5  eine  ungleichförmige  Bewegung 
ertheilt.  Nehmen  wir  an,  dass  der  Pnnkt  23  im  Bezug  auf  5  mit 
der  Constanten  lothrechten  Geschwindigkeit  23-35  um  die  Axe  35 
rotirt,  so  bestimmt  die  zu  12-23  Parallele  55-^2©  auf  12-25  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  12-12^  des  Punktes  12  und  die  zu 
12-14  Parallele  12^- 14^  auf  der  Geraden  4  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit i4-i4t  des  Punktes  14  im  Bezug  auf  5.  Einer 
Drehung  des  Gliedes  4  in  J  entspricht  eine  proportionale  Dreh- 
ung von  6  in  <5,  und  in  analoger  Weise  wie  die  Bewegung  des 
Punktes  14  vollzieht  sich  auch  die  Bewegung  des  Rades  6  im 
Bezug  auf  das  Rad  5.  Man  ersieht  auch  hier  leicht',  dass  bei 
diesem  betrachteten  Mechanismus  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
14-14^  nicht  Null  wird,  und  demnach  vollzieht  das  Rad  6  auf 
dem  rotirenden  Rade  5  eine  periodisch  veränderliche,  fortschrei- 
tende Bewegung.  Derartige  Bewegungen  können  jedoch  meist  in 
einfacherer  Weise  durch  zwei  unrunde  Räder  bewirkt  werden. 
Der  Mechanismus  kann  aber,  ebenso  wie  vorhin  erwähnt  wurde, 
durch  entsprechende  Anordnung  auch  periodisch  veränderliche 
Bewegung  in  beiderlei  Sinn  erzeugen,  die  nach  und  nach  in  dem 
einen  Sinne  successive  fortschreitet,  und  dies  ist  durch  zwei  un- 
runde Räder  praktisch  nicht  zu  ermöglichen. 

227.  Mechanismen  mit  Pilgtorsclirittbewegung.  Für  eine  perio- 
disch veränderliche  Bewegung,  die  in  beiderlei  Sinn  vor  sich  geht, 
aber  nach  und  nach  in  dem  einen  Sinne  fortschreitet,  hat  sich  in 
der  Praxis  die  Benennung  Pilgerschrittbewegung  gebildet. 
Derartige  Bewegungsvorgänge  kommen  bei  Flachsbrechmaschinen 
in  Anwendung,  um  die  gewöhnlich  erforderliche  grosse  Anzahl 
gleichförmig  rotirender  Riffelwalzen  durch  eine  kleine  Anzahl 
Riffelwalzen  zu  ersetzen,  die  Pilgerschrittbewegung  besitzen  und 

35* 
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dadurch  die  Brechung  des  Flachses  ebenso  bewirken,  wie  jene 
vielen  auf  einander  folgenden  Riffelwalzen. 

In  Fig.  564  ist  der  Mechanismus  der  Flachsbreche  von  San- 
ford  und  Mallory  schematisch  dargestellt  0-  Derselbe  unter- 
scheidet sich  in  seinem  Haupttheil  von  dem  vorhin  betrachteten 
Mechanismus  nur  dadurch ,  dass  die  Axe  12  ausserhalb  des  zum 
Gliede  2  gehörenden  Rades  r,  liegt  und  dass  die  Bewegung  von 
diesem  Rade  durch  ein  Wechselrad  6  auf  ein  Doppelrad  5  über- 
tragen wird,  dessen  beide  Rollkreise  r'^,  r,^  sind.  Im  (restell  i 
rotirt  die  Kurbel  12-23  mit  dem  auf  ihrem  Eurbelzapfen  23  cen- 
trisch  befestigten  Rade  r,  gleichförmig  um  die  feste  Axe  12 ;  da- 
durch wird  das  um  die  feste  Axe  li  rotirende  Rad  6  in  Pilger- 
schrittbewegung versetzt,  und  diese  wird  auf  die  Riffelwalzen  7,  8 
und  7',  8^  übertragen,  die  im  Gestell  1  gelagert  sind.  Zwischen 
den  Walzenpaaren  7,  8  und  7',  8*  wird  die  Brechung  des  Flachses 
vollzogen. 

Um  das  zeitliche  orthogonale  Geschwindigkeitsdiagramm  für 
die  Bewegung  der  Riffelwalzen  zu  erhalten  und  dadurch  den  Be- 
wegungsvorgang derselben  zu  veranschaulichen,  nehmen  wir  an, 
dass  der  Kurbelzapfen  23  mit  der  constanten  lothrechten  Geschwin- 
digkeit 23-12  rotire,  und  theilen  den  vom  Punkte  23  beschrie- 
benen Kreis  q)  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile,  die  im  Sinne  der 
Drehung  beispielsweise  von  der  gezeichneten  Lage  des  Punktes  23 
ausgehen.  Für  jede  Kurbellage,  die  je  einem  der  erhaltenen 
Th eilpunkte  entspricht,  construiren  wir  in  der  oben  angegebenen 
Weise  die  zugehörige  lothrechte  Geschwindigkeit  des  auf  dem 
Rollkreise  r^  liegenden  Punktes  A  des  Rades  6,  der  mit  dem 
Pol  56  coincidirt.  Wir  bestimmen  vermittelst  einer  Geraden, 
welche  durch  die  Endpunktei  zweier  gleichgerichteter  paralleler 
Radien  der  Rollkreise  r,,  r^  geht,  oder  vermittelst  einer  äusseren 
gemeinsamen  Tangente  dieser  Rollkreise  den  auf  der  Geraden  3 
liegenden  Pol  25,  und  ziehen  zu  25-56  die  Parallele  i-2-^o,  welche 
auf  der  Geraden  4  die  lothrechte  Geschwindigkeit  A  Ax,  des  Punk- 
tes A  liefert  Gemäss  der  Richtung  der  lothrechten  Geschwindig- 
keit AAty  rotiren  im  dargestellten  Momente  der  Bewegung  die 
Kurbel  12-23  und  das  Rad  6  in  gleichem  Sinne.  Bei  der  Dreh- 
ung der  Kurbel  in  der  eingezeichneten  Pfeilrichtung  bewegt  sich 
in  diesem  Momente  der  zwischen  den  Riffelwalzen  geführte  Flachs 

^)  Guild,  Specificaiion  No.  68  vom  8.  Januar  1863.  Hartig,  „•Versuche 
über  den  Kraftbedarf  der  Maschinen  in  der  Flachs-  und  Wergspinuerei".  Mit- 
theilungen  der  KönigL  Polytechti.  Schule  zu  Dresden,  1869.  Heft  2.  S.  51. 
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in  der  RichtaBg  BB^y  und  die  Geschwindigkeit  BBm  desselben 
ist  gleich  AAt^^  wenn  insbeson4ere  der  Riflfelkranz  und  der  Zahn- 
kranz der  Siffelwalzen  gleich  sind.  Der  geometrische  Ort  des 
Punktes  A^^  ist  eine  ovale  Gurve  Xi  welche  den  BoUkreis  r^  in 
zwei  Punkten  schneidet.  Man  ersieht  auch  leicht  in  Fig.  564, 
dass  der  auf  3  ausserhalb  der  Strecke  23-34:  gelegene  Pol  25 
während  einer  Eurbeldrehuug  zweimal  mit  den  Polen  12^  56  in 
je  eine  Gerade  gelangt,  dass  dem  zufolge  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit AA^  zweimal  gleich  Null  wird  und  entgegengesetzten 
Bichtungssinn  annimmt. 

Die  so  für  jene  verschiedenen  Kurbellagen  erhaltenen  Strecken 
AAii  sind  in  Fig.  564^  behufs  Construction  des  zeitlichen  ortho- 
gonalen Geschwindigkeitsdiagramms  i))  eines  Walzenpunktes  B  als 
Ordinaten  in  den  entsprechenden  Punkten  einer  auf  die  Zeitaxe 
TqT  gewählten  Strecke  angetragen,  und  dem  Anfangspunkte  1\ 
entspricht  T^V^^^^AA^^.  Von  diesem  wellenförmigen  Diagramm  t)« 
sind  zwei  congruente  WellenzUge,  die  zwei  Kurbeldrehungen  ent- 
sprechen, gezeichnet.  Dem  ausserhalb  des  BoUkreises  r^  gelegenen 
Theile  der  Curve  %  entsprechen  die  über  der  Zeitaxe  liegenden 
Wellenberge  von  ü^,  und  dem  innerhalb  dieses  BoUkreises  gele- 
genen Theile  der  Gurve  %  entsprechen  die  unter  der  Zeitaxe 
liegenden  Wellenthäler  von  D),  weil  die  Drehung  der  Biffelwalzen 
7,  7'  der  des  Bades  6  entgegengesetzt  ist.  Einer  positiven  oder 
negativen  Ordinate  des  Geschwindigkeitsdiagramms  )))  entspricht 
resp.  eine  nach  rechts  oder  links  gerichtete  Geschwindigkeit  des 
im  Punkte  B  zwischen  den  Bififelwalzen  in  Pilgerschritt  befind- 
lichen Flachses. 

Nach  dem  Satze  auf  S.  15  verändern  sich  die  Weglängen  pro- 
portional der  Fläche,  welche  durch  das  zeitliche  orthogonale  G«- 
schwindigkeitsdiagramm  t)^,  die  beiden  betreffenden  Ordinaten  und 
die  Zeitaxe  umgrenzt  wird;  daher  wird  durch  dasselbe  auch  die 
Pilgerschrittbeweguug  veranschaulicht.  Die  positiven  Fläcben- 
stftcke  der  Wellenberge  sind  grösser  als  die  negativen  Flächen- 
stücke der  Wellenthäler;  es  schreitet  demnach  der  Flachs,  wenn 
wir  z.  B.  mit  der  Bechtsbewegung  beginnen,  erst  nach  rechts, 
dann  um  eine  Strecke  nach  links  zurück,  hierauf  um  eine  grös- 
sere Strecke  wieder  nach  rechts  und  somit  successive  nach  rechts 
fort  0. 


1)  Bittershaas  hat  im  Cimlingenieur.  1880.  B.  26.  S.  28,  das  örtliche 
Geschwindigkeitsdiagramm  dieser  Pilgerschrlttbewegung  constrairt. 
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In  Fig.  565  ist  der  Mechanismns  einer  anderen  Flachsbreche 
schematisch  dargestellt,  bei  welcher  durch  die  drei  im  festen 
Gestell  3  gelagerten  Räder  2^  d,  5  ein  Vorgelege  gebildet  wird. 
An  dem  Bade  2  ist  eine  Enrbel  23-12  befestigt,  welche  durch  die 
Koppel  1  mit  dem  auf  der  Axe  35  drehbaren  Gliede  4  gelenkig 
verbanden  ist.  In  diesem  Gliede  sind  die  beiden  Riffelwalzen  6^  6' 
gelagert,  welche  mit  einer  an  dem  Rade  6  befestigten  grossen 
Riffelwalze  zusammen  arbeiten.  Die  Triebwelle  35  treibt  diese 
grosse  Riffelwalze  und  das  Rad  5  gleichförmig.  Das  Rad  5  be- 
wegt die  Riffelwalzen  6^  6*  und  femer  vermittelst  des  Wechsel- 
rades 6  das  Rad  2  nebst  der  Kurbel,  welche  das  Glied  4  mit  den 
Lagern  der  Riffel  walzen  in  Schwingungen  versetzt^).  Durch  diesen 
Mechanismus  wird  den  Riffelwalzen  &,  6^  im  Bezug  auf  die  roti- 
rende  grosse  Riffelwalze  Pilgerschrittbewegung  ertheilt.  Die  Con- 
struction  der  Geschwindigkeiten  kann  in  derselben  Weise  wie  bei 
dem  Mechanismus  in  Fig.  563  ausgeführt  werden,  wenn  dort  das 
Glied  3  als  Steg  betrachtet  wird.  Denn  stellen  wir  uns  vor,  dass 
dort  sich  zwischen  den  Rädern  2,  5  ein  Wechselrad  6  befinde, 
dann  stimmt  der  Mechanismus  im  Wesentlichen  mit  dem  in  Fig.  565 
dargestellten  Mechanismus  tiberein.  Denken  wir  uns  das  Rad  5 
festgestellt,  und  nehmen  wir  an,  das  Glied  3  rotire  gleichförmig 
mit  der  constanten  lothrechten  Geschwindigkeit  23-35^  des  Punk- 
tes 23  desselben  im  Bezug  auf  S,  so  erhalten  wir  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  14- 14^^  welche  der  Gelenkpunkt  14  im  Bezug 
auf  5  besitzt,  indem  wir  den  Pol  25  durch  die  Gerade  62-65  auf 
23-35  bestimmen,  dann  zu  23-12  die  Parallele  t?5-i20  ziehen,  die 
25-12  im  Punkte  12^^  trifft,  und  femer  zur  Koppel  1  die  Parallele 
12^-Hxi  ziehen,  welche  auf  4  die  lothrechte  Geschwindigkeit  lili^i 
liefert.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Riffelwalzen  g,  6^ 
auf  der  grossen  Riffelwalze  wälzen,  ist  der  Geschwindigkeit  li-lix^ 
proportional.  Da  diese  Geschwindigkeit,  wie  man  leicht  aus  ihrer 
Bestimmung  erkennt,  gleich  Null  werden  kann,  und  entgegen- 
gesetzten Richtungssinn  annimmt,  so  geschieht  die  Wälzung  der 
Riffelwalzen  &,  6'  im  Bezug  auf  die  gleichzeitig  rotirende  grosse 
Riffelwalze  in  Pilgerschrittbewegung,  für  welche  das  zeitliche 
orthogonale  Geschwindigkeitsdiagramm  wie  vorhin  zur  Yeran- 
schaulichung  constrairt  werden  kann.  Die  Riffelwalzen  g,  6^  voll- 
ziehen also  auch  Pilgerschrittbewegung  auf  dem  mit  der  Drehung 


*)  Vergl.  Der  pracHsche  Maschinen-Constructeur,  1873.  S.  348.  —  Hey  er, 
Lehrbuch  der  vergleichenden  mechanischen  Technologie.  1878.  S.496. 
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der  grossen  Eiffelwalze  fortgeführten  Flachse.  Um  eine  grössere 
Anzahl  gleichförmig  rotirender  Riffelwalzen  zu  vermeiden,  hat 
man  die  Pilgerschrittbewegung  angewendet  Wenn  man  aber  be- 
achtet, dass  dabei  durch  die  Bewegung  der  Massen  in  dem  einen 
und  dem  anderen  Sinne  fttr  die  Praxis  grosse  Uebelstände  auf- 
treten, so  wird  man  doch  in  manchen  Fällen  die  gleichförmig 
rotirende  Bewegung  vorziehen,  obwohl  dieselbe  eine  grössere  An- 
zahl Riffelwalzen  erfordert. 
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228.  Bandgetriebe  mit  festen  Axen.  In  Fig.  566  befinden  sich 
in  dem  festen  Gliede  oder  Gestell  0  die  vier  Axen  01^  02^  03,  04 
der  Scheiben  i,  2,  5,  4  gelagert.  Die  Bewegung  wird  von  der 
einfachen  Scheibe  i  nach  der  Doppelscheibe  2  durch  einen  offenen 
Riemen,  von  der  Doppelscheibe  2  nach  der  Doppelscheibe  3  durch 
einen  gekreuzten  Riemen  und  von  der  Doppelscheibe  3  nach  der 
einfachen  Scheibe  4  durch  einen  offenen  Riemen  vermittelt  Wenn 
wir  voraussetzen,  dass  während  der  Bewegung  kein  Gleiten  der 
Riemen  stattfindet,  so  wird  durch  dieses  Bandgetriebe,  welches 
ebenso  aus  Rollen  mit  umgelegten  Schnüren  bestehen  kann,  die 
Bewegung  proportional  übertragen,  und  es  treten  hier  analoge 
Beziehungen  wie  beim  Vorgelege  auf.  In  kinematischer  Hinsicht 
kann  man  z.  B.  den  Riemen,  der  die  Bewegung  von  der  Scheibe  1 
nach  der  Scheibe  2  vermittelt,  durch  eine  Zahnstange  und  diese 
Scheiben  durch  Zahnräder  ersetzen;  demnach  bestimmen  die  be- 
treffenden gemeinsamen  Tangenten  der  theoretischen  Scheiben- 
ränder durch  ihren  Schnittpunkt  12  auf  der  Geraden  01-02  den 
Pol  12  der  beiden  Scheiben  i,  2.  Die  Bewegung  der  beiden  Schei- 
ben i,  2  kann  also  auch  durch  ein  Hohlrad  1  mit  dem  Rollkreis- 
radius 01-12  und  ein  VoUrad  2  mit  dem  Rollkreisradius  02-12  her- 
vorgebracht werden.  In  derselben  Weise  wie  den  Pol  12  erhalten 
wir  die  beiden  Pole  23,  34.  Die  übrigen  drei  Pole  13,  24, 14  er- 
geben sich  als  Schnittpunkte  der  Geradenpaare  01-03, 12-23-,  02-04^ 
34-23;  01-04,  34-13;  und  als  Controle  folgt,  da^s  die  drei  Pole  12, 
24^  14  auf  einer  Geraden  liegen,  die  durch  Punktirung  gekenn- 
zeichnet ist  Die  Uebersetzung  der  Bewegung  von  der  Scheibe  1 
zur  Scheibe  4  kann  hiemach  auch  durch  zwei  Räder  1,  4  bewirkt 
werden,  deren  Rollkreisradien  beziehlich  01-14,  04-14  sind. 
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Bezeichnen  wir  mit  r^  r^,  r,,  r^,  r„  r'^  die  Radien  der  be- 
treffenden theoretischen  Scheibenrftnder,  d.  h.  die  bis  znr  Riemen- 
mitte gemessenen  Radien^  nnd  bezeichnen  wir  femer  mit  01,01  ^i» 
die  Drehgeschwindigkeiten  der  Scheiben  1)  4y  mit  tt,o>  ^m  ibre  Dm- 
drehimgBzahlen,  mit  ti'io,  w^  ihre  Drehnngswinkel  in  einer  beliebig 
angenommenen  Zeit ;  dann  erhalten  wir  ebenso  wie  bei  dem  Vor- 
gelege: 

«^40         «^40         ^Ao         ^i-r^^r. 
Somit  ergiebt  sich  anch  allgemein  bei  n  Scheiben,  wenn  v  das 
Uebersetznngsverh&Itniss  von  der  ersten  Scheibe  znr  n^^  Scheibe 
bezeichnet: 


w.Ä  tf.«  tt?.«  ri 


Ww         w«o         «^ii»         r, .  r, .  r,  • . r«-i 

Hierbei  ist  zn  beachten,  dass  offene  oder  nicht  gekreuzte  Riemen 
Drehungen  in  gleichem  Sinne,  gekreuzte  Riemen  Drehungen  im 
entgegengesetzten  Sinne  bewirken,  und  dem  gemäss  ist  das  Vo]^ 
zeichen  yon  v  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  666  die  Doppelscheiben  2,  3  durch 
einfache  Scheiben  ersetzt,  ist  also  r'^^^r^f  K'^^sf  dann  wird 
das  Uebersetzungsverhftltniss  von  1  nach  4  nur  durch  die  Radien 
^\f  K  bedingt,  und  die  Uebersetzung  d^  Bewegung  von  der 
Scheibe  1  zur  Scheibe  4  kann  direct  durch  einen  um  dieselben 
gelegten  Riemen  vermittelt  werden.  Der  Pol  14  ist  dann  der 
Schnittpunkt  der  beiden  gemeinsamen  äusseren,  oder  der  beiden 
gemeinsamen  inneren  Tangenten  der  theoretischen  Ränder  der 
Scheiben  i,  4,  je  nachdem  dieselben  in  gleichem  oder  in  unglei- 
chem Sinne  rotiren.  Aus  der  Bestimmung  aller  Pole  des  betrach- 
teten Bandgetriebes  in  diesem  besonderen  Falle  und  auch  im  all- 
gemeinen Falle  ergeben  sich  viele  interessante  Lagenbeziehungen 
der  Schnittpunkte  der  an  mehrere  Kreise  gelegten  gemeinsamen 
Tangenten. 

Um  eine  Drehung  in  dem  einen  oder  in  dem  anderen  Sinne 
zu  bewirken  und  auch  in  Stillstand  zu  versetzen,  wendet  man  ein 
Riemengetriebe  an,  welches  in  Fig.  567  dargestellt  ist.  Dasselbe 
besteht  aus  einer  Trommel  oder  breitrandigen  Scheibe  i,  welche 
sich  im  Gestell  um  eine  feste  Axe  er  dreht,  und  aus  vier  gleichen 
coaxialen  Scheiben  J?,  <?,  4,  5.  Die  beiden  äusseren  Scheiben  2,  5 
sind  auf  einer  im  Gestell  gelagerten  Axe  ß  befestigt,  und  die  bei- 
den inneren  Scheiben  <?,  4  rotiren  lose  auf  derselben.  Von  der 
Trommel  geht  ein  offener  und  ein  gekreuzter  Riemen  nach  je  einer 
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der  coaxialen  Rollen;  und  vermittelBt  einer  Aosrlickyorrichtung 
werden  durch  einen  Leiter  /  die  beiden  Kiemen  in  drei  verscliie- 
dene  Lagen  gerttckt  0-  Befinden  sich  die  Kiemen  auf  den  Rollen 
2,  3y  dann  treibt  der  offene  Kiemen  gemäss  der  Pfeilrichtung  die 
Rolle  2  und  ihre  Axe  ß  im  Sinne  nach  rechts,  und  die  lose  Rolle 
wird  dnrch  den  gekreuzten  Riemen  im  entgegengesetzten  Sinne 
gedreht.  Werden  die  Riemen  auf  die  beiden  losen  Rollen  d,  ^ 
gelegt,  dann  ist  die  Axe  ß  im  Stillstand.  Werden  die  Riemen  auf 
die  Rollen  4,  5  gerttckt,  dann  treibt  der  gekreuzte  Riemen  die 
Rolle  5  nebst  der  Axe  ß  im  Sinne  nach  links  und  die  lose  Rolle  4 
durch  den  offenen  Riemen  nach  rechts.  In  der  Praxis  heissen 
derartige  Wendegetriebe  auch  Riemenausrttckungen,  und 
werden  in  verschiedenen  Anordnungen  ausgefilhrt^). 

229.  Bandgetriebe  mit  einer  festen  Rollenaxe  und  einer  beweg- 
iiclien  Roilenaxe.  In  Fig.  568  dreht  sich  die  Rolle  2  um  eine  feste 
Axe  12  im  festen  System  1  und  die  Rolle  4  um  eine  bewegliche 
Axe  46.  Im  Punkte  15  des  festen  Systems  1  ist  ein  Seil  befestigt, 
welches  die  Rolle  4  trägt,  ttber  die  Rolle  2  gelegt  ist  und  nach 
der  Richtung  s  durch  eine  Kraft  P  gezogen  wird.  Betrachten  wir 
zunächst  die  Rollenaxe  4ff,  an  welcher  eine  Last  Q  hängt,  als  frei 
beweglich,  dann  wird  der  Axenpunkt  46  nach  statischen  Gesetzen 
stets  eine  solche  Lage  einnehmen,  bei  welcher  die  verticale  Ge- 
rade 46'Q  die  Halbirungsgerade  des  von  den  Tangenten  d,  5  ge- 
bildeten Winkels  ist.  Der  Axenpunkt  46  bewegt  sich  demnach 
durch  Eraftschluss  zwangläufig  auf  einer  Curve,  die  dieser  Be- 
dingung gemäss  construirt  werden  kann,  die  aber  in  ihrem  Gesetze 
höchst  complicirt  ist  und  noch  der  Untersuchung  harrt  In  dem 
besonderen  Falle,  wenn  die  Tangenten  <?,  5  parallel  sind,  geht 
diese  Curve  in  eine  verticale  Gerade  ttber. 

Wir  wollen,  weil  die  kinematische  Untersuchung  dieses  an 
sich  so  einfachen  Mechanismus  im  Allgemeinen  doch  ausserordent- 
lich schwierig  ist,  annehmen,  dass  der  Axenpunkt  46  in  einer 
festen  verticalen  Geraden  q  geführt  werde.  Dies  wird  in  Fig.  568 
dadurch  bewirkt,  dass  ein  Schlitten  &,  der  die  Rollenaxe  46  ent- 
hält,  in  einem  Schlitze  gleitet,  dessen  Mittellinie  die  Gerade  q  ist. 
Um  nun  diesen  Mechanismus  der  kinematischen  Betrachtung  zu 
unterwinden,  denken  wir  uns  die  geradlinigen  Seiltheile  <?,  5  durch 

>)  Siehe  Rittershaas,  „Ueber  Riemenf ührer'^  Verhandlungen  des  Ter» 
eins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen,  1868.  S.  161. 

')  Weisbach-Herrmann,  Ingenieur^  und  Maschinen-Mechanik.  1876. 
m.  Tbl.  I.  Abth.  S.  868. 
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Zahnstangen,  die  Bollen  2,  4  durch  Zahnräder  theoretisch  ersetzt ; 
dann  erhalten  wir  einen  sechsgliederigen  Mechanismns ,  bei  wel- 
chem die  sieben  Pole  12,  23,  34,  45,  46,  15,  16^  unmittelbar  ge- 
geben sind,  und  alle  übrigen  Pole  leicht  bestimmt  werden  können. 
Von  besonderem  Interesse  ist  der  Pol  26.  Derselbe  ergiebt  sieh, 
indem  wir  senkrecht  auf  q  die  Gerade  46-16"^  ziehen,  die  5  im 
Pol  14  schneidet,  und  die  Gerade  14-12,  welche  3  im  Pol  24  trifft; 
dann  bestimmt  die  Gerade  46-24  auf  12-lff^  den  Pol  26.  Der 
Axenpimkt  46  oder  der  Schieber  6  bewegt  sich  demnach  momentan 
ebenso  wie  der  mit  26  coincidirende  Punkt  der  Rolle  2.  Denken 
wir  uns  die  Last  Q  in  diesem  Punkte  an  die  Bolle  2  gehängt,  so 
ist  die  Wirkung  dieselbe  wie  im  Punkte  46.  Bezeichnen  wir  mit 
r  den  Badius  der  Bolle  2,  mit  x  die  Strecke  12-26,  dann  ergiebt 
sich,  weil  die  Geschwindigkeiten  des  Seiles  s  und  des  Schiebers  6 
sich  wie  r :  x  verhalten,  nach  dem  Princip  der  rirtuellen  Ver- 
rtlckungen  (Art.  131),  ohne  Beachtung  der  Beibung,  das  theore- 
tische Verhältniss  von  Kraft  zu  Last: 

Diese  Darlegung  zeigt,  dass  man  vermittelst  der  Polbestimmung  in 
anderer  Weise,  als  wie  bisher  vermittelst  Zerlegung  und  Zusam- 
mensetzung der  Ej'äfte,  dieses  Verhältniss  bestimmen  kann.  Der 
Schlitten  6  kann  auch  weggemindert  werden,  so  dass  die  Axe  46 
als  Zapfen  in  dem  Schlitze  gleitet.  Anstatt  auf  einer  Geraden  q 
kann  der  Axenpunkt  46  auch  auf  einer  gegebenen  Gurve  geführt 
werden,  welche  die  Mittellinie  eines  krummlinigen  Schlitzes  bildet. 
Das  Verhältniss  von  Kraft  zu  Last  wird  in  diesem  allgemeinen 
Falle,  wenn  die  Normalen  an  der  gegebenen  Curve  bekannt  sind, 
ebenso  wie  vorhin  vermittelst  der  Polbestimmung  construirt. 

230.  Antiker  Flaschenzug  9.   Die  Fig.  569  stellt  den  bekannten 
aus  dem  Alterthume  stammenden  Flaschenzug  dar,  bei  welchem 


^)  Den  Flaschenzug,  das  Vorgelege,  das  Bad  an  der  Welle  und  das 
Schneckenrad  im  Eingriff  mit  einem  Rade  hat  schon  Heron  Yon  Alezan- 
drien  beschrieben.  Siehe  Commandino,  Pappi  Alexandrini  Mathematicae 
Vollectiones,  Venetiis.  1589.  p.  331.  —  Hultsch,  Pappi  Alexandrini  Collec- 
tionis,  1878.  Vol.  DI.  p.  1121.  —  Martin,  „Recherches  sur  la  vie  et  les  ouvrages 
d'Höron  d' Alexandrie".  Mämoires  präsentes  par  divers  savanis  ä  l'Academie  des 
mcriptions  et  helles-lettres,  1854.  T.  IV.  p.  33.  Femer  findet  sich  der  Flaschen- 
zug in  Vitruvius,  De  Architectura ;  und  wir  wollen  von  den  vielen  Ausgaben 
dieses  Werkes  nur  einige  citiren,  die  auch  Abbildungen  des  Flaschenzuges  ent- 
halten: Vitruvius  Teutsch  von  Rivium.  1548.  S.  CCXCIV;  Vitruve,  D'ArcM- 
tecture  par  Perrault.  See.  ed.  1684.  p.  301.  Vitruvius,  Baukunst  von  Rode. 
1796,  B.  II.  S.  245. 
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die  drei  Rollen  i,  3^  5  mit  festen  Axen  sich  im  aufgehängten 

ruhenden  Oliede  0  nnd  die  drei  Bollen  2^  4y  6  mit  beweglichen 

Axen  sich   im  Oliede  7   befinden ,  an  dem  die  Last  Q  hängt. 

Von  dem  nm  die  Sollen  gelegten  Seil  ist  das  eine  Ende  s'  an 

dem  Gliede  0  befestigt,  nnd  das  andere  Ende  s  wird  dnrch  eine 

Kraft  P  behnfs  der  Hebung  der  Last  Q  gezogen.   Betrachten  wir 

die  sechs  tragenden  Seiltheile,  die  zwar  nur  angenähert  parallel 

sind,  als  parallel,  so  wird  jeder  dieser  sechs  Seiltheile  um  i  der 

Zugstrecke  des  Seilendes  s  verkürzt    Demnach  verhalten  sich  die 

Geschwindigkeiten  des  Seilendes  s  und  des  gehobenen  Gliedes  7 

wie  6:1,  oder  allgemein ,  wenn  n  tragende  Seiltheile  vorhanden 

sind,  wie  n:l.    Somit  ergiebt  sich  das  theoretische  Verhältniss 

von  Kraft  zu  Last: 

P:Q— 1:«. 

Bei  einer  anderen  Anordnung  dieses  Flaschenzuges  werden  die 
Bollen,  welche  in  den  Gliedern  0,  7  vertical  über  einander  ge- 
lagert sind,  in  jedem  dieser  Glieder  neben  einander  lose  auf  je 
eine  gemeinsame  Axe  gesetzt  Bei  dieser,  wie  bei  der  obigen  An- 
ordnung, werden  die  Glieder  0,  7  Flaschen  genannt,  und  danach 
ist  die  Benennung  Flaschenzug  entstanden. 

231.  DiflTerentialflaschenzug  und  DifTerentialwinde.  In  Fig.  570 
ist  ein  Differentialflaschenzug  schematisch  gezeichnet  Eine  Doppel- 
rolle i,  deren  beide  Badien  r,  r'  wenig  differiren,  befindet  sich  mit 
ihrer  festen  Axe  Ol  in  dem  aufgehängten  Gliede  0\  eine  Bolle  2 
ist  mit  ihrer  beweglichen  Axe  23  in  dem  Gliede  3  gelagert,  an 
welchem  die  Last  Q  hängt,  und  wird  von  einer  Kette  s  getragen, 
die  links  über  die  grössere,  rechts  ttber  die  kleinere  Bolle  der 
Doppelrolle  1  geführt  ist  und  geschlossen  herabhängt.  Um  das 
Gleiten  der  Kette  zu  verhindern,  sind  die  Billen  der  Bollen  mit 
Einkerbungen  versehen,  in  welche  die  Kettenglieder  eingreifen. 
Die  Curve,  auf  welcher  der  Axenpunkt  23  sich  bewegt,  ist  im  All- 
gemeinen sehr  complicirt,  wenn  aber,  wie  angenommen  wird,  die 
Differenz  der  Badien  r,  r'  verhäl^issmässig  klein  ist  oder  die 
Bolle  2  tief  herabhängt,  dann  kann  diese  Curve  sehr  angenähert 
als  eine  verticale  Gerade  betrachtet  werden. 

Wird  die  Doppelrolle  1  durch  die  am  Seiltheil  s  wirkende 
Kraft  P  um  einen  Winkel  w  gedreht,  dann  entspricht  einer  Zug- 
strecke oder  Abwindung  des  Seiltheils  «,  deren  Grösse  r.w  ist, 
eine  Aufwindung  des  Seiltheils  «',  deren  Grösse  r'.w  ist;  dem  zu- 
folge wird  die  Bolle  2  sehr  angenähert  um  die  Strecke  i(r — r^)w 
gehoben,  und  es  stehen  die  Geschwindigkeiten  des  Seiltheils  s 
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nnd  des  Gliedes  ^  in  dem  Verhältnisse  r:i(r— r').  Hiernach  ist 
bei  diesem  Differentialflaschenzng  das  theoretische  VerhUtniss  von 
Kraft  zu  Last: 

Je  kleiner  also  die  Differenz  der  theoretischen  Rollenradien  r,  r' 
der  Doppelrolle  sind,  desto  kleiner  ist  anch  die  znr  Hebung  einer 
Last  Q  erforderliche  Kraft  P. 

Der  betrachtete  Differentialflaschenzng  0  ist  ans  der  bekannten 
alten  Differential  winde  ^)  hervorgegangen ,  welche  in  Fig.  671  sehe- 
matisch  dargestellt  ist.  Bei  derselben  wird  durch  eine  Kraft  an 
dem  Kurbelarme 9  dessen  Länge  wir  mit  R  bezeichnen,  die  fest- 
gelagerte Welle  1  gedreht,  so  dass  beim  Heben  der  KoUe  2  der 
Seiltheil  s  auf  den  stärkeren  Wellentheil  aufgewickelt  und  der 
Seiltheil  s^  von  dem  schwächeren  Wellentheil  abgewickelt  wird. 
Der  HebungsYorgang  der  Bolle  2  nebst  der  Last  Q  ist  demnach 
derselbe  wie  vorhin.  Wenn  wir  die  Radien  des  stärkeren  und 
des  schwächeren  Wellentheils  resp.  mit  r,  r'  bezeichnen  und  be- 
achten, dass  die  Kraft  P  an  einem  Kurbelarme  von  der  Länge  iZ 
wirkt,  so  ist  den  obigen  Darlegungen  gemäss  bei  dieser  Diffe- 
rentialwinde das  Yerhältniss  von  Kraft  zu  Last: 

P:Q  =  |(r— rO:Ä 

Soll  diese  Differentialwinde  streng  kinematisch  behandelt  werden, 
dann  müssen  wir  die  Axe  der  Rolle  2  zur  Axe  der  Welle  1  parallel 
legen,  und  uns  vorstellen,  es  seien  die  beiden  Wellentheile  sowie 
die  Bolle  mit  Zähnen  versehen  und  die  Seiltheile  s,  s'  durch  Zahn- 
stangen ersetzt. 

232.  Die  Auftugsvorrichtung  bei  Pendeiuhren  von  Huygens.  um 

eine  durch  Gewicht  getriebene  Pendeluhr  während  ihres  Ganges 
ungestört  aufzuziehen,  wird  die  gleichzeitig  mit  den  Pendeluhren 
von  Huygens  erfundene  Aufzugsvorrichtung  angewendet,  welche 
in  Fig.  572  schematisch  dargestellt  ist  ^).  Eine  geschlossene  Kette 
ss'  ist  über  die  Triebrolle  1  der  Uhr  und  über  die  mit  einem  Sperr- 


')  Dieser  Differentialflaschenzug  stammt  von  J.  White,  Specification 
No.  1650  Tom  20.  Mai  1788,  nnd  warde  von  Ransome  &  Co.  praktischer 
ausgeführt.  Siehe  Civil  Engineer  and  ÄrchitecVs  Journal.  1861.  p.  129,  und 
Polytechn,  Journal.  1861.  B.  161.  S.  169. 

>)  W e i n li g ,  „Belagernngsmaschinen  der  Alten*'  in  H ü  1  s s e ,  Allgemeine 
Maschinen' Encyclopädie.  1841.  B.  I.  S.  846. 

')  Huygens,  Opera  varia.  1724.  p.  7,  p.  37;  Horologium.  1658;  Horo- 
logium  oscillatorium.  1673.  Verg].  auch  Schott,  Technica  curiosa.  1664. 
p.  644. 
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rade  versehene  Rolle  2  gelegt,  die  beide  in  dem  festen  Gliede  0^ 
dem  Uhrgestell  y  gelagert  sind.  Zu  beiden  Seiten  dieser  Bollen 
hängt  die  Kette  herab,  welche  rechts  eine  Rolle  3  mit  dem  Treib- 
gewichte Q  nnd  links  eine  Rolle  4  mit  dem  nur  zur  Eettenspan- 
nnng  dienenden  kleinen  Gewichte  q  trägt  Bei  dieser  Vorrichtung 
wirkt  das  Gewicht  Q  ungestört  treibend  an  der  Rolle  1  fort,  wenn 
dasselbe  durch  Drehung  der  Rolle  2,  deren  Rückgang  der  Ein- 
griff der  Klinke  in  das  Sperrrad  verhindert,  aufgezogen  wird.  Die 
Rollen  i,  2  müssen,  um  das  Gleiten  der  Kette  zu  vermeiden,  mit 
Einkerbungen  versehen  sein.  Wenn  aber  anstatt  der  Kette  eine 
Schnur  angewendet  wird,  dann  muss  dieselbe  in  einigen  Win- 
dungen um  die  beiden  Rollen  i,  2  gelegt  werden,  damit  durch 
Reibung  das  Gleiten  der  Schnur  verhindert  wird. 

233.  Vorrichtung  für  eine  scliräge  Flugbahn  auf  der  Bfihne^. 

Bei  der  in  Fig.  673  schematisch  gezeichneten  Vorrichtung  befindet 
sich  ein  Wagen  W  auf  horizontalen  Schienen  S  des  Schnürbodens 
der  Bühne.  An  diesem  Wagen  ist  ein  über  die  Rolle  a  gefdhrtes 
Seil  G  befestigt,  welches  um  die  Trommel  b  gewunden  und  mit 
derselben  fest  verbunden  ist.  Links  an  einer  Stelle  J  sind  die 
Seile  Sy  s*  befestigt,  welche  beziehlich  über  die  in  dem  Wagen  W 
gelagerten  Rollen  c,  &  geführt  sind  und  an  ihren  herabhängenden 
Enden  die  Flugbank  A  tragen.  Wenn  die  Trommel  b  vermittelst 
der  Kurbel  K  im  Sinne  des  Pfeiles  gedreht  wird,  windet  sich  das 
Seil  o  auf  diese  Trommel  und  zieht  den  Wagen  W  nach  rechts. 
Hierdurch  werden  die  beiden  herabhängenden  Seiltheile  in  glei- 
chem Maasse  verkürzt,  und  die  Flugbank  A  wird  parallel  blei- 
bend durch  den  Bühnenraum  schräg  nach  aufwärts  bewegt,  wie 
die  eingezeichneten  Pfeile  anzeigen.  Die  Parallelbewegung  der 
Flugbank  A  ist  genau  geradlinig  und  bildet  mit  der  Horizontalen 
einen  Winkel  von  45*^,  wenn  die  herabhängenden  Seiltheile  parallel 
sind.  Die  geringe  Neigung,  welche  man  in  der  Regel  diesen  Seil- 
theilen  giebt,  bewirkt  nur  eine  sehr  geringe  Abweichung  von  der 
geradlinigen  Flugbahn.  Soll  aber  der  Flug  in  einer  Curve  sich 
vollziehen,  dann  müssen  auch  links  die  Seilenden  gemeinsam  auf 
eine  Trommel  gewunden  werden,  und  eine  der  beiden  gleichzeitig 
gedrehten  Trommeln  muss  ungleichförmig  gedreht  werden. 

234.  Führung  des  Spindelwagens  bei  Spinnmaschinen.  In  Fig. 
674  ist  die  Vorrichtung  schematisch  dargestellt,  durch  welche  der 


*j  G.  Cantant  et  J.  de  Filippi,   Theatres  modernes.   1860.   Part.  II, 
plaoche  25. 
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Spindelwagen  W  mit  seinen  vier  Bädern  auf  den  Schienen  S^  S% 
dnrch  ein  Zngseil  x  gezogen,  so  geftthrt  wird,  dass  derselbe  genau 
parallel  bleibt.  Jeder  der  aof  dem  Wagen  W  befestigten  Zapfen 
a,  ß  bildet  die  Axe  für  je  zwei  flber  einander  befindliche  Rollen. 
Ein  Seil  AsB,  dessen  Enden  in  A^  B  befestigt  sind,  ist  rechts- 
seitig über  die  untere  Rolle  des  Zapfens  a  und  linksseitig  über 
die  untere  Rolle  des  Zapfens  ß  gefährt.  In  synmietrischer  An- 
ordnung ist  ein  Seil  A's'B\  dessen  Enden  in  A'^  B  befestigt  sind, 
linksseitig  tlber  die  obere  Rolle  des  Zapfens  a  und  rechtsseitig 
über  die  obere  Rolle  des  Zapfens  ß  geftthrt.  Die  Befestigungs- 
punkte A^  B  und  A!y  B'  sind  so  gewählt ,  dass  die  an  den- 
selben befestigten  Seilenden  den  Schienen  S^  S^  parallel  sindO- 
Gemäss  dieser  symmetrischen  Anordnung  der  gespannten  Seile 
vollzieht  der  auf  den  Schienen  in  der  einen  oder  der  anderen 
Richtung  geführte  Spindelwagen  die  bei  den  Spinnmaschinen  ge- 
wünschte genaue  Parallelbewegung. 

235.  Mechanismen  mit  Bandtrieb  für  Erzeugung  interferirender 
Bewegung.  Bei  dem  in  Fig.  675  gegebenen  Mechanismus  bilden 
die  im  Gestell  0  befindlichen  drei  Zahnräder  Ij  2^  3  ein  Vorgelege. 
Auf  der  Stange  g  im  Gestell  0  ist  die  Httlse  5  verschiebbar,  welche 
sich  gegen  eine  auf  diese  Stange  festgesetzte  Schraubenfeder/ 
sttttzt  und  die  Axe  der  Bolle  4  trägt  Ueber  diese  Bolle  4  ist 
eine  Schnur  s  gelegt,  deren  beide  Enden,  mit  Oesen  versehen, 
resp.  die  Eurbelzapfen  a,  y  der  Bäder  i,  3  umfassen,  und  diese 
Schnur  s  wird  durch  die  Schraubenfeder  /  stets  straff  gehalten. 
Durch  Drehung  eines  Bades  des  Vorgeleges  wirken  die  beiden 
Eurbelzapfen  a,  y  an  den  Schnurenden  vermittelst  der  Bolle  4 
auf  die  Hülse  ^,  und  ertheilen  derselben  auf  der  Stange  eine 
interferirende  Bewegung. 

Nehmen  wir  an,  dass  einer  Umdrehung  des  Bades  1  z.  B. 
zwölf  Umdrehungen  des  Bades  3  entsprechen ;  und  stellen  wir  uns 
vor,  es  wirke  der  Kurbelzapfen  a  des  Bades  1  allein  auf  die 
Bolle  4  oder  Htllse  5^  indem  wir  das  obere  Schnurende  am  Ge- 
stell befestigen,  so  wird  die  Httlse  5  eine  Bewegung  vollziehen, 
welche  in  Fig.  575^  durch  das  im  Bezug  auf  die  Zeitaxe  T^  T  ge- 
zeichnete orthogonale  Wegdiagramm  to^  veranschaulicht  ist.  Von 
diesem  Wegdiagramm  tD^  ist  nur  der  Theil  durch  feinere  Linie  dar- 
gestellt, welcher  einer  Umdrehung  des  Bades  1  entspricht.  Denken 
wir  uns  dagegen,  der  Eurbelzapfen  y  des  Bades  3  mit  der  kttr- 


0LanzetB6tancoart,  Elssai sur  la  eomposiiion  des  machines,  1808.  p.  5. 
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zeren  Kurbel  wirke  allein,  so  wird  der  Hülse  6  eine  Bewegung 
ertheilt,  welche  durch,  das  aus  zwölf  kleinen  Wellenzttgen  be- 
stehende, entsprechende  orthogonale  Wegdiagramm  XOy  graphisch 
dargestellt  ist  Ans  beiden  Wegdiagrammen  resultirt  dann  in  glei- 
cher Weise,  wie  in  Art.  225  gezeigt  wurde,  das  stärker  gezeichnete 
Wegdiagramm  U),  welches  sich  längs  der  Curve  \0a  entlang  schlän- 
gelt und  den  Bewegnngsvorgang  der  Httlse  5  bei  gleichzeitiger 
Wirkung  beider  Kurbelzapfen  veranschaulicht. 

In  Fig.  576  ist  noch  ein  zweiter  Mechanismus  der  betrachteten 
Art  dargestellt,  der  sich  von  dem  vorhergehenden  im  Wesent- 
lichen nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  Schnur  s  von  dem 
Kurbelzapfen  a  des  Rades  1  aus  über  eine  kleine  Rolle  gezogen 
ist,  die  sich  auf  einem  Zapfen  ß  des  Doppelrades  2  befindet,  und 
von  da  erst  über  die  Rolle  4  nach  dem  Kurbelzapfen  y  des  Rades  3 
geführt  ist.  Die  Axe  der  Rolle  4  wird  von  dem  Schlitten  5  ge- 
tragen, der  in  dem  geradlinigen  Schlitze  g  gleitet;  und  die  Schnur  s 
wird  dadurch  straff  gehalten,  dass  eine  Schnur  o  vom  Schlitten 
ausgehend,  über  eine  Rolle  q  gelegt,  an  einem  als  Feder  wirken- 
den elastischen  Stabe  /  befestigt  ist  Die  Bewegung  des  Schie- 
bers ^,  die  bei  diesem  Mechanismus  so  ausserordentlich  complicirt 
ist,  hat  die  Praxis  bei  der  Bewickelung  der  Spulen  zur  Führung: 
des  Fadens  verwendet,  um  vorschriftsmässig  geordnete  Lagen  des 
aufgewickelten  Games  auf  den  gleichzeitig  rotirenden  Spulen  zu 
erhalten^).  Die  betrachteten  verschiedenartigen  Mechanismen  mit 
Bandtrieb  repräsentiren  nur  einige  charakteristische  Typen  der 
vielen  mannigfaltig  gestalteten  ebenen  Mechanismen  dieser  Gruppe. 


^}  Yergl.  Encychpedie  melhodique.   Manufactures  et  aris.    1784.   T.  II. 
p.  44.  Planche  XXI.    „Devidage  des  soies  teiDtes*'. 
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Mechanismen  ftlr  Erzeugung  ähnliclier  Bewegungen. 

236.  Pantograph  oder  Storchschnabel.  Ist  ein  zwanglänfiger 
Mechanismns  nur  durch  eine  Drehpaarung  mit  einem  festen  Gliede 
verbunden,  und  wird  ein  Punkt  eines  Gliedes,  welches  dem  festen 
Gliede  nicht  benachbart  ist,  in  dem  festen  Gliede  oder  System 
geführt,  so  wird  der  Mechanismus  in  demselben  zwangläufig  be- 
wegt Derartig  bewegte  Mechanismen,  welche  wir  einfach  ge- 
führte Mechanismen  nennen,  wollen  wir  zunächst  betrachten. 

Nehmen  wir  auf  den  vier  Seiten  des  in  Fig.  677,  Taf.  XXXVII, 
gezeichneten  Gelenkparallelogramms  AB  CD  die  vier  in  einer  Ge- 
raden g  liegenden  Punkte  0,  P,  Q,  Ä  an,  so  bleiben  diese  vier 
Punkte  während  der  Veränderung  desselben  stets  auf  einer  Ge- 
raden; denn  wegen  des  Parallelismus  der  constanten  Seitenstrecken 
AOj  DQ  bleiben  die  drei  Punkte  0,  P,  Q  auf  einer  bewegten  Ge- 
raden, und  wegen  des  Parallelismus  der  constanten  Seitenstrecken 
DP^  CR  bleiben  auch  die  drei  Punkte  P,  Q,  P  auf  derselben  Ge- 
raden. Auf  dieser  Geraden  begrenzen  die  vier  Punkte  0,  P,  Q,  R 
sechs  veränderliche  Strecken,  von  denen  infolge  der  betreffenden 
ähnlichen  Dreiecke  je  zwei  in  je  einem  constanten  Verhältnisse 
stehen.  Wir  betrachten  einen  dieser  vier  Punkte,  z.  B.  0,  als  festen 
Drehpunkt  in  dem  festen  Gliede,  welches  durch  die  Zeichnungs- 
ebene als  festes  System  vertreten  sein  möge.  Dieses  feste  Glied 
wollen  wir  das  Stegglied  und  den  festen  Drehpunkt  in  dem- 
selben den  Fixpunkt  nennen.  Wird  nun  einer  von  den  drei 
Punkten  P,  Q,  P,  etwa  P  im  festen  System  auf  einer  gegebenen 
Figur  vermittelst  der  Hand  entlang  geftlhrt,  dann  beschreiben  die 
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beiden  anderen  Punkte  P^  Q  Figuren ,  die  der  gegebenen  Figur 
ähnlich  sind  und  zu  derselben  ähnlich  liegen.  Der  Fixpunkt  0  ist 
der  gemeinsame  Aehnlichkeitspunkt  dieser  drei  ähnliehen  Figuren ; 
und  die  Grössenverhältnisse  der  von  P,  R  und  Qy  R  beschriebenen 
ähnlichen  Figuren  sind  resp.  gleich  APiBR  und  BC:  BR,  Dieser 
geführte  Mechanismus,  der  Pantograph  oder  Storchschnabel 
genannt  wird,  besteht  also  aus  drei  binären  Gliedern  BC^  CD^  DA^ 
einem  temären  Gliede  AB  und  dem  ruhenden  singulären  Steg- 
gliede,  an  welches  das  Glied  AB  im  Fixpunkte  0  drehbar  ange- 
schlossen ist. 

Denken  wir  uns  den  Punkt  12  beispielsweise  auf  einem  Kreise 
r  gefbhrt,  dessen  Hittelpunkt  mit  Mr  bezeichnet  ist,  so  bewegen 
sich  die  Punkte  P,  Q  auf  den  Kreisen  f ,  ?,  deren  Mittelpunkte 
Mpy  Mq  auf  OMr  liegen.  Ersetzen  wir  den  Radius  MrR  durch 
eine  um  die  feste  Axe  Mr  rotirende  Kurbel,  die  in  R  mit  dem 
Gliede  BC  gelenkig  verbunden  ist,  dann  erhalten  wir  einen  zwang- 
läufigen Mechanismus;  und  wird  femer  einer  oder  jeder  der  bei- 
den Badien  JfpP,  M^Q  in  gleicher  Weise  durch  eine  Kurbel  ersetzt, 
dann  entsteht  ein  tibergeschlossener  Mechanismus,  dessen  festes 
Glied  im  letzteren  FaUe  die  vier  Axen  0,  Mp^Mq^  Mr  enthält 

Um  zu  einer  Bewegung  eine  ähnliche  zu  erhalten,  werden  der 
Einfachheit  wegen,  wie  in  Fig.  578,  die  beiden  Punkte  0,  i2, 
welche  in  der  Praxis  auf  den  Gliedern  ABj  BC  verstellbar  sind, 
auf  einer  durch  die  Ecke  D  gehenden  Geraden  g  angenommen, 
dann  entspricht  einer  Bewegung  von  R  eine  ähnliche  Bewegung 
von  D  und  das  Grössenverhältniss  der  von  D  und  R  beschriebenen 
ähnlichen  Figuren  ist  gleich  AD :  BR. 

Bei  dem  in  Fig.  679  gezeichneten  Gelenkparallelogramm  ABCD 
sind  zwei  gegenflberliegende  Glieder  durch  ein  eingefügtes,  zu  den 
beiden  anderen  parallel  gelegtes  Glied  EF  gelenkig  verbunden, 
welches  sich  im  Steggliede  um  den  Fixpunkt  S  dreht;  und  hier- 
durch entsteht  ein  ttbergeschlossener  Mechanismus.  Auf  den  vier 
Seiten  des  Parallelogramms  ABCD  nehmen  wir  die  vier  mit  S  in 
einer  Geraden  g  liegenden  Punkte  0,  P,  Q,  R  an.  Die  fllnf  Punkte 
bleiben  gemäss  der  obigen  Darlegung  während  der  Veränderung 
des  ttbergeschlossenen  Mechanismus  in  einer  Geraden,  die  um  S 
rotirt;  und  die  Verhältnisse  von  je  zwei  auf  dieser  Geraden  be- 
findlichen veränderlichen  Strecken  sind  constant.  Einer  Bewegung 
von  einem  der  vier  Punkte  0,  P,  Q,  R  entsprechen  ähnliobe  Be- 
wegungen der  übrigen  drei  Punkte. 

Biirm«8ter,  Kinematik  I.  36 
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Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Anordnung,  wenn  der  Fix- 
pnnkt  S  in  Fig.  580  auf  der  Diagonale  A  C  des  Parallelogrammg 
A  B  CD  genommen  wird.  Dann  ist  das  constante  Yerhältniss  der 
von  den  Eckpmikten  A  und  C  beschriebenen  ähnlichen,  entgegen- 
gelegenen Figuren  gleich  SE :  SF.  In  der  Praxis  werden  die 
Punkte  E,  F^  S  resp.  auf  den  Gliedern  A  5,  CD^  EF  verstellbar 
gemacht,  so  dass  dadurch  dieses  Yerhältniss  beliebig  verändert 
werden  kann.  Diese  Anordnung,  bei  welcher  der  Fixpunkt  S 
zwischen  den  beiden  beschreibenden  Punkten  A^  C  liegt,  hat  vor 
der  erstbetrachteten  Einrichtung,  bei  welcher  der  Fixpunkt  ausser- 
halb der  Verbindungsstrecke  der  beschreibenden  Punkte  liegt,  den 
Vorzug,  dass  die  Figuren  getrennt  bleiben,  wenn  durch  eine  ent- 
sprechende Einstellung  jener  verstellbaren  Punkte  das  Yerhältniss 
SE :  SF  der  Einheit  genähert  oder  gleich  gemacht  wird. 

Diese  Pantographen  oder  Storchschnabel,  welche  von  Schei- 
ner zuerst  angegeben  und  ausführlich  beschrieben  wurden  0,  dienen 
zum  Gopiren  von  Zeichnungen  in  verschiedenen  Grössenverhält- 
nissen  und  werden  auch  bei  Maschinen  zur  Erzeugung  ähnlicher 
Bewegungen  angewendet. 

237.  Verallgemeinerung  des  Pantographen.  Wenn  wir  in  Fig. 
681  an  den  Gliedern  J5C,  CD  des  Gelenkparallelogramms  ABCD^ 
dessen  Gelenkpunkt  A  wir  als  Fixpunkt  betrachten,  resp.  die 
Punkte  jR,  Q  befestigen,  so  dass  die  beiden  Dreiecke  RBC^  CDQ 
ähnlich  sind;  dann  bilden,  wie  in  Art.  126  bewiesen  wurde,  die 
Punkte  iZ,  Aj  Q  ein  den  beiden  ähnliches,  veränderliches  Dreieck. 
Einer  Bewegung  des  einen  der  Punkte  iZ,  Q  entspricht  eine  ähn- 
liche Bewegung  des  anderen.  Wird  der  Punkt  R  auf  einer  Figur 
geführt,  so  beschreibt  der  Punkt  Q  eine  ähnliche  Figur  2).  Diese 
beiden  ähnlichen  Figuren,  deren  constantes  Grössenverhältniss 
gleich  BRiBC  oder  DCiDQ  ist,  sind  um  den  Dreieckswinkel 
RBC  oder  CDQ  gegen  einander  gedreht  und  haben  ihren  selbst- 
entsprechenden Punkt  im  Fixpunkte  A.  Bewegt  sich  der  Punkt  R 
beispielsweise  auf  einem  Kreise  r,  dessen  Mittelpunkt  Mr  ist,  dann 
vollzieht  der  Punkt  Q  eine  ähnliche  Bewegung  auf  einem  entspre- 
chenden Kreise  q  mit  dem  Mittelpunkte  Mq.  Ersetzen  wir  die  bei- 
den Radien  MrR,  MqQ  durch  Kurbeln,  die  sich  um  die  festen 

*)  Chr.  Scheiner,  Pantographice,  seu  ars  deUneandi.  1631. 

')  Diese  aUgemeinere  ErzeuguDgsweise  ähnlicher  Bewegungen  stammt  von 
Sylvester.  Siehe  dessen  Mittheilang:  „On  the  Flagiograph  aliter  the  Skew 
Pantigraph^^  Nature,  Jaly  1, 1875.  Vol.  XII.  p.  168;  und  Roberts  hat  hieraus 
die  dreifache  Erzeugung  der  Eoppelcurve  abgeleitet. 
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Axen  Mrj  Mq  drehen,  dann  erhalten  wir  einen  übergeschlossenen 
Mechanismns,  dessen  ruhendes  Glied  die  drei  Axen  A^  Mrj  Mq 
enthält.  Betrachten  wir  etwa  den  Punkt  Q  als  Fixpunkt,  dann 
erzeugen  die  beiden  Ecken  A^  R  des  ähnlich-yeränderlichen  Drei- 
ecks ARQ  ähnliche  Bewegungen.  Nehmen  wir  insbesondere  den 
Punkt  Q  auf  der  Seite  CD  zwischen  C  und  D  an,  dann  liegt  der 
betreffende  Punkt  R  auf  der  Verlängerung  von  BC  mit  A^  Q  in 
einer  Geraden  und  derselbe  ergiebt  sich,  indem  wir  RBC  ähn- 
lich CD  Q  machen.  Wir  erhalten  mit  diesem  Specialfalle  dieselbe 
Anordnung,  welche  in  Fig.  677  auftritt,  wenn  dort  der  Fixpunkt  0 
in  die  Ecke  A  verlegt  wird. 

238.  Pairtograph  für  plastische  Bildwerke.  An  das  in  Fig.  582 
gezeichnete  Gelenkviereck  OHQH'  mit  dem  Fixpunkte  0  ist  ein 
Gelenk  öPö'  derartig  angeschlossen,  dass  die  Vierecke  OnQH\ 
OGPG'  ähnlich  sind.  Dem  zufolge  beschreiben  die  beiden  Ge- 
lenkpunkte P,  Q,  die  beständig  auf  dem  von  0  aus  gehenden 
Fahrstrahle  liegen,  ähnliche  Figuren.  Dieser  Mechanismus  erhält 
aber  eine  einfachere,  praktische  Gestaltung,  wenn  wir  die  beiden 
Punkte  P,  Q,  wie  in  Fig.  583  schematisch  dargestellt  ist,  dadurch 
auf  einem  Fahrstrahle  bleibend  erhalten,  dass  zwei  in  ihnen 
drehbar  angeschlossene  Schlitten  in  einem  geradlinigen  Schlitze 
gleiten.  An  diesen  beiden  Schlitten  werden  die  Spitzen  )>,  q  be- 
festigt, so  dass  die  Dreiecke  OP)f^  OQq  ähnlich  sind;  und  diese 
Spitzen,  welche  auf  einer  durch  0  gehenden  Geraden  bleiben, 
vollziehen  ähnliche  Bewegungen.  Um  aber  diese  ähnlichen  Be- 
wegungen nicht  nur  in  der  Ebene,  sondern  auch  im  Baume  aus- 
zuführen, ist  an  dem  Fixpunkte  0  ein  Hook'sches  Gelenk  ange- 
bracht, und  dadurch  wird  die  Bewegung  im  Banme  ermöglicht 
Behufs  einer  genaueren  Einstellung  wird  der  äussere  Schieber  ver- 
mittelst einer  Schraube  verschoben.  Diese  Gestaltung  hat  Callas^) 
dem  Mechanismus  gegeben,  damit  derselbe  zur  Verkleinerung  resp. 
Vergrösserung  von  Statuen,  Büsten  oder  anderen  plastischen  Bild- 
werken dienen  kann.  Um  das  Grössenverhältniss  der  Gebilde,  wel- 
ches gleich  dem  Verhältnisse  der  Strecken  OG:  OH  oder  GP:  HQ 
ist,  zu  verändern,  müssen  durch  eine  Vorrichtung  die  Gelenkpunkte 
(r,  H  verstellbar  sein  und  die  Längen  dieser  Strecken  entspre- 
chende Veränderung  erhalten^). 

1)  Laboulaye,  Tratte  de  cinämaiique,  1878.  p.  431,  929. 

»)  Das  alte  „Contrefait-Werk",  welches  in  J.  M.  Teuber,  Vollständiger 
Unterricht  von  der  gemeinen  und  höheren  Drehkunst.  1756.  S.  159—181,  aus- 
fflhrlich  beschrieben  ist,  liefert  nur  ähnliche  Figuren  in  entsprechenden  paral- 

36* 
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Wenn  man  auf  den  parallelen  Gliedern  OP^  BQ^  oder  auf 
deren  ttber  Cr,  H  hinans  gehenden  Verl&ngemngen  zwei  Punkte 
annimmt^  die  gleiche  AbstSnde  von  (r,  H  haben ,  nnd  die  paral- 
lelen Olieder  in  diesen  Punkten  durch  ein  Glied  gelenkig  ver- 
bindet,  wie  in  Fig.  688  durch  Gestrichelung  angedeutet  ist;  dann 
kann  der  Ftlhrungsschlitz  we^elassen  werden,  und  es  entsteht 
wieder  der  gewöhnliche  Storchschnabel,  bei  welchem  die  Punkte 
P,  <2  als  Spitzen  ähnliche  lilumliche  Bewegungen  vollziehen.  In 
dieser  Gestaltung  hat  J.  Schilling 0  den  Storchschnabel  mit  An- 
fügung eines  ausgleichenden  Gegengewichtes  verwendet 
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239.  Der  Harf  sehe  Inverser.  Der  Inversor  ist  ein  Mechanis- 
mus, durch  welchen  zu  jedem  Fahrstrahle  der  entsprechende  reci- 
proke  oder  inverse  Fahrstrahl  bestimmt  wird,  so  dass  also  daa 
Product  dieser  beiden  Fahrstrahlen  constant  ist  Am  einfachsten 
wird  dies,  wie  Hart  angegeben  hat 3),  vermittelst  eines  gelenkigen 
Antiparallelogramms  erreicht,  dessen  eine  Seite  sich  um  einen 
festen  Punkt  dreht  In  Fig.  684  ist  ein  gelenkiges  Antiparallelo- 
gramm  AB  CD  gezeichnet,  dessen  Seiten  AB  ^^  CD  «s  a,  AD*^ 
CB^^b  sind;  und  zu  den  parallelen  Diagonalen  AC^  BD  des- 
selben ist  eine  beliebige  Parallele  gezogen,  welche  die  Seiten 
AB,  BC,  CD,  DA  resp.  in  den  Punkten  0,  P,  Q,  R  schneidet 
Diese  vier  Punkte  theÜen  die  Seiten  in  gleichem  Verhältnisse, 
und  bleiben  daher  bei  Veränderung  des  gelenkigen  Antiparallelo- 
gramms stets  in  einer  Geraden.   Femer  bestehen  die  Verhältnisse : 

OR         AO        AO  OP        OB        OB 

BD  ^  AB  ~    a    '        AC  '^  AB  "^    a    ' 

und  folglich  ist 

OP.  OR  =  ^^'^^  .  AC.  BD. 

Ziehen  wir  zu  BA  die  Parallele  DE,  die  ^C  in  £  trifft,  und 

lelen  Ebenen,  die  stets  gleichen  Abstand  von'  einander  haben,  und  demnftch 
werden  durch  dasselbe  nicht  ähnliche,  sondern  specielle  affine  r&umliche  Ge- 
bilde erzeugt 

<)  Deutsches  Reichspatent  Nr.  5522  vom  17.  November  1878. 

*)  Hart,  „On  certain  conversions  of  motion".  Messenger  of  Mathematies. 
1875.  Vol.  IV.  p.  82. 
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beschreiben  wir,  weil  DE  =«  DC  ist,  um  i?  den  durch  C,  E  gehen- 
den Kreis,  so  ergiebt  sich,  da  das  Prodnct  der  Strecken  AE^  AC 
gleich  dem  Quadrat  der  von  A  an  diesen  Kreis  gelegten  Tan- 
gente ist, 

AC  .BD  ^  AC  .AE^  ÄD^  —  DU"  ^  b^  -  a\ 

Eieraus  folgt  der  Satz: 

Das  Product  der  beiden  parallelen  Diagonalen 
eines  gelenkigen  Antiparallelogramms  ist  constant 
und  gleich  der  Differenz  der  Quadrate  zweier  be- 
nachbarter Seiten. 

Demnach  erhalten  wir  die  Beziehung: 

OP.OR^AO.OB^^^^~li^  .    .    .    .    I). 

Betrachten  wir  den  Punkt  0  als  Fixpunkt ,  so  ergiebt  sich,  weil 
(X  eine  constante  Grösse  ist,  der  Satz: 

Bei  einem  gelenkigen  Antiparallelogramm  ist  das 
Product  der  Fahrstrahlen  OP,  OR  constant 

Die  constante  Grösse  (i  kann  leicht  construirt  werden;  denn 
beschreiben  wir  ttber  OP  als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  der  die 
in  R  auf  OP  errichtete  Senkrechte  in  einem  Punkte  J  schneidet, 
so  ist  die  Strecke  OJ  ^^  fi.  Oder  wir  beschreiben  einen  durch 
RP  gehenden  Kreis,  dann  ist  die  von  0  an  denselben  gelegte 
Tangente  gleich  ft.  Die  constante  Grösse  ju'  wird  aber  negativ, 
wenn  wir  den  Fixpunkt  0  auf  der  Verlängerung  der  Seite  AB 
annehmen.  Führen  wir  den  einen  der  Punkte  P,  R  auf  einer  Figur, 
dann  beschreibt  der  andere  eine  entsprechende  Figur;  und  zwei 
derartige  Figuren,  bei  denen  das  Product  der  Fahrstrahlen  con- 
stant ist,  die  also  durch  reciproke  Badien  bestimmt  sind,  werden 
inverse  oder  kreisverwandte  Figuren  genannt.  Die 
Punkte  P  und  R  vollziehen  inverse  Bewegungen,  und  die 
von  denselben  beschriebenen  entsprechenden  Curven  heissen  in- 
verse Gurven  fllr  den  Modul  fi  und  im  Bezug  auf  0  als  In- 
versionscentrum. 

Wird  in  Fig.  585  der  Punkt  R  auf  einem  Kreise  r  geführt, 
dessen  Mittelpunkt  mit  Mr  bezeichnet  ist,  dann  beschreibt  auch 
der  Punkt  P  einen  Sjreis  f,  dessen  Mittelpunkt  Mp  auf  der  Ge- 
raden OMr  liegt.  Denn  bezeichnen  wir,  um  die  Polargleichung 
des  Kreises  r  zu  erhalten,  den  Badius  desselben  durch  Qr  und 
femer  den  Winkel,  welchen  der  Fahrstrahl  OR  oder  OP  mit  OMr 
bildet,  durch  d,  so  ist: 
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OR  =  OMr  cosö  ±  Vql  —  OMr  .  sin*  6. 

Hiernach  erhalten  wir,  weil  OR.OP  =  ^  ist,  durch  einfache 
Umfonnung  die  Gleich  ang 

0P^-=^ {pUr  cosö  +  yfl*-Ö]^\sin'e), 

aas  der  wir  ersehen,  dass  auch  der  Punkt  P  einen  Kreis  be- 
schreibt. Setzen  wir  die  constante  Grösse  OäC  —  q}  ^=y^y  dann 
verhalten  sich  die  beiden  Kreise  r,  p  wie  v^ :  fi\  und  ebenso  auch 
die  Abstände  ihrer  Mittelpunkte  von  0.  Geht  insbesondere  der 
Ejreis  r  durch  den  Fixpunkt  0,  ist  also  die  Polargleichung  des- 
selben: 0Ä  =  2.0iMrC08Ö, 

so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

20AlrC0He' 

welche  eine  auf  OMr  senkrechte  Gerade  repräsentirt. 

Die  erkannten  Beziehungen  gelten  wechselseitig;  und  wir  er- 
halten somit  den  Satz: 

Bei  inyersen  oder  kreisverwandten  Gebilden  ent^ 
spricht  jedem  nicht  durch  das  Inversionscentrum 
gehenden  Kreise  wieder  ein  Kreis,  und  jedem  durch 
das  Inversionscentrum  gehenden  Kreise  eine  Gerade, 
die  auf  der  Yerbindungsgeraden  seines  Mittelpunktes 
mit  dem  Inversionscentrum  senkrecht  steht 

Wegen  des  Wechsels  der  doppelten  Vorzeichen  in  jenen  bei- 
den Gleichungen  entsprechen  sich  von  den  Schnittpunkten,  welche 
ein  Fahrstrahl  mit  den  Kreisen  r,  p  in  Fig.  686  bildet,  resp.  die 
beiden  äusseren  Ä,  P  und  die  beiden  inneren  Riy  Pi,  Der  Fahr- 
strahl schneidet  daher  die  Kreise  r,  /?  in  den  entsprechenden 
Punkten  unter  gleichen  entgegengesetzten  Winkeln.  Es  sind  dem- 
nach die  Winkel,  welche  die  Bewegungsrichtungen  der  Punkte 
i2,  P  in  einem  Momente  mit  dem  Fahrstrahle  bilden,  entgegen- 
gesetzt gleich ;  und  daraus  folgt,  dass  der  Winkel,  unter  welchem 
sich  zwei  von  R  beschriebene  Curven  schneiden,  gleich  dem  Win- 
kel ist,  unter  welchem  sich  die  entsprechenden  von  P  erzeugten 
Curven  treflfen.  Vermittelst  des  Inversors  wird  also  zu  einem  Ge- 
bilde das  inverse  oder  kreisverwandte  Gebilde  mechanisch  erzeugt 
Wenn  wir  die  beiden  Radien  MrRy  MpP  durch  Kurbeln  ersetzen, 
die  sich  resp.  um  die  festen  Axen  M-,  Mp  drehen,  erhalten  T^ir 
einen  siebengliederigen  tibergeschlossenen  Mechanismus. 
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Ist  die  Geschwindigkeit  von  einem  der  Punkte  iZ,  P  gegeben, 
so  kann  man  nach  Art  33;  b)  die  entsprechende  Geschwindigkeit 
des  anderen  leicht  constrniren.  Es  sei  beispielsweise  RMr  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  von  R\  dann  fällen  wir  von  Mr  auf 
OR  die  Senkrechte  J/r-ß',  ziehen  dnrch  R  zu  MpP  die  Parallele 
RR  und  dnrch  den  erhaltenen  Schnittpunkt  R  die  Gerade  0R\ 
welche  auf  der  Verlängerung  von  MpP  die  lothrechte  Geschwindig- 
keit PPm  des  Punktes  P  bestimmt.  Da  die  Strecke  RW  ^=^  RMr 
ist,  ergiebt  sich  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  der  Punkte 

P  0- 
'  RMr  _  OR 

PP^  ~  OP  ' 

also  gleich  dem  Verhältnisse  der  Abstände  der  Punkte  Rj  P  von 

dem  Fixpunkte  0.   Wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  P» PO,  MrRO 

ist  das  Verhältniss 

P^O  _   MrO 

P^P  ~  MrR 

constant;  und  folglich  ist,  wenn  der  Punkt  R  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit rotirt,  nach  Art  35  der  geometrische  Ort  von 
Pt)  oder  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  des 
Punktes  P  ein  Gartesisches  Oval,  für  welches  0,  Mp 
Brennpunkte  sind. 

Gleichzeitig  mit  der  Führung  eines  der  Punkte  i2,  P  auf 
einer  Gurve  beschreibt  auch  der  Punkt  Q  in  Fig.  686  eine  be- 
stimmte Gurve  q ;  und  weil  OR  =  PQ  ist,  folgen  aus  obiger  Glei- 
chung I)  die  Beziehungen: 

OR(OQ—ÖR)  =  fi^ IIa), 

OP{OQ—OP)  =  fj^ Hb). 

Durch  eine  weitere  Untersuchung  wtlrde  man  erkennen,  dass, 
wenn  einer  der  Punkte  i2,  P  sich  auf  einem  nicht  durch  0  gehen- 
den Kreise  bewegt,  der  Punkt  Q  eine  Gurve  vierter  Ordnung  er- 
zeugt. Um  diese  Gurve  q  zu  zeichnen,  machen  wir,  nachdem  die 
beiden  entsprechenden  Kreise  r,  p  gezogen  sind,  auf  dem  Fahr- 
strahle die  Strecke  PQ  =  OR. 

Wir  nehmen  an,  es  werde  der  Punkt  P  in  Fig.  686  auf  einem 
Kegelschnitt  gefllhrt,  und  wollen  zeigen,  dass  dann  der  Punkt  i2 
eine  Fusspunktencurve  eines  Kegelschnitts  beschreibt.  Zu  diesem 
Zwecke  beschreiben  wir  in  Fig.  686  um  den  Fixpunkt  0  mit  dem 
Radius  fi  den  Kreis  x,  und  zeichnen  zu  einem  Punkte  P  die  auf 
OP  senkrechte  Polare  n  im  Bezug  auf  den  Kreis  x.    Dem* zufolge 
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isti  wenn  R  den  Fasspankt  bezeichnet,  OR .  OP  =^  fi\  Bewegt 
sich  der  Punkt  P  auf  einer  Gorve  p^  dann  umhtUlt  die  Polare  fc 
eine  Garve  p.  Zwei  unendlich  nahen  Lagen  von  P  entsprechen 
zwei  unendlich  nahe  Tangenten  an  )),  deren  Schnittpunkt  gegen 
endliche  Lagenbeziehungen  als  ein  Punkt  P'  der  Gurye  p  anzu- 
sehen ist,  in.  welchem  diese  die  Tangente  7t  berührt;  und  diesem 
Punkte  entspricht  als  Polare  die  Verbindungsgerade  tv'  der  beiden 
unendlich  nahen  Lagen  des  Punktes  P,  die  also  eine  Tangente 
an  p  ist  Die  beiden  Gurren  p^  p  stehen  daher  in  reciproker  Be- 
ziehung, d.  h.  die  Gurve  p  kann  aus  p  in  derselben  Weise  abge- 
leitet werden,  wie  p  aus  p.  Deshalb  werden  die  beiden  Gurken 
die  reciproken  Polaren  genannt;  und  die  Ordnung  der  einen 
ist  gleich  der  Glasse  der  anderen.  Die  mit  r  bezeichnete  Fuss- 
punktencurye  von  )>  fttr  0  als  Lothpunkt  ist  die  kreisverwandte 
Gurve  von  p.  Femer  ist,  weil  auch  /r'  die  Polare  von  P'  ist, 
und  P',  R'  entsprechende  Punkte  sind,  die  Fusspunktencurve  r' 
von  p  Üix  0  als  Lothpunkt  die  kreisverwandte  Gurve  von  p. 

Beschreibt  nun  bei  dem  in  Fig.  585  dargestellten  Mechanis- 
mus der  Punkt  P  einen  Kegelschnitt,  dann  erzeugt  der  Punkt  R 
eine  Fusspunktencurve  eines  Kegelschnittes  für  0  als  Lothpunkt, 
und  umgekehrt,  wenn  der  Punkt  R  auf  der  Fusspunktencurve 
eines  Kegelschnittes  bewegt  wird,  erzeugt  der  Punkt  P  einen 
Kegelschnitt  Da  nach  Art.  129  vermittelst  des  Zwillingskurbel- 
getriebes durch  einen  Koppelpunkt  eine  Fusspunktencurve  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel  beschreiben  wird,  so  kann,  wenn  wir  diesen 
Koppelpunkt  mit  dem  Punkte  R  des  betrachteten  Mechanismus 
drehbar  verbinden,  durch  den*  auf  diese  Weise  erhaltenen  acht- 
gliederigen  Mechanismus  vom  Punkte  P  ein  Kegelschnitt  beschrie- 
ben werden^). 

In  Fig.  587  ist  bei  dem  betrachteten  Mechanismus  zu  dem 
durch  0  gehenden  Kreise  r,  welchen  der  Punkt  R  um  iU  be- 
schreibt, die  entsprechende  auf  OMr  senkrechte  Gerade  p  ge- 
zeichnet, in  der  sich  der  Punkt  P  bewegt  Hierbei  ist  aber  zu 
beachten,  dass  der  Punkt  R  den  ganzen  Kreis  r  nicht  durchlaufen 
kann.  Die  um  den  Fixpunkt  0  mit  den  Radiengrössen  AR  —  AO, 
OA+AR  beschriebenen  Kreise  &,  ^  begrenzen  beziehlich  nach 
innen  und  aussen  das  ringförmige  Bewegungsfeld  des  Punktes  R. 
Femer  wird  auch  durch  die  um  0  mit  den  BadiengrOssen  BP —  BO 
und  OB  +  BP  beschriebenen  Kreise  |i,  ^a  das  ringförmige  Bewe- 


*)  Vergl.  Hart  a.a.O. 
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gnngsfeld  des  Punktes  P  nach  innen  und  anssen  begrenzt.  Der 
Punkt  R  kann  demnach  nur  anf  dem  Kreise  r  den  ausserhalb  ^ 
liegenden  Bogen  durchlaufen,  und  diesem  entspricht  die  von  P 
durchschrittene,  innerhalb  t^  befindliche  Strecke  der  Geraden  p. 
Theoretisch  entspricht  dem  innerhalb  &  liegenden  Bogen  des 
Kreises  r  der  flbrige  Theil  der  unbegrenzten  Geraden  p^  und  dem 
Punkte  0  entspricht  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden. 

Betrachten  wir  OMr  als  ein  festes  Glied  und  ersetzen  wir  den 
Radius  MrR  des  durch  0  gehenden  Kreises  r  durch  eine  Schwinge, 
die  um  die  feste  Axe  Mr  schwingt,  dann  erhalten  wir  den  inter- 
essanten von  Hart  erflmdenen  sechsgliederigen  Gelenkmechanis- 
mus, durch  welchen  eine  kreislinige  Bewegung  in  eine  geradlinige 
Bewegung  verwandelt  wird^).  In  den  Grenzlagen  klappt  das  Anti- 
parallelogramm  A  B  CD  zusammen ;  und  es  kann  in  ein  Parallelo- 
gramm ttbergehen,  aber  durch  Anbringung  der  in  Art  129  ange- 
gebenen Eingriffspaarung  wird  dies  vermieden.  Zu  den  Kreisen 
r',  r^',  von  denen  der  erstere  den  Fixpunkt  0  ausschliesst,  der 
letztere  denselben  einschliesst,  sind  die  entsprechenden  Kreise 
p\  Z'"  gezeichnet,  deren  Badien  um  so  grösser  sind,  je  nfther  0 
an  den  Kreisen  r',  r"  liegt.  Dieser  Mechanismus  kann  demnach 
auch  zur  Zeichnung  von  Ejreisbögen  mit  sehr  grossem  Radius 
dienen. 

Wird  der  Punkt  R  als  Fixpunkt  angenommen,  so  erhalten  wir 
aus  der  obigen  Gleichung  I)  wegen  der  Gleichheit  der  Strecken 
OP,  RQ  und  mit  Rücksicht  auf  die  Regel  der  Vorzeichen: 

R0.RQ-=^  —  (4^ m). 

Es  gelten  hiemach  zwischen  den  Punkten  0,  Q  die  analogen  Be- 
ziehungen, wie  vorhin  zwischen  den  Punkten  iZ,  P,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  die  von  0  und  Q  beschriebenen  entsprechenden 
Figuren  bezüglich  des  Fixpunktes  R  entgegengesetzt  gelegen  sind. 
Wenn  in  der  Fig.  688,  in  welcher  der  Mechanismus  wegge- 
lassen und  nur  ein  Fahrstrahl  RQ  gezeichnet  ist,  der  Punkt  0 
sich  auf  einem  durch  den  Fixpunkt  R  gehenden  Kreise  o  bewegt, 
dessen  Mittelpunkt  Mo  ist,  so  beschreibt  der  Punkt  Q  eine  auf 
RMo  senkrechte  Gerade  q.  Gleichzeitig  erzeugt  aber  der  Punkt  P 
eine  Curve  p^  die,  wenn  der  Elreis  o  und  die  Gerade  q  gezeichnet 
sind,  sich  leicht  construiren  lässt;  denn  wir  brauchen  nur  die 
Strecke  QP=^  RO  oder  0P^==^  RQ  zu  machen.  Um  zu  beweisen, 
dass  diese  Curve  p  die  Fusspunktencurve  einer  Parabel  ist,  be- 

*)  Siehe  Hart  a.  a.  0. 
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stimmen  wir  auf  der  Symmetralgeraden  MoR  den  Scheitel  S  der 
Garye  p^  indem  wir  vom  Fusspunkte  N  der  Geraden  g  ans  die 
Strecke  NS  gleich  dem  Kreisdurchmesser  RF  oder  FS  =  RN 
machen.  Errichten  wür  nun  in  S  anf  i/o/2  die  Senkrechte  e,  nnd 
ziehen  wir  parallel  zu  RQ  die  Gerade  FE  bis  an  diese  Senk- 
rechte, dann  ist  wegen  der  congraenten  rechtwinkeligen  Dreiecke 
FSE,  RNQ  die  Strecke  FE=RQ  =  OP.  Demnach  ist  die  Ge- 
rade PE  senkrecht  auf  FE  nnd  eine  Tangente  £7  an  der  Parabel 
q)j  deren  Scheitel  /S  nnd  deren  Brennpunkt  F  ist  Denn  nach 
S.  130  wird  von  dem  Schenkel  ET  des  rechten  Winkels  FE7\ 
wenn  sein  Scheitel  E  sich  auf  der  Geraden  e  bewegt,  und  der 
andere  Schenkel  EF  durch  den  festen  Punkt  F  gleitet,  die  Pa- 
rabel q)  umhüllt,  für  welche  F  der  Brennpunkt  und  e  die  Scheitel- 
tangente ist  Die  Curve  p  ist  also  für  R  als  Lothpunkt  die  Fuss- 
punktencurve  dieser  Parabel  g>. 

Die  Polargleichung  dieser  Fusspunktencurve  können  wir  leicht 
aus  der  gegebenen  Construction  oder  auch  aus  der  folgenden  Be- 
ziehung ableiten,  die  zwischen  den  Punkten  0,  P  besteht,  und  sich, 
weil  RQ  =  RP+  OR  ist,  mit  Rücksicht  auf  die  Begel  der  Vor- 
zeichen aus  der  Gleichung  III)  ergiebt: 

RO{RP—RO)^  —  ^^ IV). 

Die  Polargleichung  des  Kreises  o  ist,  wenn  wir  den  Winkel 
NRP=d  setzen, 

i?0  =  — Fi2.  cos  Ö; 

und  folglich  erhalten  wir  die  Polargleichung  der  Curve  pi 

In  dieser  Gleichung  ist  die  Constante 

also  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  R  von  der  Geraden  q  oder 
dem  Abstände  des  Brennpunktes  F  vom  Scheitel  S  der  Parabel  q>. 
Beschreiben  wir  den  Kreis  oi,  der  gleich  dem  Kreise  o  ist  und 
diesen  in  R  berührt,  und  bezeichnet  ü  den  Schnittpunkt,  welchen 
der  Fahrstrahl  i?Q  mit  w  bildet,  so  ist  auch  RP=  UQ. 

Nehmen  wir  den  Kreisdurchmesser  FR  =  /u,  dann  repräsentirt 
die  Polargleichung 

ÄP  =  —^  —  iu  cosö 
cosö       ^ 
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die  Gissoide  des  Diokles.  In  diesem  Falle  coincidirt  der  Loth- 
ponkt  R  der  Fnsspnnktencarye  p  mit  dem  Scheitel  S  der  Parabel 
%  nnd  die  Gerade  q  berührt  den  Kreis  (a  im  Pankte  <E>. 

Wählen  wir  den  Ereisdnrchmesser  FR  =  y2 .  /u,  dann  liefert 
die  Polargleichung 

ÄP=-^^-V2^cosö, 
'  y 2  cos  6 

weil  in  diesem  Falle  der  Parabelscheitel  S  im  Mittelpunkte  Mo 
des  Kreises  o  liegt,  nnd  die  Gerade  q  durch  den  Mittelpunkt  M^ 
des  Kreises  co  geht,  nach  S.  334  eine  Strophoide.  Es  kann  dem- 
nach, wenn  wir  in  Fig.  589  für  den  Kreis  o  den  Radius  MoO^=^ 
MoR=^\li  nehmen  und  als  Schwinge  betrachten,  die  sich  im 
festen  Gliede  MoR  um  die  Axe  Mo  dreht,  vermittelst  des  Hart- 
schen  Mechanismus  vom  Punkte  P  die  Gissoide  p  erzeugt  werden ; 
und  gleichzeitig  bewegt  sich  der  Punkt  Q  auf  der  Geraden  q.  In 
gleicher  Weise  wird  vermittelst  dieses  Mechanismus  vom  Punkte  P' 
die  Strophoide  f  beschrieben,  wenn  der  Punkt  0  sich  auf  dem 
Kreise  o'  bewegt,  dessen  Radius  if«^  «==  j/i/u  ist;  und  gleich- 
zeitig erzeugt  der  Punkt  Q  die  Gerade  q'. 

Wegen  der  symmetrischen  Beziehung,  in  welcher  die  Punkte 
0,  Q  zu  einander  stehen ,  ergiebt  sich :  dass ,  wenn  der  Punkt  Q 
sich  auf  einem  durch  R  gehenden  Kreise^  bewegt,  der  Punkt  0 
eine  Gerade  und  der  Punkt  P  auch  eine  Fusspunktencurve  einer 
Parabel  beschreibt.  Femer  erkennt  man  aus  diesen  Darlegungen, 
dass  auch  in  Fig.  586,  wenn  einer  von  den  Punkten  i?,  P  sich  auf 
einem  durch  den  Fixpunkt  0  gehenden  Kreise  bewegt,  der  Punkt 
Q  eine  Fusspunktencurve  einer  Parabel  beschreibt 

Wir  wollen  schliesslich  in  Fig.  590  noch  annehmen,  der  Punkt 
P  beschreibe  um  einen  Punkt  Mp  einen  durch  den  Fixpunkt  R 
gehenden  Kreis  p,  dann  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  IV),  in- 
dem wir  für  __  _         ^ 

i2P=2.Af,Ä.cosö 

setzen,  die  Polargleichung 

RO  =  MpR .co^d  ±y ij^  +  M^^  —  {MpR .ATi0)\ 

aus  der  wir  ersehen,  dass  der  Punkt  0  in  diesem  Falle  einen 
Kreis  o  beschreibt,  dessen  Mittelpunkt  Mp^   und  dessen  Radius 

MpO  =  y fi^  +  MpR^  ist.  Dieser  Kreis  enthält  wegen  der  sym- 
metrischen Beziehungen  auch  den  Punkt  Q;  und  hieraus  folgt: 
Wenn  der  Punkt  P  sich  auf  einem  durch  den  Fix- 
punkt R  gehenden  Kreise  p  bewegt,   dann  bewegen 
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sich  die  beiden  Punkte  0  nnd  Q  auf  einem  zu  dem- 
selben concentrischen  Kreise  o.  Demnach  können  wir  die 
vier  Punkte  0,  P,  Q,  R  durch  ein  yiergliederiges  Gelenk ,  dessen 
Axenpunkt  M^  ist,  verbinden;  und  wir  erhalten  dadurch  einen 
achtgliederigen  übergeschlossenen  Mechanismus. 

240.  Der  quadruplane  Inversor  von  Sylvester  und  KempeO- 
Um  für  diesen  Mechanismus,  aus  welchem  der  vorher  behandelte 
als  ein  besonderer  Fall  hervorgeht,  die  betreffenden  Beziehungen 
abzuleiten  y  wollen  wir  unsere  Betrachtungen  vom  allgemeineren 
Gesichtspunkte  aus  beginnen,  weil  das  auf  diese  Weise  gewonnene 
allgemeinere  Resultat  auch  später  weitere  Verwendung  finden  wird. 
An  die  Seiten  eines  beliebigen,  in  Fig.  691  beispielsweise  flber- 
schlagenen  Gelenkvierecks  AB  CD  construiren  wir  die  ähnlichen 
Dreiecke  ABO,  CBP,  CDQ,  ADR,  also  derart,  dass  an  den  Ge- 
lenken A,  C  die  mit  %  bezeichneten  gleichen  Winkel  und  an  den 
Gelenken  B,  D  die  mit  rp  bezeichneten  gleichen  Winkel  dieser 
ähnlichen  Dreiecke  zusammenstossen.  Dann  ist  infolge  dieser  Con- 
struction  das  Dreieck  AOR  ähnlich  ABD,  qnd  OR  bildet  mit 
BD  den  Winkel  x,  femer  ist  das  Dreieck  CPQ  ähnlich  CBD, 
und  PQ  bildet  mit  BD  ebenfalls  den  Winkel  x\  demnach  ist  OR 
parallel  PQ.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  beiden  Ge- 
raden OP,  RQ  mit  AC  denselben  Winkel  xlf  bilden,  somit  auch 
parallel  sind;  und  folglich  ist  OPQR  ein  Parallelogramm.  Be- 
zeichnen wir  noch  den  Winkel  AKB  mit  e,  welchen  die  beiden 
sich  im  Punkte  K  schneidenden  Diagonalen  AC,  BD  des  Gelenk- 
vierecks einschliessen ,  so  ergiebt  sich,  dass  in  diesem  Parallelo- 
gramm der  Winkel  POÄ —  x  +  V^  +  c  und  der  Winkel  OPQ^ 

180°  — (X  +  V^-+-«)  ist 

Bei  einem  in  Fig.  598  dargestellten  gelenkigen  Antiparallelo- 
gramm  AB  CD,  an  dessen  Seiten  ähnliche  Dreiecke  in  der  vor- 
geschriebenen Weise  befestigt  sind,  ist  wegen  der  parallel  blei- 
benden Diagonalen  AC,  BD  jener  Winkel  ß  »>  0;  und  folglich 
bilden  bei  einem  gelenkigen  Antiparallelogramm  die  vier  Glied- 
punkte 0,  P,  Q,  R  ein  veränderliches  Parallelogramm  mit  con- 
stanten  Winkeln.  Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  BOP,  BAC  und 
AOR,  ABD  ergeben  sich  die  Proportionen: 

OP  _  BO^  OR^  _  AO 

AC  ~  BA'        BD  ~  AB' 


»)  Sylvester,  Nature.  July  15,  1875.  Vol. Xu.  p.  214.  —  Kempe, 
Naiure.  May  31,  1877.  Yol.  XYI.  p.  88;  und  Liguine,  Nouvelle  Correspan- 
dance  tnatkdmütique.  1877.  T.  m.  p.  184. 
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und  somit  ist  das  Product 

AB     BA 

Nach  den  Darlegungen  in  Art.  239  ist,  wenn  wir  wieder  die  Seiten 
-4jB  =B  CD  =  a,  BC  =  DA  —  b  setzen,  das  Product  der  Dia- 
gonalen 

und  folglich  ist  auch  das  Product 

OP.OR^AO.OB.  illZ^ 

constant    Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Bei  einem  gelenkigen  Antiparallelogramm  bilden 
die  vier  Gliedpunkte  0,  P,  Q,  R  ein  veränderliches 
Parallelogramm  mit  constanten  Winkeln  und  mit  con- 
stantem  Inhalte. 

Damit  aber  das  gelenkige  Antiparallelogramm,  wenn  die  vier 
Gelenke  A^  B^C^D  m  eine  Gerade  gelangen,  nicht  in  ein  Gelenk- 
parallelogranmi  ttbergehen  kann,  bei  welchem  diese  Beziehung 
nicht  gilt,  mttssen  wir  das  Antiparallelogramm,  wie  in  Art  129 
angegeben  wurde,  mit  Eingriffspaamng  versehen. 

Die  erhaltene  allgemeinere  Beziehung  stimmt  in  der  Form 
auch  genau  mit  der  in  Art  239  abgeleiteten  speciellen  Beziehung 
flberein,  und  enthält  diese  als  speciellen  Fall,  der  eintritt,  wenn 
wir  die  Punkte  0,  P,  Q,  R  auf  den  betreffenden  Seiten  des  Anti- 
Parallelogramms  so  annehmen,  dass  AOB  oj  CPB  rv  CQD  oo  ARD 
ist  Jene  ähnlichen  Dreiecke  schrumpfen  dann  resp.  in  die  Seiten 
des  Antiparallelogramms  zusammen  und  die  Winkel  %,  tff  werden, 
je  nachdem  die  Punkte  0,  P,  Q,  R  auf  diesen  Seiten  innerhalb 
oder  ausserhalb  liegen,  beide  gleich  Null,  oder  der  eine  gleich 
Null,  der  andere  gleich  180^ 

Betrachten  wir  in  Fig.  698  den  Punkt  0  als  Fixpunkt,  dann 
entspricht,  weil  das  Streckenproduct  OP.OR  constant  ist,  einer 
Bewegung  des  einen  der  Punkte  P,  R  eine  inverse  oder  kreis- 
verwandte Bewegung  des  anderen;  und  die  so  erzeugten  beiden 
kreisverwandten  Gebilde  unterscheiden  sich  von  den  früher  be- 
trachteten nur  dadurch,  dass  die  entsprechenden  Punkte  P,  R 
nicht  wie  dort  auf  einem  durch  0  gehenden  Fahrstrahle  liegen, 
sondern  auf  zwei  verschiedenen  Fahrstrahlen  OP^  OR^  welche 
den  constanten  Winkel  POR  =  x  +  ^  bilden.  Wird  der  Punkt  R 
insbesondere  auf  einem  Kreise  r  geführt,  der  durch  den  Fixpunkt 
0  geht,  und  dessen  Mittelpunkt  mit  Mr  bezeichnet  ist;  dann  be- 


574       VIII.  Abschnitt.   Geführte,  nnd  abergeschlossene  Mechanismen. 

wegt  sich  der  Punkt  P  auf  einer  Geraden  p,  die  mit  der  Ver- 
längerung von  OMr  den  Winkel  ^(f  +  x  +  \p  bildet 

Da  die  Winkel  des  Parallelogramms  OPQR  constant  sind; 
so  umhaut  die  Seite  PQ  desselben  bei  dieser  Bewegung  eine 
Parabel  und  die  Seite  QRy  welche  die  bewegte  Parabeltangente 
unter  constantem  Winkel  schneidet,  geht  beständig  durch  einen 
festen  Punkt  F  des  Kreises  r.  Dem  zufolge  beschreibt  der  Punkt  Q 
nach  Art.  56  fär  F  als  Lothpunkt  eine  Fnsspunktencurve  einer 
Parabel,  die  der  von  der  Seite  PQ  umhflUten  Parabel  ähnlich  ist 

241.  Der  Peaucellier'sche  InversorO-  Dieser  in  Fig.  593  dar- 
gestellte Mechanismus  besteht  aus  einem  Gelenkrhombus  PBQH\ 
dessen  vier  gleiche  Seiten-  oder  Gliederlängen  gleich  b  sind,  und 
aus  dem  an  jET,  H'  angeschlossenen  Gelenke  HOW  mit  den  gleich- 
langen Gliedern  HO  s==  H'O  =  a.  Wegen  der  gleichschenkeligen 
Dreiecke  HÖH',  HPH\  HQH'  liegen  die  drei  Gelenkpunkte  0, 
Pj  Q  dieses  Mechanismus  stets  auf  einer  Geraden.  Wir  wollen 
zunächst  den  Gelenkpunkt  0  als  Fixpunkt  betrachten  und  an- 
nehmen, dass  a  >  £  sei.  Denken  wir  uns  um  H  den  durch  P,  Q 
gehenden  Kreis  beschrieben,  und  bezeichnen  wir  die  Länge  einer 
von  0  an  diesen  Kreis  gelegten  Tangente  durch  /u,  dann  ist  das 
Streckenproduct : 

OP.OQ^^^  —  a^—b^ I) 

constant  Demnach  entspricht  einer  Bewegung  eines  der  Punkte 
P,  Q  eine  inverse  oder  kreisverwandte  Bewegung  des  anderen. 
Wenn  der  Punkt  P  auf  einem  Kreise  p  um  Mp  geführt  wird,  be- 
schreibt auch  Q  einen  Kreis  jr,  dessen  Mittelpunkt  Mq  in  der  Ge- 


^)  Peaucellier  gab  in  den  Nouvelies  Annales  de  MatMmatiques,  1864. 
S6r.  II.  T.  III.  p.  414  die  erste  Notiz  von  seinem  Inyersor,  die  aber  wegen  ihrer 
aphoristischen  Kürze  kaum  verständlich  ist,  nnd  daher  unbeachtet  blieb.  Erst 
nachdem  Lipkin  im  Bulletin  de  VAcad^mie  imp&iale  des  sciences  de  St.  Peters- 
bourg.  1871.  T.  16.  p.  58  in  allgemeiner  Gestaltung  diesen  Inversor,  ohne  Kennt- 
niss  jener  Notiz,  mittheilte,  gab  Peaucellier  eine  verständliche  Beschreibung 
seines  Inversors  in  den  Nouvelies  Annales  de  Mathe'mattques.  1873.  S^r.  n.  T.XII. 
p.  71.  Hiemach  wurde  dieser  interessante  Mechanismus  allgemein  bekannt  und 
fand  vielseitige  Beachtung.  Besonders  anregend  wirkte  der  hierauf  bezügliche 
Vortrag  von  Sylvester:  „Oa  recent  Disco veries  in  Mechanical  Conversion  of 
Motion*'.  Proceedings  of  the  Royal  Institution  of  Great  Britain.  January  23, 
1874.  Vol.  VII.  p.  179;  übersetzt:  „Transformation  du  mouvement  circnlaire 
en  mouvement  rectiligne*S  veröffentlicht  in  Revue  scientifique.  1874.  4«  annee, 
l«r  sem.  p.  490  und  in  Les  Mondes,  1875.  T.  XXXVII.  p.  623;  und  bald  darauf 
erfiimd  Hart  seinen  einfacheren  Inversor,  den  wir  wegen  seiner  Einfachheit  dem 
von  Peaucellier  vorangestellt  haben. 
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raden  OMp  liegt.  Vermittelst  Ersetzung  der  beiden  Badien  MpP^ 
Mq  Q  durch  Kurbeln,  welche  sich  im  festen  Gliede  OMp  Mq  drehen, 
erhalten  wir  einen  nenngliederigen  ttbergeschlossenen  Mechanis- 
mus. Markiren  wir  auf  den  Gliedern  HO^  HP^  HQ  die  in  einer 
zu  OQ  Parallelen  liegenden  Punkte  0^,  P,,  Q^,  so  bleiben  auch 
diese  drei  Punkte  bei  der  Bewegung  des  Mechanismus  stets  in 
einer  Geraden,  und  es  ist  auch  das  Streckenproduct  0^  P^  .  0^  Q^ 
constant  Denmach  gelten  von  den  drei  Punkten  0,,  P,,  Q,  die- 
selben Beziehungen,  welche  bei  den  drei  Punkten  0,  P,  Q  auftreten. 

Die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  P,  Q  verhalten  sich,  ebenso 
wie  bei  dem  Hart 'sehen  Inversor  bewiesen  wurde,  nämlich  wie  die 
Abstände  dieser  Punkte  von  dem  Fixpunkte  0;  und,  wie  dort  be- 
wiesen wurde,  ist  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm 
des  Punktes  Q  ein  Gartesisches  Oval,  für  welches  0, 
Mq  Brennpunkte  sind. 

Um  unter  der  Annahme,  dass  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
des  Punktes  P  beliebig  gegeben,  etwa  gleich  PMp  sei,  noch  eine 
andere  Construction  als  bei  dem  Hart 'sehen  Inyersor  angegeben 
wurde,  auszuführen,  ziehen  wir  zu  PH  die  Parallele  MpHt^j  welche 
auf  OH  die  lothrechte  Geschwindigkeit  HH^  des  Punktes  H  be- 
stimmt, und  femer  die  zu  HQ  Parallele  ^«»Q»,  die  dann  auf  i/^Q 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  QQty  des  Punktes  Q  liefert 

Wird  in  Fig.  694  der  Punkt  P  auf  einem  durch  den  Fix- 
punkt 0  gehenden  Kreise  p  geführt,  dessen  Mittelpunkt  Mp  ist, 
dann  beschreibt  der  Punkt  Q  eine  auf  OMp  senkrechte  Gerade  q. 
Der  Punkt  P  kann  aber  auf  diesem  Kreise  nur  den  Bogen  durch- 
schreiten, der  ausserhalb  des  um  0  mit  dem  Badius  a  —  b  be- 
schriebenen Kreises  ^  liegt.  Diesem  Kreisbogen  entspricht  auf 
der  Geraden  q  die  Strecke,  welche  innerhalb  des  um  0  mit  dem 
Badius  a  +  b  beschriebenen  Kreises  ^  liegt  Indem  wir  den  Ba- 
dius Mp  P  als  Schwinge  betrachten,  die  sich  im  festen  Gliede  OMp 
dreht,  erhalten  wir  den  achtgliederigen  Peau  colli  er 'sehen  In- 
versor  oder  Mechanismus,  durch  welchen  eine  kreisförmige 
Bewegung  in  eine  genaue  geradlinige  umgewandelt  wird.  Wenn 
der  Mechanismus  zusammenklappt,  also  die  Gelenkpunkte  H^  H' 
coincidiren,  wird  die  Bewegung  unstetig ;  dies  kann  aber,  wie  in 
Art.  130  beim  gleichschenkeligen  Gelenkviereck  gezeigt  wurde, 
durch  Eingrififspaarung  vermieden  werden. 

Die  lothrechte  Geschwindigkeit  QQt>  des  Punktes  Q,  die  einer 
beliebigen,  beispielsweise  gleich  PMp  genommenen  lothrechten 
Geschwindigkeit  des  Punktes  P  entspricht,  ist  in  gleicher  Weise, 
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wie  oben  gezeigt  wurde,  oonstrnirt  Wir  können  aber  f&r  den 
besonderen  Fall,  in  welchem  MpP  ^^  MpO  ist,  ans  der  beim 
Hart'schen  Inversor  gegebenen  Constrnction  der  Geschwindigkeit 
eine  einfachere  ableiten.  Darch  den  Schnittpunkt  P'  der  aof  OP 
Senkrechten  MpP'  und  der  auf  q  Senkrechten  PP'  ziehen  wir 
die  Gerade  OP'^  welche  die  lothrechte  Geschwindigkeit  QQ»  des 
Punktes  Q  bestimmt.  Da  aber  die  congruenten  Dreiecke  OMpP, 
OP'P  gleichschenkelig  sind,  so  ist  OQ^  parallel  dem  Badins  MpP. 
Es  ist  demnach  auch,  wenn  wir  zu  Pi^  die  Parallele  QS  ziehen, 
die  Oifp  in  S  trifft,  die  lothrechte  Geschwindigkeit  QQt> »»  QS 
»a  OH,  und  femer  Q^O»»  Q^Q.  Aus  dieser  letzten  Beziehung 
folgt:  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  des 
Punktes  Q  ist  eine  Parabel  mit  dem  Brennpunkte  O 
und  der  Leitlinie  q.  Jenes  auf  S.  567  abgeleitete  Cartesische 
Oval  geht  also  für  diesen  besonderen  Fall  in  eine  Parabel  flber^). 
Aber  die  hier  befolgte  Voraussetzung,  dass  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  P  constant  sei,  kann  nur  als  eine  theoretische  be- 
trachtet werden;  denn  da  der  Punkt  P  den  Kreis  p  nur  theil- 
weise  durchläuft,  so  ist  in  der  Praxis  eine  constante  Geschwin- 
digkeit desselben  nicht  vollständig  zu  ermöglichen. 

In  Fig.  694  sind  ferner  noch  um  Mp  die  concentrischen  Kreise 
V\  f "  gezeichnet,  denen  die  Kreise  q\  ;"  entsprechen.  Die  Badien 
dieser  Kreise  sind  um  so  grösser,  je  näher  jene  Kreise  am  Fix- 
punkte 0  vorbeigehen;  und  denmach  kann  der  Peaucel  Her 'sehe 
Inversor  auch  zum  Zeichnen  von  Elreisen  mit  beliebig  grossen 
Badien  dienen. 

In  Fig.  696  wollen  wir  den  Gelenkpunkt  P  als  Fixpunkt  be- 
trachten, dann  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  I)  mit  Hinsicht 
auf  die  Begel  der  Vorzeichen  die  folgende  Beziehung: 

PO(PQ  — PO)  =  -iti*=-  — (a»-Ä*)   .    .    .    H), 

welche  der  auf  S.  570  abgeleiteten  Beziehung  IV)  gleichartig  ist 
Dem  zufolge  erhalten  wir,  wie  dort  nachgewiesen  wurde,  auch 
hier  den  Satz: 

Der  Punkt  Q  beschreibt  eine  Fusspunktencurve 
einer  Parabel,  wenn  der  Punkt  0  auf  einem  durch  den 
Fixpunkt  P  gehenden  Kreise  geführt  wird. 


^)  Auf  diese  specieUe  Beziehnog  hat  D'Ocagne  hingewiesen.  Nouoeües 
Annales  de  McUMmatiques.  1884.  3«  s^r.  T.  IIL  p.  t99.  Vergl.  aach  dessen 
Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  am  Peaucellier 'sehen  Inversor.  Daselbst 
1881.  2«  sdr.  T.  XX.  p.  4&6;  femer  Liguine,  daselbsL  1882.  3«  s^r.  T.  L  p.  153. 
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Dem  Kreise  Oj  dessen  Durchmesser  gleich  ^  ist,  entspricht 
die  gezeichnete  Cissoide  q,  nnd  dem  Kreise  o',  dessen  Durch- 
messer gleich  y2/u  ist,  entspricht  die  gezeichnete  Strophoide  g'. 

Wird  in  Fig.  696  wieder  0  als  Fixpnnkt  betrachtet,  aber 
i>a  genommen,  dann  liegt  dieser  Fixpnnkt  auf  dem  Fahrstrahle 
zwischen  den  Ponkten  P,  Q;  nnd  bei  dieser  Anordnung  ergiebt 
sich,  wenn  wir  nns  nm  H  den  dnrch  P,  Q  gehenden  Kreis  be- 
schrieben denken: 

OP.  OQ  «»  —  (*  +  fl)  (*  —  a) 

OP.OQ^  —  ib'  —  a^^  —  fA*    ....    III). 

Bei  diesem  Peancellier'schen  Inyersor  mit  innerem  Fixpnnkte 
0  entspricht  dem  durch  0  gehenden  Kreise  Pj  auf  welchem  sich 
der  Punkt  P  bewegt,  die  geradlinige  Bahn  g  des  Punktes  Q,  nnd 
femer  sind  zu  den  concentrischen  Kreisen  p\  /?"  die  entsprechen- 
den Kreise  g\  g"  gezeichnet 
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242.  Das  Gelenkviereck  mit  senkrechten  Diagonaien.  Behuüs 
der  Behandlung  derjenigen  Mechanismen,  welche  gewisse,  gesetz- 
mässig entsprechende  Bewegungen  erzeugen,  gehen  wir  von  dem 
speciellen  Gelenkviereck  ans,  dessen  Diagonalen  beständig  senk- 
recht auf  einander  stehen.  Bei  dem  in  Fig.  697,  Taf.  XXXVIII, 
gegebenen  Gelenkviereck  AB  CD  ist  der  Schnittpunkt  der  Dia- 
gonalen desselben  mit  N  und  der  Winkel  ANB  mit  v  bezeichnet; 
/emer  wollen  wir  die  Seiten  ABrr=^a^  BC^^b^  CD »=  c,  DA  =  d 
und  die  Diagonalstrecken  NA  «=  a,  NB  =  ß,  NC^^-y,  ND  =  d 
setzen.    Hiemach  ist: 

2a/Jcosy  — a*  +  /?'  — a*, 

—  2ßy  G0sv  =  ß*  +  f—  b\ 
2  y  <J  cos  y  =  y*  +  d*  —  c*, 

—  2 (Ja  cos  y  =  d'  -t-  a*  —  rf*; 

und  durch  Addition  dieser  Gleichnngen  erhalten  wir 

2  (a/J  +  /9y  +  y (J  +  <J  tt)  cos  y  =  A*  +  rf»  —  (ö*  +  c*). 

Ans  dieser  Gleichung,  die  sich  auch  beim  ttberschlagenen  Gelenk- 
viereck ergiebt,  folgt,  dass  unter  der  Bedingung 
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der  Winkel  v  ein  Rechter  ist,  und  dass  umgekehrt,  wenn  v  ein 
Rechter  ist,  diese  Beziehung  besteht    Demnach  gilt  der  Satz: 

Wenn  bei  einem  Gelenkviereck  die  Snmmen  der 
Quadrate  der  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  sind, 
so  sind  die  Dil^gonalen  beständig  senkrecht,  und  um- 
gekehrt. 

Dieser  Satz  bildet  die  Grundlage  für  die  Mechanismen,  welche 
Sylvester,  durch  die  Peaucellier'sche  Erfindung  veranlasst, 
in  anregender  Weise  mitgetheilt  hatO»  welche  dann  auch  von 
Saint-Loup^),  Liguine^)  und  Roos^)  behandelt  wurden. 

243.  Mechanismen  von  Sylvester.  In  Fig.  598  ist  ein  Gelenk- 
viereck OUQW  gegeben,  dessen  Diagonalen  OQ,  HW  senkrecht 
sind.  Auf  den  Seiten  OH^  OH'  dieses  Gelenkvierecks  nehmen  wir 
zwei  Punkte  &,  &  so  an,  dass  dieselben  diese  Seiten  in  gleichen 
Verhältnissen  theilen;  demnach  ist  die  Verbindungsgerade  GG' 
parallel  zu  HH\  also  auch  senkrecht  auf  OQ.  In  diesen  Punkten 
schliessen  wir  an  jene  Seiten  ein  Gelenk  GFG'  an,  dessen  Gelenk- 
punkt P  auf  OQ  liegt.  Dem  zufolge  ist  auch  OGP&  ein  Gelenk- 
viereck mit  den  senkrechten  Diagonalen  OP^  GG\  von  denen  die 
erste  beständig  m  OQ  liegt,  und  somit  befindet  sich  der  Punkt  P 
bei  Veränderung  des  Gelenkvierecks  OHQH'  stets  auf  der  Dia- 
gonale OQ  desselben. 

Betrachten  wir  0  als  Fixpunkt,  setzen  wir  PG^=b^  QH^c 
und  beachten  wir  femer,  dass  in  den  beiden  Dreiecken  QOH, 
POG  die  Winkel  an  0,  je  nachdem  0  ausserhalb  oder  innerhalb 
PQ  liegt,  sich  decken  oder  zu  zwei  Rechten  ergänzen,  dass  also 

cos  QOH^^  +  cos  POG  ist,  so  ergiebt  sich,  weil  beim  negativen 
Vorzeichen  auch  die  Strecken  OP,  OQ  entgegengesetzte  Vorzeichen 
erhalten,  die  allgemein  gttltige  Beziehung: 

ÖQ*  +  0^'  —  c»         OP^j^OG^  —  b^ 


OQ.OH  OP.OG 

oder  

OP     OQ^  +  OH^  —  c'_OH 

OQ  '  OP'  +  öG'-b'  ~0G 


D, 


r). 


1)  Sylvester  a.a.O. 

2)  Saint-Loup,  „Systämes  articul^s  simples  et  multiples  et  leur  applica- 
tions'^  Mdmoires  de  la  Sociele  (femulaiion  du  Doubs.  1875.  4«  s^r.  Vol.  X.  p.  17. 

3)  Liguine,  ,>Sar  les  syst^mes  de  tiges  a^ticul6es*^   Nouvelles  Annales 
de  Mathematiques,  1875.  2e  sör.  T.  XIV.  p.  529. 

*)  Roos,  „Dlfferents  syst^mes  de  tringles  artical^es''.  Revue  universeile 
des  mines.  1877.  2«  s^r.  T.  2.  p.  1. 
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Wir  haben,  um  die  allgemeine  Gültigkeit  zn  wahren,  die  be- 
treffenden Strecken  absichtlich  durch  ihre  beiden  Endpunkte  be- 
zeichnet, wenn  wir  z.  B.  die  Punkte  G,  G'  resp.  auf  den  Verlän- 
gerungen von  HOy  H'O  annehmen,  erhalten  die  Strecken  Off,  Off' 
entgegengesetzte  Vorzeichen;  und  es  werden  demnach  auf  diese 
Weise  die  Vorzeichen  durch  die  Lagenyerhältnisse  von  selbst  be- 
stimmt. Wird  einer  der  Punkte  P,  Q  auf  einer  Curve  geführt, 
dann  beschreibt  der  andere  eine  gesetzmässig  entsprechende  Curve. 
Zu  jeder  Lage  dieser  Punkte,  z.  B.  zu  P,  giebt  es  auf  der  Geraden 
OP  einen  correspondirenden  Punkt  Pj ,  den  zweiten  Schnittpunkt, 
in  welchem  der  um  ff  mit  GP  »>  b  beschriebene  Kreis  diese  Ge- 
rade schneidet;  ebenso  giebt  es  zu  jeder  Lage  des  Punktes  Q 
einen  correspondirenden  Punkt  Q/.  Es  besteht  demnach  zwischen 
den  Punkten  P,  P/ ,  sowie  zwischen  den  Punkten  Q,  Q/  resp.  die 

Beziehung:  „ 

OP.OPi^  OG^  —  b\ 

OQ.OQt^OH'  —  c". 

Eine  Curve,  bei  welcher  zwei  in  einer  Geraden  liegende  Fahr- 
strahlen ein  constantes  Product  bilden,  ist  sich  selbst  invers  oder 
kreisverwandt  und  wird  eine  anallagmatische  Curve  genannt. 
Die  durch  die  beiden  Punkte  P,  Q  erzeugten  entsprechenden  Ge- 
bilde sind  Wechsel  weis  in  gleichartiger  Beziehung,  weil  diese 
Punkte  in  gleicher  Art  mit  dem  Mechanismus  verbunden  sind. 
Da  einer  Punktlage  von  P  zwei  Punktlagen  von  Q  und  umge- 
kehrt entsprechen,  so  stehen  die  Gebilde  in  einer  zwei -zwei- 
deutigen Verwandtschaft.  Nehmen  wir  in  Fig.  599  an,  der  Punkt 
Q  bewege  sich  auf  einer  Geraden  q,  deren  Abstand  OJ  vom  Fix- 
punkte 0  wir  mit  e  bezeichnen  wollen;  und  ist  femer,  indem  wir 
OJ  als  Abscissenaxe  ansehen,  für  den  Punkt  P  die  Abscisse  mit 
07,  die  Ordinate  mit  y  bezeichnet;  dann  erhalten  wir: 

m7 

und  durch  Einsetzung  in  die  Gleichung  V)  die  Gleichung 

£*  (o?'  +  ;/')  +  (ÖÄ'  —  c')  ar'  ^  OH 
ex{x'  +  if+OG'  —  b'')     ~  OG' 

der  vom  Punkte  P  beschriebenen,  entsprechenden  anallagmatischen 
Curve,  die  also  von  dritter  Ordnung  ist  und  aus  den  beiden  Theilen 
Pj  Pi  besteht.  Die  Gerade  q  bildet  mit  dem  entsprechenden  inversen 
Kreise  qi  zusammengehörend  eine  anallagmatische  Curve  dritter 
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Ordanng,  die  alao  in  die  Gerade  q  nnd  den  Kreis  qi  zerfällt 
Denken  wir  uns  den  Gelenkpnnkt  Q  in  die  zweite  Lage  nach  Q; 
verlegt  und  auf  dem  dnrch  0  gehenden  Kreise  qi  geflihrt,  dann 
entspricht  diesem  Ejreise  dieselbe  Carve  ppi]  und  somit  ergiebt 
sich  der  Satz: 

Bewegt  sich  einer  von  den  Punkten  Py  Q  auf  einer 
nicht  durch  den  Fixpunkt  0  gehenden  Geraden  oder 
auf  dem  ihr  entsprechenden  durch  den  Fixpunkt  O 
gehenden  inversen  Kreise,  dann  beschreibt  der  andere 
Punkt  eine  anallagmatische  Curve  dritter  Ordnung. 

Wenn  in  Fig.  600  das  Yerhältniss  OG :  OH^^  b :  c  genommen 
wird,  dann  ist  GP  |  HQi  und  GPj  \  HQ]  demnach  beschreiben  in 
diesem  besonderen  Falle  die  Pnnktpaare  P/,  Q  oder  P,  Qj  ähn- 
liche Gebilde ,  und  dieser  specielle  Mechanismus  isl  dann  ein 
Pantograph.  Die  Punktpaare  P,  Q  oder  P/,  Qj  dagegen  beschrei- 
ben inyerse  Gebilde ;  und  es  ist,  wenn  wir  z.  B.  das  erste  dieser 
Punktpaare  betrachten, 

OP.OQ^-j  (ÖH^  _  c»)  =  ~  (ÖG'  —  t"). 

Der  Mechanismus  ist  also  bei  dieser  Anordnung  ein  Inyersor. 
Wird  der  Punkt  P  auf  einem  durch  0  gehenden  Kreise  p  ge- 
führt, so  bewegt  sich  auch  der  Punkt  Q[  auf  einem  durch  0 
gehenden  Kreise  qjy  und  die  beiden  Punkte  P/,  Q  beschreiben 
resp.  die  parallelen  Geraden  pjy  q^  welche  auf  der  durch  0 
gehenden  Centralen  OJ  der  beiden  Kreise  /?,  qj  senkrecht  stehen. 
Wenn  wir  einen  der  Punkte  P,  Q,  z.  B.  P,  als  Fixpunkt  betrach- 
ten und  0  auf  einem  durch  P  gehenden  Kreise  führen,  beschreibt 
der  Punkt  Q  eine  Fusspunktencnrve  einer  Parabel  und  im  spe- 
ciellen  Falle  auch  eine  Gissoide  oder  Strophoide. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  Fig.  601  die  Gelenkpunkte  G^  H  und 
&y  J7'  coincidiren,  dann  bleiben  die  allgemeinen  Beziehungen  be- 
stehen; denn  denken  wir  uns  noch  das  zu  HPW  parallele  Ge- 
lenk GxPxGx  eingefügt,  so  beschreiben  die  Punkte  P,  Px  ähnliche 
Gebilde,  und  demnach  sind  die  Beziehungen  zwischen  den  Punkten 
P,  Q  dieselben  wie  im  oben  betrachteten  allgemeinen  Falle.  Wir 
erhalten  aus  F),  wenn  OH  und  OG  gleich  a  gesetzt  wird,  die 

Gleichung :  

OP     OQ^^a^—c^ 

OQ  '  ÖP"  +  a'-*"         ' 
welche  nur  hinsichtlich  ihrer  Form  ein  wenig  einfacher  ist  Wegen 
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der  gleichartigen  Verbindung  der  Gelenkponkte  0,  P,  Q  besteht, 
wenn  wir  irgend  einen  dieser  Punkte  als  Fixpnnkt  betrachten, 
zwischen  den  beiden  anderen  stets  dieselbe  wechselseitige  Be- 
ziehung 0-  Im  Specialfalle  6  >»  <»  wird  der  Mechanismus  ein  In- 
versor,  dessen  Vorzug  vor  dem  Peaucel  Her 'sehen  Inversor  darin 
besteht,  dass  die  Glieder  nicht  zusammenklappen  können;  und 
diese  Gestalt  hat  Lipkin  dem  Inversor  zuerst  gegeben^).  Der 
Peaucellier'sche  Inversor  geht  ans  jenem  Mechanismus  durch 
weitere  Specialisirung  hervor,  wenn  wir  OjET-«  0£?',  und  femer 
HP  —  ff'P  =HQ  —  HQ  machen. 

Gehen  wir  wieder  von  dem  allgemeinen  Mechanismus  aus, 
und  nehmen  wir  in  Fig.  698  den  Gelenkpunkt  Q  als  Fixpunkt, 
dann  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  P),  indem  wir  nach  der 
Regel  der  Zeichen 

0Q  =  —  QO,      OP  ^OQ  —  PQ  =  —  (QO  —  QP) 
setzen,  zwischen  den  beweglichen  Punkten  0,  P  die  Beziehung: 

QO—QP  QO'  +  Qg'  — g'        ^  OH  JI3 

QO       \QO—QPfJ^'ö(?  —  b^^OG 

Eine  gleichartige  Beziehung  besteht  zwischen  0,  Q,  wenn  P  als 
Fixpunkt  genommen  wird ;  denn  die  Punkte  0,  Q  sind  im  Mecha- 
nismus gegen  den  Punkt  P  analog  geordnet,  wie  0,  P  gegen  Q- 

Wenn  angenommen  wird,  dass  bei  festem  Q  der  Punkt  0  sich 
auf  einer  Geraden  bewege,  und  wenn  man  in  analoger  Weise  wie 
oben  die  Fahrstrahlen  QO^  QP  durch  die  Goordinaten  a;,  y  aus- 
drückt, dann  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  II),  dass  die  ent- 
sprechende Curve,  welche  der  Punkt  P  beschreibt,  von  vierter 
Ordnung  ist ;  und  ebenso  findet  man,  dass,  wenn  der  Punkt  P  sich 
auf  einer  Geraden  bewegt,  auch  der  Punkt  0  eine  Curve  vierter 
Ordnung  beschreibt.  Die  Punkte  0,  P  sind  in  verschiedener  Art 
mit  dem  Mechanismus  verbunden  und  daher  sind  auch  diese  bei- 
den Cnrven  vierter  Ordnung  nicht  gleichartig. 

Wird  das  Glied  QH  des  Mechanismus  festgestellt,  also  als 
Steg  genommen,  dann  beschreibt  der  Punkt  0  in  diesem  festen 
Gliede  um  H  einen  Kreis,  und  dem  zufolge  erzeugt  der  Punkt  P 

')  Mannheim  hat  in  den  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society,  1874.  Yol.  VI.  p.  36  gezeigt,  dass,  wenn  einer  der  bewegten  Punkte 
einen  beliebigen  Kreis  beschreibt,  der  andere  eine  anallagmatische  Corve  vierter 
Ordnung  erzeugt. 

^)  Lipkin,  „Ueber  eine  genaue  Gelenk-Geradführung**.  Bulletin  de  tÄca- 
d^mie  imp&iaie  des  sciences  de  St.  Petershourg,  1871.  T.  16.  p.  58. 
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eine  Kranioide.  Denn  legen  wir  in  Fig.  602  beispielsweise  den 
Gelenkpnnkt  G  auf  die  Verlängerung  von  jSO,  und  lassen  wir  die 
nur  durch  Gestrichelung  angedeuteten  Glieder  H^Q,  H*&^  &P 
weg,  indem  wir  dafür  als  Ersatz  das  Schlitzglied  /  einfllgen, 
durch  dessen  geradlinigen  Schlitz  die  Punkte  P,  0,  Q  in  gerader 
Linie  gehalten  werden,  so  stimmt  dieser  Mechanismus  mit  dem 
überein,  der  in  Art.  41  zur  Erzeugung  der  Kranioide  dient  Da 
in  Fig.  598  die  Gelenkpunkte  P,  Q  mit  dem  Hechanismus  gleich- 
artig verbunden  sind,  so  beschreibt  auch,  wenn  wir  das  Glied  PG 
als  Steg  betrachten,  der  Punkt  Q  eine  Kranioide. 

Beachtenswerth  ist  noch  der  in  Fig.  603  dargestellte  specielle 
Fall,  in  welchem  OG  —  PG  =  *  ist;  dann  folgt  aus  II)  die  ein- 
fachere Beziehung: 


QO"  +  OH^  —c"        OH 


no. 


QO{QO-QP)  OG 

Wird  der  Punkt  P  auf  einem  durch  den  Fixpunkt  Q  gehen- 
den Kreise  p  geführt,  dessen  Mittelpunkt  Mp  und  dessen  Durch- 
messer QA  ist,  nehmen  wir  ferner  QMp  als  Abscissenaxe,  und  be- 
zeichnen wir  mit  ^,  y  die  Goordinaten  des  Punktes  0;  dann  ist 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  erhalten  wir  die  Gleichung : 

a;»  +  y»4,äg'  — c'         OH 
a?»  +  y'— QA.^     ~  OG' 

welche  einen  vom  Punkte  0  beschriebenen  Kreis  o  repräsentirt, 
dessen  Mittelpunkt  il/o  auf  der  Abscissenaxe  QMp  liegt ^).  Ist  die 
Streckensumme  HG  +  GP  >  HQ^  dann  kann  der  Gelenkpunkt  P 
mit  dem  Fixpunkte  Q  coincidiren,  und  es  kann  eine  Drehung  des 
starr  gewordenen  Mechanismus  um  die  vereinten  Axen  Q,  P  statt- 
finden. Bei  dieser  Drehung  beschreibt  der  Punkt  0  um  Q  einen 
Kreis ;  und  demnach  besteht  die  von  0  beschriebene  vollständige 
Bahncurve  aus  diesem  Kreise  und  jenem  Kreise  o.  Wenn  wir  uns 
die  Kreisradien  J/;,P,  AfoO  durch  Glieder  ersetzt  denken,  erhalten 
wir  einen  übergeschlossenen  Mechanismus.  Nehmen  wir  aber  aus 
demselben  eins  der  Glieder  QH,  QH'  z.  B.  QH  wieder  heraus, 
dann  bewegt  sich  der  Punkt  H  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittel- 
punkt Q  ist. 

*)  Vergl.  Sylvester,  Proceedings  of  the  Royal  Institution  ofGreat  Bri- 
tai?i.  1875.  Vol.  VII.  p.  179. 
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Durch  weitere  Specialisirnng^  indem  wir  in  Fig.  604  anneh- 
men, dass  06r  =  P6r  =  iO^=  ifl  sei,  ergiebt  sich  ans  IF)  die 
einfachere  Beziehung: 

QO'  — 2Q0.QP  =  fl«-c^ m 

Bei  diesem  Mechanismus,  der  nach  Sylvester  ein  binom-qua- 
dratischerExtractor  genannt  wird,  liegt  der  Gelenkpnnkt  P  im 
Schnittpunkte  der  Diagonalen  QO,  HH^  weil  dieselben  rechtwin- 
kelig  auf  einander  stehen  und  weil  6r,  6r'  resp.  die  Mitten  von  den 
Seiten  OH,  OH^  sind.  Wir  können  daher  auch  den  Gelenkpunkt  P 
mit  den  Mitten  J,  J'  der  beiden  anderen  Seiten  QH^  QH'  gelenkig 
verbinden,  wie  durch  Punktirnng  angedeutet  ist,  und  erhalten  da- 
durch einen  ttbergeschlossenen  achtgliederigen  Mechanismus. 

Nehmen  wir  wieder  an,  dass  der  Punkt  P  auf  einem  durch 
den  Fixpunkt  Q  gehenden  Kreise  p  bewegt  wird,  dessen  Mittel- 
punkt Mp  und  dessen  Durchmesser  QA  ist,  so  erhalten  wir  für 
diesen  specielleren  Mechanismus  aus  obiger  Kreisgleichung  die 
einfachere  Gleichung: 

(^— QA)*  +  y^=QÄ'  +  a^  — c* 

des  entsprechenden  Kreises  o,  der  vom  Punkte  0  beschrieben  wird. 
Hieraus  ersehen  wir,  dass  A  der  Mittelpunkt  des  Kreises  0  ist; 
und  dies  ist  auch  direct  zu  erkennen,  weil  wir,  da  A  auf  der  Dia- 
gonale HH^  liegt,  die  Glieder  OH',  QH'  beziehlich  durch  die 
Glieder  OA,  QA  ersetzen  und  QA  als  Steg  betrachten  können. 

Zwischen  dem  Radius  AO  des  Kreises  o  und  dem  Abstände 
QA  des  Abstandes  seines  Mittelpunktes  A  vom  Fixpunkte  Q  be- 
besteht nach  dem  Satze  S.  578  die  Beziehung: 

ÄÖ'  +  c*=QÄ'  +  a>,    oder    W  —  QK'  +  a'  —  c\ 

Demnach  ergiebt  sich  zu  jedem  Bahnkreise  o  des  Punktes  0, 
dessen  Radius  und  Mittelpunkt  unter  dieser  Bedingung  gewählt 
werden,  ein  durch  den  Fixpunkt  Q  gehender  Bahnkreis  p  des 
Punktes  P. 

Wir  können  den  betrachteten  sechsgliederigen  Mechanismus 
sehr  vereinfachen,  wenn  wir  das  Glied  PJ  einsetzen  und  die  drei 
Glieder  Ä'O,  fi'Q,  &P  weglassen.  Dadurch  erhalten  wir  den  in 
Fig.  605  gezeichneten  viergliederigen  Mechanismus 0.  Aus  der  so 
erlangten  symmetrischen  Gestalt  dieses  Mechanismus  erkennt  man. 


*)  Diese  Yereinfachang  hat  Johnson  angegeben  \m  Messenger  of  Mathe- 
mattes,  1876.  Vol.  5.  p.  159. 
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dasB  die  Beziehung  zwischeB  P,  Q  gegen  0  als  Fixpnnkt  dieselbe 
ist,  wie  die  Beziehung  zwischen  P,  0  gegen  Q  als  Fixpnnkt. 

Um  ferner  auch  bei  diesem  Mechanismos  die  Bahncurve  de» 
Punktes  P  zu  bestimmen,  wenn  der  Punkt  0  auf  einem  durch  den 
Fixpunkt  Q  gehenden  Kreise  geführt  wird,  haben  wir  behufs  bes- 
serer Vergleichung  mit  der  Mheren  Darlegung  auf  S.  576  (Fig.  596) 
den  Mechanismus  in  Fig.  606  so  gezeichnet,  dass  der  Fixpunkt  Q 
zwischen  0  und  P  liegt  Nehmen  wir  auf  QP  die  Strecke  PQj  = 
QPj  ferner  auf  HP  einen  beliebigen  Punkt  H'y  oder  insbesondere 
PH'  =  HP  an,  und  denken  wir  uns  die  strichpunktirten  Strecken 
durch  Glieder  ersetzt,  so  erhalten  wir,  wie  leicht  erkenntlich  ist, 
einen  Pe  au  colli  er 'sehen  Mechanismus  mit  dem  Fixpunkte  Q. 
Wenn  bei  diesem  der  Punkt  0  auf  einem  durch  Q  gehenden 
Kreise  geführt  wird,  beschreibt  der  Punkt  Qj  nach  S.  576  eine 
Fusspnnktencurye  einer  Parabel;  und  da  P  stets  die  Mitte  des 
Fahrstrahles  QQj  ist,  so  beschreibt  der  Punkt  P  eine  ähnliche 
Fusspunktencurve,  die  sich  zu  jener  wie  1 : 2  verhält.  Hieraus 
folgt  der  Satz: 

Wenn  der  Punkt  0  auf  einem  durch  den  Fixpunkt  Q 
gehenden  Kreise  geführt  wird,  beschreibt  der  Punkt  P 
eine  Fusspunktencurve  einer  Parabel. 

Setzen  wir,  weil  OH^^a^  QH^^c  ist,  a^ -- c*  ^^  fi^  und 
nehmen  wir  den  Durchmesser  dieses  Kreises  gleich  fi  oder  ^2  ju, 
dann  ist  diese  Fusspunktencurve  beziehlich  eine  Gissoide  oder 
Strophoide.  Diese  Kesultate  kann  man  auch  leicht  aus  der  Glei- 
chung U'O  ableiten. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  606  oder  606  das  Glied  QH  fest- 
gestellt, dann  beschreibt  der  Punkt  P  nach  S.  582  eine  Kranioide, 
die  aber  in  diesem  speciellen  Falle  aus  dem  um  J  mit  dem  Ra- 
dius JP  beschriebenen  Elreise,  femer  aus  den  beiden  singulären 
Punkten  H,  Q  besteht,  weil  der  Punkt  P  mit  H  und  Q  coinci- 
diren  kann. 

Wenn  wir  schliesslich  in  Fig.  607  den  Punkt  P  als  Fixpunkt 
betrachten,  erhalten  wir  zwischen  den  Punkten  0,  Q  die  einfache 
symmetrische  Beziehung: 

PÖ''  —  PQ^  =  ä'  —  c' F). 

Führen  wir  nun  den  Punkt  0  auf  einem  durch  den  Fixpunkt  P 
gehenden  Kreise  o^  dessen  Durchmesser  d  und  dessen  Polarglei- 
chung für  P  als  Ursprung  demnach 

PO  =  6  cos  e 
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ist,  dann  ergiebt  sich  die  folgende  Polargleichnng 

PQ  =  y(Pc08'ö  —  (V  —  (?•) 

der  vom  Pankte  Q  beschriebenen  entsprechenden  Carve  q.  Wird 
insbesondere  der  Ereisdnrchmesser  d  =  "1/2  (o*—  c*)  genommen,  so 
erhalten  wir  die  Polargleichnng  der  Lemniscate: 

FQr=^ya*  —  c'  ycos2ö. 

In  Fig.  607  haben  wir  beispielsweise  das  Längenverhältniss 
OH :  QH  —  a :  c  =  ]/2 : 1  genommen ;  dem  zufolge  ist  "J/ o*  —  c* 
=  aYi  und  jener  Ereisdqrchmesser  d^=^a.  Bei  dieser  besonderen 
Anordnung  können  wir  den  Gelenkpunkt  G  in  dem  Mittelpunkte 
des  Kreises  o  feststellen  ^  und  es  ist  dann  PG  das  feste  Olied 
eines  gleichschenkeligen  Schwingkurbelgetriebes  PGHJ^  bei  wel- 
chem, wie  auf  S.  312  erwähnt  wurde,  der  Punkt  Q  der  Koppel  HJ 
eine  Lemniscate  q  beschreibt  0-  Die  vom  Punkte  Q  erzeugte  Gurve 
ist  aber  in  diesem  Falle  auch  eine  Kranioide,  die  also  hier  aus 
der  Lemniscate  q  und  femer,  weil  H  mit  P  coincidiren  kann,  aus 
dem  um  P  mit  HQ  als  Radius  beschriebenen  Kreise  besteht  Es 
ist  jedoch  nicht  nothwendig,  dass  wir  den  Gelenkpunkt  G  im 
Mittelpunkte  des  Kreises  o  feststellen;  denn  denken  wir  uns  in 
Fig.  607  diesen  Gelenkpunkt  G  in  die  bezüglich  PQ  symmetrische 
Lage  gelegt  und  den  IPunkt  0  auf  deni  Kreise  o  geführt,  dann 
bewegt  sich  G  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  P  ist,  und 
der  Punkt  Q  erzeugt  dieselbe  Lemniscate  q  in  anderer  Weise  als 
vorhin. 

Der  betrachtete  Mechanismus  ist  ein  Specialfall  des  in  Fig.  608 
dargestellten  allgemeineren  Mechanismus.  Um  dies  zu  erkennen, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Punkte  H^  0  eines  starren  Systems  EOG 
sich  resp.  auf  den  beiden  festen  Geraden  A,  /  bewegen,  die  sich 
im  Punkte  P  schneiden;  dann  beschreibt  nach  Art.  18  der  Mittel- 
punkt G  des  durch  HOP  gelegten  Systemkreises  um  P  einen 
Kreis.  Ferner  sei  in  jS^  an  dieses  starre  System  ein  zweites  starres 
System  HQJ  gelenkig  angeschlossen,  dessen  Punkt  Q  sich  auf  der 
Geraden  /  bewegt ;  dem  zufolge  beschreibt  der  Mittelpunkt  J  des 
durch  HQP  gelegten  Systemkreises  auch  um  P  einen  Kreis.  Wir 
können  daher  jene  Systeme  als  Glieder  eines  Mechanismus  be- 
trachten, an  welche  das  Gelenk  GPJ  angeschlossen  ist.  Bei  der 
Bewegung  dieses  Mechanismus  bleiben  dann  die  Punkte  0,  P,  Q 

*)  Vergl.  die  Mittheilung  Ton  Sylvester  in  den  Proceedings  ofihe  Royal 
Institution  ofGreat  Britain,  1875.  Vol.  VII.  p.  192. 
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Stets  in  der  Geraden  /  und  der  Punkt  H  bleibt  anf  der  Geraden  A, 
die  mit  /  einen  constanteif  Winkel  h  PI  bildet.  Wenn  dieser  Win- 
kel gleich  einem  Rechten  genommen  wird,  fällt  G  in  die  Mitte 
von  OHy  femer  J  in  die  Mitte  von  Q£f,  und  wir  erhalten  dann 
den  vorhin  betrachteten  speciellen  Mechanismus.  Die  Beziehungen 
zwischen  zweien  der  Punkte  0^  P,  Q,  wenn  der  dritte  als  Fixpunkt 
gewählt  wird,  sind  aber  bei  diesem  allgemeineren  Mechanismus 
viel  complicirter  als  bei  dem  speciellen  Mechanismus^). 

Alle  bisher  betrachteten,  geführten  Mechanismen,  die  durch 
eine  Axe  mit  dem  Steggliede  oder  festen  System  verbunden  sind, 
wurden  vermittelst  Führung  eines  einzigen  Gliedpunktes  im  festen 
System  zwangläufig  bewegt,  und  aus  den  meisten  dieser  einfach 
geführten  Mechanismen  konnten  ttbergeschlossene  Mechanismen 
gebildet  werden.  Im  Folgenden  wollen  wir  aber  noch  einige 
Mechanismen  betrachten,  welche  durch  mehrfache  Führung  in 
dem  festen  System  zwangläufig  bewegt  werden,  und  noch  andere 
Beispiele  übergeschlossener  Mechanismen  behandeln. 


Mehrfach  geffihrte  Mechanismen. 

244.  Zweifach  gefDhrte,  zwangläufige  Mechanismen.  Jeder 
zwangläufige  Mechanismus  wird  nach  S.  423  durch  gleichzeitige 
bestimmte  Führungen  zweier  Punkte,  die  zwei  verschiedenen 
Gliedern  angehören,  zwangläufig  bewegt.  Wir  betrachten  zu- 
nächst als  Repräsentanten  eines  zwangläufigen  Mechanismus  in 
Fig.  809  eiin  Gelenkviereck  A  B  CD,  dessen  Glieder  mit  i,  5,  5,  4 
bezeichnet  sind,  und  nehmen  an,  ein  Punkt  H  des  Gliedes  1 
werde  mit  der  Geschwindigkeit  BHv  auf  einer  Curve  h  und  ein 
Punkt  J  des  benachbarten  Gliedes  2  mit  der  Geschwindigkeit  JJv 
auf  einer  Curve  i  in  einem  festen  System  0  geführt ;  dann  können 
die  Pole  Ol,  02,  03,  04  der  vier  Glieder  1,  2,  3,  4  im  Bezug  auf 
das  feste  System  0  und  die  Geschwindigkeiten  der  Gelenkpunkte 
A,  B,  C,  D,  sowie  die  Geschwindigkeiten  beliebiger  Gliedpunkte 
leicht  construirt  werden.  Dadurch  ist  also  die  momentane  Bewe- 
gung aller  Glieder  des  geführten  Mechanismus  bestimmt.  Indem 
wir  durch  den  Endpunkt  B^  der  lothrechten  Geschwindigkeit  des 

')  Ein  sehr  reichhaltiges  Literaturverzelchniss  der  behandelten  Mechanis- 
men giebt  Liguine,  ,,Li8te  des  travaux  sur  les  systömes  artical^s**.  Bulletin 
des  sciences  mathematiques  et  astronamigues.  1883.  2®  s^r.  T.  YII.  p.  145. 
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Pankte8  H  zu  HA  die  Parallele  HtiA^  ziehen,  und  femer  dnrch 
den  Endpunkt  Ja  der  lothrechten  Geschwindigkeit  des  Punktes  J 
zu  JA  die  Parallele  J^A^  ziehen,  erhalten  wir  nach  Art  29  durch 
den  Schnittpunkt  A^  dieser  Parallelen  die  lothrechte  Geschwindig- 
keit A  Axi  des  Gelenkpunktes  A^  welche  auch  die  Normale  an  der 
Bahncurve  desselben  ist.  Die  Schnittpunkte,  welche  die  Gerade 
AA^  mit  den  Geraden  HBa^  JJx^  bildet,  sind  demnach  die  Pole 
0/,  02.  Ferner  ergiebt  sich  der  Pol  03  als  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden 02-23,  01-13  und  der  Pol  04  als  der  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden 01-14,  02-24.  Von  den  zehn  Polen  der  fünf  Glieder  0,  1, 
2,  3y  4  sind  sechs  Pole  durch  das  Gelenkviereck  gegeben,  und 
die  vier  fehlenden  Pole  Ol,  02,  03,  04  sind  durch  die  ausgeführte 
Gonstruction  bestimmt,  bei  welcher  wir  noch  die  Controle  erhalten, 
dass  die  drei  Pole  03,  34,  04  auf  einer  Geraden  liegen. 

Ziehen  wir  nun  zu  JB  die  Parallele  «/d^oi  welche  B-03  im 
Punkte  Byy  trifft,  und  zu  HD  die  Parallele  -ff»/?»,  welche  D-01  im 
Punkte  Da  schneidet,  so  sind  BB^,  DDt  die  lothrechten  Geschwin- 
digkeiten der  Gelenkpunkte  B,  D.  Ferner  ergiebt  sich,  indem  wir 
zu  BC  die  Parallele  B^Qt  oder  zu  DC  die  Parallele  D^Ca  bis  an 
C-03  ziehen,  die  lothrechte  Geschwindigkeit  CQy  des  Gelenkpunk- 
tes C.  Dadurch  ist  dann  der  Gesch?rindigkeitszustand  jedes  der 
vier  Glieder  oder  Systeme  1,  2,  3,  4  im  Bezug  auf  das  feste  Sy- 
stem 0  bestimmt. 

Bei  dem  in  Fig.  610  dargestellten  Gelenkviereck  AB  CD, 
dessen  Glieder  wieder  mit  1,  2,  3,  4  bezeichnet  sind,  wird  ein 
Punkt  H  des  Gliedes  1  mit  der  Geschwindigkeit  HH^  auf  einer 
Curve  h  und  ein  Punkt  K  des  gegenüber  liegenden  Gliedes  3  mit 
der  Geschwindigkeit  KK^  auf  einer  Curve  k  im  festen  System  0 
geführt.  In  diesem  Falle  denken  wir  uns  den  Pol  13,  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  AB,  CD,  mit  H  und  K  verbunden,  dann 
können  wir  H13K  momentan  als  ein  geführtes,  aus  den  beiden 
Gliedern  1,  3  bestehendes  Gelenk  ansehen,  dessen  Axe  13  ist. 
Ziehen  wir  nun  durch  den  Endpunkt  H^  der  lothrechten  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  H  zu  H-13  die  Parallele  Ha'13a  und  durch 
den  Endpunkt  K^  der  lothrechten  Geschwindigkeit  des  Punktes  K 
zu  K-13  die  Parallele  Ka'13a,  so  bestimmt  der  Schnittpunkt  13^ 
dieser  Parallelen  die  lothrechte  Geschwindigkeit  13-13^  der  mo- 
mentan mit  13  coincidirenden  Punkte  der  Glieder  1,  3 ;  und  dem- 
nach sind  die  Schnittpunkte,  welche  die  Gerade  13- 13^  mit  den 
Geraden  HH^,  KK^  bildet,  die  Pole  Ol,  03.  Somit  ergiebt  sich 
ferner  der  Pol  02  als  Schnittpunkt  der  Geraden  0U12,  03-23  und 
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der  Pol  04  als  Schnittpunkt  der  Geraden  01-14,  03^4.  Die  drei 
Pole  24,  02,  04  liegen  auf  einer  Geraden  und  liefern  dadurch 
eine  Controle  für  die  Construction  der  Pole.  Nachdem  die  vier 
Pole  Ol,  02,  03,  04  bestimmt  sind,  können  wir  die  lothrechten 
Geschwindigkeiten  der  Gelenkpunkte  A,  B,  C,  D  in  gleicher  Weise 
wie  vorhin  construiren. 

Um  noch  bei  einem  anderen  zweifach  geflihrten  zwangläufigen 
Mechanismus  die  betreffenden  Pole  zu  bestimmen,  betrachten  wir 
ein  in  Fig.  611  dargestelltes,  zweiräderiges  Vorgelege,  dessen  beide 
Zahnräder  1,  2  in  dem  Gliede  3  gelagert  sind.  Wir  nehmen  an, 
ein  an  dem  Rade  1  befestigter  Punkt  H  werde  mit  der  Geschwin- 
digkeit HHr,  auf  einer  Curve  h  und  ein  an  dem  Bade  2  befestigter 
Punkt  J  werde  mit  der  Geschwindigkeit  JJv  auf  einer  Curve  i  im 
festen  System  0  geführt  Denken  wir  uns  den  Pol  12,  den  Bertth- 
rnngspunkt  der  beiden  BoUkreise  der  Zahnräder  1,  2,  mit  H  und 
J  verbunden,  so  können  wir  H12J  momentan  als  ein  geführtes 
Gelenk  ansehen,  dessen  Axe  der  Pol  12  vertritt.  Ziehen  wir  nun 
durch  den  Endpunkt  Et,  der  lothrechten  Geschwindigkeit  von  H 
zu  H'12  die  Parallele  H<q-12^  und  durch  den  Endpunkt  Ja  der 
lothrechten  Geschwindigkeit  von  J  zu  J'12  die  Parallele  J\rl2a\ 
dann  liefert  der  Schnittpunkt  12o  dieser  Parallelen  die  Gerade 
12''12a,  welche  die  Geraden  HH^,  JJ^  resp.  in  den  Polen  Ol,  02 
schneidet,  und  die  beiden  Geraden  0U13,  02-23  treffen  sich  in 
dem  Pol  03.  Damit  ist  der  Geschwindigkeitszustand  eines  jeden 
der  drei  Glieder  1,  2,  3  bestimmt  In  analoger  Weise,  wie  in 
diesen  Beispielen  gezeigt  wurde,  können  bei  jedem  zwangläufigen 
Mechanismus,  der  durch  Ftthrung  zweier  verschiedenen  Gliedern 
angehörenden  Punkte  zwangläufig  in  einem  festen  System  bewegt 
wird,  die  Pole  aller  Glieder  im  Bezug  auf  dieses  feste  System 
construirt  werden. 

245.  Dreifach  geführte  Mechanismen.  Wir  betrachten  in  Fig.  61S 
zunächst  die  vier  Glieder  1,  2,  3,  4,  welche  beziehlich  durch  die 
Gelenkaxen  12,  23,  34  verbunden  sind,  und  nehmen  an,  es  werden 
die  Punkte  H,  J,  L,  die  den  Gliedern  1,  2,  4  angehören,  auf  den 
Gurven  A,  i,  l  im  festen  System  ^0  resp.  mit  den  lothrechten  Ge- 
schwindigkeiten HH^,  JJ^,  LL^  geführt.  Wir  ziehen  nun,  be- 
hufs der  Bestimmung  der  momentanen  Bewegung  der  Glieder,  zu 
H'12,  J'12  die  Parallelen  J9;-i2j>,  J^-i^»,  welche  sich  im  Punkte 
12xi  schneiden ;  dann  ist  12-12^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
Gelenkpunktes  12,  und  die  Gerade  12-12^  schneidet  die  Geraden 
HHx>,  JJi>  in  den  Polen  Ol,  02.    Hierauf  ziehen  wir  zu  J'23  die 
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Parallele  J^'28xi^  welche  auf  02-23  die  lothrechte  Geschwindigkeit 
23-23'ti  des  Gelenkpnnktes  23  bestimmt;  femer  ziehen  wir  zu  23-34^ 
L-34  die  Parallelen  23M'34'oy  lAr34^^  die  sieb  im  Endpunkte  34a 
der  lothrechten  Geschwindigkeit  des  Gelenkpnnktes  34  schneiden. 
Die  Schnittpunkte,  welche  die  Gerade  34^4o  mit  den  Geraden 
23-23^,  LU  bildet,  sind  die  Pole  03,  04.  Die  Pole  J3,  24  ergeben 
sich  beziehlich  als  die  Schnittpunkte  der  Geraden  12-23,  01-03  und 
23-34,  02-04-,  und  femer  liefem  die  Geraden  13-34,  24-12  durch 
ihren  Schnittpunkt  den  Pol  14,  der  auch  mit  Ol,  04  in  einer  Ge- 
raden liegt  Von  den  zehn  Polen  der  betrachteten  fflnf  Systeme 
0, 1,  2,  3,  4  sind  somit  die  fehlenden  sieben  Pole  bestimmt 

Wenn  wir  noch  zwischen  zwei  Gliedem,  z.  B.  zwischen  4, 1, 
ein  ans  zwei  Gliedern  5,  6  bestehendes  Gelenk  einfügen,  welches 
an  dieselben  in  den  Punkten  45  und  16  angeschlossen  ist,  so  wird 
auch  dieses  Gelenk  zwangläufig  mitbewegt  Durch  Ziehung  der 
betreffenden  Parallelen  werden  in  bekannter  Weise  für  die  Gelenk- 
punkte 45, 16, 56  die  lothrechten  Geschwindigkeiten  45-45^,,  16-16^, 
56-56^  construirt;  und  die  Gerade  56-56^  schneidet  die  Geraden 
04-45,  01-16  in  den  Polen  05,  06,  welche  im  Verein  mit  den  vor- 
hin erhaltenen  Polen  alle  noch  durch  die  Glieder  5,  6  hinzuge- 
kommenen übrigen  Pole  bestimmen. 

Um  allgemeine  Beziehungen  abzuleiten,  aus  denen  wichtige 
specielle  Fälle  hervorgehen,  betrachten  wir,  Fig.  613,  in  einem 
festen  System  0  drei  bewegte  Systeme  1,  2,  3,  denen  beziehlich 
die  Curven  a,  b,  c  angehören,  und  nehmen  an,  dass  die  Punkte 

A,  B,  C  eines  mitbewegten  Systems  4  resp.  auf  den  bewegten 
Curven  a,  b,  c  bleiben.  Sind  für  die  zu  den  Systemen  1,  2,  3 
gehörenden  Punkte  H,  J,  K,  welche  momentan  auf  den  in  A, 

B,  C  errichteten  Normalen  der  Curven  a,  b,  c  liegen,  die  Ge- 
schwindigkeiten HH^,  JJx,,  KK^  im  Bezug  auf  das  feste  System  0 
gegeben,  so  ist  die  momentane  Bewegung  des  in  dieser  Weise 
geführten  Systems  4  bestimmt  Um  dies  zu  begründen,  ziehen 
wir  durch  die  Endpunkte  ^«>,  «/»,  Kt,  der  lothrechten  Geschwin- 
digkeiten der  Punkte  H,  J,  K  zu  den  Curvennormalen  HA,  JB, 
KC  beziehlich  die  Parallelen  H^Ax^,  J^B^,  K^Qi,  auf  denen  nach 
Art  27  die  noch  zu  bestimmenden  Endpunkte  A»  B^^,  Cv,  der 
lothrechten  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A,  B,  C  liegen  müssen; 
da  femer  nach  dem  Satze  auf  S.  23  diese  Endpunkte  ein  Dreieck 
A^BiiCo  bilden,  welches  dem  Dreieck  ABC  ähnlich  ist  und  zu 
demselben  ähnlich  liegt,  wobei  der  Pol  04  des  Systems  4  gegen  das 
feste  System  0  der  Aehnlichkeitspunkt  ist,  so  sind  auch  die  von 
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den  Gnryennormalen  HA,  JB,  KC  and  von  den  entsprechenden 
Parallelen  H^Äx,,  JoB^,  K^Cn  gebildeten  Dreiecke  aßy,  «'/^V 
ähnlich  und  ähnlich  liegend  bezüglich  desselben  Aehnlichkeits- 
Punktes  04.  Demnach  treffen  sich  die  Geraden  aa\  ßß',  y/  in 
dem  Pol  04,  nnd  die  von  diesem  Pol  04  nach  den  Punkten  A, 
B,  C  des  Systems  4  gehenden  Geraden  bestimmen  auf  jenen  Pa- 
rallelen resp.  die  Endpunkte  Ax,,  Bx^,  d,  der  lothrechten  Geschwin- 
digkeiten der  Punkte  A,  B,  C  des  geführten  Systems  4. 

Wenn  auf  den  Geraden  -ffSi,  J^J»,  KK^  noch  die  Pole  Ol, 
02,  03  der  Systeme  1,  2,  3  gegeben  sind,  so  ist  auch  die  momen- 
tane Bewegung  dieser  drei  Systeme  bestimmt.  Auf  den  Geraden 
A-Oi,  B'02,  0-03,  die  beziehlich  die  Geraden  A^H^,  B^^Jx,,  C,K^ 
in  den  Punkten  Ai^,  jB»,  (X  treffen,  ergeben  sich  die  lothrechten 
Geschwindigkeiten  AAi^,  BB[,,  CCi,  welche  die  resp.  mit  den 
Punkten  A,  B,  C  momentan  coincidirenden  Punkte  der  Systeme 
1,  2,  3  im  Bezug  auf  das  feste  System  0  besitzen.  Demnach  re- 
präsentiren  die  Strecken  ^»-4»,  B'^B^y,  C'Go  die  lothrechten  Ge- 
schwindigkeiten, mit  denen  sich  die  Punkte  A,  B,  C  des  Systems  4 
auf  den  Curven  a,  b,  c  der  Systeme  i,  2,  3  bewegen.  Sind  ins- 
besondere diese  lothrechten  Geschwindigkeiten  gleich  Null,  so 
können  wir  in  diesem  speciellen  Falle  die  drei  Systeme  1,  2,  3 
als  solche  betrachten,  die  in  den  Punkten  A,  B,  C  drehbar  mit 
dem  System  4  verbunden  sind. 

In  Fig.  614  ist  ein  viergliederiger  offener  Mechanismus  dar- 
gestellt, der  aus  dem  Gliede  4  und  den  an  diesem  in  den  Punkten 
A,  B,  C  oder  14,  24,  34  angeschlossenen  Gliedern  1,  2,  3  besteht 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Punkte  H,  J,  K,  welche  beziehlich 
den  Gliedern  1,  2,  3  angehören,  auf  den  Gurven  h,  i,  k  im  festen 
System  0  mit  den  Geschwindigkeiten  HH^,  JJ„,  KK„  oder  mit 
den  lothrechten  Geschwindigkeiten  HH^,  JJ^,  KK^  geführt  wer- 
den, so  erhalten  wir  jenen  erwähnten  speciellen  Fall,  und  es  wird 
durch  diese  dreifache  Führung  der  betrachtete  offene  Mechanis- 
mus zwangläufig  in  dem  festen  System  0  bewegt.  Der  Pol  04 
ergiebt  sich  als  der  Aehnlichkeitspunkt  der  aus  den  Geraden  HA, 
JB,  KC,  sowie  aus  den  entsprechenden  Parallelen  H^A^^,  Jx^B^, 
KüCm  gebildeten  Dreiecke  aßy,  a'ß'y']  und  die  auf  den  Geraden 
A'04,  B'04,  C-04  durch  diese  Parallelen  bestimmten  Strecken 
AAii,  BBxi,  CCc  repräsentiren  die  lothrechten  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  A,  B,  C  in  dem  festen  System  0.  Die  Pole  Ol,  02, 
03  erhalten  wir  als  die  Schnittpunkte,  welche  die  Geraden  14-04, 
24-04,  34-04  beziehlich  mit  den  Geraden  HHt^,  JJn,  KK^  bilden; 
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und  die  Pole  12y  23^  13  ergeben  sich  nach  der  bekannten  Be- 
Btimmnngsweise : 

01-02  >  ^^'       02-03  ^  ^'       03-01  ^  ^^• 

Als  Gontrole  ist  noch  zu  beachten,  dass  diese  drei  Pole  12^  23^  13 
auf  einer  Geraden  liegen;  und  somit  sind  alle  zehn  Pole  des  ge- 
führten viergliederigen  offenen  Mechanismus  und  des  festen  Sy- 
stems in  der  Zeichnung  angegeben.  Specielle  Fälle  gehen  aus 
diesem  Mechanismus  heryor,  wenn  wir  in  demselben  Drehpaarnn- 
gen  durch  Richtpaarungen  ersetzen. 
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246.  Beispiele  angewandter  ubergeachioasener  Medianismen. 

Bei  der  Untersuchung  der  geführten  Mechanismen  sind  schon  in 
vielen  Fällen  tibergeschlossene  Mechanismen  in  Betracht  gekom- 
men, um  aber  weitere  Erkenntniss  zu  erlangen,  wollen  wir  noch 
einige  übergeschlossene  Mechanismen  besonders  behandeln.  Aus 
einem  zwangläufigen  Mechanismus  entsteht  ein  ttbergeschlossener 
Mechanismus,  wenn  in  einem  Gliede  ein  kreiscylindrischer  Zapfen 
befestigt  wird,  und  ein  anderes  nicht  benachbartes  Glied  mit  einer 
entsprechenden  curvenflJrmigen  Nuthe  versehen  wird,  in  welcher 
der  Zapfen  gleitet,  so  dass  diese  beiden  Glieder  des  Mechanismus 
durch  eine  hinzugefügte  höhere  Paarung  verbunden  sind.  Be- 
trachten wir  z.  B.  als  Repräsentanten  eines  zwangläufigen  Mecha- 
nismus in  Fig.  616  ein  Kurbelgetriebe  4>  FL  A,  an  dessen  Koppel 
FL  ein  Zapfen  E  befestigt  ist,  der  in  einer  entsprechenden 
Nuthe  £  des  Steges  4>A  gleitet,  so  wird  durch  die  Hinzufügung 
der  von  dem  Zapfen  E  und  von  der  Nuthe  b  gebildeten  höheren 
Paarung  der  Mechanismus  ein  ttbergeschlossener;  denn  nach  Weg- 
nahme eines  der  Glieder  4>F,  AZ  bleibt  die  Zwangläufigkeit  der 
übrigen  bewegten  Glieder  bestehen.  Wenn  insbesondere  die  Nuthe  e 
kreisförmig  ist,  dann  können  wir  in  den  Mechanismus  ein  neues 
Glied  einfügen,  welches  am  Zapfen  E  durch  eine  Drehpaarung 
mit  dem  Gliede  FL  und  im  Mittelpunkte  der  kreisförmigen  Nuthe 
«  durch  eine  Drehpaarung  mit  dem  Gliede  4>A  verbunden  wird; 
und  falls  die  Nuthe  e  geradlinig  ist,  tritt  für  diese  letzte  Dreh- 
paarung eine  Bichtpaarung  ein. 
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Bei  einem  rechtwinkeligen  Krenzschiebergetriebe,  welches  in 
Fig.  616  dargeBtellt  ist,  beschreibt  die  Mitte  E  des  Gliedes  FL 
in  dem  Erenzschlitzgliede  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  M  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Schlitzmittellinien  ist  Demnach  kOnnen 
wir  ein  neues  Glied  EM  einsetzen,  welches  in  E  durch  eine  Dreh- 
paarung mit  dem  Gliede  FL  und  in  M  durch  eine  Drehpaarung 
mit  dem  Erenzschlitzgliede  verbunden  wird.  Diese  letzte  Dreh- 
paarung muss  aber  so  angebracht  werden,  dass  die  beiden  Schieber 
durch  die  Kreuzung  ungehemmt  hindurch  gehen  können.  Diesen 
übergeschlossenen  Mechanismus  hat  Dawes  behufs  der  Gerad- 
ftthrung  der  Kolbenstange  bei  seiner  Dampfmaschine  angewendet  0- 
Denken  wir  uns  das  Glied  ME  weggenommen  und  das  Krenz- 
schlitzglied  mit  einer  kreisförmigen  Nuthe  versehen,  in  welcher 
der  Zapfen  E  des  Gliedes  FL  gleitet,  dann  bleibt  der  Mechanis- 
mus ein  ttbergeschlossener.  Denken  wir  uns  aber  femer  auch  die 
beiden  Schieber  weggemindert  und  die  Zapfen  F^  L  entsprechend 
erweitert)  so  dass  dieselben  in  den  geradlinigen  Sehlitsen  gleiten; 
dann  erhalten  wir  einen  elementaren  Mechanismus,  dessen  beide 
Glieder  durch  eine  höhere  Paarung  zwangläufig  verbunden  sind, 
oder  ein  Gliederpaar,  bei  welchem  das  kinematische  Element  des 
Gliedes  FL  aus  den  Cylinderflächen  der  drei  cylindrischen  Zapfen 
F,  Ej  L  und  das  kinematische  Element  des  Kreuzschlitzgliedes 
aus  den  betreffenden  ebenen  Flächen  der  geradlinigen  Schlitze 
und  den  cylindrischen  Flächen  der  kreisförmigen  Nuthe  besteht 

Da  bei  dem  Mechanismus  in  Fig.  616  jeder  Punkt  des  Glie- 
des FLy  der  auf  dem  ttber  FL  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreise  liegt,  sich  auf  einer  durch  M  gehenden  Geraden  bewegt, 
so  können  wir  an  der  Stelle  eines  solchen  Punktes  in  dem  Gliede 
FL  einen  Zapfen  befestigen,  und  auf  denselben  einen  drehbaren 
Schieber  setzen,  der  in  einem  entsprechenden  geradlinigen  Schlitze 
des  Schlitzgliedes  gleitet.  Durch  Einfügung  dieses  zweiten  neuen 
Gliedes  erhalten  wir  dann  einen  zweifach  ttbergeschlossenen  Me- 
chanismus. 

Aus  einem  in  Fig.  617  dargestellten  Parallelkurbelgetriebe 
^FLA  entsteht,  wie  schon  in  Art.  128  erörtert  wurde,  ein  ttber- 
geschlossener Mechanismus,  wenn  ein  neues  Glied  F^L^  mit  den 
Gliedern  4>i^,  AZ  durch  Drehpaarungen  in  den  Punkten  F^,  L^ 
verbunden  wird,  so  dass  ^FF^^  AZX.  congruente  Dreiecke  sind; 

*)  Dawes,  Specificaiion  No.  3980  vom  6.  Febr.  1816.  —  Abhandlungen 
der  Königlichen  Technischen  Deputation  für  Gewerbe  in  Berlin.  1826.  Thl.  I. 
S.  64. 
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und  durch  EinfÜgang  mehrerer  derartiger  neuen  Glieder  erhalten 
wir  einen  mehrfach  ttbergeschlossenen  Mechanismus.  In  gleicher 
Weise  können  wir  auch  neue  Glieder  zwischen  je  zwei  der  Glie- 
der 4>A,  FL^  F^L^  einfügen.  Das  in  Fig.  617  gezeichnete  dop- 
pelte Parallelkurbelgetriebe  wird  in  der  Praxis  mannigfach  ange- 
wendet Wenn  die  Kurbeln  <C>-F,  4>i^j  sowie  die  Kurbeln  Ai,  KL^^ 
gleich  lang  und  rechtwinkelig  sind,  erhalten  wir  den  ttbergeschlos- 
senen  Mechanismus  der  Kuppelung  an  den  Triebrädern  der  Loco- 
motive.  Befindet  sich  die  feste  Axe  ^t>  in  der  Mitte  von  FF^  und 
ebenso  die  feste  Axe  A  in  der  Mitte  von  LL^^  dann  ergiebt  sich 
der  Mechanismus  der  Robervarschen  Waage,  welche  in  Fig.  618 
dargestellt  ist^).  Das  Glied  4>A  bildet  das  feste  Gestell  dieser 
Waage,  und  die  beiden  kreisförmig  parallelbewegten  Glieder  FL^ 
^1 A  tragen  die  Schalen  derselben.  Da  alle  Punkte  dieser  beiden 
Glieder  in  jedem  Momente  parallele  Wegelemente  durchschreiten 
und  auch  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  so  ist  nach  dem  Princip 
der  virtuellen  VerrUckungen  das  Gleichgewicht  unabhängig  von 
den  Angriffspunkten  der  gleichen  Kräfte,  die  vertical  auf  den 
Schalen  wirken.  In  der  neueren  praktischen  Ausführung  hat 
Westphal  zur  Erlangung  einer  constanten  relativen  Empfindlich- 
keit der  Waage  das  Glied  Xi^  bei  A  in  zwei  Theile  getheilt*). 
Denselben  Mechanismus,  aber  mehrfach  in  gleicher  Gestalt  ver- 
eint, hat  Buch  an  an  ^)  bei  seinem  Ruderrade  verwendet,  um  den 
Schaufeln  desselben  kreisförmige  Parallelbewegung  zu  ertheilen, 
so  dass  diese  beständig  in  verticaler  Stellung  bleiben. 

Bei  dem  in  Fig.  619  dargstellten  Buchanan'schen  Ruderrade 
wird  das  Glied  4>A  darch  das  Schiff  vertreten,  und  durch  die 
Triebwelle  <t>  wird  das  Glied  FF^  gedreht;  das  Glied  LL^  ist 
drehbar  auf  einen  an  dem  Schiffe  befestigten,  zu  A  centrischen 
Ring  gesetzt,  der  die  Welle  4>  excentrisch  umschliesst,  und  die 
Glieder  FL^  F^  L^  tragen  die  kreisförmig  parallelgeftthrten  Schau- 
feln, welche  beständig  in  verticaler  Stellung  bleiben.  In  gleicher 
Weise  sind  die  beiden  um  4>  und  A  rotirenden  Glieder  mit  meh- 
reren gleichartigen  Armen  versehen,  welche  die  zugehörigen  Schau- 


*)  Dieser  übergeschlossene  Mechanismus  wird  schon  in  Schott,  Tech- 
fäca  curiosa.  1664.  p.  823  beschrieben,  und  Roberval  hat  denselben  später  in 
gleicher  Gestalt  für  die  nach  ihm  benannte  Waage  verwendet.  Siehe  Journal 
des  S^avans,  10  Fevrier  1670. 

')  Westphal,  Deutsches  Reichspatent  Nr.  955  vom  2.  JuU  1877.  — 
£.  Brauer,  Kotistruktion  der  Waage.  1880.  S.  50  und  136. 

'}  Buchanan,^S;;<fd/{^a/ion  No.  3741  vom  18.  October  1813. 

Burmester,  KinematUc  L  38 
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fein  führen  und  somit  einen  mehrfach  fibergeschlossenen  Mecha* 
nismas  bilden. 

247.  Ueberge8chlo88ene  Mechanismen  von  Kempe.  Werden  in 
Fig.  620  bei  zwei  Gelenkvierecken  ABCD,  A'B'C'D'  zwei  QHe-. 
derpaare,  z.  B.  AB^  A'B'  nnd  BC,  B'C\  resp.  in  den  Pankten  0,  P 
durch  Drehpaarungen  verbunden,  so  entsteht  aus  den  beiden  Ge- 
lenktierecken ein  zwangläufiger  Hechanismus,  und  derselbe  wird 
im  Allgemeinen  starr,  wenn  wir  noch  ein  drittes  Gliederpaar  in 
gleicher  Weise  durch  eine  Drehpaarung  verbinden.  In  besonderen 
Fällen  können  aber  unbeschadet  der  Zwangläufigkeit  auch  die 
beiden  anderen  Gliederpaare  CjP,  Ciy  und  DA^  DA!  beziehlich 
in  den  Punkten  Q,  R  durch  Drehpaarungen  verbunden  werden; 
und  Kempe 0  hat  in  einer  ergebnissreichen  Abhandlung  die 
Beziehungen  dargelegt,  bei  denen  die  Zwangläufigkeit  bestehen 
bleibt,  wenn  alle  vier  Gliederpaare  durch  Drehpaarungen  ver- 
bunden sind.  Wir  wollen  diese  Beziehungen  bei  den  meisten  der 
so  gebildeten  ttbergeschlossenen  Mechanismen  möglichst  einfach 
geometrisch  ableiten  und  nicht  den  allgemeineren  Weg  der  um- 
ständlichen Rechnung  verfolgen,  auf  welchem  Kempe  und  Dar- 
boux^)  zum  Ziele  gelangen. 

In  Fig.  630  ist  speciell  ein  Gelenkparallelogramm  A  B  CD  ge* 
geben;  in  den  Gliedern  AB^  BC^  CD^  DA  nehmen  wir  beziehlich 
die  Gliedpunkte  0,  P,  Q,  R  beliebig  an  und  bilden  die  vier  neuen 
Gelenkparallelogramme  OBPB\  PCQC,  QDRD',  RAOA'.  Zeich- 
nen wir  nun  das  Dreieck  AZD,  welches  dem  Dreieck  BPC  con- 
gruent  ist,  dann  sind  die  beiden  Dreiecke  OA'B\  ARZ  sowie  die 
beiden  Dreiecke  QD'C\  DRZ  congruent  und  parallel  gelegen; 
folglich  sind  die  beiden  Strecken  A'B\  UC  gleich  und  parallel 
der  Constanten  Strecke  RZ^  und  die  vier  Gelenkpunkte  ^',  £', 
C\  D  bilden  also  ein  Parallelogramm.  Hiemach  sind  die  beiden 
Dreiecke  OA!B\  QD'C*  starr,  und  ebenso  sind  auch  aus  gleichem 
Grunde  die  beiden  Dreiecke  PB'C\  RA'D'  starr.  Dem  zufolge 
können  wir  ein  zweites  Gelenkparallelogramm  A^&OU  bilden, 
dessen  Glieder  in  Keihenfolge  mit  den  entsprechenden  Gliedern 
jenes  Gelenkparallelogramms  AB  CD  beziehlich  in  den  Punkten 
0,  P,  Q,  R  durch  Drehpaarung  verbunden  sind.  Diese  beiden 
Gelenkparallelogramme  stehen  also  in  zwangläufiger  Verbindung 

*)  Kempe,  „On  Conjagate  Four-piece  Linkages".  Proceeäings  of  the 
London  Mathematical  Society,  1878.  Vol.  IX.  p.  133. 

')  Darboux,  „Recherches  sor  an  Systeme  articul6*\  Bulletin  des  sdences 
mathämatiques  et  astronotniques.  1879.  2«  B6r.  T.  lU.  p.  151. 


UebergescMoBsene  Mech&msmen.  595 

und  liefern  somit  einen  achtgliederigen  flbergeschlossenen  Mecha- 
nisrnns.  In  gleicher  Beziehung  wie  diese  beiden  betrachteten 
Gelenkparallelogramme  stehen  die  beiden  Gelenkparallelogramme 
äOA'R,  CFCQ,  deren  Glieder  beaiehlich  in  den  Punkten  jB,  £', 
Z>',  D  durch  Drehpaarung  verbunden  sind,  und  ferner  auch  die 
beiden  Gelenkparidlelogramme  BPB^O^  1>QDR^  deren  Glieder 
beziehlich  in  den  Punkten  C^  C\  A\  A  durch  Drehpaarung  ver- 
bunden sind. 

Wenn  bei  dem  betrachteten  ^  libergeschlossenen  Mechanismus 
insbesondere  die  Punkte  0^  P,  Q,  R  so  gewählt  werden,  dass  die 
Dreiecke  ABO,  DCQ  und  ebenso  die  Dreiecke  BCP,  ADR  gleich- 
artig  congruent  sind,  dann  fallen  die  vier  Gelenkpunkte  A',  B'y 
C\  ly  zusammen  und  können  demnach  zu  einem  viergliederigen 
Gelenke  vereint  werden. 

Um  zu  anderen  Beziehungen  zu  gelangen,  betrachten  wir  in 
Fig.  621  das  Gelenkviereck  A  B  CD  als  gegeben  und  bestimmen 
in  den  Gliedern  AB^  BC,  CD,  DA  desselben  die  Gliedpunkte 
0,  P,  Q,  R  so,  dass  die  Dreiecke  ABO,  CBP,  CDQ,  ADR  ähn- 
lich sind;  dann  bilden,  wie  in  Art.  240  bewiesen  wurde,  die  Glied- 
punkte 0,  P,  Q,  R  ein  Parallelogramm.  Nehmen  wir  nun  ein  con- 
gruentes  zweites  Gelenkviereck  A'B'C^D'  mit  den  Gliedpunkten 
0',  P',  Qfj  R'  sji,  und  bringen  wir  die  beiden  congruenten  Pa- 
rallelogramme OPQR,  O^P'QR  derart  zur  Deckung,  dass  paar- 
weise die  Eckpunkte  0,  Q';  P,  R'\  Q,  0';  Ä,  P'  coincidiren,  so 
können  wir  je  zwei  Glieder  der  beiden  Gelenkvierecke  in  diesen 
coincidirenden  Punkten  durch  eine  Drehpaarung  verbinden;  und 
die  beiden  so  verbundenen,  congruenten  Gelenkvierecke  stehen 
in  zwangläufiger  Verbindung.  In  gleicher  Beziehung  wie  die  bei- 
den betrachteten  congruenten  Gelenkvierecke  stehen  die  beiden 
congruenten  Gelenkvierecke  AOC'P\  CPA'0\  deren  Glieder  be- 
ziehlich in  den  Parallelogrammecken  B,  U,  B',  D  durch  Dreh- 
paarungen verbunden  sind,  und  ferner  auch  die  beiden  congruenten 
Gelenkvierecke  BPD'Q,  DQB'P',  deren  Glieder  beziehlich  in 
den  Parallelogrammecken  C,  A\  C\  A  durch  Drehpaarungen  ver- 
bunden sind. 

In  Fig.  622  sind  ebenso  wie  vorhin  an  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  OPQR  die  ähnlichen  Dreiecke  ROA,  POB,  PQC, 
RQD  gezeichnet,  und  aus  dem  hierdurch  entstandenen  Parallelo- 
gramm AB  CD  ist  ein  Gelenkparallelogramm  gebildet,  in  dessen 
Gliedern  AB,  BC,  CD,  DA  sich  resp.  die  Gliedpunkte  0,  P,  Q,  R 
befinden.    Wenn  wir  nun  das  Gelenkparallelogramm  ABCD  ver- 

38* 
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ändern,  so  verändern  sich  auch  die  genannten  Dreiecke,  aber  sie 
bleiben  ähnlich;  denn  die  in  jeder  Ecke  des  Gelenkparallelo- 
gramms  zasammenstossenden  beiden  Seiten  dieser  Dreiecke  bleiben 
constant,  und  die  von  diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  er- 
halten alle  gleiche  Veränderungen,  weil  die  gegenüberliegenden 
Glieder  des  Gelenkparallelogramms  im  Bezug  auf  einander  Pa- 
rallelbewegungen vollziehen.  Es  bleiben  demnach  auch  die  Win- 
kel des  Vierecks  OPQR  constant  und  die  Seitenlängen  desselben 
verändern  sich  alle  in  gleichem  Verhältnisse.  Dem  zufolge  bilden 
die  vier  Gliedpunkte  0,  P,  Q,  Ä  bei  Veränderung  des  Gelenk- 
parallelogramms ABCD  ein  ähnlich-veränderliches  Viereck.  Be- 
trachten wir  z.  B.  den  Gliedpunkt  0  als  Fixpunkt,  und  wird  einer 
von  den  drei  Gliedpunkten  P,  Q,  R  im  festen  ebenen  System  be- 
liebig bewegt,  so  vollzieht  jeder  der  beiden  anderen  Punkte,  wie 
S.  294  bewiesen  wurde,  eine  ähnliche  Bewegung,  und  dadurch 
erhalten  wir  eine  andere  Verallgemeinerung  des  Pantographen  als 
in  Art.  237  dargelegt  wurde. 

Wenn  wir  in  Fig.  623  ausser  dem  erhaltenen  Gelenkparallelo- 
gramm ABCD  in  gleicher  Weise  durch  die  ähnlichen  Dreiecke 
ROA'^  FOB'j  PQC'y  RQD'  noch  ein  zweites  Gelenkparallelogramm 
A'B'C'D*  bilden  und  die  gleichartig  bezeichneten  Gliederpaare  AB^ 
A'B-,  BC,  B'C-,  CD,  OD'-,  DA,  D'A'  beziehlich  in  den  Punkten 
0,  P,  Q,  R  durch  Drehpaarungen  verbinden,  so  stehen  diese  bei- 
den Gelenkparallelogramme  in  zwangläufiger  Verbindung.  In  die* 
sem  übergeschlossenen  Mechanismus  sind  die  vier  Gelenkvierecke 
RAOA\  PBOB\  PCQC,  RDQD*  ähnlich.  Bei  den  beiden  ähn- 
lichen Gelenkvierecken  RAOA',  PCQC  sind  die  Gliederpaare  RA, 
QC-,  AO,  CP;  OA',  PC-,  A'R,  CQ  beziehlich  in  den  Punkten  D, 
B,  B\  D'  drehbar  verbunden,  und  bei  den  beiden  ähnlichen  Ge- 
lenkvierecken PBOB\  RDQU  sind  die  Gliederpaare  PB,  QZ); 
BO,  DR-,  0B\  RD']  B'P,  D'Q  beziehlich  in  den  Punkten  C,  A, 
A\  C  drehbar  verbunden. 

Wir  betrachten  in  Fig.  624  die  ähnlich-veiUnderliche  Pnnkt- 
gruppe  0,  P,  Q,  R  des  Gelenkparallelogramms  ABCD  in  der  mit 
R\  0',  P',  Q  bezeichneten  Reihenfolge  und  erhalten  dadurch  ein 
überschlagenes  Viereck.  An  den  Seiten  dieses  Vierecks  construiren 
wir  die  ähnlichen  Dreiecke  R'O'A',  P'O'B,  P'QC,  R'QD'  und 
bilden  aus  dem  erhaltenen  Parallelogramm  A^B^C'D'  ein  zweites 
Gelenkparallelogramm,  bei  welchem  dieselbe  ähnlich- veränderliche 
Punktgruppe  auftritt.  Wenn  wir  nun  die  Gliederpaare  AB,  A'B' ; 
BC,  5'C';  CD,  D'A'-,  DA,  CD,  beziehlich  in  den  doppelt  be- 
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zeichneten  Punkten  00\  PP^  QR\  QR  durch  Drehpaarungen  ver- 
binden, 80  stehen  diese  beiden  Gelenkparallelogramme  in  zwang- 
läufiger Verbindung.  Die  Reihenfolge  der  Verbindung  dieser  Glie- 
der wird  hier  aber  durch  Wechselung  der  beiden  letzten  Glieder- 
paare verändert.  Da  die  Punktgruppe  0,  P,  Q,  R  drei  verschiedene 
Vierecke  liefert,  so  können  wir  in  analoger  Weise  wie  das  zweite 
Gelenkparallelogramm  noch  ein  drittes  bilden.  Die  Glieder  der 
beiden  Gelenkvierecke  {OO^B{PP')B'  und  {QR)D{QW)D'  sind 
in  den  Punkten  A^  C,  C,  A'  durch  Drehpaarungen  verbunden ;  und 
die  Reihenfolge  der  Verbindungen  wird  auch  hier  durch  Wechse- 
lung zweier  Glieder  verändert. 

Bei  dem  in  Fig.  626  gezeichneten  Gelenkviereck  ABCD  mit 
senkrechten  Diagonalen  sind  die  Gliedpunkte  0,  P,  Q,  R  auf  den 
Seiten  so  angenommen,  dass  die  Punktgruppen  ABO^  CBP,  CDQ, 
DAR  ähnlich  sind ;  demnach  bilden  die  Gliedpunkte  0,  P,  Q,  R 
bei  Veränderung  des  Gelenkvierecks  ABCD  ein  veränderliches 
Rechteck,  dessen  Seiten  OP^  RQ  und  OP,  PQ  beziehlich  zu  den 
senkrecht  bleibenden  Diagonalen  AC^  BD  parallel  sind  und  sich 
diesen  Diagonalen  proportional  verändern.  Wir  construiren  nun  zu 
ORA  das  congruente  Dreieck  OBA^,  ebenso  zu  PQC  das  con- 
gruente  Dreieck  PQC  und  bezeichnen  mit  P',  i?'  resp.  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  0-4',  PC  und  RA',  QC]  dem  zufolge  befinden 
sich  die  Punkte  ^',  C  auf  der  Geraden  AC.  Hiemach  sind  auch 
die  Dreiecke  OPB,  OPB'  sowie  die  Dreiecke  RQD,  RQD'  con- 
gruent,  und  die  Punkte  P',  D'  liegen  somit  in  der  Geraden  BD\ 
denn  diese  Dreiecke  haben  beziehlich  je  eine  gemeinsame  Seite 
und  entsprechend  gleiche  anliegende  Winkel.  Demnach  sind  auch 
die  Dreiecke  ABC,  A'B'C  und  ADC,  A'D'C  ähnlich,  und 
folglich  sind  die  beiden  Vierecke  ABCD,  A'B'CD'  symmetrisch 
ähnlich.  Betrachten  wir  nun  auch  das  zweite  Viereck  A'B'C'D\ 
auf  dessen  Seiten  die  Punktgruppen  A'BO,  CRP,  CD'Q,  A'UR 
ähnlich  sind,  als  ein  Gelenkviereck,  so  bilden  bei  Veränderung 
desselben  die  Punkte  0,  P,  Q,  R  ein  veränderliches  Rechteck, 
dessen  Seiten  OP,  RQ  und  OR,  PQ  sich  proportional  den  paral- 
lelen Diagonalen  A'C,  B'U  verändern.  Demnach  können  wir 
die  gleichartig  bezeichneten  Glieder  der  beiden  symmetrisch  ähn- 
lichen Gelenkvierecke  ABCD,  AB' CD'  in  den  Punkten  0,  P, 
Q,  R  durch  Drehpaarungen  zwangläufig  verbinden  und  erhalten 
dadurch  einen  ttbergeschlossenen  Mechanismus.  Bei  diesem  Me- 
chanismus sind  die  anderen  verbundenen  Gelenkvierecke  OBPB', 
RDQD'  und  PCQC,  OARA'  alle  gleichschenkelig. 
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Werden  in  Fig.  626  aaf  den  Seiten  des  Gelenkvierecks  ABCD 
die  Punkte  0,  P,  Q,  R  in  den  Mitten  angenommen,  dann  achrampft 
in  diesem  speciellen  Falle  das  Viereck  A'B'C'jy  in  dem  Schnitt- 
pmikte  M  der  senkrechten  Diagonalen  zusammen,  und  es  entstellt 
in  M  ein  aus  den  Gliedern  i/0,  JfP,  MQ^  MR  gebildetes  vier- 
gliederiges  Gelenk.  Eempe  hat  auch  bei  einem  beliebigen  Ge- 
lenkviereck  ABCD  die  Punkte  0,  P,  Q,  R  auf  den  Seiten  des- 
selben und  die  Längen  der  yier  Glieder  MO^  MP^  MQ^  MR  des 
viergliederigen  Gelenkes  so  bestimmt,  dass  die  Zwangläufigkeit 
bestehen  bleibt.  Jener  specielle  Mechanismus,  bei  welchem  die 
Punkte  0,  P,  Q,  R  in  den  Mitten  der  Seiten  liegen,  geht  dann  auch 
als  specieller  Fall  aus  diesem  allgemeineren  Mechanismus  hervor. 
Ferner  hat  E  e  m  p  e  aus  diesem  allgemeineren  Mechanismus  durch 
Annahme  unendlich  langer  Glieder  einen  von  Hart  erfundenen 
sechsgliederigen  Gelenkmechanismus  abgeleitet,  der  vermittelst 
einer  kreisförmigen  Bewegung  eine  geradlinige  Bewegung  er- 
zeugt*). 

Die  betrachteten  ttbergeschlossenen  Mechanismen,  welche  aus 
zwei  Gelenkvierecken  gebildet  wurden,  bei  denen  benachbarte 
Glieder  des  einen  mit  benachbarten  Gliedern  des  anderen  ver- 
bunden sind,  werden  zu  weiteren  Untersuchungen  anregen,  die 
zunächst  beantworten,  ob  auch  bei  besonderen  Beziehungen  aus 
zwei  Gelenkvierecken  ttbergeschlossene  Mechanismen  entstehen, 
wenn  je  zwei  benachbarte  Glieder  des  einen  mit  je  zwei  gegen- 
überliegenden Gliedern  des  anderen  durch  Drehpaarungen  ver- 
bunden werden.  Die  übergeschlossenen  Mechanismen,  unter  deren 
Polen  mannigfache  interessante  Beziehungen  auftreten,  werden 
in  Zukunft  ein  ergiebiges  Gebiet  der  kinematisch  -  geometrischen 
Forschung  bilden. 

*)  Hart,  Proceedings  of  ihe  London  Mathematical  Society.  1876.  Vol. 
VIII.  p.  288.  Vergl.  auch  Darboux'  Abhandlung  im  Bulletin  des  sciences 
mathdmatiques  et  astronomigues,  1879.  2«  sör,  T.  III.  p.  144. 
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248.  Erzeugungsweisen  geradliniger  Bewegungen.  Am  einfach- 
sten wird  eine  geradlinige  Bewegung  vermittelst  eines  elementaren 
Mechanismos  erzeugt,  dessen  beide  Glieder  durch  eine  Riohtpaarnng 
verbunden  sind.  Das  bewegte  Glied  vollzieht  in  dem  als  fest  be- 
trachteten anderen  Gliede  eine  geradlinige  Parallelbewegung,  die 
wir  eine  Parallelgleitung  nennen. 

Wenn  bei  einem  Mechanismus  ein  kreiscylindrischer  Zapfen 
eines  bewegten  Gliedes  in  einem  geraden  Schlitze  des  festen  Glie- 
des gleitet,  vollziehen  alle  Punkte  der  geometrischen  Axe  des 
Zapfens  geradlinige  Bewegung,  die  eine  geradlinige  Zapfen- 
gleitung genannt  wird.  Die  einfachste  Erzeugung  einer  gerad- 
linigen Zapfengleitung  erhalten  wir  durch  einen  ebenen  elemen- 
taren Mechanismus,  wenn  bei  der  höheren  Paarung,  welche  die 
beiden  Glieder  desselben  verbindet,  ein  kreiscylindrischer  Zapfen 
des  zwangläufig  bewegten  Gliedes  in  einem  geraden  Schlitze  des 
festen  Gliedes  gleitet. 

Bewegen  wir  ein  ebenes  System  in  einem  festen  ebenen  Sy- 
stem so,  dass  ein  Punkt  A  sich  auf  einer  Geraden  a  und  ein 
Punkt  F  sich  auf  einer  Bahncurve  q)  bewegt,  und  constrniren  wir 
die  entsprechende  Bahncurve  l  eines  Punktes  L ;  dann  vollzieht  der 
Punkt  A  eine  geradlinige  Bewegung,  wenn  die  beiden  Punkte  F,  L 
auf  ihren  Bahncurven  %  X  bewegt  werden.  Um  dies  praktisch 
auszufahren,  betrachten  i^ir  die  beiden  ebenen  Systeme  als  Glie- 
der eines  ebenen  elementaren  Mechanismus,  ersetzen  im  bewegten 
Gliede  die  Punkte  F,  L  durch  kreiscylindrische  Zapfen  und  ver- 
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sehen  das  feste  Glied  mit  entsprechenden  krummen  Schlitzen, 
deren  Mittellinien  die  Bahncarven  (p^  X  sind,  so  dass  die  Zapfen 
in  diesen  Schlitzen  gleiten.  Durch  diesen  elementaren  Mechanis- 
mus  mit  einer  höheren  Paarung  wird  der  Punkt  A  geradlinig  auf 
jener  Geraden  a  geführt;  und  eine  derartige  geradlinige  Fdhrung 
des  Punktes  A  wird  eine  genaue  Geradftthrung  genannt 

Wenn  insbesondere  die  beiden  Schlitze  gerade  aber  nicht  pa- 
rallel sind,  die  Punkte  F^  L  sich  also  auf  Geraden  fp,  X  bewegen, 
welche  die  Mittellinien  dieser  Schlitze  bilden;  dann  vollzieht  das 
bewegte  Glied  nach  Art.  18  eine  elliptische  Bewegung  und  alle 
Punkte  des  bewegten  Gliedes,  welche  auf  einem  bestimmten 
Kreise  k  liegen,  bewegen  sich  auf  Geraden.  In  diesem  beson- 
deren Falle  können  wir  auf  die  Zapfen  drehbare  Schieber  oder 
Schlitten  setzen,  die  in  den  entsprechend  erweiterten,  geraden 
Schlitzen  gleiten.  Dadurch  wird  die  höhere  Paarung  vermittelst 
vier  niederer  Paarungen,  zwei  Drehpaamngen  und  zwei  Bicht- 
paarungen  ersetzt;  und  es  wird  ein  Ereuzschiebergetriebe  gebildet, 
welches  die  genaue  Geradführung  aller  auf  dem  Kreise  k  liegen- 
den Punkte  bewirkt. 

Bewegt  sich  der  Punkt  L  auf  einer  Geraden  l  und  der 
Punkt  F  auf  einem  Kreise  9),  dessen  Mittelpunkt  4>  auf  X  liegt, 
und  dessen  Radius  4>F=  FL  ist,  dann  vollzieht  das  bewegte 
Glied  auch  eine  elliptische  Bewegung.  In  diesem  Falle  enthält 
das  feste  Glied  einen  geraden  Schlitz  und  einen  kreisförmigen 
Schlitz,  in  denen  beziehlich  die  Zapfen  des  bewegten  Gliedes 
gleiten ,  welche  die  Punkte  i,  F  vertreten.  Bei  diesem  elemen- 
taren Mechanismus  können  wir  die  höhere  Paarung  durch  drei 
Drehpaarungen  und  eine  Richtpaarung  ersetzen,  wenn  wir  auf 
den  Zapfen  L  einen  drehbaren  Schlitten  setzen,  der  in  dem  ent- 
sprechenden geraden  Schlitze  gleitet,  und  femer  ein  Glied  4>jF 
einfttgen,  welches  in  4>  durch  eine  Drehpaarung  mit  dem  festen 
Gliede  und  in  F  durch  eine  Drehpaarung  mit  dem  bewegten 
Glied  FL  verbunden  ist.  Dadurch  erhalten  wir  ein  gleichschen- 
keliges  Schubkurbelgetriebe,  welches  die  genaue  Geradftthrung 
aller  derjenigen  Punkte  des  Gliedes  FL  bewirkt,  die  auf  dem  um 
F  mit  dem  Radius  F^  beschriebenen  Kreise  liegen. 

Das  Kreuzschiebergetriebe  und  das  gleichschenkelige  Schub- 
kurbelgetriebe sind  die  beiden  einzigen  einfachen  Mechanismen 
mit  niederen  Paarungen,  die  genaue  Geradftthrungen  erzeugen. 
Bei  dem  Kreuzschiebergetriebe  wird  aber,  weil  es  zwei  Richt- 
paarungen enthält,  die  genaue  Geradführung  durch  zwei  gerad- 
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liBige  Bewegungen  bewirkt,  und  bei  dem  gleichscb enkeligen  Schab- 
knrbelgetriebe,  welches  eine  Richtpaarnng  besitzt,  wird  die  genaue 
Geradftthrung  durch  eine  geradlinige  Bewegung  und  eine  kreis- 
linige  Bewegung  erzeugt.  Man  hat  lange  die  Möglichkeit  bezwei- 
felt, dass  eine  genaue  Geradftthrung  durch  einen  Gelenkmechanis- 
mus, der  also  nur  Drehpaarungen  enthält,  bewirkt  werden  könne 
imd  durch  kreislinige  Bewegung  allein  erzengbar  sei.  Diese  Mög- 
lichkeit wurde  aber  zuerst  ttberraschend  durch  den  Peaucellier- 
schen  Inversor  und  in  einfacher  Weise  durch  den  Hart 'sehen  In- 
versor  offenbart,  wie  in  Art.  241  und  239  dargelegt  ist;  und  diesen 
folgten  bald  noch  andere  zusammengesetzte  Gelenkmechanismen 
von  EempeO  and  Hart^),  welche  genaue  Geradfllhrungen  bewir- 
ken. Mit  regem  Interesse  sind  diese  zusammengesetzten  Mechanis- 
men viel  behandelt  worden  3),  und  man  hat  mannigfache  Anwen- 
dungen derselben  in  der  Maschinentechnik  erwartet;  aber  man  hat 
auch  ihren  Werth  in  dieser  Richtung  überschätzt.  Ein  Mechanis- 
mus ist  um  so  praktischer,  je  weniger  Glieder  und  Gelenke  der- 
selbe enthält;  auch  die  Drehpaarungen  in  demselben  sind  oft 
leichter  herstellbar  und  verursachen  meistens  weniger  Reibung 
als  die  Richtpaarungen.  Die  Praxis  bevorzugt  daher  stets  die 
einfachen  Mechanismen  mit  Drehpaarungen  und  erfordert  in  den 
meisten  Fällen  nur  die  Erzeugung  einer  angenähert  geradlinigen 
Bewegung,  bei  welcher  ein  Stück  der  Bahncurve  eines  Punktes 
sich  einer  Geraden  sehr  nahe  anschmiegt;  und  eine  derartige  Be- 
wegung wird  eine  angenäherte  Geradführung  genannt.  Der 
kinematischen  Forschung  ist  daher  die  Lösung  der  Aufgabe  zuge- 
wiesen: durch  das  Kurbelgetriebe  und  vereinzelt  auch  durch  an- 
dere einfache  Mechanismen  angenäherte  GeradfUbrungen  zu  er- 
zeugen, die  den  praktischen  Anforderungen  vollständig  genügen. 
Behufs  der  Aufsuchung  dieser  angenäherten  Geradfährungen  be- 
dürfen wir  einiger  geometrischer  Hülfsbeziehungen,  durch  welche 
wir  diesen  Zweck  erreichen;  und  daher  müssen  wir  zuvörderst 
die  Lagenbeziehungen  von  drei,  vier  und  fünf  conplanen  con- 
gruenten  ebenen  Systemen  eingehend  untersuchen. 

0  Eempe,  „On  a  General  Methode  of  producing  exact  Rectilinear  Motion 
by  Linkwork".  Proc^edings  of  the  Royal  Society  of  London.  June  1 7,  1 875. 
Vol.  XXIII.  p.  565.  —  ,.How  to  Draw  a  Straight  Line".  Nature.  June  14,  1877. 
Vol.  XVI.  p.  125. 

*)  Hart,  „On  some  Cases  of  Parallel  Motion'*.  Proceedings  of  the  London 
Mathemaiical  Society.  April  12,  1877.  Vol  VIII.  p.  288. 

')  Vergl.  Liga  ine,  „Liste  des  travaux  sur  les  syst^roes  articules*'.  Bulle- 
tin des  Sciences  mathämatiques  et  astronomiques.   1883.  2«  B^r.  T.  VII.  p.  143. 
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249.  Betrachtung  dreier  conplaner  congruenter  ebener  Systeme 
und  deren  Mitteipunkteyetem.  In  Fig.  627,  Taf.  XXXIX,  sind  dareh 
die  drei  homologen  Pnnktpaare  A^B^^  ^2^^  ^3^3  ^^^^  ^^  einer 
Ebene  liegende  eongruente  ebene  Systeme  ^1,  'S,,  5,  gegeben.  Die 
zu  diesen  Systemen  gehörenden  drei  selbstentsprechenden  Pankte 
oder  Pole,  welche  hier  nicht  als  Drehpunkte,  sondern  als  geome- 
trisch wichtige  Pankte  in  Betracht  kommen,  wollen  wir  dieser 
Unterscheidung  wegen  anders  als  bisher  beziehlich  mit  P^\  F^\ 
F'^  bezeichnen.  In  dieser  Bezeichnnngsweise  geben  die  beiden 
an  F  als  Marken  angefügten  Ziffern  die  beiden  Systeme  za  er- 
kennen, denen  der  betreffende  Pol  angehört  nnd  fttr  welche  der« 
selbe  der  Doppelpunkt  ist  Der  Pol  P'*  der  beiden  Systeme  «S^ ,  S^ 
ergiebt  sich,  indem  wir  in  der  Mitte  auf  A^A^  und  in  der  Mitte 
auf  B^B^  je  eine  Senkrechte  errichten,  als  Schnitt  dieser  beiden 
Senkrechten.  In  analoger  Weise  erhalten  wir  den  Pol  P"  von 
5,,  ^3  und  den  Pol  P"  von  S^,  S,.  Zu  dem  Pankte  P",  der  als 
selbstentsprechender  Punkt  den  Systemen  «S,,  S^  angehört,  ergiebt 
sich  der  entsprechende  oder  homologe  Punkt  Pf^  im  System  S^ 
als  der  zweite  Schnittpunkt  der  beiden  durch  P^  gehenden,  um  P'' 
und  P"  beschriebenen  Kreise.  Dem  zufolge  wird  der  Punkt  P" 
auch  bestimmt,  indem  wir  von  P"  auf  F^*F^^  die  um  ihre  eigene 
Länge  verlängerte  Senkrechte  F^Ff^  ziehen.  In  gleicher  Weise 
erhalten  wir  auf  den  beiden  anderen,  um  ihre  eigene  Länge  ver- 
längerten Senkrechten  F^'F^^  F'^F^^  den  Punkt  Fl'  in  S„  der 
dem  Pol  P"  von  S^,  S^  entspricht,  und  den  Punkt  P3*  in  S3,  der 
dem  Pol  P**  von  S^,  S^  entspricht. 

Nehmen  wir  im  System  5, ,  Fig.  627,  einen  beliebigen  Punkt 
D^  an,  so  können  wir,  gestützt  auf  das  Poldreieck  P'^F'T^,  die 
homologen  Punkte  Z>a,  A  in  den  Systemen  5^,  S^  in  folgender 
Weise  construiren.  Wir  beschreiben  um  P**  und  P"  die  beiden 
durch  Z>i  gehenden  Kreise,  deren  zweiter  Schnittpunkt  mit  S)  be- 
zeichnet ist,  und  beschreiben  femer  um  F^  den  durch  3)  gehen- 
den Kreis,  der  jene  beiden  ersten  Kreise  beziehlich  in  den  homo- 
logen Punkten  Ai  A  trifft-  Denn,  weil  nach  dieser  Construction 
die  Dreiecke  P»Pf'A,  P«*P^'5D  und  auch  die  Dreiecke  P^'P^^ÜD, 
P*^P"i>j  symmetrisch  congruent  sind,  so  sind  die  beiden  Dreiecke 
P»*Pf*l>,,  F'^F^D^  gleichartig  congruent,  also  entsprechende  Drei- 
ecke in  den  Systemen  S^,  S^,  und  folglich  sind  !>,,  A  entspre- 
chende Pankte  in  diesen  Systemen.  In  gleicher  Weise  ergiebt 
sich,  dass  auch  i?,,  D^  entsprechende  Punkte  der  Systeme  5,,  S, 
sind.    Nach  dieser  Bestimmungsweise  erhalten  wir  zu  D^  auch 
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die  homologen  Punkte  i?«,  i?,,  indem  wir  von  D\  auf  P'*P"  die 
um  ihre  eigene  Länge  verlängerte  Senkrechte  D^%  ziehen,  dann 
von  3)  auf  P«jP»  und  P'^P^  beziehlich  die  um  ihre  eigene  Länge 
verlängerten  Senkrechten  S)i>s,  !Di>s  fällen.  Wenn  also  das  Pol- 
dreieck p^^p^^P^  gegeben  ist,  dann  können  wir  je  drei  homologe 
Punkte  der  Systeme  «S^,  S,,  aS,  construiren,  und  demnach  sind  diese 
drei  Systeme  durch  das  Poldreieck  bestimmt.  Nehmen  wir  aber 
insbesondere  die  drei  Pole  P*',  P*^,  P*'  in  einer  Geraden  liegend 
an,  dann  sind  gemäss  der  Bestimmung  der  homologen  Punkte  die 
drei  Systeme  ^S^,  iS,,  S^  identisch,  und  dieser  specielle  Fall  kommt 
nicht  in  Betrachtung. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  628  durch  je  drei  homologe  Punkte 
von  drei  congruenten  ebenen  Systemen  5j,  S^i  ^^3  einen  Kreis  ge- 
zeichnet, wie  z.  B.  den  durch  die  drei  homologen  Punkte  A»  A» 
i>3  bestimmten  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  A  ist;  dann  bildet  die 
Gesamtheit  aller  Mittelpunkte  dieser  Kreise  ein  ebenes  System, 
welches  wir  mit  S'^  bezeichnen  und  dasjfittelpunktsystem 
nennen.  Betrachten  wir  von  den  drei  Systemen  'S,,  S,,  «S,  zunächst 
nur  das  System  S^  in  Beziehung  zu  dem  Mittelpunktsystem  S**', 
so  entspricht  einem  Punkte  D^  in  'S,  eindeutig  ein  Punkt  A  in 
S'^.  Wenn  wir  umgekehrt  im  System  £**^  einen  Punkt  A  anneh- 
men, so  gehört  zu  diesem  eine  eindeutig  bestimmte  Gruppe  von 
drei  homologen  Punkten,  die  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen 
Mittelpunkt  A  ist.  Denn  gäbe  es  noch  eine  zweite  derartige 
Gruppe  von  drei  homologen  Punkten,  dann  mttssten,  weil  die 
beiden  Kreise  je  drei  homologe  Punkte  enthalten,  die  drei  Pole 
P*',  P*',  P^  gemäss  ihrer  Construction  in  dem  gemeinsamen  Mittel- 
punkte A  dieser  beiden  Kreise  zusammenfallen.  Und  diesen  spe- 
ciellen  Fall,  in  welchem  demnach  auch  alle  Mittelpunkte  in  einem 
Punkte  coincidiren,  schliessen  wir  aus.  Hieraus  folgt  also,  dass 
auch  einem  Punkte  A  im  Mittelpunktsystem  £**"  eindeutig  ein 
Punkt  im  System  S,  entspricht.  Nur  fttr  die  Punkte  P",  P",  Pf' 
in  8^  und  fttr  die  Punkte  P",  P»^  P"  in  S»"  erieidet  dieses 
gegenseitige  eindeutige  Entsprechen,  wie  wir  bald  erkennen  wer- 
den, eine  Ausnahme.  Nach  der  angegebenen  Construction  der 
homologen  Punkte  entspricht  dem  Punkte  B^  in  <S,  der  bezüglich 
zur  Geraden  P^'^P''^  symmetrisch  liegende  Punkt  !D  in  einem  zu 
5,  symmetrisch  congruenten  System  ®,  und  es  bestehen  demnach 
zwischen  den  Systemen  ®  und  £^^  dieselben  Beziehungen,  wie 
zwischen  den  Systemen  «S,  und  S***. 

Ziehen  wir  den  Radius  AD,,  der  die  Seite  P'^P^^  des  Pol- 
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dreiecks  im  Punkte  J^  trifft,  so  ist,  je  nachdem  die  Punkte  S),  A 
einerseits  oder  beiderseits  der  Geraden  F'^P^^  liegen,  ®  J'  +  J'A 
=  Ai?,  gleich  dem  Radius  des  durch  D^^D^^  D^  gehenden  Kreises, 
und  die  beiden  Geraden  J'S),  J'A  bilden  gleiche  Winkel  mit  der 
Geraden  F^^P^^.  Dasselbe  gilt,  wenn  wir  femer  die  beiden  Radien 
Ai?„  AI?3  ziehen,  welche  die  Seiten  P'^P^,  P'^P''  resp.  in  den 
Punkten  J",  J'"  schneiden,  bezüglich  dieser  Seiten  und  dieser 
Punkte.  Demnach  sind  die  Punkte  !C,  A  die  Brennpunkte  eines 
Kegelschnitts,  der  das  Poldreieck  in  den  Punkten  J',  J",  J"' 
berührt;  und  der  über  der  Hauptaxe  dieses  Kegelschnitts  als 
Durchmesser  beschriebene  Kreis  geht  gemäss  den  Darlegungen 
auf  S.  129  durch  die  Fusspunkte  der  von  !£)  und  A  auf  die  Seiten 
des  Poldreiecks  gefällten  Lothe.  Beachten  wir,  dass  die  gleichen 
Winkel  Pf^P'^P«»,  D.P'W^  resp.  von  den  Geraden  P'^P'\  P"A 
halbirt  werden  und  dass  auch  die  Gerade  F^P^  den  Winkel 
SDP^'^A  halbirt,  so  ist  demnach  der  Winkel  P^'P'W,  —  P'»P«»A 
und  P^'P"*"^  =  —  P'^P'^A.  Es  bilden  also  die  beiden  von  einer 
Ecke  des  Poldreiecks  nach  den  Punkten  S),  A  gehenden  Geraden 
gleiche  symmetrisch  gelegene  Winkel  mit  den  zu  dieser  Ecke  ge- 
hörenden Seiten  des  Poldreiecks.  Auf  Grund  dieser  bekannten 
Eigenschaft,  dass  die  von  dem  Schnittpunkte  zweier  Tangenten 
eines  Kegelschnittes  nach  den  Brennpunkten  desselben  gezogenen 
Geraden  gleiche  symmetrisch  gelegene  Winkel  mit  diesen  Tan- 
genten bilden,  erhalten  wir  zu  einem  Punkte  ü)  in  @  den  ent- 
sprechenden Punkt  A  in  S'",  indem  wir  den  Winkel  P*'P"A  ent- 
gegengesetzt gleich  P^P^^'D  und  den  Winkel  P**P''A  entgegen- 
gesetzt gleich  P^P^^^  machen.  Wenn  wir  femer  auch  zu  dem 
Winkel  P^'P^  35  den  entgegengesetzt  gleichen  Winkel  P'^P^'A 
construiren,  erhalten  wir  eine  Controle.  In  gleicher  Weise  wird 
umgekehrt  zu  einem  Punkte  A  in  S*"  der  entsprechende  Punkt 
3)  in  @  bestimmt. 

Um  nun  zu  einem  Punkte  D^  des  Systems  'S, ,  welches  zu  ® 
symmetrisch  congment  ist,  den  entsprechenden  Punkt  A  im  System 
2'"  zu  construiren,  machen  wir  den  Winkel  P»P'* A  =  P^'P'W, , 
den  Winkel  P'^P'^A  =  P^'P'W,  und  als  Controle  den  Winkel 
P"P*'A  =  P'*Pf'J9,.  Ebenso  ergiebt  sich  umgekehrt  zu  einem 
Punkte  A  in  2***  der  entsprechende  Punkt  D^  in  S^.  Ferner  er- 
halten wir  hiernach  auch  zu  dem  Punkte  B^  den  entsprechenden 
Punkt  A,  indem  wir  den  Winkel  J9,P'»A  =  p^^p^^p^  und  den 
Winkel  i>iP"A  =  p^^p^^p^  machen,  und  analog  wird  umge- 
kehrt zu  einem  Punkte  A  der  entsprechende  Punkt  2>,  bestimmt. 
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CoDstroiren  wir  in  gleicher  Weise  zu  einem  zweiten  Punkte  D\  den 
entsprechenden  Punkt  A',  so  ist  der  Winkel  D,P'W\  =  AP«A', 
der  Winkel  D,P'W\  =  AP"A'  und  der  Winkel  D,P;^D\^M^L', 
oder  diese  Winkelpaare  ergänzen  sich  zu  zwei  Rechten.  Hieraus 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  entsprechenden  Pnnktpaare  D^I/^.  AA'  in  den 
Systemen  Sj,  2***  erscheinen  von  je  einem  der  Pole  P", 
P'^^aus,  sowie  auch  von  dem  Pol  P^  und  dem  Punkte 
P"  aus  unter  je  zwei  gleichen  Winkeln,  resp.  unter 
zwei  Winkeln,  die  sich  zu  zwei  Rechten  ergänzen. 

Wenden  wir  die  erste  oder  die  zweite  der  Constructionen  ent- 
sprechender Punkte  auf  die  Punkte  P**,  P**,  P"  des  Systems  5, 
an,  dann  ergiebt  sich,  dass  dem  Punkte  P^^  alle  Punkte  der  Ge- 
raden P'^P^,  dem  Punkte  P**  alle  Punkte  der  Geraden  P'^P^ 
und  dem  Punkte  Pf  alle  Punkte  der  Geraden  P'^P'^  in  2**»  ent- 
sprechen. Wegen  der  gleichartigen  Wechselbeziehung  der  Systeme 
Sj ,  S**^  entsprechen  auch  den  Punkten  P'*,  P*',  P**  des  Systems 
2'^  resp.  alle  Punkte  der  Geraden  P'^Pl\  P'^P\\  P'*P'\  Die 
drei  zu  dem  System  5^  gehörenden  Punkte  P",  P",  Pf*  heissen 
Hauptpunkte,  und  die  drei  durch  sie  bestimmten  Geraden 
heissen  Hauptgerade  dieses  Systems ;  ebenso  werden  auch  die 
drei  zum  System  2»«»  gehörenden  Punkte  P",  P»»,  P^  Haupt- 
punkte  und  die  durch  sie  bestimmten  Geraden  Hauptgerade 
dieses  Systems  genannt 

Aus  der  Bestimmungsweise  der  entsprechenden  Punkte  der 
Systeme  S,,  2**"  folgt,  wenn  wir  im  System  S^  auf  einer  Ge- 
raden d,  die  durch  keinen  Hauptpunkt  dieses  Systems  geht,  eine 
Punktreihe  D^U^  .  .  annehmen,  dass  den  durch  dieselbe  be- 
stimmten projectiven  Strahlenbüscheln  P" (2>, Z?', . .),  P'\D^]y,..\ 
Pl^{D^]y^..)  beziehlich  die  entsprechenden  Strahlenbttschel 
P"(AA'..),  P"(AA'..),  P»(AA'..)  congruent  sind.  Demnach 
sind  auch  diese  drei  letzten  Strahlenbüschel  projectiv,  und  je  zwei 
dieser  Strahlenbüschel  erzeugen  im  System  2*^  denselben  Kegel- 
schnitt d,  welcher  der  Geraden  d  entspricht  und  durch  die  drei 
Hauptpunkte  P**,  P",  P^  dieses  Systems  geht.  Wenn  die  Gerade 
im  System  S^  durch  einen  der  drei  Hauptpunkte  P'*,  P*^  Pf 
desselben,  z.  B.  durch  P*'  geht,  dann  entspricht  dieser  Geraden 
ein  geradliniger  Kegelschnitt,  d.  h.  der  Kegelschuitt  zerfällt  in 
zwei  Gerade;  denn  wir  erhalten  in  diesem  besonderen  Falle  zu 
der  Punktreihe  D^U, . .  auf  einer  Geraden  P**i>i  dio  entspre- 
chende projective  Punktreihe  A  A' , .  auf  der  Geraden  P**A,  und  zu 
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dem  mit  P*"  coincidirenden  Pankte  des  Systems  S^  ergeben  sich 
alle  Punkte  der  Geraden  P"P»  als  entsprechende  Punkte  in  2***. 
Demnach  entspricht  in  Fig.  628  der  Geraden  P*W^  der  aus  den 
beiden  Geraden  P**A,  P^^P^^  bestehende  Kegelschnitt.  Ebenso 
ergiebt  sich,  dass  der  Geraden  P*^Z>i  der  aus  den  Geraden  P"A, 
pi2pM  bestehende  Kegelschnitt  und  der  Geraden  Pf  !>,  der  aus 
den  Geraden  P*^A,  P"/"»  bestehende  Kegelschnitt  entspricht. 
Dem  gemäss  sind  den  Hauptpunkten  P^',  P^%  Pf^  in  £,  resp.^die 
Hauptpunkte  P**,  P",  P**  in  £*"  zugeordnet;  und  es  coincidiren 
also  in  den  Polen  P*^  P"  je  zwei  zugeordnete  Hauptpunkte. 

Denken  wir  uns  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  im  System 
Si  eine  Pnnktreihe  D^  D[ . .  gegeben,  dann  sind  die  entsprechen- 
den Strahlen  der  Bnschel  P'\D,D[ . .),  P'\D,iy,..)  parallel,  und 
folglich  sind  diese  Büschel  congruent  Da  dem  ersten  dieser 
Büschel  das  congruente  Büschel  P'^AA'..)  und  dem  zweiten  das 
congruente  Büschel  P*'(AA'..)  entspricht,  so  sind  auch  diese  bei- 
den letzten  Büschel  congruent,  und  demnach  ist  der  hierdurch  in 
£*"  erzeugte  Kegelschnitt,  welcher  der  unendlich  fernen  Geraden 
des  Systems  ^i  entspricht,  ein  durch  die  drei  Hauptpunkte  P^\ 
P**>  P^  gehender  Kreis.  Den  unendlich  fernen  Punkten  D^^U^.. 
in  S^  entsprechen  die  unendlich  fernen  Punkte  !£),  ^' . .  in  ®,  und 
betrachten  wir  diese  unendlich  fernen  Punkte  S),  ^' . .  als  die  un- 
endlich fernen  Brennpunkte  der  dem  Poldreieck  eingeschriebenen 
Parabeln,  so  folgt,  dass  die  endlichen  Brennpunkte  dieser  Parabeln 
auf  dem  um  das  Poldreieck  beschriebenen  Kreise  liegen.  Denken 
wir  uns  im  System  aS,  auf  einem  durch  zwei  Hauptpunkte  P**,  P" 
gehenden  Kreise  eine  Reihe  von  Punkten  angenommen,  so  liefert 
die  Construction  der  entsprechenden  Punkte  im  System  S'*'  auf 
einem  durch  die  zugeordneten  Hauptpunkte  P*',  P*^  gehenden 
Kreise  eine  ähnliche  Reihe  entsprechender  Punkte.  Wegen  der 
gleichartigen  Wechselbeziehungen  der  Systeme  S^ ,  £*^  gelten  alle 
Beziehungen  von  S^  zu  ^^^  auch  umgekehrt  von  21'^  zu  aS^;  und 
somit  ergiebt  sich  aus  unseren  Darlegungen  das  Resultat: 

Das  System  ^S^  und  das  Mittelpunktsystem  £'^'  stehen 
in  quadratischer  Verwandtschaft,  bei  welcher  P",  P*', 
P,"  in  S,  und  P",  P'\  P^  in  2»«  beziehlich  zugeordnete 
Hauptpunkte  sind;  jeder  Geraden  in  dem  einen  System 
entspricht  ein  Kegelschnitt  in  dem  anderen  System, 
der  durch  die  Hauptpunkte  desselben  geht,  und  dieser 
Kegelschnitt  zerfällt  in  zwei  Gerade  oder  ist  ein  Kreis, 
je  nachdem  die  Gerade  durch  einen  Hauptpunkt  ihres 


Ableitung  geometrischer  Hfllfsbeziehungen.  607 

Systems  geht  oder  im  Unendlichen  liegt;  jedem  in 
dem  einen  System  durch  zwei  Hauptpunkte  gehenden 
Kreise  entspricht  im  anderen  System  ein  durch  die 
beiden  zugeordneten  Hauptpunkte  gehender  Kreis, 
und  die  entsprechenden  Punktreihen  auf  diesen  Krei- 
sen sind  ähnlich. 

Bei  der  quadratischen  Verwandtschaft  entspricht  einer  Gurve 
n**'  Ordnung  in  einem  System  eine  Cnrve  2n*«'  Ordnung  in  dem 
anderen  System.  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an:  es  sei 
*,  eine  Curve  n*«'  Ordnung  in  5,,  der  eine  Curve  o  in  2'**  ent- 
spricht, nüA  denken  uns  zu  einer  beliebigen  Geraden  A  in  Z*^ 
den  entsprechenden  Kegelschnitt  /j  in  S^  bestimmt,  dann  schneidet 
derselbe  die  Curve  s^  in  2n  Punkten,  denen  auf  der  Geraden  k 
somit  2n  Paukte  entsprechen;  und  diese  sind  die  2n  Schnitt- 
punkte, welche  die  Gerade  l  mit  der  Curye  a  bildet,  die  also 
von  der  2n^^  Ordnung  ist 

Wenn  die  betrachteten  drei  Systeme  «Sj,  S^^  S,  unendlich  nahe 
an  einander  gelegt  werden,  geht  diese  quadratische  Verwandt- 
schaft in  diejenige  über,  welche,  wie  in  Art.  53  erörtert  wurde, 
zwischen  den  Krttmmungsmittelpunkten  im  bewegten  System  und 
im  festen  System  besteht. 

250.  Besondere  Lagenbeziehungen  homologer  Punkte  in  drei 
und  in  vier  conpianen  congruenten  ebenen  Systemen.  Um  aus  den 
erhaltenen  Ergebnissen  noch  andere  für  die  Folge  wichtige  Be- 
ziehungen abzuleiten,  betrachten  wir  vneder  die  drei  Systeme  'S, , 
«Sg,  £3  im  Zusammenhange  mit  dem  Mittelpunktsystem  S'%  wel- 
ches zu  jedem  dieser  drei  Systeme  in  gleicher  Beziehung  steht. 
In  Fig.  629  sind  durch  die  drei  Punkte  P^'P^Pf',  P'^Pl'P«^ 
pi2p.3p«  jßgp    ^j^  g-ygjg^  41*3^  ^,,8^  4,«  gezogen,  die  sich  in 

den  Systemen  S^y  S^y  5,  entsprechen;  und  jedem  dieser  Kreise 
entspricht  die  unendlich  ferne  Gerade  im  Mittelpunktsystem  £*". 
Zu  je  drei  homologen  Paukten  A^A^A^,  B^B^B^^ . .  dieser  Kreise 
gehört  ein  unendlich  ferner  Mittelpunkt  in  S'^;  demnach  liegen 
je  drei  dieser  homologen  Paukte  auf  einem  unendlich  grossen 
Kreise,  d.  h.  auf  einer  Geraden.  In  den  entsprechenden  con- 
gruenten Punktreihen  A^B^,.^  A^B^..  auf  den  Kreisen  AJ",  **", 
welche  sich  im  Pol  P**  und  in  einem  Punkte  ü^'^  schneiden,  ist 
der  Pol  P'*  ein  selbstentsprechender  Punkt;  dem  zufolge  gehen 
die  Geraden  A^A^A^,  B^B^B^^  .  .  durch  den  Schnittpunkt  <7'** 
dieser  beiden  Kreise;  und  da  dieselbe  Beziehung  bei  den  Kreisen 
k['%  Ai"   und  *i",   *;"  gilt,   so  müssen   sich  die  drei  Kreise 
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A;",  *;",  *»"  in  einem  Punkte  P**"  schneiden.  Dieser  Pankt  «7^« 
ist  der  Höhenschnittpunkt  des  Poldreiecks  P»*P**P"j  weil  die  auf 
den  Seiten  dieses  Dreiecks  senkrechten  Geraden  ^"^3*,  P^^P^^y 
P^Pl^  je  drei  homologe  Punkte  enthalten,  von  denen  je  zwei  in 
dem  betreffenden  Pol  coincidiren.  Schliessen  wir  die  unendlich 
ferne  Gerade  aus,  welche  in  conplanen  congruenten  ebenen  Sy- 
stemen sich  selbst  entspricht,  dann  ergiebt  sich  hiemach  der  Satz: 

Alle  Geraden,  welche  je  drei  homologe  Punkte 
von  drei  conplanen  congruenten  ebenen  Systemen 
enthalten,  gehen  durch  den  Höhenschnittpunkt  des 
Poldreiecks;  alle  Punkte  in  dem  einen  System,  von 
denen  jeder  mit  seinen  beiden  homologen  Punkten  in 
je  einer  Geraden  liegt,  befinden  sich  auf  einem  Kreise 
dieses  Systems;  derselbe  geht  durch  die  beiden  Pole, 
die  dieses  System  mit  den  beiden  anderen  besitzt,  fer- 
ner durch  den  Punkt  dieses  Systems,  der  dem  dritten 
Pol  entspricht,  und  durch  den  Höhenschnittpunkt  des 
Poldreiecks. 

Betrachten  wir  nun  vier  in  einer  Ebene  liegende  congruente 
ebene  Systeme  £|,  <$,,  £3,  ^4  als  gegeben,  und  bestimmen  wir 
ftlr  die  drei  Systeme  ^S^,  «S^,  S^  in  dem  zugehörigen  Poldreieck 
pi%pi^p»3  ^^jj  Höhenschnittpunkt  C/»",  femer  ebenso  fftr  die  drei 
Systeme  S,,  5^,  S^  in  dem  zugehörigen  Poldreieck  p»*P"P»<  den 
Höhenschnittpunkt  ü^*\  so  ist  die  Verbindungsgerade  CJ'^D^**  die 
einzige  Gerade,  welche  vier  homologe  Punkte  dieser  vier  Systeme 
enthält.  Die  vier  Systeme  liefern  sechs  Pole,  die  vier  Poldreiecke 
bilden  und  somit  auch  die  vier  Höhenschnittpunkte  O^^^  Z7"',  Z7'**, 
U^*  derselben  bestimmen;  und  diese  vier  Höhenschnittpunkte 
liegen  demnach  auf  der  genannten  Geraden.  In  dem  Falle,  wenn 
die  vier  Systeme  derartig  liegen,  dass  sich  auf  zwei  Geraden 
je  vier  homologe  Punkte  befinden,  giebt  es  nach  Art.  18  unend- 
lich viele  in  einem  Punkte  sich  schneidende  Gerade,  welche  je 
vier  homologe  Punkte  tragen.  Dem  zufolge  müssen  in  diesem 
besonderen  Falle,  damit  diese  Unbestimmtheit  eintritt,  die  vier 
Höhenschnittpunkte  in  dem  Durchschnittspunkte  jener  unendlich 
vielen  Geraden  zusammenfallen.    Hiernach  erhalten  wir  den  Satz  : 

In  vier  conplanen  congruenten  ebenen  Systemen 
giebt  es  im  Allgemeinen  nur  eine  einzige  Gruppe  von 
vier  homologen  Punkten,  die  auf  einer  Geraden  liegen, 
und  diese  Gerade  enthält  die  vier  Höhenschnittpunkte 
der  vier  Poldreiecke  dieser  Systeme. 
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Beachten  wir,  dass  der  Punkt  D^  des  Systems  S^^  der  mit 
seinen  homologen  Punkten  2>,,  2>3,  D^  der  Systeme  S^,  S,,  S^  in 
jener  Geraden  liegt,  sich  auf  jedem  der  drei  Kreise  AJ",  ArJ**,  A*/* 
befindet,   die  beziehlich   durch  die  vier  Punkte  V^P'^F'^Pr, 

zweiter  Schnittpunkt  zweier  dieser  Kreise  bestimmt  und  muss 
femer  auf  der  Geraden  liegen,  die  durch  zwei  der  Höhenschnitt- 
punkte f/*",  £/•**,  //'**,  U^  gegeben  ist  Wenn  wir  nun  zu  dem 
so  erhaltenen  Punkte  D^  die  homologen  Punkte  i>2,  i>3,  A  con- 
struiren,  dann  liegen  diese  vier  Punkte  in  der  genannten  Geraden. 
Anstatt  des  Punktes  IJ^  im  System  S^  können  wir  auch  in  ana- 
loger Weise  in  einem  der  anderen  drei  Systeme  den  betreffenden 
Punkt  bestimmen. 

Nehmen  wir  in  den  drei  Systemen  S^yS^J  S^  drei  entsprechende 
Gerade  «i,  e,,  e^  als  Träger  homologer  Punktreihen  an,  dann  er- 
halten wir  nach  obiger  Darlegung  den  Satz: 

Die  Mittelp'unkte  derjenigen  Kreise,  welche  je 
drei  homologe  Punkte  von  entsprechenden  geraden 
Punktreihen  dreier  congruenter  ebener  Systeme  ent- 
halten, liegen  auf  einem  Kegelschnitt,  der  durch  die 
drei  Pole  dieser  Systeme  geht 

Ziehen  wir  vier  congruente  ebene  Systeme  S^^  S^y  «S,,  S^  in 
Betracht,  zu  denen  die  vier  Mittelpunktsysteme  2**",  S*^',  2'**,  S*" 
gehören,  und  sind  in  den  congruenten  Systemen  resp.  die  vier 
entsprechenden  Geraden  «i,  «a,  ^3,  e^  als  die  Träger  von  vier 
congruenten  Punktreihen  gegeben,  so  entspricht  den  drei  Geraden 
^i>  ^8>  ^3  ^^  durch  die  Pole  P**,  P*',  P^  gehender  Kegelschnitt 
6^"  im  Mittelpunktsystem  1>^^  und  den  drei  Geraden  e,,  e,,  e^  ein 
durch  die  Pole  P",  P**,  P"  gehender  Kegelschnitt  €"*  im  zuge- 
hörigen Mittelpunktsystem  2*^.  Die  beiden  Kegelschnitte  6*^,  €^*^ 
schneiden  sich  ausser  im  Pol  P'^  entweder  noch  in  drei  reellen 
Punkten  oder  in  einem  reellen  Punkte  und  in  zwei  imaginären 
Punkten.  Diese  Schnittpunkte  sind  Mittelpunkte  solcher  Kreise, 
die  durch  vier  homologe  Punkte  der  vier  congruenten  Punktreihen 
gehen.  Der  Pol  P^\  in  dem  sich  diese  Kegelschnitte  treffen,,  ist 
von  den  Systemen  «S,,  S^  resp.  von  den  Punktreihen  e,,  e^  unab- 
hängig und  kann  daher  nicht  Mittelpunkt  eines  Kreises  sein,  der 
durch  vier  homologe  Punkte  geht  Femer  entsprechen  den  Gera- 
den Cj,  ©3,  »4  und  «s,  «3,  «4  resp.  in  den  Mittelpunktsystemen  S***, 
2***  die  Kegelschnitte  e*^,  £***,  welche  die  Mittelpunkte  der  genann- 
ten Kreise  enthalten.    Da  die  vier  Kegelschnitte  e***,  «*",  6***,  €*"* 
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sechs  Gombinationen  zur  zweiten  Classe  geben,  so  können  die 
Mittelpunkte  jener  Kreise  anf  sechs  verschiedene  Weisen  als 
Schnittpunkte  je  zweier  dieser  Kegelschnitte  bestimmt  werden. 
Wir  erhalten  hiemach  die  Sätze: 

Bei  vier  conplanen  congrnenten  ebenen  Systemen 
befinden  sich  anf  einer  Geraden  in  einem  dieser  Sy- 
steme drei  Punkte,  Ton  denen  jeder  mit  seinen  drei 
homologen  Punkten  der  drei  anderen  Systeme  auf  je 
einem  Kreise  liegt;  aber  von  den  drei  Punkten  dieser 
Geraden  können  zwei  imaginär  sein. 

Bei  vier  in  einer  Ebene  liegenden,  congrnenten 
Punktreihen  giebt  es  entweder  einen  oder  drei  Kreise, 
welche  durch  vier  homologe  Punkte  gehen. 

251.  Lagenbeziehung  der  sechs  Pole  von  vier  conplanen  con- 
gruenten  ebenen  Systemen.  Die  Lagen  der  sechs  Pole  P'\  P'% 
P^y  P",  P",  P"  von  vier  in  einer  Ebene  liegenden  congrnenten 
ebenen  Systemen  /S^,  S^^  S^j  S^  stehen  in  einem  merkwürdigen 
Zusammenhange,  dessen  Untersuchung  für  die  Bestimmung  der 
Geradftthmng  wichtig  ist.  Angenommen,  es  seien  die  fünf  Pole 
P»,  P",  P»,  P'S  P**  gegeben,  dann  sind,  wie  S.  603  gelehrt 
wurde,  durch  die  drei  Pole  P",  P",  P**  die  drei  zugehörigen 
Systeme  S„  5„  S„  und  durch  die  drei  Pole  P",  P",  P**  die  drei 
zugehörigen  Systeme  /S^,  S«,  S^  bestimmt  Demnach  sind  durch 
fünf  Pole  die  vier  Systeme  gegeben  und  folglich  ist  auch  durch 
fttnf  Pole  der  sechste  Pol  bestimmt  Wir  nehmen  in  Fig.  630 
zunächst  die  vier  Pole  P",  P",  P**,  P"  an,  construiren  zu  dem 
Punkte  P^  in  S^  den  entsprechenden  Punkt  Pf'  in  /S^  durch  die 
von  P**  auf  P^^P^*  gefällte,  um  ihre  eigene  Länge  verlängerte 
Senkrechte  P»Pf» ,  und  machen  das  Dreieck  P^^P^Pl'  dem  Drei- 
eck P^^Pl^P^^  congruent;  dann  entspricht  dem  zu  Sj  oder  5^  ge- 
hörenden Punkte  P"  der  Punkt  PI*  in  S,.  Demnach  enthält  die 
Halbirungsgerade  P"A  des  Winkels  P'*P'^Pl\  die  in  der  Mitte 
auf  P''Pl'  senkrecht  steht,  den  Pol  P*\  Diese  Gerade  P"A  wird 
aber,  wie  man  leicht  erkennt,  einfacher  bestimmt,  indem  wir  den 
Winkel  P^P'^P^  =  p^^p^^p^^^  oder  auch  den  Winkel  P'*P'^P^ 
«=  piapnp«  machen.  Aus  der  Gleichheit  dieser  Winkel ,  deren 
Schenkel  wir  als  richtungsfreie  Gerade  betrachten  müssen,  folgt 
wegen  der  gleichartigen  gegenseitigen  Beziehung  aller  sechs  Pole 
der  Satz: 

Die  beiden  durch  einen  Pol  gehenden  Geraden- 
paare, welche  sich  auf  je  zwei  Pole  stützen,  deren 
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Marken  gleiche  Ziffern  enthalten,  nmfasBen  gleiche 
Winkel. 

Diese  gleichen  Winkel,  welche  an  den  Polen  auftreten,  sind 
in  Fig.  630  der  Uebersichtlichkeit  wegen  durch  ausgezogene  und 
durch  gestrichelte  Ejreisbögen  gekennzeichnet  Wird  nun  ausser 
den  vier  Polen  P",  P^  P**,  P"  noch  der  fünfte  Pol  P**  auf  der 
Geraden  P'^A  beliebig  angenommen,  dann  können  wir  nach  dem 
abgeleiteten  Satze  den  sechsten  Pol  P^  in  folgender  Weise  be- 
stimmen. Wir  machen  den  Winkel  P'^P'^P^  —  p^^p^^p^  ^nd 
femer  den  Winkel  P^'P^P^  —  pi»p24p«3.  ^^^  ^^^^^  ^j^^  ^.^ 

Winkel  der  durch  P*'  gehenden  Geradenpaare,  die  sich  resp.  auf 
die  Polpaare  P''P^,  P'^P^  stützen,  gleich,  und  ebenso  sind 
auch  die  Winkel  der  durch  P^  gehenden  Geradenpaare  gleich, 
welche  sich  beziehlich  auf  dieselben  Polpaare  stützen.  Bezüglich 
der  sechs  Pole  von  vier  Systemen  folgt  also: 

Bei  Annahme  der  drei  Pole  dreier  Systeme  und 
eines  vierten  Pols  kann  der  fünfte  Pol  nur  noch  auf 
einer  bestimmten  Geraden  gewählt  werden,  und  dann 
ist  der  sechste  Pol  bestimmt 

Betrachten  wir  das  in  Fig.  680  gezeichnete  Viereck  p«i»p*»pi* 
und  nennen  wir  zwei  Pole,  in  deren  Marken  keine  gleiche  Ziffern 
vorkommen,  Gegenpole,  so  sind  die  gegenüber  liegenden  Ecken 
dieses  Vierecks  zwei  Paar  Gegenpole;  und  die  durch  jeden  der 
beiden  anderen  Gegenpole  P^%  P^  gehenden  Geradenpaare,  welche 
sich  auf  je  zwei  gegenüber  liegende  Seiten  dieses  Vierecks  stützen, 
bilden  gleiche  Winkel.  Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  die  zwei 
Gegenpolpaare  P^^P^^  pvipu  gegeben,  dann  müssen  die  beiden 
anderen  Gegenpole  P",  P'*  auf  einer  Curve  liegen,  die  wir  die 
Pollagencurve  nennen  wollen;  und  diese  Pollagencurve  ist 
demnach  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  von  denen  aus  die 
gegenüber  liegenden  Seiten  jenes  Vierecks  unter  je  zwei  gleichen 
Winkeln  resp.  unter  zwei  sich  zu  180^  er^üizenden  Winkeln  er- 
scheinen. Wenn  wir  den  Pol  P''  als  einen  Brennpunkt  eines 
Kegelschnitts  betrachten,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  p^p^n** 
berührt,  so  ist  nach  S.  604  der  Pol  P^*  der  zweite  Brennpunkt 
dieses  Kegelschnitts,  weil  die  Geraden  P^P^\  p^^pu  gleiche* 
symmetrisch  gelegene  Winkel  mit  den  zur  Ecke  P^  gehörenden 
Dreiecksseiten  bilden,  und  weil  ebenso  auch  die  Geraden  P^^P^^^ 
pupzx  gleiche  symmetrisch  gelegene  Winkel  mit  den  zur  Ecke 
P^*  gehörenden  Dreiecksseiten  einschliessen.  In  gleicher  Weise 
ergiebt  sich,  dass  die  Pole  P",  P^^  auch  die  Brennpunkte  eines 
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Kegelschnitts  sind,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  P«P"n»«  be- 
rührt; denn  die  Geraden  P^P'\  P^P^'  bilden  gleiche  symme- 
trische Winkel  mit  den  zur  Ecke  P^  gehörenden  Seiten  dieses 
Dreiecks,  nnd  die  Geraden  P^^P^\  piap«  bilden  gleiche  symme- 
trische Winkel  mit  den  zur  Ecke  P^^  gehörenden  Dreiecksseiten. 
Die  PoUagencarve  wird  demnach  auch  yon  den  Brennpunkten 
der  Kegelschnitte  gebildet,  welche  das  Vierseit  berühren,  in  dem 
die  Gegenpolpaare  P^^P^\  papu  gegenüber  liegende  Ecken  sind. 

Denken  wir  uns  durch  die  Pole  P^\  P^  sowie  durch  die 
Pole  P^\  P^  je  einen  Kreis  gezogen,  so  dass  der  Schnittpunkt 
d$r  von  P^\  P^*  ausgehenden  Durchmesser  dieser  beiden  Kreise 
auf  dem  um  das  Dreieck  p^p^^n**  beschriebenen  Kreise  liegt; 
dann  erscheinen  die  Strecken  P^^P^^  pi*pu  y^^  ^^j^  Schnitt- 
punkten dieser  Kreise  aus  unter  gleichen  Wickeln  resp.  unter 
Winkeln,  die  sich  zu  180°  ergänzen,  und  ebenso  auch  die  Strecken 
pi8pi4^  jpispu  j)j^  PoUagencurve  wird  demnach  durch  zwei  pro- 
jective  Kreisbüschel  erzeugt,  deren  Grundpunkte  beziehlich  P^\ 
P^  und  P",  P^  sind  und  deren  entsprechende  Kreise  mit  der 
zugehörigen  Chordale  gleiche  Winkel  bilden,  die  sich  in  gleichem 
Sinne  ändern  0*  Femer  folgt  hieraus,  dass  die  PoUagencurve  auch 
das  Erzeugniss  zweier  derartiger  Kreisbüschel  ist,  deren  Grund- 
punkte beziehlich  die  Pole  P'%  P"  und  P^,  P^*  sind. 

Die  beiden  projectiven  Kreisbüschel  sind  specielle  projective 
Kegelschnittbüschel,  bei  denen  die  beiden  unendlich  fernen  imagi- 
nären Kreispunkte  je  zwei  Grundpunkte  vertreten,  und  sie  erzeugen 
demnach  im  Allgemeinen  eine  Gnrve  vierter  Ordnung,  die  durch 
die  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  und  durch  die  Grund- 

*)  Wenn  sich  diese  gleichen  Winkel  im  entgegengesetzten  Sinne  ändern, 
erhalten  vir  eine  zweite  Gorve,  von  deren  Punkten  aus  nur  die  beiden  Strecken 
pupn^  pupt4  unter  zwei  gleichen  resp.  unter  zwei  sich  zu  180^  ergänzenden 
Winkeln  erscheinen,  aber  nicht  die  beiden  anderen  Strecken  P^P^\  P^P^*; 
daher  kommt  diese  zweite  Gurve  hier  nicht  in  Betracht.  Auf  diese  beiden 
Gurven  hat  Steiner  aufmerksam  gemacht.  Yergl.  Steiner,  Gesammelte 
Werke.  B.  2.  8. 621,  oder  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  1853. 
B.  45.  S.  375.  Siehe  die  Abhandlungen  von  Schröter,  Mathematische  Annalen. 
,1872.  B.  5.  S.  50,  von  Stammer,  Archiv  für  Mathematik  und  Physik,  1882. 
Till.  68.  S.  18  und  von  Schonte,  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik, 1885.  B.  99.  S.  98.  Der  specielle  Fall,  wenn  zwei  Endpunkte  jener 
Strecken  coincidiren,  wurde  auch  behandelt  von  Schröter,  Mathematische 
Annalen,  1873.  B.  6.  S.  85,  und  von  Hermes,  Journal  für  reine  und  ange- 
wandte Mathematik,  1884.  B.  97.  S.  177;  aber  die  gegenseitigen  Beziehungen 
und  die  mannigfaltigen  Gestaltungen  jener  beiden  Gurven  in  vielen  besonderen 
FftUen  sind  noch  nicht  vollständig  bcdcannt. 


Ableitung  geometrischer  Hülfsbeziebangen.  613 

punktpaare  P^^P^j  P^*P^  geht  Da  sich  aber  in  den  Ereisbflscheln 
die  beiden  unendlich  groBsen  Kreise  entsprechen,  von  denen  jeder 
projectiy  betrachtet  aus  der  betreffenden  Ghordale  und  der  anend- 
lich fernen  Geraden  besteht,  so  zerfällt  die  erzeugte  Garye  vierter 
Ordnung  in  eine  Gnrve  dritter  Ordnung  und  in  die  unendlich  ferne 
Gerade,  die  unbeachtet  bleiben  kann.  Die  erzeugte  Curve  enthält, 
weil  sich  die  Chordalen  P'^P'',  P''P*'  entsprechen,  den  Schnitt- 
punkt n*^  dieses  Geradenpaares ;  und  wegen  der  gleichartigen  Be-^ 
Ziehung  aller  Pole  enthält  die  erzeugte  Carve  auch  die  übrigen 
fünf  Schnittpunkte  der  betreffenden  Geradenpaare.  Hieraus  folgt 
der  Satz: 

Die  Pollagencurve,  auf  der  die  sechs  Pole  von 
vier  Systemen  liegen,  ist  eine  durch  die  unendlich 
fernen  imaginären  Ereispunkte  gehende  Curve  dritter 
Ordnung  und  enthält  die  sechs  Schnittpunkte  IT'',  11'', 
n**,  n**,  n**,  n^  der  sechs  Geradenpaare 

pupta       pnpaa       jmpis       pMp\^       piipi*       pizpu 
pupu^     pupst*     p\zpu^     pupm^     pupu^     pnspt*' 

Wenn  zwei  Gegenpolpaare  P^^P^^  p^^pu  gegeben  sind,  ist 
die  Pollagencurve  durch  dieselben  bestimmt  und  kann  in  der  an- 
gegebenen Weise  construirt  werden.  Nehmen  wir  dann  in  Fig.  631 
auf  der  Pollagencurve  a  den  fünften  Pol  P'*  beliebig  an,  so  er- 
giebt  sich  der  sechste  Pol  P'*  auf  derselben,  indem  wir  die  Ge- 
rade P^^P^^  ziehen,  welche  die  Pollagencurve  in  dem  dritten 
Punkte  n**  schneidet,  und  femer  die  Gerade  II^'P**  ziehen,  die 
auf  der  Pollagencurve  den  sechsten  Pol  P'*  bestimmt.  Demnach 
erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  Annahme  zweier  Gegenpolpaare,  welche  die 
Pollagencurve  bestimmen,  kapn  der  fünfte  Pol  noch 
auf  der  Pollagencurve  gewählt  werden,  und  dann 
ist  der  sechste  Pol  auf  derselben  bestimmt. 

Ziehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ü^  der  Pollagen- 
curve nach  zwei  Gegenpolen,  z.  B.  nach  P*',  P**,.  die  Geraden 
n^P",  n"P",  dann  bestimmen  diese  auf  der  Pollagencurve  resp. 
die  Gegenpole  P",  P**;  und  die  beiden  Geraden  P'^P",  P'^P^ 
treffen  sich  in  einem  Paukte  ü'^  auf  dieser  Curve.  Wenn  wir  ins- 
besondere n^  in  P^  liegend  annehmen ,  ergeben  sich  die  Punkte 
n*',  n^^  als  Gegenpole.  Wir  können  uns  so  unendlich  viele  Vier- 
seite verschaffen,  deren  Ecken  sich  auf  der  Pollagencurve  befinden 
und  deren  drei  Paar  Gegenecken  drei  Gegenpolpaare  repräsentiren. 
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Darch  jedes  dieser  Vierseite  wird  die  PoUagencurre  in  der  oben 
angegebenen  Weise  bestimmt.  Die  drei  Yerbindnngsgeraden  der 
Oegenecken  des  Yierseits^  d.  h.  die  drei  Diagonalen  desselben, 
bilden  in  Fig.  631  ein  Dreieck  a^ys.  Fällen  wir  von  der  Ecke  z 
die  Höhe  zi  anf  die  gegenüber  liegende  Seite  xy^  so  sind  die 
vier  vom  Fossponkte  i  nach  z^  P*',  x^  F**  gehenden  Strahlen 
harmonisch  I  nnd  weil  die  conjancten  Strahlen  iz^  ix  senkrecht 
auf  einander  stehen,  sind  die  Winkel  P^^iP^^  P^*iJP**  gleich; 
folglieh  ist  anch  i  ein  Punkt  der  PoUagencnrve.  Demnach  geht 
die  Pollagencurve  auch  durch  die  HOhenfusspunkte 
des  Diagonalendreiecks  eines  jeden  jener  Vierseite. 

Um  den  in  Fig.  631  gezeichneten  besonderen  Fall  zu  erhalten, 
in  welchem  die  Geraden  P'^P^,  P''P^  parallel  sind,  ihr  Schnitt- 
punkt  n^^  also  im  Unendlichen  sich  befindet,  muss  der  Punkt  ü" 
in  den  endlichen  Brennpunkt  F  der  Parabel  gelegt  werden,  welche 
dem  durch  die  Gegenpolpaare  P^^P^\  pjspi«  gegebenen,  stark  aus- 
gezogenen Vierseit  eingeschrieben  ist;  dann  fällt  TV*  mit  dem  un- 
endlich fernen,  zweiten  Brennpunkte  dieser  Parabel  zusammen. 
Behufs  der  Construction  des  endlichen  Brennpunktes  F  ist  zu  be- 
achten, dass  für  jede  Parabel,  welche  einem  Dreieck  eingeschrie- 
ben ist,  der  endliche  Brennpunkt  nach  S.  606  auf  dem  diesem 
Dreieck  umschriebenen  Kreise  liegt.  Da  nun  von  den  vier  Seiten 
des  Vierseits  vier  Dreiecke  gebildet  werden,  so  schneiden  sich  die 
vier  um  dieselben  beschriebenen  Kreise  in  dem  Brennpunkte  F. 
Wir  brauchen  demnach  nur  zwei  dieser  Kreise,  etwa  den  durch 
pi3p»nw  gehenden  Kreis  und  den  durch  i^i^n^«  gehenden 
Kreis  zu  zeichnen,  welche  sich  ausser  im  Punkte  P"  in  dem 
auf  der  Pollagencurve  liegenden  Brennpunkte  F  jener  Parabel 
schneiden. 

Die  Pollagencurve  kOnnen  wir  nun  auch  als  das  Erzeugniss 
zweier  projectiver  Kreisbttschel  betrachten,  deren  Grundpunkte 
P'*P",  P^P^  sind  und  deren  entsprechende  Kreise  mit  der  zu- 
gehörigen Ghordale  gleiche  Winkel  bilden,  die  sich  in  gleichem 
Sinne  ändern.  Die  beiden  über  P^*P^^  und  P*^P^  als  Durchmesser 
beschriebenen  entsprechenden  Kreise  liefern  demnach  durch  ihre 
Schnittpunkte  S,  T,  die  auch  imaginär  sein  können,  zwei  Punkte 
der  Pollagencurve.  Um  nun  eine  andere  möglichst  einfache  Er- 
zeugungsweise der  Pollagencurve  zu  erlangen,  nehmen  wir  die 
Schnittpunkte  S,  ^  als  Grundpunkte  eines  Kreisbüschels  und 
weisen  demselben  das  projective  Strahlenbttschel  zu,  dessen 
Scheitelpunkt  F  ist  und  dessen  Strahlen  durch  die  Mittelpunkte 
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der  entsprechenden  Kreise  des  Kreisbttschels  gehen.  Dem  unend- 
lich grossen  Kreise  entspricht  demnach  der  anf  der  Chordale  ST 
senkrechte  Strahl  m^^,  der  den  unendlich  grossen  Kreis  in  dem 
anendlich  fernen  Ponkte  U^*  und  in  dem  Punkte  t  auf  der  Ghor- 
dale  schneidet  Dieses  Kreisbttschel  und  das  entsprechende  pro- 
jectiye  Strahlenbttschel  erzeugen  eine  durch  die  unendlich  fernen 
Kreispunkte  gehende  Gurve  dritter  Ordnung,  auf  der  die  acht 
Punkte  S,  %  T,  H",  i^»,  P»  P",  JP^  liegen.  Die  auf  diese  ein- 
&chere  Weise  erzeugte  Gurve,  welche  nach  Art  38  und  40  eine 
Focalcurve  ist,  muss,  weil  sie  mit  der  PoUagencurve  die  beiden 
unendlich  fernen  imaginibren  Elreispunkte  und  die  genannten  acht 
Punkte,  also  zehn  Punkte  gemeinsam  hat,  mit  der  PoUagencurve 
identisch  sein.  Da  die  vom  Punkte  F  nach  zwei  beliebigen  Gegen- 
polen, wie  z.  B.  nach  P*',  P^,  gezogenen  Geraden  auf  der  Pollagen- 
curve  zwei  andere  Gegenpole  P",  P**  bestimmen  und  da  die  Ver- 
bindungsgeraden P'^F^^  F'^P^  pawdlel  sind,  so  folgt,  dass  die 
Mitte  von  der  Verbindungsstrecke  je  zweier  Gegenpole  auf  der  Ge- 
raden t  liegt,  welche  die  Mittelpunkte  der  durch  S,  T  gehenden 
Kreise  enthält  Demnach  ist  die  Gerade  t,  die  wir  die  Mittel- 
linie nennen  wollen,  durch  die  Mitten  der  beiden  Verbindungs- 
strecken zweier  Gegenpolpaare  bestinmit  Sind  in  Fig.  681  die 
zwei  Paar  Gegenpole  F^^F*\  f^f**  gegeben,  dann  repräsentiren 
auch  die  beiden  dadurch  mit  gegebenen  Punkte  11*',  TP*  ein  Gegen- 
polpaar und  die  Mittellinie  ^  wird  demnach  durch  die  Mitten  von 
zweien  der  drei  Diagonalen  F'^F^,  F'^F'*,  n»»n*'  des  hierdurch 
erhaltenen  vollständigen  Vierseits  bestimmt  Aus  dieser  Darlegung 
folgt,  weil  jedes  Gegenpolpaar  auch  ein  Brennpunktpaar  eines 
dem  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnittes  ist,  die  bekannte 
Beziehung,  dass  die  Mittelpunkte  aller  einem  Vierseit  eingeschrie- 
benen Kegelschnitte  auf  einer  Geraden  liegen,  die  auch  die  drei 
Mitten  der  drei  Diagonalen  dieses  Vierseits  enthält  Wird  nun 
der  Brennpunkt  F  der  dem  Vierseit  eingeschriebenen  Parabel  in 
der  angegebenen  Weise  vermittelst  zweier  Kreise  bestimmt,  die 
zweien  von  den  vier  durch  jenes  Vierseit  gebildeten  Dreiecken 
umschrieben  sind,  so  können  wir  die  Gonstruction  der  PoUagen- 
curve in  folgender  Weise  construiren.  Wir  ziehen  von  dem  Punkte 
F,  der  das  Gentrum  der  Focalcurve  heisst,  und  auch  Focal- 
centrum  genannt  werden  soll,  nach  zweien  von  jenen  sechs 
Punkten  z.  B.  die  Geraden  FP'«,  FP",  welche  die  Mittellinie  K 
beziehlich  in  m\  rn!^  schneiden,  beschreiben  um  rn!  mit  dem  Ra- 
dius Tw'P*'  einen  Kreis  *',  um  wi"  mit  dem  Radius  w"P^  einen 
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Kreis.  &";  dann  ist  durch  diese  beiden  Kreise  k\  k'^  welche  sich 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginSren  Punkten  schneiden,  das 
betreffende  Kreisbttschel  bestimmt ,  und  jeder  Kreis  desselben 
liefert  mit  dem  von  F  nach  seinem  Mittelpunkte  gehenden  Strahle 
zwei  Schnittpunkte,  die  Punkte  der  PoUagencurre  sind^).  Es  er- 
giebt  sich  hiemach  das  Resultat : 

Die  Pollagencurve  ist  eine  Focalcurve  und  kann 
wie  diese,  wenn  zwei  Paar  Gegenpole  gegeben  sind, 
vermittelst  eines  Kreisbflschels  und  eines  projec- 
tiven  Strahlenbflschels,  dessen  Strahlen  durch  die 
Mittelpunkte  der  entsprechenden  Kreise  gehen,  con- 
struirt  werden. 

252.  Die  Kreispunktcurve  und  die  Mittelpunlctcurve.  Aus  dem 
in  Art  250  erhaltenen  Ergebnisse,  dass  bei  vier  in  einer  Ebene 
liegenden  congruenten  ebenen  Systemen  aS,,  S^y  £^„  S^  eine  belie- 
bige Gerade  in  einem  derselben,  z.  B.  in  ^S^,  drei  Punkte  enthält, 
von  denen  jeder  mit  seinen  drei  hoHaologen  Punkten  der  anderen 
Systeme  auf  je  einem  Kreise  liegt,  folgt  ferner,  dass  die  Gesamt- 
heit aller  derartigen  Punkte  im  System  5^  eine  Gurve  «,  dritter 
Ordnung  bildet,  die  wir  die  Kreispunktcurve  des  Systems  jS^ 
nennen.  Dieser  zu  S^  gehörenden  Kreispunktcurve  «i  entsprechen 
in  den  drei  anderen  Systemen  aS,,  5,,  S^  resp.  die  congruenten 
Curven  «„  j,,  ^4,  die  wir  nicht  weiter  beachten  wollen.  Femer 
entspricht  der  Kreispunktcurve  ^i  in  allen  vier  Mittelpunktsystemen 
ein  und  dieselbe  Curve  cf,  welche  der  geometrische  Ort  aller 
Mittelpunkte  derjenigen  Kreise  ist,  die  vier  homologe  Punkte  ent- 
halten, und  welche  wir  die  Mittelpunktcurve  der  vier  con- 
gruenten Systeme  nennen.  Um  zu  beweisen,  dass  die  Kreispunkt- 
curve und  die  Mittelpunktcurve  von  gleicher  Art  sind,  mttssen  wir 
bestimmte  Punkte  ermitteln,  die  auf  diesen  Curven  liegen.  Da 
alle  in  einer  Ebene  liegenden  congraenten  ebenen  Systeme,  also 
auch  jene  vier  Systeme,  die  unendlich  fernen  imaginären  Kreis- 
punkte als  selbstentsprechende  Punkte  besitzen,  so  folgt,  dass  die 
Kreispunktcurve  und  die  Mittelpunktcurve  durch  die 
unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  gehen. 

Wenn  in  Fig.  682  die  sechs  Pole  P'\  P^  P",  P",  P*',  P^ 
von  vier  congruenten  Systemen  bekannt  sind,  dann  erhalten  wir  zu 
dem  Pol  P^^  die  entsprechenden  Punkte  P3*,  P^',  indem  wir  von 

*)  Diese  von  Küpper  stammende  einfache  Construction  haben  Schröter 
nnd  Dur^ge  in  anderer  Weise  abgeleitet.  Mathematische  Annalen.  1872.  B.5. 
S.  58  und  89. 
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P**  auf  die  sieb  in  n*«  schneidenden  Geraden  P'^P^,  P''P^  die 
nm  ihre  eigene  Länge  verlängerten  Senkrechten  fällen.  Demnach 
ist  der  Schnittpunkt  ü**  dieser  beiden  Oeraden  der  Mittelpunkt 
des  durch  die  vier  homologen  Punkte  P",  P",  P3*,  P^*  der  vier 
Systeme  5,^  S^^  S^^  S^  gehenden  Kreises.  In  gleicher  Weise  er- 
giebt  sich,  dass  der  Schnittpunkt  IV^  der  Geraden  R'^P'',  P^P^' 
der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist,  der  die  vier  homologen  Punkte 
P\%  Pl%  P^,  P"  trägt.  Eine  analoge  Beziehung  besteht  bei  je- 
dem Schnittpunkte  von  je  zwei  anderen  Verbindungsgeraden  der 
betreffenden  Pole,  und  hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  Kreispunktcurve  s^  im  System  S^  geht  durch 
die  sechs  Punkte  P'\  P",  P",  PfS  ^f%  P\\  nnd  die  Mittel- 
punktcurve  a  geht  durch  die  entsprechenden  sechs 
Schnittpunkte  U}\  H",  IV\  H«»,  ü",  W  der  Geradenpaare 

papsB        pupi»       pitjpi*       jpiipis       pi%p\A       p\spu 
p\Api.Ai     pupB*f     pi3p9*f     pt*pz*J      piaps«!      paapw 

Beachten  wir,  dass  in  Fig.  632,  wie  S.  605  gezeigt  wurde, 
allen  PunktCQ  der  Geraden  P'^Pf^  in  S,  der  einzige  Punkt  P" 
im  Mittelpunktsystem  S*^  entspricht,  dann  entspricht  ebenso  auch 
allen  Punkten  der  Geraden  P'*P^*  in  5,  der  einzige  Punkt  P** 
im  Mittelpunktsystem  S*^;  folglich  entspricht  dem  Schnittpunkte 
p\^  dieser  beiden  Geraden  P''P^%  P'*Pl*  der  Punkt  P"  in  2'" 
sowie  in  S*^,  und  es  liegt  also  der  Punkt  p\^  des  Systems  S^  mit 
seinen  drei  homologen  Punkten  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittel- 
punkt P*'  ist.  In  analoger  Weise  ergiebt  sich  dieselbe  Beziehung 
für  die  übrigen  Schnittpunkte  je  zweier  derartiger  Geraden,  und 
hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Mittelpunktcurve  a  geht  durch  die  sechs  Pole 
P'\  P»  pu^  pa^  P«  P»-^  und  die  Kreispunktcurve  s,  im 
System  5,  geht  durch  die  entsprechenden  sechs  Schnitt- 
punkte p\^j  p\\  p\\  p]\  p]\  pY  der  Geradenpaare 

pi3p23  pMp29  pi2pi2  pi2pi3  pupiA  pispu 

pi4p24  ^        pnp34  ^        pi3p84  '  7524  pj4  '         r)23p34  *         028  p24  ' 

Einer  Curve  dritter  Ordnung  im  System  S^  entspricht  in  dem 
Mittelpunktsystem  S*^  eine  Curve  sechster  Ordnung;  da  aber  die 
Kreispunktcurve  «,,  die  von  dri titer  Ordnung  ist,  im  System  S^ 
durch  die  drei  Hauptpunkte  P'%  P'\  Pf  dieses  Systems  geht, 
denen  beziehlich  die  drei  Hauptgeraden  P*'P»,  P'^P^,  P'^P''  in 
dem  Mittelpunktsystem  Z*^  entsprechen,  so  folgt,  wenn  wir  diese 
drei  Gerade  abrechnen,  dass  die  entsprechende  Mittel- 
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punktcnrve  a  auch  eine  Garve  dritter  Ordnnng  ist. 
Nachdem  wir  erkannt  haben,  dass  die  Mittelponktcurre  und  die 
PoUagencnrve  beide  von  dritter  Ordnung  sind,  beide  die  sechs 
Pole  P",  P*^  P",  P^,  F^y  F"'  und  die  sechs  Punkte  U'\  ^»^ 
n",  n«,  n",  n»*  enthalten,  folgt,  dass  die  Mittelpunktcurve  mit 
der  PoUagencurve  identisch  ist.  Da  femer  die  Mittelpunktcurve 
und  die  Kreispunktcurve  gleichartig  und  in  gleicher  Weise  be- 
stimmt sind,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  Mittelpunktcurve  und  die  Kreispunktcurve 
sind  Focalcurven,  und  können  als  solche  vermittelst 
eines  Ereisbttschels  und  eines  projectiven  Strahlen- 
büschels, dessen  Strahlen  durch  die  Mittelpunkte  der 
entsprechenden  Kreise  gehen,  construirt  werden. 

253.  Constniction  der  Mittelpunktcurve  und  der  Kreispunkt- 
curve. Behufs  der  Gonstruction  der  Mittelpunktcurve  a  seien  in 
Fig.  688  die  beiden  Oegenpolpaare  P^^F^j  psspn  gegeben,  welche 
als  zwei  Paar  Gegenecken  das  fein  ausgezogene  Yierseit  bestimmen. 
Wir  zeichnen  das  Focalcentrum  F  als  den  Schnittpunkt  zweier 
Kreise,  die  zwei  von  den  durch  das  Yierseit  gebildeten  vier  Drei- 
ecken umschrieben  sind,  ziehen  durch  die  Mitten  der  drei  Dia- 
gonalen P'P'*,  P^P'\  n^'n»^  des  Vierseits  die  Mittellinie  t,  ,ver- 
binden  zwei  der  sechs  Ecken  des  Vierseits ,  etwa  P^,  P*^,  mit 
dem  Focalcentrum  F  und  beschreiben  um  die  Schnittpunkte  m', 
m"y  welche  die  erhaltenen  Verbindungsgeraden  mit  der  Mittel- 
linie £  bilden,  die  beziehlich  durch  P*^,  P^  gehenden  Kreise 
k\  k'\  die  jene  Geraden  auch  anderseits  in  Punkten  der  Carve  a 
treffen.  Diese  beiden  Kreise,  welche  sich  nicht  in  reellen  Punkten 
schneiden,  bestimmen  ein  Kreisbüschel  mit  imaginären  Grnnd- 
punkten.  Um  die  Kreise  dieses  Kreisbüschels  zu  beschreiben, 
construiren  wir  den  Fusspunkt  o  der  auf  ^  senkrechten  Ohordale  Ar, 
indem  wir  durch  die  Schnittpunkte,  welche  ^  mit  ^  bildet,  einen 
Kreis  I  ziehen,  der  den  Kreis  A''  in  zwei  Punkten  6,  H  schneidet ; 
dann  trifft  die  Secante  GH  die  Mittellinie  ^  im  Punkte  o.  Hierauf 
bestimmen  wir  den  Berührungspunkt  t  einer  vom  Punkte  o  an 
den  Kreis  V  gelegten  Tangente  und  beschreiben  um  o  mit  0^ 
den  Orthogonalkreis  x,  der  alle  Kreise  des  Kreisbüschels  recht- 
winkelig schneidet  und  die  Mittellinie  ^  in  den  beiden  Grenz- 
punkten v',  y"  des  Kreisbttschels  trifft.  Eine  andere  einfache  Gon- 
struction der  Ghordalen  ergiebt  sich,  wenn  wir  durch  das  Focal- 
centrum F  Gerade  nach  zwei  Gegenecken  jenes  Vierseits,  z.  B. 
FP»,  FP"  ziehen,  und  femer  zur  Mittellinie  t  die  Parallelen  P**€, 
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P^^Tf]  ziehen  y  welche  diese  Geraden  resp.  in  den  Carvenponkten 
€,  Tj  treffen.  Die  Geraden  «ij,  P^^P^*  und  die  darch  F  zu  C  pa- 
rallele Gerade  Ft  bilden  ein  Dreieck  a^yx^  dessen  Höhenfass- 
ponkte  auf  der  Gurve  o  liegen;  dann  ist  die  durch  die  Ecke  a: 
anf  Fr  oder  ^  senkrecht  gezogene  Gerade  k  die  Ghordale  des 
Ereisbttschels,  weil  der  Fasspunkt  r  ein  Gurvenpunkt  ist  und  weil 
dem  zu  C  parallelen  Strahle  Fr  im  Ereisbtischel  die  Chordale  ent- 
spricht. Damit  wir  nun^  wie  in  Art.  40  angegeben  wurde,  andere 
Punkte  der  Mittelpunktcurve  oder  Focalcurve  erhalten,  ziehen  wir 
durch  F  eine  beliebige  Gerade,  legen  von  ihrem  mit  ^  gebildeten 
Schnittpunkte  an  x  eine  Tangente  und  beschreiben  um  diesen 
Schnittpunkt  mit  der  Tangentenl&nge  einen  Kreis,  der  auf  der 
Geraden  zwei  Funkte  der  Mittelpunktcurve  liefert  Diese  Curve 
ist,  weil  in  Fig.  633  die  Grundpunkte  des  Ereisbüschels  imaginär 
sind,  eine  eintheilige  Focalcurve  und  geht  durch  die  beiden  Grenz- 
punkte r',  r"  des  Kreisbüschels.  Die  Geraden  Fy',  Fy"  berühren 
demnach  in  diesen  Punkten  r',  v"  die  Focalcurve,  die  den  Kreis  x 
ausserdem  in  den  Berührungspunkten  der  von  F  an  x  gelegten 
Tangenten  schneidet  Je  nachdem  die  beiden  Kreise  A:',  Ar''  sich 
schneiden,  nicht  schneiden  oder  berühren,  ist  die  Mittelpunkt- 
curve o  eine  zweitheilige,  eine  eintheilige  oder  eine  doppelpunk- 
tige Focalcurve. 

Wenn  insbesondere,  wie  in  Fig.  634,  die  Gegenpole  P",  P^ 
beiderseits  in  gleichen  Abständen  von  der  durch  die  Gegenpole 
P^y  P^*  gehenden  Geraden  liegen,  dann  fällt  die  Mittellinie  ^  mit 
dieser  Geraden  zusammen;  es  sind  dem  zufolge  die  Gegenpole 
i^,  P"  die  Grenzpunkte  des  Kreisbüschels,  und  der  über  P"P" 
als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  ist  der  Orthogonalkreis  x.  In 
diesem  bei  den  GeradfÜhrungen  vorkommenden  Falle  können  wir 
das  Focalcentrum  F  auch  noch  in  anderer  Weise  als  bisher  be- 
stimmen. Wir  errichten  in  der  Mitte  i  auf  P^*P^  die  Senkrechte 
7n,  welche  die  Ghordale  ok  in  n  trifft,  und  ziehen  von  P^*  aus 
auf  nP**  eine  Senkrechte,  auf  der,  wie  man  leicht  erkennt,  das 
Focalcentrum  F  liegen  muss.  In  gleicher  Weise  errichten  wir  in 
der  Mitte  f  auf  P^^P^*  die  Senkrechte  «'«',  welche  die  Ghordale 
ok  ia  n'  schneidet,  und  ziehen  von  P*'  aus  auf  n'P"  eine  Senk- 
rechte, die  ebenfalls  das  Focalcentrum  F  enthält;  demnach  ist  F 
der  Schnittpunkt  dieser  Senkrechten  P^F,  P*»F. 

Liegen  in  Fig.  636  die  Gegenpole  P",  P^  symmetrisch  zu 
der  durch  die  Gegenpole  P**,  P"  gehenden  Geraden,  dann  ist 
diese  Gerade  die  Mittellinie  ^,  und  das  Focalcentrum  F  liegt  auf 
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derselben.  Dem  znfolge  zerfällt  die  Focalcurve  in  die  Gerade  ^ 
und  den  durch  die  Punkte  P^',  P",  11»*,  11"  gehenden  Kreiß  %, 
dessen  Mittelpunkt  F  ist;  und  die  beiden  Gegenpole  P^,  P'^  sind 
harmonisch  zu  den  Schnittpunkten,  welche  der  Kreis  %  mit  der 
Geraden  C  bildet. 

Wenn  in  Fig.  636  die  Gegenpolpaare  P^^P^',  P^P'*  in  Paral- 
lelen und  beiderseits  in  gleichen  Abständen  von  einer  auf  diesen 
Parallelen  senkrecht  stehenden  Geraden  liegen,  so  ist  diese  Ge- 
rade, welche  die  Punkte  U^\  TP*  und  das  Focalcentrum  F  enthält, 
die  Mittellinie  C-  In  diesem  besonderen  Falle  besteht  die  Focal- 
curve aus  der  Geraden  f  und  dem  durch  die  Pole  P",  P",  P**, 
P'^  gehenden  Kreise  Xj  dessen  Mittelpunkt  F  ist;  und  es  sind  die 
Punkte  n",  TP*  harmonisch  zu  den  Schnittpunkten,  die  der  Kreis  % 
mit  der  Geraden  C  bildet. 

Befinden  sich  in  Fig.  637  die  beiden  Gegenpolpaare  P^^P^, 
P^P*  auf  einer  Geraden  f,  dann  beschreiben  wir  über  P^^P^  als 
Durchmesser  einen  Kreis  k,  femer  einen  beliebigen  durch  P^,  P" 
gehenden  Kreis  I,  der  k  in  zwei  Punkten  6r,  H  schneidet,  ziehen 
die  gemeinschaftliche  Secante  GH^  welche  ^  im  Punkte  F  trifft, 
und  beschreiben  um  F  mit  der  Länge  einer  von  F  an  den  Kreis  k 
gelegten  Tangente  FC  als  Radius  den  Kreis  %.  Kach  dieser  Con- 
struction  sind  die  Schnittpunkte,  in  denen  der  Kreis  %  die  Gerade 
trifft,  harmonisch  zu  den  Punktpaaren  P^^P^j  P^P**-^  und  es  bilden 
somit  die  von  einem  Punkte  des  Kreises  x  nach  diesen  Schnitt- 
punkten und  beiden  Gegenpolpaaren  gehenden  Geraden  eine  Strah- 
leninvolution. Dem  zufolge  erscheinen  die  Strecken  P^^P^y  pup« 
oder  P^*P^\  pnpti  y^jj  jgjj  Punkten  des  Kreises  x  ans  unter  je 
zwei  gleichen  Winkeln;  und  die  Focalcurve  besteht  in  diesem  be- 
sonderen Falle  aus  der  Geraden  ^  und  dem  Kreise  %.  Wenn,  wie 
in  Fig.  637»,  die  Strecken  P'^P",  P'P^  gleich  sind,  dann  geht  der 
Kreis  x  in  ^ine  Gerade  über,  die  in  der  gemeinsamen  Mitte  der  Ver- 
bindungsstrecken der  Gegenpolpaare  P^^P^y  pnpi*  i^^f  ^  senkrecht 
steht,  und  die  Focalcurve  besteht  in  diesem  speciellen  Falle  aus 
den  senkrechten  Geraden  t,  x  nnd  der  unendlich  fernen  Geraden. 

In  Fig,  688  ist  noch  der  Fall  dargestellt,  in  welchem  die 
Gegenpolpaare  P^*P*\  P^P^*  die  gegenüber  liegenden  Ecken  eines 
Parallelogramms  sind.  Der  unendlich  ferne  Schnittpunkt  F«  der 
beiden  Parallelen  P'^P^,  P*P^  kann  dann  als  das  Focalcentrum 
betrachtet  werden ;  und  die  beiden  über  P'^P"^,  P*P^  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreise  A',  k'\  welche  sich  in  den  Punkten 
^,  S  schneiden,  bestimmen   ein  Kreisbttschel  mit  den  Grund- 
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punkten  %  S.  Die  Focalcurve  ist  dem  zufolge  das  Erzengniss 
dieses  Kreisbttschels  und  des  projeetiven  Parallelstrahlenbttsche.lSi 
dessen  Strahlen  dorch  die  Mittelpunkte  der  entsprechenden  Kreise 
zu  P^^P^  resp.  P^*P^  parallel  gehen.  Per  sich  ablösende  Bestand- 
theil  der  so  erzeugten  Focalcurve  fällt  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zusammen  und  die  Focalcurve  a  ist  demnach  ^  wie  sich 
leicht  nachweisen  lässt,  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Denn  denken 
wir  uns  von  einem  der  Grundpunkte  4^,  S  nach  den  beiden  Schnitt- 
punkten,  welche  ein  Kreis  des  Kreisbttschels  mit  dem  entspre- 
chenden Strahle  des  Parallelstrahlenbttschels  bildet ,  Gerade  ge- 
zogen, so  stehen  diese  senkrecht  auf  einander;  und  wenn  der  Kreis 
unendlich  gross  wird,  der  entsprechende  Strahl  also  ins  Unend- 
liche rückt,  dann  gehen  die  beiden  senkrechten  Geraden  von 
dem  Grundpunkte  nach  den  beiden  unendlich  fernen  Punkten  der 
Focalcurve,  und  demnach  sind  die  zu  diesen  beiden  Geraden  pa- 
rallelen Asymptoten  senkrecht.  Der  Schnittpunkt  o  der  Diagonalen 
des  Parallelogramms  ist  der  Mittelpunkt  der  gleichseitigen  Hyper- 
bel, und  die  Hauptaxe  derselben  liegt  in  der  Geraden,  welche  den 
von  der  Chordale  o  S  mit  der  zu  P"P*^  parallelen  Geraden  o  F«, 
gebildeten  Winkel  T^oE  halbirt  Der  um  o  beschriebene  durch 
T,  S  gehende  Kreis  k!"  schneidet  demnach  die  Gerade  oT^  m 
zwei  Punkten  der  Hyperbel.  Ist  jenes  Parallelogramm  insbeson- 
dere ein  Ehombus,  dann  degenerirt  die  gleichseitige  Hyperbel  zu 
zwei  rechtwinkeligen  Geraden,  die  mit  den  Diagonalen  des  Rhom- 
bus zusammenCedlen. 

Ebenso  wie  die  Mittelpunktcurve  kOnnen  wir  in  jedem  der 
Systeme  aS,,  aS,,  S^^  S^  die  ihr  gleichartige  entsprechende  Kreis- 
punktcurve  construiren.  Die  zum  System  S^  gc^höre^de  Elreispunkt- 
curve  geht  durch  die  Punkte  P'%  P'\  F'\  Pf%  Pf\  Pf*  und  ist 
durch  zwei  Paar  von  diesen  Pulsten,  deren  zweizifferige  Marken 
keine  gleichen  Ziffern  enthalten,  bestimmt  In  gleicher  Weise  wie 
bei  der  Mittelpunktcurve  treten  auch  bei  der  Kreispunktcurve  ana- 
loge specielle  Fälle  auf,  wenn  diese  Punktpaare  ebenso  wie  jene 
Gegenpolpaare  sich  in  besonderen  gegenseitigen  Lagen  befinden. 

254.  Bestimmung  der  Kreise,  welche  fDnf  homologe  Punkte 
von  fünf  Conplanen  congruenten  ebenen  Systemen  enthalten.  Nach- 
dem wir  die  Gonstruction  der  Mittelpunktcurve  und  mit  dieser  zu- 
gleich die  der  Kreispunktcurve  abgeleitet  und  für  verschiedene 
Fälle  ausgeführt  haben,  nehmen  wir  fünf  in  einer  Ebene  liegende 
ebene  Systeme  «S^,  aS^,  £„  /S«,  S^  an;  dann  gehört  zu  den  vier 
Systemen  S^^  £,,  S^^  S^  eine  Mittelpunktcurve  a^*^\  welche  durch 
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die  sechs  Pole  P",  P",  P",  P*',  F^,  P^  geht  und  durch  zwei 
Paar  Gegenpole  bestimmt  ist.  Ebenso  gehört  zu  den  vier  Systemen 
'^M  ^^}'^2}  ^i  ^^^  Mittelpunktcurve  a^^^  die  durch  die  sechs  Pole 
P**,  P»  P*»,  P",  P",  P»*  geht  und  durch  zwei  Paar  Gegenpole 
bestimmt  ist.  Diese  beiden  Hittelpunktcuryen ,  die  sich  in  den 
drei  Polen  P^\  P'^  P*'  und  den  beiden  unendlich  fernen  imagi- 
nären Ereispunkten  schneiden^  treffen  sich  als  Curven  dritter  Ord*- 
nung  noch  in  vier  Punkten  A,  <I>,  A,  T,  welche  Hittelpunkte  sol- 
cher Ej*ei6e  sind,  auf  denen  je  ftlnf  homologe  Punkte  der  fünf 
Systeme  S^y  5,,  S^^  S^^  S^  liegen.  Von  diesen  vier  Schnittpunkten 
können  alle  reell,  alle  imaginär,  oder  zwei  reell  und  zwei  imagi- 
när sein.  Wir  erhalten  hiernach  in  allgemeiner  Form  ausgedruckt 
den  fttr  die  folgenden  Anwendungen  sehr  wichtigen  Satz: 

In  fünf  beliebig  in  einer  Ebene  liegenden  con- 
gruenten  ebenen  Systemen  giebt  es  Tier  Gruppen  von 
je  fünf  homologen  Punkten,  die  auf  je  einem  Kreise 
liegen. 

Da  wir  aus  fUnf  Elementen  fünf  Gombinationen  zur  vierten 
Classe  bilden  können,  so  giebt  es  fünf  verschiedene  Hittelpunkt- 
curven,  die  sich  in  den  vier  Punkten  A,  4>,  A,  T  schneiden. 

Im  System  S^  entspricht  den  vier  Systemen  S^y  5j,  Äj,  S^ 
eine  Ereispunktcurve  «|"^  welche  in  S^  die  Systempunkte  trägt, 
die  mit  homologen  Punkten  von  ^5,,  /S,,  S^  auf  Kreisen  liegen. 
Diese  Kreispunktcurve  geht  durch  die  Punkte  P**,  P",  P'*, 
-P?%  ^i\  ^V  ^^^  ißt  durch  zwei  Paar  von  diesen  Punkten 
bestimmt,  deren  zweizifferige  Marken  keine  gleichen  Ziffern  ent- 
halten. Ebenso  entspricht  den  vier  Systemen  S,,  5^,  S^^  S^  eine 
Ej-eispunktcurve  *}"*,  die  durch  die  sechs  Punkte  P",  P",  P", 
-PfS  -P?%  -'^i"  geht  und  in  gleicher  Weise  durch  zwei  Paar  von 
diesen  Punkten  bestimmt  ist,  deren  zweizifferige  Marken  keine 
gleichen  Ziffern  enthalten.  Beide  Kreispunktcurven  haben  die 
drei  Punkte  P**,  P^\  Pf^  und  die  beiden  unendlich  fernen  ima- 
ginären Kreispunkte  gemeinsam  und  schneiden  sich  daher  als 
Curven  dritter  Ordnung  noch  in  vier  Punkten  i?,,  Pj,  /^j,  Tj  des 
Systems  S^,  von  denen  jeder  mit  seinen  vier  homologen  Punkten 
der  Systeme  «S^,  £3,  S^^  S^  auf  einem  Kreise  liegt. 

Wenn  wir  also  zwei  Kreispunktcurven  im  System  S^  con- 
struiren,  dann  erhalten  wir  die  vier  Schnittpunkte  D^^  F^y  L^^  T, , 
denen  als  zugehörige  Kreismittelpunkte  jene  vier  Schnittpunkte 
A,  <I>y  A,  T  der  Mittelpunktcurven  entsprechen.  Sind  die  Punkte 
i>j,  Pj,  £j,  T^  im  System  S^  gefunden,  so  erhalten  wir  in  bekannter 
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Weise  die  zugehörigen  Ereismittelpankte  A,  <t>,  A,  T;  sind  da- 
gegen die  Punkte  A,,  4>,  A,  T  zuerst  bestimmt  worden,  dann 
betrachten  wir  diese  Punkte  in  dem  Mittelpunktsystem  S*"  liegend 
und  construiren  zu  diesen,  wie  auf  S.  604  angegeben  wurde,  die 
entsprechenden  Punkte  2>,,  -Pj,  X,,  j;  im  System  Sj.  Wir  werden 
zur  Bestimmung  der  homologe  Punkte  tragenden  Kreise  entweder 
zwei  Mittelpunktcurven  oder  zwei  Kreispunktcurven  benutzen,  je 
nachdem  die  ersten  oder  die  letzten  leichter  zu  construiren  sind. 
Die  abgeleiteten  geometrischen  Ergebnisse  werden  uns  den  Weg 
zur  Auffindung  angenäherter  Geradfllhrungen  ebenen,  auf  dem  wir 
zu  vielen  praktisch  wichtigen  Resultaten  gelangen^). 
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255.  Bestimmung  des  geradgefDhrten  Koppelpunktes  bei  einem 
gegebenen  Kurbelgetriebe.  In  Fig.  689  ist  beispielsweise  ein  Doppel- 
schwinggetriebe ^F^L^A  gezeichnet,  dessen  Steg  4>A  und  dessen 
Koppel  -F\i,  ist.  Wir  nehmen  die  zwei  Lagen  F^L^^  F^L^  der 
Koppel  als  die  Bewegungsgrenzen  fllr  die  zu  bestimmende  Oerad- 
führnng  an,  und  wählen  zwischen  diesen  zwei  andere  Lagen  F^L^^ 
F^L^  der  Koppel;  dann  wird  deijenige  mit  der  Koppel  F^L^  ver- 
bundene Punkt  2?i,  der  in  den  vier  angenommenen  Lagen  der 
Koppel  auf  einer  Geraden  b  liegt,  ein  Curvenstttck  beschreiben,  von 
dem  vier  Punkte  in  dieser  Geraden  liegen.  Alle  anderen  mit  der 
Koppel  verbundenen  Punkte  besitzen  diese  Eigenschaft  bezüglich 
jener  vier  Lagen  nicht  Wenn  die  Bewegungsgrenzen  derart  sind, 
dass  eine  Geradftthrung  nicht  mehr  erwartet  werden  kann,  dann 
ist  die  Lage  des  Punktes  D^  im  Bezug  auf  die  Koppel  F^  L^  von 
den  beiden  Zwischenlagen  abhängig;  wenn  aber  die  Grenzen  der- 
art sind,  dass  eine  Geradftthrung  zulässig  wird,  dann  verschwindet 
diese  Abhängigkeit  fast  voUsl&idig,  und  die  Wahl  der  Zwischen- 
lagen hat  demnach  nur  einen  sehr  geringen  Einfluss  auf  die  Be- 
stimmung des  geradgeftlhrten  Punktes.  Am  günstigsten  ist  es  je- 
doch, wenn  die  Abstände  der  auf  einander  folgenden  Punkte  Z>j, 
i>3,  i>3,  D^  gleich  oder  sehr  wenig  verschieden  sind;  denn  dann 

*)  Die  erhaltenen  geometrischen  Beziehungen  worden  in  anderer  Weise 
zuerst  abgeleitet  und  auf  die  angen&herten  GeradfQhrungen  angewendet  in 
L.  Burmester,  ,,6eradführung  durch  das  Kurbelgetriebe".  Gviüngenieur, 
1876.  B.  22.  S.  597,  ferner  daselbst  1877.  B.  23.  S.  227  und  319. 
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wird  innerhalb  der  Strecke  i>,  A  die  Möglichkeit  der  Abweichung 
der  Carve  d  von  der  Geraden  b  am  meisten  beschränkt 

Durch  die  vier  Eoppellagen  FiA»  -faA>  -^3^3>  -^4^4  einä. 
vier  Lagen  S^^  S^,  S^^  S^  eines  conplan  bewegten  ebenen  Systems 
bestimmt;  und  wir  können  demnach,  wie  im  Art  250  angegeben 
wurde,  den  Eoppelpunkt  Z^^  resp.  den  Punkt  J9i  im  System  S^ 
bestimmen,  der  mit  den  drei  homologen  Punkten  D^^  D^^  D^  m 
der  Geraden  b  liegt  und  die  Geradftthrung  vollzieht.  In  Fig.  689 
sind  in  den  beiden  Lagen  F^L^^  F^L^  die  beiden  Punkte  i^i,  F^ 
zusammengelegt  und  denmach  coincidirt  der  Pol  P^^  mit  den- 
selben. Der  Pol  P^^  ist  als  Schnitt  der  Halbirungsgeraden  der 
Winkel  F,<PF^,  L,AL,  und  der  Pol  P""  als  der  Schnitt  der  Hal- 
birungsgeraden der  Winkel  F^^i^F^^  L^AL^  gezeichnet;  und  ferner 
ist  der  Höhenschnittpunkt  U'''  des  Poldreiecks  P'^P^^P^  construirt 
In  analoger  Weise  sind  die  Pole  P",  P^  und  der  Höhenschnitt- 
punkt U^^  des  Poldreiecks  P^^P^*P^  gezeichnet  Die  beiden  be- 
ziehHch  durch  die  Punkte  Z/*»»,  P",  P"  und  U'^,  P",  P"  ge- 
zogenen, sich  in  P**  schneidenden  Kreise  ArJ*',  &J*%  deren  Mittel- 
punkte mit  Ml^^^  Ml^^  bezeichnet  sind,  bestimmen  durch  ihren 
zweiten  Schnittpunkt  den  Eoppelpunkt  i>i,  und  dadurch,  dass 
dieser  Punkt  auf  der  Verbindungsgeraden  b  der  Höhenschnitt- 
punkte  17*^,  ü^^  liegt,  erhalten  wir  eine  Controle  fllr  die  Bichtig- 
keit  der  Zeichnung.  Wenn  die  beiden  Kreise  sich  nicht  unter 
gflnstigen  Winkeln  schneiden  und  den  Punkt  i>,  als  Schnitt  nicht 
genau  bestimmen,  dann  erhalten  wir  diesen  Punkt  Z>, ,  indem  wir 
von  P"  auf  die  Verbindungsgerade  M[^^M\^*  der  Mittelpunkte  eine 
Senkrechte  fällen  und  dieselbe  um  ihre  eigene  Länge  verlängern. 

Sind  etwa  die  Höhenschnittpunkte  ungünstig  gelegen  und  bei 
der  Gonstruction  nicht  verwendbar,  dann  construiren  wir  die  zu 
dem  System  S^  gehörenden  Punkte  P,",  Pf\  die  den  Polen  P% 
P"  entsprechen,  indem  wir  von  P"  auf  P'^P'\  von  P**  auf  P'^P'' 
beziehlich  die  um  ihre  eigene  Länge  verlängerten  Senkrechten 

Punkt  D^  liefeni,  sind  dann  auch  resp.  durch  die  Punkte  P^\  P^% 
Pf'  und  P^\  P",  PJ*  bestimmt  Denken  wir  uns  femer  control- 
weise  noch  den  Pol  P^  und  den  Punkt  P?'  durch  die  auf  P'^'P'' 
gefällte,  um  ihre  eigene  Länge  verlängerte  Senkrechte  construirt, 
und  den  durch  die.  Punkte  P*',  P**,  Pf*  bestimmten  Kreis  be- 
schrieben, so  geht  auch  dieser  durch  den  Punkt  D^ .  Auf  der  voll- 
ständig gezeichneten  von  dem  Eoppelpunkte  B^  beschriebenen 
Bahncurve  ä  sind  die  dem  Punkte  A  entsprechenden  und  mit 
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demselben  auf  der  Geraden  b  liegenden  Punkte  A9  A9  A  o^tur- 
kirt.  Die  Bahncorve  d  schmiegt  sich  bei  dem  betrachteten  Bei- 
spiele noch  ttber  die  angenonmienen  Orenzlagen  I)^^  D^  hinaus 
so  innig  an  die  Gerade  b,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  D^ 
als  eine  ausserordentlich  genaue  Geradfbhrung  bezeichnet  werden 
kann.  Wenn  wir  fär  verschiedene  Lagen  des  geradgefllhrten 
Punktes  D^  innerhalb  des  angenähert  geraden  Curvenstückes  die 
Normalen  an  der  Gunre  8  in  bekannter  Weise  construireui  dann 
zeigt  sich,  dass  diese  Normalen  sehr  angenähert  senkrecht  auf 
der  Geraden  b  stehen,  und  hierdurch  wird  die  Genauigkeit  dieser 
Geradftthrung  bestätigt.  Durch  die  Construction  der  Normalen 
in  den  Punkten  Z>j,  D^^  D^y  D^  der  Curve  d  erkennt  man,  dass 
die  graphisch  nicht  angebbare  Ausbiegung  zwischen  2>,  D^  nach 
links,  zwischen  AA  i^^h  rechts  und  zwischen  D^D^  wieder 
nach  links  von  der  Geraden  b  erfolgt.  Demnach  wird  diese  Ge- 
rade von  der  Curve  ausserhalb  der  Strecke  AA  noch  in  zwei 
anderen  Punkten  geschnitten,  von  denen  der  eine  in  der  Nähe 
von  i>i,  der  andere  in  der  Nähe  von  ü^^  liegt.  Die  Gerade  b 
hat  also  mit  dem  angenäherten  Theil  der  Curve  8  sechs  Punkte 
gemeinsam ;  und  dies  ist  die  höchste  Anzahl  reeller  Schnittpunkte, 
welche  erreicht  werden  kann,  weil  die  Eoppelcurve  nach  S.  305 
von  der  sechsten  Ordnung  ist.  Nach  der  Anzahl  dieser  Schnitt- 
punkte wird  eine  Geradftthrung  bezeichnet,  und  in  diesem  Falle 
ist  also  die  angenähert  geradlinige  Bewegung  des  Punktes  D^  eine 
sechspunktige  angenäherte  Geradftthrung  genannt 

Nach  dem  Roberts'schen  Satze  in  Art  126  kann  die  Eoppel- 
curve d  in  dreifacher  Weise  durch  Kurbelgetriebe  erzeugt  werden; 
demnach  können  wir  dieselbe  Geradftthrung  noch  durch  zwei  andere 
Kurbelgetriebe  hervorbringen.  Behufs  der  Bestimmung  dieser  bei- 
den Kurbelgetriebe  ist  in  Fig.  689^  das  betrachtete  Kurbelgetriebe 
<I>JPXA  in  halber  Grösse  gezeichnet  und  das  Dreieck  4>AQ  con- 
struirt,  welches  dem  Koppeldreieck  FLD  ähnlich  ist  Durch  die 
angefügten  Parallelogramme  ^FDFi^  XLDLji  werden  die  Punkte 
Fiy  Ljj  bestimmt,  welche  die  Verbindungsstrecken  FjB^  LjjV  lie- 
fern; und  an  diesen  Strecken  sind  die  mit  FLJD  ähnlichen  Drei- 
ecke FjDOjy  DLjiOjj  gezeichnet  Hiemach  ergiebt  sich  das 
Kurbelgetriebe  4>FjO/Q  mit  dem  Koppeldreieck  FjOjD  und  das 
Kurbelgetriebe  AX/;  OnCi  mit  dem  Koppeldreieck  LijO^D.  Durch 
diese  beiden  Kurbelgetriebe  wird  vom  Punkte  D  dieselbe  Bahn- 
curve  8  und  demnach  dieselbe  Geradftthrung  erzeugt,  welche  das 
erste  Kurbelgetriebe  hervorbringt    Durch  die  Vereinigung  der 
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drei  Kurbelgetriebe  wird  in  Fig.  839^  ein  zehngliederiger  über- 
geschloBsener  Mechanismus  gebildet,  bei  welchem  die  starren  Drei- 
ecke FLD^  FjDOjj  DLjiOji  und  die  veränderlichen  Dreiecke 
FjLjja,  FAOjj,  ^LOj  dem  Dreiecke  4>AQ  ähnUch  sind. 

Bei  dem  ersten  Kurbelgetriebe  ^FLA  kann,  wenn  der  Punkt 
D  die  ganze  Strecke  der  Oeradftthrung  durchschreiten  soll,  nur 
der  Arm  AL  als  treibende  Schwinge  verwendet  werden.  Denn 
vom  Arme  ^F  aus  ist  die  Bewegung  nicht  eindeutig  übertragbar, 
weil  bei  derselben  die  Punkte  A,  Z,  F  in  eine  Gerade,  also  in 
eine  Todtlage  gelangen.  Bei  dem  zweiten  Kurbelgetriebe  ^Fj  0/Q 
kann  aus  gleichem  Grunde  nur  der  Arm  Cl  Oj  als  Schwinge  dienen. 
Bei  dem  dritten  Kurbelgetriebe  AL^OjjCl  treten  zwei  Todtlagen 
ein,  wenn  der  Punkt  D  die  ganze  Geradftthrung  durchläuft ;  dem- 
nach kann  hier  keiner  der  beiden  Arme  als  treibende  Schwinge 
genommen  werden.  Ist  es  aber  möglich,  dass  die  Todtlagen  ver- 
mittelst Beharrungsschlusses  tiberschritten  werden,  dann  können 
wir  in  allen  drei  Fällen  jeden  der  Arme  als  treibende  Schwinge 
verwenden.  Um  also  einen  Einblick  in  den  Bewegungsvorgang 
zu  erlangen,  muss  stets  eine  derartige  Musterung  dieser  Kurbel- 
getriebe stattfinden. 

256.  Construction  eines  Kurbelgetriebes  mit  einem  auf  der 
Koppelstange  liegenden  geradgefOlirten  Punicte.  Werden  vier  homo- 
loge Strecken  l?|i^,,  Ä^2>  A^3>  A^4  7  die  vier  congruente 
Punktreihen  bestimmen,  so  angenommen,  dass  die  vier  entspre- 
chenden Punkte  i>i,  2>2»  A»  A  &^  ^^^^^^  Geraden  b  und  die 
vier  entsprechenden  Punkte  i^^,  F,,  J^,,  F^  auf  einem  Kreise  q> 
liegen,  dessen  Mittelpunkt  4>  ist ;  dann  giebt  es  nach  dem  zweiten 
Satze  S.  610  ausser  dem  Kreise  q>  und  der  Geraden  b,  die  einen 
unendlich  grossen  Kreis  mit  unendlich  fernem  Mittelpunkte  A» 
vertritt,  stets  noch  einen  Kreis  A,  der  durch  vier  entsprechende 
Punkte  Zr^,  £„  X3,  L^  dieser  congruenten  Punktreihen  geht.  Der 
Mittelpunkt  A  dieses  Kreises  ergiebt  sich  als  der  vierte  Schnitt- 
punkt je  zweier  der  vier  Kegelschnitte  6*",  e*",  6***,  «^,  die  resp. 
durch  fünf  Punkte  P"P"P»*<t>A«„  P"P"P«4>A,,  P"P"P>*<1>A^, 
P''P**P"4>A«  bestimmt  sind;  und  dieser  vierte  Schnittpunkt  kann, 
weil  drei  Schnittpunkte  je  zweier  dieser  Kegelschnitte  bekannt 
sind,  nach  den  Lehren  der  projectiven  Geometrie  vermittelst  ge- 
rader Linien  construirt  werden.  Diese  Construction,  welche  jedoch 
sehr  umständlich  ist,  vereinfacht  sich  und  wird  leicht  ausführbar, 
wenn  einer  der  in  Betracht  kommenden  beiden  Kegelschnitte  aus 
zwei  Geraden  besteht.   Für  diesen  Fall,  der  bei  der  Bestimmung 
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einer  Oeradfiihrimg  oft  eintritt,  wollen  wir  die  Constmetion  jenes 
Mittelpunktes  A  ausführen. 

Um  in  Fig.  640  das  Kurbelgetriebe  ^F^L^\  zu  constmiren, 
bei  welchem  ein  auf  der  Eoppelstange  F^L^^  liegender  Punkt  D^ 
eine  angenäherte  Geradführung  vollzieht,  nehmen  wir  die  Gerade  b 
sowie  den  Kreis  q>  mit  dem  Mittelpunkte  4>  an  und  wählen  auf  b 
ftlr  die  Geradführung  die  Grenzlagen  D^^D^.   Hierauf  theilen  wir 
die  Strecke  D^D^  in  drei  gleiche  Theile,  betrachten  die  Theil- 
punkte  i>,,  2>3  als  zwei  Zwischenlagen  des  geradgefHhrten  Punk- 
tes, und  legen  die  beiden  homologen  Strecken  D^F^^  A^s  so, 
dass  die  beiden  entsprechenden  Punkte  F^^  F^  und  mit  diesen 
also  auch  der  Pol  P^^  auf  dem  Kreise  (p  vereint  liegen.    Dann 
sind  auch  die  beiden  anderen  homologen  Strecken  D^F^^  D^F^ 
bestimmt,  deren  entsprechende  Punkte  i^,,  F^  sich  auf  dem  Kreise 
(p  befinden.    Der  Pol  P^^  ergiebt  sich  als  der  Schnittpunkt  der 
Halbirungsgeraden  des  Winkels  F^<^F^  und  der  in  der  Mitte  D^ 
von  i^iA  &^^  ^  errichteten  Senkrechten;  und  in  gleicher  Weise 
werden  die  anderen  Pole  bestimmt.   Dem  zufolge  liegen  die  bei- 
den Pole  P*^  P^  auf  einer  durch  4>  gehenden  Geraden,  und  der 
durch  die  Punkte  P'\  P'\  P",  *,  A«  bestimmte  Kegelschnitt  «*** 
zerfällt  also  in  die  auf  b  senkrechte  Gerade  P^'A«  und  die  Ge- 
rade 4>P''.    Diese  letzte  Gerade  ^P'^  trägt  alle  Mittelpunkte  der 
durch  P**,  P3  oder  P,,  P,,  P3  gehenden  Kreise  und  kommt  hier 
nicht  weiter  in  Betracht    Ebenso  zerfällt  auch  der  durch  die 
Punkte  P'\  P'\  P",  4>,  A«,  bestimmte  Kegelschnitt  «"'  in  die 
Geraden  P**A«,  <I>P".    Durch  die  Punkte  P'\  P",  P«,  4>,  ^^ 
ist  der  Kegelschnitt  e^**  gegeben,  der  mit  jenem  ersten  gerad- 
linigen Kegelschnitt  die  drei  Punkte  P^\  4>,  A«  gemein  hat 
Wir  können   dann  den   vierten  Schnittpunkt  A   dieser  beiden 
Kegelschnitte,  d.  h.  den  zweiten  Schnittpunkt,  welchen  die  Ge- 
rade P*^A»  mit  dem  Kegelschnitt  e*^  bildet,  nach  dem  Pascal- 
schen  Satze  vermittelst  gerader  Linien  construiren,  indem  wir  das 
Sechseck  P*»P"P»* 4>AA«  betrachten,  welches  dem  Kegelschnitt 
B^^*  eingeschrieben  ist   In  diesem  Sechseck  wird  durch  die  Gegen- 
seiten P^*P*\  AA«,  der  Schnittpunkt  ^,  durch  die  Gegenseiten 
P«<t>,  A^P'3  der  Schnittpunkt  A  und  damit  die  Pascarsche 
Gerade  gh  bestinmit,  die  P^^P^*  im  Punkte  t  schneidet    Dem- 
nach liefert  die  Gerade  i^  auf  P'^A«  den  Mittelpunkt  A  des 
Kreises  A,  und  dieser  Punkt  kann,  indem  wir  die  Reihenfolge  der 
vier  Ecken  P*',  P",  P%  4>  jenes  Sechsecks  verändern,  durch 
zwölf  verschiedene  Gonstructionen  bestimmt  werden;  und  femer 
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ergeben  sich  ebenso  viele  verschiedene  Gonstractionen,  wenn  wir 
den  Kegelschnitt  ^  verwenden.  Ist  die  Constellation  der  fttnf 
gegebenen  Punkte  auf  dem  Kegelschnitt  e^^  für  die  Constmction 
des  Punktes  A  ungünstig,  so  können  wir  auch  leicht  noch  andere 
Punkte  dieses  Kegelschnitts  bestimmen,  indem  wir  auf  den  Ge- 
raden i>iF,,  D^F^y  D^F^  drei  homologe  Punkte  annehmen  und 
den  Mittelpunkt  des  durch  dieselben  gehenden  Kreises  construiren; 
dann  ist  dieser  Mittelpunkt  ein  neuer  Punkt  dieses  Kegelschnitts. 

Um  nun  den  Kreis  X  zu  zeichnen,  bestimmen  wir  zum  Mittel- 
punkte A  den  entsprechenden  «Punkt  L^  auf  A^i>  indem  wir 
gemäss  den  Darlegungen  auf  S.  604  den  Winkel  I\.P^^L^  gleich 
dem  zum  Winkel  ^P^^F^  gehörenden  Nebenwinkel  machen;  dann 
schneidet  der  Schenkel  P"L,  die  Gerade  jDijPj  im  Punkte  ij,  der 
dem  Punkte  A  entspricht,  und  AX,  ist  der  Radius  des  Kreises  A, 
der  durch  die  vier  homologen  Punkte  L^^  L^^  L^^  L^  geht  Eine 
andere  Constmction  dieses  Radius  ergiebt  sich,  wenn  wir  beachten, 
dass  die  Mitten  der  Verbindungsstrecken  entsprechender  Punkte 
zweier  congruenter  Punktreihen,  wie  z.  B.  !>,  Fj  ij . . ,  i?,  F,  ig . . , 
auf  einer  Geraden  q  liegen.  Ziehen  wir  nun  diese  Gerade  q  durch 
die  Mitten  von  A  A>  ^«^3?  hierauf  die  Gerade  P**A,  und  femer 
durch  den  Schnittpunkt  /  dieser  beiden  Geraden  auC  P^A  eine 
Senkrechte,  so  schneidet  diese  die  Geraden  A^s»  A^s  i^^sp*  ü^ 
den  homologen  Punkten  A»  ^s»  durch  welche  der  Kreis  l  geht 
Wir  haben  hierdurch  das  Kurbelgetriebe  ^F^L^h.  erhalten,  bei 
welchem  der  auf  der  Koppelstange  F^L^  liegende  Punkt  A  ^^^ 
Bahncurve  ö  beschreibt,  von  der  sich  das  Curvensttlek  A  A  sehr 
nahe  an  die  Gerade  b  anschmiegt  Diese  Gerade  b  schneidet  die 
Curve  dy  welche  von  der  Geraden  <I>A  symmetrisch  getheilt  wird, 
in  den  Punkten  Ai  A>  Ai  A  ^iid  ferner  auf  dem  weiter  ab- 
gebogenen Theile  in  einem  Punkte  Dx.  Es  muss  demnach,  weil 
die  Curve  von  der  sechsten  Ordnung  ist,  noch  ein  sechster  Schnitt- 
punkt existiren,  und  dieser  liegt  zwischen  A»  A;  denn,  wenn 
wir  an  den  Punkten  A  j  A  die  Normalen  der  Curve  constrairen, 
zeigt  sich,  dass  von  A  ^^^^  A  ^i'st  eine  Ausbiegung  nach  links, 
dann  nach  rechts  und  beim  Durchgange  durch  A  wieder  nach 
links  erfolgt.  Wir  erhalten  daher  in  diesem  Falle  eine  flinfpunk- 
tige  angenäherte  Geradftthmng. 

Da  nach  dem  in  Art.  126  abgeleiteten  Roberts 'sehen  Satze 
die  Koppelcurve  6  in  dreifacher  Weise  durch  Kurbelgetriebe  er- 
zeugt werden  kann,  so  erhalten  wir  dieselbe  Geradftthmng  noch 
durch  zwei  andere  Kurbelgetriebe,  bei  denen  der  geradgeftthrte 
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Punkt  auf  der  zagehörigen  Eoppehtange  liegt.  Um  diese  beiden 
Kurbelgetriebe  zu  zeichnen,  ist  in  Fig.  640^  das  gefundene  Kurbel« 
getriebe  wieder  durch  ^FLA  dargestellt ,  und  auf  A<l>  ist  der 
Punkt  £1  so  bestimmt,  dass  A4>£2  ähnlich  LFD  ist;  femer  sind 
die  Parallelogramme  ^FDFj^  ALDLji  construirt  und  durch  Cl 
zu  den  verlängerten  Geraden  DFj^  Lj^D  resp.  die  Parallelen 
ClOfjy  dOj  gezogen,  durch  welche  das  Parallelogramm  ClOjDOjj 
entstanden  ist.  Hierdurch  erhalten  wir  das  Kurbelgetriebe  ^FjOjCi 
mit  dem  auf  der  verlängerten  Koppelstange  Oj  Fj  liegenden  gerad- 
geführten Punkte  JD  und  das  Kurbelgetriebe  ALjfOjjCl  mit  dem 
auf  der  Koppelstange  Lji  0^  liegenden  geradgeftthrten  Punkte  D. 
Es  wird  demnach  durch  diese  beiden  Kurbelgetriebe  vom  Punkte 
D  dieselbe  Bahncurve  ö  beschrieben  und  somit  dieselbe  Gerad- 
führung  bewirkt,  welche  das  erste  Kurbelgetriebe  erzeugt.  Durch 
die  Vereinigung  der  drei  Kurbelgetriebe  wird  in  Fig.  640^  ein 
zehngliederiger  ttbergeschlossener  Hechanismus  gebildet,  bei  wel* 
chem  die  starren  Punktgruppen  FLD^  F^DOi^  DL^jO^  und  die 
veränderlichen  Punktgruppen  F/ i;,  ß,  FAOu^  4>iO;  der  Punkt* 
gruppe  4>Aß  ähnlich  sind. 

Wird  in  Fig.  640  die  Gerade  b  durch  einen  Kreis  ersetzt, 
liegt  also  der  Hittelpunkt  A  desselben  im  Endlichen,  dann  ist  die 
Construction  des  auf  AP*'  befindlichen  Hittelpunktes  A  dieselbe 
wie  vorhin;  und  wir  erhalten  ein  Kurbelgetriebe,  bei  welchem 
die  vom  Punkte  JD^  beschriebene  Bahncurve  d  sich  innerhalb  des 
Kreisbogens  JD1D4  sehr  nahe  an  denselben  anschmiegt.  Da  wir 
den  Radius  des  Kreises  b  beliebig  gross  nehmen  können,  so  wird 
auf  diese  Weise  sehr  angenähert  ein  Bogenstttck  eines  grossen 
Kreises  erzeugt  und  damit  eine  angenäherte  Kreisfahrung  ge^ 
Wonnen. 

257.  ZugbrOcke  mit  horizontal  geradgefDhrtem  Gesamtschwer- 
punkte.  Durch  verschiedene  Einrichtungen  wird  es  ermöglicht, 
dass  der  Aufzug  einer  Zngbrttcke  mit  einer  verhältnissmässig 
kleinen  Kraft  bewirkt  werden  kannO*  Um  dies  aber  durch  einen 
sehr  einfach  gestalteten  Hechanismus  der  Zugbrücke  zu  erreichen, 
verwenden  wir  ein  in  Fig.  641,  Taf.  XL,  dargestelltes  Kurbeige« 
triebe  ^F^L^Af  bei  welchem  der  Arm  4>Fj  die  aufziehbare 
Brückenbahn  oder  Klappe  bildet  und  der  auf  der  Koppel  FL 
liegende  Punkt  i>i  der  Gesamtschwerpunkt  der  drei  beweglichen 


^)  Fränkel,  „Bewegliche  BrQcken":   Bandbuch  der  Ingetäeurmissen" 
Schaft  ¥on  Sch&ffer  und  Sonne.  1&S2.  B.  II.  Abth.  IL  S.  66. 
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Glieder  4>Fi,  F^L^^  L^A  ist  Wird  nun  das  Kurbelgetriebe  so 
eingerichtet)  dass  bei  einer  Drehung  der  Klappe  aus  der  horizon- 
talen Lage  4>Fj  in  die  aufrechte  verticale  Lage  ^F^  der  Gesamt- 
schwerpunkt, also  der  Koppelpunkt  D^ ,  sich  sehr  angenähert  auf 
einer  horizontalen  Geraden  b  bewegt ,  so  ist  bei  der  Aufziehung 
nur  diejenige  Kraft  erforderlich,  welche  die  Beibung  überwindet. 
Behufs  der  Construction  dieses  Kurbelgetriebes  nehmen  wir 
die  horizontale  Gerade  b  etwa  in  der  Höhe  gleich  k^F^  über  der 
festen  Axe  4>  an,  wählen  auf  b  den  Punkt  D^  in  günstigem  Ab- 
stände von  F^  und  bestimmen  auf  b  den  Punkt  Z>4,  so  dass  D^F^ 
«=  i?,  F^  ist  Wir  theilen  dann  die  Strecke  D^  D^  durch  die  Punkte 
Di,  JD^  in  drei  gleiche  Theile  und  construir^n  auf  dem  von  F,  be- 
schriebenen Viertelkreise  q)  die  Punkte  Fj,  F3,  indem  wir  D^F^  = 
^3  Fj^  s»  D^  Fj  machen.  Hierdurch  erhalten  wir  die  vier  Koppellagen 
DiF^j  D^F^j  D^F^j  D^F^j  und  wir  müssen  nun  den  Mittelpunkt  A 
des  Kreises  l  bestimmen,  der  durch  vier  homologe  Punkte  //,,  L^, 
£3,  X4  dieser  Koppellagen  geht  Der  Mittelpunkt  A  ergiebt  sich 
als  der  Schnittpunkt  zweier  Kegelschnitte  e*^,  r^,  die  beziehlich 
alle  Mittelpunkte  der  durch  je  drei  homologe  Punkte  der  Geraden 
J>jF„  D^F^,  I),F,  und  A^2,  A^a,  F>^F,  gehenden  Kreise  ent- 
halten. Dieser  Schnittpunkt  kann  zwar,  wie  S.  626  erwähnt  ist, 
linear  construirt  werden ;  es  ist  jedoch  in  der  Ausführung  ebenso 
leicht,  zwei  günstig  gelegene  kurze  Stücke  dieser  Kegelschnitte 
zu  construiren.  Wenn  wir  auf  jenen  Geraden  einige  Gruppen  von 
Tier  homologen  Punkten  markiren,  von  denen  z.  B.  eine  durch 
die  vier  homologen  Punkte  X.,  X^,  X3,  X,  gebildet  wird,  erkennen 
wir  bald  ungefähr  die  Stelle,  an  welcher  der  Schnittpunkt  A  der 
beiden  Kegelschnitte  £^^^,  c^^  liegt  Indem  wir  die  Mittelpunkte 
jfiJM^  ^234  ^gj.  beziehlich  durch  Xj,  JXj,  X],  und  -Xg,  Z3,  X^  gehen- 
den Kreise  construiren,  liefert  X^'^  einen  Punkt  des  Kegelschnitts 
€***  und  X^  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  ^.  Behufs  der  ge- 
nauen Bestimmung  dieser  Mittelpunkte  verwenden  wir  die  be- 
treffenden Pole ;  denn  ziehen  wir  z.  B.  von  dem  Pol  F^  nach  der 
Mitte  der  Strecke  X^X^  die  Gerade  P^X^,  welche  den  Mittel- 
punkt X^  enthält,  so  ist  diese  Gerade  genauer  als  eine  durch  die 
Mitte  auf  die  kurze  Strecke  X^X^  senkrecht  gezogene  Gerade, 
änd  nun  in  dieser  Weise  durch  einige  Punkte  die  betreffenden 
Stücke  der  Kegelschnitte  e*^,  ^  gezeichnet,  die  sich  in  dem  ge- 
suchten Mittelpunkte  A  schneiden,  so  ist  hiermit  die  zweite  feste 
Axe  A  des  Kurbelgetriebes  gefunden.  Der  Gelenkpunkt  L^  auf 
der  Geraden  2>j  Fj ,  der  mit  den  drei  homologen  Punkten  X^,  X,, 
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£4  auf  dem  am  A  beschriebenen  Ereifie  A  liegt,  ergiebt  sich,  in- 
dem wir  den  Winkel  F^P^^L^  =  <I>P**A  machen.  In  anderer 
Weise  erhalten  wir  den  Punkt  L^  und  zugleich  den  Punkt  Z^, 
wenn  wir  die  Gerade  q  ziehen,  welche  durch  die  Mitten  aller  Ver- 
bindungsstrecken der  entsprechenden  Punkte  der  Geraden  D^F^j 
D^F^  geht,  und  femer  durch  ihren  mit  der  Geraden  P"A  gebil- 
deten Schnittpunkt  /  auf  P'^A  die  Senkrechte  L^L^  ziehen.  Bei 
dem  so  erhaltenen  Kurbelgetriebe  beschreibt  der  Eoppelpunkt  D^ 
eine  Curve  d,  die  sich  innerhalb  der  Strecke  D^  D^  sehr  nahe  an 
die  horizontale  Gerade  b  anschmiegt,  und  dies  wird  auch  durch 
die  Gonstruction  der  betreffenden  Curvennormalen  bestätigt,  weil 
dieselben  zur  Geraden  b  sehr  angenähert  senkrecht  sind.  /Die 
weitere  Ausfährung  der  Curve  8  zeigt,  dass  die  Gerade  b  den 
weiter  abgebogenen  Ourventheil  noch  in  zwei  Punkten  schneidet. 
Demnach  hat  der  angenäherte  Ourventheil  nur  die  vier  Punkte 
i>j,  i>2,  i>3,  D^  mit  der  Geraden  b  gemein  und  das  Kurbelgetriebe 
liefert  somit  nur  eine  vierpunktige  Geradftlhrung. 

Bei  der  in  Fig.  641  schematisch  dargestellten  Zugbrücke  muss 
der  Arm  AZ^  mit  einem  Gegengewichte  versehen  sein,  so  dass 
der  Gesamtschwerpunkt  in  D^  liegt,  dann  wird  derselbe  sehr  an- 
genähert horizontal  geführt,  und  der  Aufzug  der  Brttcke  erfordert 
nur  eine  die  Reibung  überwindende  KrafL  Bei  der  De lile 'sehen 
Zugbrücke  0  wird  die  horizontale  Geradführung  des  Gesamtschwer- 
punktes i>,  dadurch  bewirkt,  dass  ein  in  grösserem  Abstände  von 
I>i  befindlicher  Punkt  i,  der  Stange  2?iP,  sich  im  Mauerwerke 
auf  einer  entsprechenden  Curve  bewegt.  Wenn  diese  Curve  aber, 
.wie  oben  gezeigt  wurde,  vermittelst  eines  zweckmässig  gestal- 
teten Kurbelgetriebes  sehr  angenähert  durch  ein  Kreisbogenstück  A 
ersetzt  werden  kann,  so  ergeben  sich  bei  dieser  Zugbrücke  viele 
praktische  Yortheile. 

258.  Evan8'8Che  Geradflihrung.  Bei  dem  in  Fig.  642  darge- 
stellten Kurbelgetriebe  <t>PjijA  sind  die  Koppellagen  F^L,^  F^L^ 
und  F^L^^  Pgij  symmetrisch  zu  der  Halbirungsgeraden  4>A^  des 
Ausschlagwinkels  F^^F^  des  Armes  <t>Pi,  auf  der  die  homologen 
Punkte  i,,  L^  sowie  Xj,  L^  coincidiren;  und  die  vier  entsprechen- 
den Punkte  D^^D^^D^^  D^  des  angenähert  geradgeftthrten  Punktes 
der  Koppelstange  F^L^  liegen  in  einer  auf  4>A^  senkrechten  Ge- 
raden b.  Eine  in  dieser  Weise  durch  ein  Kurbelgetriebe  erzeugte, 
angenähert  geradlinige  Bewegung,  die  Evans  bei  der  Dampf- 

*)  Bulletin  de  la  Societä  d'encouragement.   1824.   Ann^e  23.  p.  14. 
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maschine  angewendet  hat^,  wird  eine  Evans 'sehe  Geradftth- 
rang  genannt 

Um  das  Kurbelgetriebe  ^F^L^A  so  zu  bestimmen,  dass  durch 
dasselbe  eine  möglichst  angenäherte  Geradflihmng  bewirkt  wird, 
nehmen  wir  auf  der  Geraden  b  die  Annäherungsstrecke  2>|  A  an, 
auf  welcher  die  Gterade  4>Aao  in  der  Mitte  F  senkrecht  steht, 
zeichnen  auf  b  in  gleichen  Abständen  yon  F  die  Punkte  D^j 
D^,  indem  wir  insbesondere  die  Strecke  AA  ^  ^^^  gleiche 
Theile  theilen,  und  wählen  für  die  Strecke  D^L^  eine  zweck- 
mässige Länge.  Hierdurch  sind  die  symmetrisch  gelegenen  gleir 
chen  Strecken  X>,i^i,  A^2  9  AAi  ÄA  bestimmt,  deren  End* 
punkte  £,,  X4  und  X,,  L^  auf  der  Geraden  FA„  beziehlich  in 
den  Gegenpolen  P^\  F^  coincidiren;  und  die  beiden  in  bekannter 
Weise  construirten  Gegenpole  P",  P**  liegen  symmetrisch  zu 
P'*F^  in  der  auf  P'^P"^  senkrecht  durch  die  Mitte  gehenden 
Geraden.  Die  Gegenpolpaare  P"P*',  P^*P**  bilden  also  einen 
Rhombus,  und  dem  zufolge  besteht  die  Mittelpunktcurve  der  vier 
congrueuten  Systeme,  die  durch  jene  vier  homologen  Strecken 
bestimmt  sind,  nach  S.  621  aus  den  beiden  senkrechten  Geraden 
FA«,  P^^p^  und  der  unendlich  fernen  Geraden;  und  dies  ist 
auch  ohne  Ableitung  aus  der  allgemeinen  Beziehung  direct  aus 
der  symmetrischen  Anordnung  ersichtlich.  Jedem  auf  der  Ge- 
raden P^'P'*  gewählten  Mittelpunkte  A  entspricht  ein  durch  die 
yier  homologen  Punkte  L^^  X,,  Z,,  L^  gehender  Kreis  9),  und 
jedem  auf  der  Geraden  FA«  gewählten  Mittelpunkte  4>  entspricht 
ein  Kreis  %  der  yier  homologe  Punkte  P^,  P,,  P,,  P^  der  vier 
Geraden  i>jZfj,  AAi  AAi  A-^4  enthält  Um  zu  einem  ange-. 
nommenen  Mittelpunkte  4>  den  entsprechenden  Punkt  P^  auf  der 
Geraden  D^L^  zu  construiren,  machen  wir  den  Winkel  D^P^^F^ 
=  A«P"4>,  und  umgekehrt  ergiebt  sich  auch  in  dieser  Weise  zu 
einem  angenommenen  Punkte  P|  der  entsprechende  Punkt  ^. 
Femer  erhalten  wir  auch  zugleich  die  Punkte  P^,  P,,  indem  wir 
die  Gerade  q  ziehen,  welche  durch  die  Mitten  der  Verbindungsr 
strecken  aller  homologen  Punkte  der  Geraden  D^L^^  AA  geht 
und  <t>P*'^  im  Punkte  /  schneidet,  und  dann  durch  /  auf  <t>P**  die 
Senkrechte  P,  P,  ziehen.  Hierdurch  ist  zu  dem  festen  Axenpunkte 
<[>  der  entsprechende  Gelenkpunkt  F^  ermittelt;  und  wenn  wir 
noch  auf  der  Geraden  P^'^P^  den  anderen  festen  Axenpunkt  A 
zweckmässig  liegend  annehmen,  so  ist  das  Kurbelgetriebe  ^F^L^IS. 

*)  Abhandlungen  der  Königlichen  Technischen  Deputation  ßkr  Gewerbe, 
1826.  I.  Thl.  S.  225. 
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bestimmt,  bei  welchem  der  Pmikt  D^  der  Eoppelstange  eine 
Gnrve  8  beschreibt,  die  sich  anf  der  Strecke  A  A  sehr  nahe  an 
die  Gerade  b  anschmiegt.  Ans  der  Gestalt  der  zur  Geraden  4>A 
symmetrischen  Curve  8  und  ans  den  Lagen  ihrer  Normalen  D^  ^^ , 
D^  $4  erkennt  man,  dass  dieselbe  von  der  Geraden  b  oberhalb  Ä 
nach  rechts,  unterhalb  D^  aber  nach  links  abbiegt,  and  dass  ihr 
weiter  abgebogener  Theil  die  Gerade  b  auch  in  einem  Punkte 
schneidet;  demnach  wird  der  angenäherte  Theil  yon  der  Geraden  b 
ausser  in  den  vier  Punkten  D^^  Z^,,  i>,,  D^  noch  in  einem  fünften 
Punkte  geschnitten,  und  folglich  bewirkt  dieses  Kurbelgetriebe 
eine  fttnfpunktige  Geradftthrung. 

Durch  die  Wahl  des  festen  Äxenpunktes  A  auf  der  Geraden 
pi2p34  ^'^^  ^Q  la^Q  des  fttnften  Schnittpunktes  noch  näher  be- 
stimmt Soll  derselbe  z.  B.  mit  dem  Punkte  D^  zusammenfallen, 
dann  muss  die  Gurvennormale  A¥s  zur  Geraden  b  senkrecht  sein. 
Ziehen  wir  also  auf  bdie  Senkrechte  A¥si  welche  die  Gerade 
^F^  in  $,  trifft,  und  nehmen  wir,  wie  beispielsweise  in  Fig.  642 
geschehen  ist,  den  festen  Axenpunkt  A  im  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden ?,i„  P'^P^  an,  so  ist  ?,  der  Pol  fttr  die  Lage  F,i,. 
Jener  fünfte  Schnittpunkt  fällt  dann  mit  i>,  zusammen,  weil  dieser 
Anordnung  gemäss  die  Gerade  b  die  Curve  8  im  Punkte  D^  be- 
rührt. Bei  tieferer  Lage  des  Punktes  A  weicht  die  rechtsseitige 
Gurvennormale  fttr  den  Punkt  D^  nach  unten  von  jener  Senk- 
rechten ab,  und  jener  fünfte  Schnittpunkt  liegt  dann  zwischen  i>,, 
A;  dagegen  nähern  sich  die  Curvennormalen  J9|$i,  D^%  um  so 
mehr  der  senkrechten  Stellung  zur  Geraden  b,  je  länger  der  Arm 
A£,  genommen  wird.  Bei  höherer  Lage  des  Punktes  A,  die  aber 
fttr  die  Geradftthrung  ungttnstiger  ist,  wtlrde  sich  der  genannte  " 
fünfte  Schnittpunkt  zwischen  2>,,  D^  befinden. 

Sind  die  Punkte  4>,  F,  und  die  beiden  Eoppellagen  F^L^^ 
F^L^  im  Voraus  angenommen,  so  ist  dadurch  der  geradgeftthrte 
Punkt  1)^  auf  der  Eoppelstange  F,  X,  bestimmt.  Um  diesen  Punkt 
i>i  zu  construiren,  ziehen  wir  durch  den  Pol  P*^  zu  TL^  die 
Parallele  P^^d  bis  an  die  Gerade  ;,  welche  die  Mitten  aller  Ver- 
bindungsstrecken der  homologen  Punkte  der  Geraden  F^L^^  F^L^ 
enthält,  und  femer  ziehen  wir  durch  den  Schnittpunkt  d  die  auf 
FA«  senkrechte  Gerade  b,  welche  die  beiden  Geraden  F^L^^  JP^X, 
in  den  Punkten  i>, ,  D^  und  die  symmetrischen  Geraden  F^L^^  F^L^ 
in  den  Punkten  i>3,  Z>4  trifft. 

Bei  der  obigen  Construction  des  Kurbelgetriebes  4>F|X,A 
wurde  der  feste  Axenpunkt  4>  auf  der  Geraden  TA,  beliebig 
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angenommen  und  der  entspreohende  Punkt  F^  auf  der  Geraden 
i?,A  durch  die  gleichen  Winkel  D.P'^F,,  A«P«4>  bestimmt 
Dem  gemäss  entspricht  einer  Punktreihe  auf  der  Geraden  FA« 
eine  projective  Punktreihe  auf  der  Geraden  L^  D^ ;  dem  Punkte  F 
entspricht  die  Mitte  von  D^L^^  und  dem  unendlich  fernen  Punkte 
A«  entspricht  der  Punkt  D^ .  In  dem  durch  die  Eoppellage  F^  L^ 
bestimmten  ebenen  System  ist  also  die  Gerade  F^L^  der  eine  Be- 
standtheil  der  Ereispunktcurye,  und  der  andere  Bestandtheil  ist,  wie 
man  leicht  erkennt,  der  tlber  D^  Z,  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreis  ^.  Jeder  Punkt  dieses  Kreises  liegt  mit  seinen  drei  homo- 
logen Punkten  auf  einer  durch  den  Pui^t  F' gehenden  Geraden; 
und  den  Punkten  der  unendlich  fernen  Geraden  a',  die  mit  zur 
Mittelpunktcurve  gehört,  entsprechen  die  Punkte  dieses  Kreises, 
welche  grOsstentheils  auch  angenäherte  Geradfllhrungen  vollziehen, 
aber  hier  nicht  weiter  betrachtet  werden  sollen. 

Nach  dem  Roberts'schen  Satze  in  Art  126  giebt  es  noch  zwei 
andere  Kurbelgetriebe,  welche  dieselbe  Koppelcurve  d,  also  auch 
dieselbe  Geradftihrung,  wie  das  erhaltene,  in  Fig.  642^  wieder  ge- 
zeichnete Kurbelgetriebe  ^FLA  erzeugen.  Behufis  der  Construc- 
tion  dieser  beiden  Kurbelgetriebe  bilden  wir  die  Parallelogramme 
<^FDFj,  ALDLn,  ziehen  die  Gerade  i4>,  welche  DFj  in  0[ 
trifft,  und  zu  AL  die  Parallele  OjCl^  die  auf  4>A  den  dritten 
festen  Axenpunkt  O  bestimmt;  hierauf  bilden  wir  das  Parallelo- 
gramm ClOjDOjfy  dann  sind  ^FjOiCl  und  ClOjjLjjA  die  beiden 
neuen  Kurbelgetriebe,  deren  Koppelpunkt  D  dieselbe  Curve  d  be- 
schreibt Bei  dem  hierdurch  entstandenen  zehngliederigen  ttber- 
geschlossenen  Mechanismus  liegen  wie  die  Punkte  £,  4^,  0^,  so 
*  auch  die  Punkte  A,  Fj  Ojj  und  ^,  i^/,  L^  beständig  in  je  einer 
Geraden;  und  damit  ergiebt  sich  eine  Gontrole  für  die  Construc- 
tion.  Die  beiden  Kurbelgetriebe  <t>jPiA,  <PFjOjü,  sind  in  ihrer 
Gestaltung  und  auch  in  ihrem  Bewegungsvorgange  gleichartig; 
aber  die  Gesamtlänge  der  drei  beweglichen  Glieder  des  ersten  ist 
kttrzer  als  die  des  letzten.  Gleichzeitig  mit  der  Koppel  FL  des 
Kurbelgetriebes  ^FLA  gelangt  auch  die  Koppel  FjOi  bezüglich 
der  Geraden  <t>  F  in  zwei  Paar  symmetrische  Lagen.  Das  Kurbel- 
getriebe ALjj  OjjClf  bei  welchem  der  geradgefahrte  Punkt  D  auf  der 
Koppel  Ljj  Ojj  zwischen  den  beiden  Gelenkpunkten  Ljj ,  0^  liegt, 
ist  den  beiden  anderen  Kurbelgetrieben  gestaltlich  nicht  gleich- 
artig und  auch  im  Bewegungsvorgange  von  denselben  verschieden. 
Die  Koppel  LjjOjj  des  Kurbelgetriebes  ALjjOjfCi  ist  den  Armen 
AZr,  ClOj  der  beiden  anderen  Kurbelgetriebe  parallel,  und  dem- 
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nach  entsprechen  jenen  beiden  Bymmetrischen  Lagenpaaren  ihrer 
Koppeln  zwei  parallele  Lagenpaare  der  Koppel  X;,0/f.  Bei  dem 
Kurbelgetriebe  AX//  Ojj  Cl  sind  die  beiden  ftnsseren  Lagen  der  Kop- 
pel LjiOjiy  die  den  Pankten  D^^  D^  entsprechen,  sowie  die  beiden 
inneren  Lagen  derselben,  die  den  Punkten  D^^  D^  entsprechen, 
parallel,  die  Sehnen  der  entsprechenden  Ansschlagbögen  der  Arme 
AX;,,  0,0 II  sind  der  Geraden  b  parallel.  Die  in  der  erkannten 
Weise  durch  das  Kurbelgetriebe  AX,,  O^Ci  erzeugte  GeradfÜhrung, 
die  der  folgende  Art  259  eingehend  behandelt,  wird  eine  Watt- 
sche  Geradftthrung  genannt,  und  denmaoh  erhalten  wir  den  Satz : 

Die  Evans'sche  Geradftthrung  und  die  Watt'sche 
Geradftthrung  werden  durch  identische  Bewegungen 
des  geradgeftthrten  Punktes  erzeugt 

Diese  identischen  Bewegungen  kOnnen  auch  ohne  Ableitung 
aus  dem  Roberts 'sehen  Satze  leicht  erkannt  werden.  Wir  zeich- 
nen zu  diesem  Zwecke  in  Fig.  642^  das  Parallelogramm  XL  FL' 
und  markiren  auf  FL'  den  Punkt  ZK,  welcher  in  der  Geraden 
AD  liegt.  Dadurch  erhalten  wir  ein  Kurbelgetriebe  AL'F^^ 
dessen  Koppelpunkt  D'  eine  Gurre  d'  beschreibt,  und  diese  Curve 
d'  ist  nach  der  Lehre  vom  Storchschnabel  der  Curve  d,  die  vom 
dem  Koppelpunkte  D  des  Kurbelgetriebes  4>FXA  erzeugt  wird, 
im  Verhältnisse  LF:  LD  ähnlich.  Da  femer  die  beiden  Kurbel- 
getriebe AL'F^^  ALjjOiiil  in  gleichem  Verhältnisse  ähnlich 
sind,  so  wird  auch  vermittelst  des  Kurbelgetriebes  4>F;0/A  durch 
den  Koppelpunkt  D  die  Curve  d  beschrieben  0. 

Bei  dem  in  Fig.  643  dargestellten  speciellen  Falle  ist  der 
Axenpunkt  A  ins  Unendliche  gelegt.  Das  Kurbelgetriebe  geht 
dann  in  ein  Schubkurbelgetriebe  ^F^L^A^  ttber,  bei  welchem 
die  Bahncurve  d  des  geradgeftthrten  Punktes  nach  S.  327  von 
vierter  Ordnung  ist  Die  Gerade  b  schneidet  demnach  die  von 
der  Geraden  4>A  symmetrisch  getheilte  Curve  d  nur  in  den  vier 
Punkten  i>,,  jO^,  jDj,  X>4,  und  wir  erhalten  somit  eine  vierpunk- 
tige  symmetrisch  angenäherte  Geradftthrung.  Die  Curvennormalen 
Z>j$j,  i?4$4  nähern  sich  hier  mehr  als  vorher  der  zu  b  senkrech- 
ten Stellung,  und  dem  zufolge  schmiegt  sich  die  Curve  d  noch  ttber 
die  Punkte  i?, ,  B^  hinaus  sehr  nahe  an  die  Gerade  b  an. 

Durch  Construction  des  Parallelogramms  ^F^D^Fj  ergiebt 
sich  nach  dem  Roberts 'sehen  Satze  ein  zweites  Schubkurbel- 


')  Yergl.  BittershauB,  „Zur  Frage  der  Gdenk-Geradfahrongen**.  Zeit- 
Schrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure.  1877.  B.  21.  S.  217. 
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getriebe  ^FjOjCl^^  bei  welchem  der  Punkt  D^  der  Koppel  FjOj 
dieselbe  Bahncurve  d  erzengt  Die  dritte  Erzengnngsweise  ver* 
schwindet  in  diesem  speciellen  Falle,  weil  alle  Gelenkpnnkte  des 
betreffenden  Kurbelgetriebes  sich  im  Unendlichen  befinden. 

In  Fig.  644  ist  auf  der  Geraden  b  die  Annähemngsstrecke 
2>i2?5  durch  die  Punkte  2?„  -D,,  B^  in  fttnf  gleiche  Theile  ge- 
theilt;  darauf  sind  die  vier  zur  Geraden  D^^^  symmetrischen 
Koppellagen  I>iL^^  AA»  AA»  AA  gezeichnet,  und  der  Ra- 
dius AX^  des  durch  die  coincidirenden  Punktpaare  A»  A  luid 
Ai  A  gehenden  Kreises  l  ist  zweckmässig  gewählt  Femer  ist 
die  Koppellage  AA  gezeichnet,  die  von  der  Geraden  A^« 
wenig  abweicht,  weil  der  Punkt  Z,  auf  dem  Ejreise  X  nahe  an 
dieser  Geraden  liegt  Der  Kreis  9),  dessen  Mittelpunkt  4>  im 
Punkte  A>  d6r  Mitte  von  i>iAy  li%t  und  dessen  Badius  4>F^ 
'^^D^L^  ist,  schneidet  die  fttnf  gleichen  Strecken  AA>  AAi 
JD3X3,  AA»  A A  in  ihren  Mitten,  den  fünf  homologen  Punkten 
Fj,  F„  J',,  JP4,  F5.  Demnach  erhalten  wir  ein  Kurbelgetriebe 
^F^L^Ay  bei  welchem  die  Bahncurve  d  des  Koppelpunktes  A 
von  der  Geraden  b  in  den  fttnf  Punkten  Af  Ai  A>  A»  A  ge- 
schnitten wird.  Die  durch  diese  Anordnung  bewirkte  fttnQ>unktige 
Geradftthrung  ist  genauer  als  die  in  Fig.  642  dargestellte,  weil 
alle  fttnf  Schnittpunkte  sich  in  gleichen  Abständen  befinden,  also 
günstiger  vertheilt  sind,  und  dadurch  werden  die  Abweichungen 
der  Curve  d  von  der  Geraden  b  innerhalb  der  Annäherungsstrecke 
vermindert.  Trotzdem,  dass  der  Arm  AL^  verhältnissmässig  kurz 
gegen  die  Annäherungsstrecke  AA  ist,  ergiebt  sich  doch  eine 
sehr  angenäherte  Geradftthrung.  Je  länger  aber  dieser  Arm  ge- 
wählt wird,  desto  mehr  angenähert  ist  diese  Geradftthrung;  denn 
es  entsteht  eine  genaue  Geradftthrung,  wenn  der  Arm  AX^  unend- 
lich lang  ist  und  somit  ein  gleichschenkeliges  Schubkurbelgetriebe 
gebildet  wird.  Aber  die  Praxis  verzichtet  in  vielen  Fällen  auf 
diese  genaue  Geradftthrung,  welche  eine  Richtpaarung  erfordert, 
und  bevorzugt  wegen  der  leichteren  Herstellung  und  der  gerin- 
geren  Beibung  der  Drehpaarungen  die  angenäherte  Geradftthrung. 

Gemäss  dem  Roberts'schen  Satze  sind  auch  in  Fig.  644  die 
beiden  anderen  Kurbelgetriebe  ^FjOjCL  und  ClO^LuAy  welche 
dieselbe  Curve  S  erzeugen,  ebenso  wie  in  Fig.  648^  gezeichnet 
Von  diesen  ist  das  Kurbelgetriebe  ^FjOjCl  dem  ersten  Kurbel- 
getriebe ^F^L^A  gleich.  Bei  dem  Kurbelgetriebe  ALjfOjjCi^ 
welches  die  Watt'sche  Geradftthrung  liefert,  sind  die  Arme  ALjj^ 
ClOji  gleich,  und  der  geradgeftthrte  Punkt  A  li^g^  "i  der  Mitte 
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der  Koppel  ^//£//,  die  ttm  so  länger  ist,  je  grösser  jener  Arm 
AL^  gew&hlt  wird.  Die  GeradfÜhriing  durch  das  Kurbelgetriebe 
ALjjOjiCl  wird  demnach  um  so  mehr  angenähert,  je  grösser  die 
Koppel  LjjOji  im  Verhältnisse  zu  den  Armen  desselben  ist 

Infolge  der  kinematisch  symmetrischen  Gtostalt  dieses  Kurbel- 
getriebes wird  die  von  der  Koppelmitte  2?,  beschriebene  Curve  ä^ 
die  zur  Geraden  AO  symmetrisch  ist,  auch  von  der  in  D^  auf 
A^  senkrechten  Geraden  symmetrisch  getheilt  Diese  yiertheilig 
symmetrische  Bahncurve  d  hat  denmach  in  D^  einen  Doppelpunkt. 

Lässt  man  insbesondere  die  beiden  symmetrischen  Koppel- 
lagen AA?  A^4  ^^  der  Geraden  4>A«  zusammenfallen,  dann 
coincidirt  auch  die  Koppellage  D^L^  mit  denselben,  und  die  drei 
Punkte  A,  i>3  9  A  vereinen  sich  zu  einem  Wendepunkte  der 
Curve  öf  an  dem  die  Gerade  b  die  Wendetangente  ist  Bei  die- 
sem besonderen  Falle,  welcher  der  altherkömmlichen  Bestimmung 
dieser  Geradftthrung  entspricht,  wird  zwar  erreicht,  dass  die  Be- 
wegungsrichtung des  geradgeftthrten  Punktes  in  der  Lage  A 
genau  mit  der  Geraden  b  zusammenfällt;  dagegen  wird  aber  der 
Curve  ö  auf  den  Strecken  i?,!?,,  -DjA  die  Freiheit  grösserer  Ab- 
weichung gegeben. 

In  Fig.  846  ist  der  vorhin  betrachtete  Mechanismus  (Fig.  642), 
bei  welchem  der  Punkt  D  des  Gliedes  FL  sich  längs  der  Ge- 
raden b  sehr  angenähert  im  Bezug  auf  das  Glied  4>A  bewegt| 
verkleinert  gezeichnet.  Wenn  wir  in  diesen  Mechanismus  das  neue 
Glied  Dil  einfügen,  welches  in  D  mit  FL  durch  eine  Drehpaarung 
und  in  H  mit  4>A  durch  eine  zu  b  parallele  Bichtpaarung  ver- 
bunden ist,  so  erhalten  wir  einen  fttnfgliederigen  tibergeschlossenen 
Mechanismus.  Bei  festgestelltem  Gliede  4>A  wird  denmach,  wenn 
wir  dem  Arme  ^F  die  zulässige  Schwingung  ertheilen,  das  Glied 
DHj  dessen  Hülse  JS  auf  der  zu  b  parallelen  Stange  rj  gleitet, 
geradlinig  parallel  bewegt  Wird  umgekehrt  das  Glied  JDH  fest- 
gestellt und  das  bis  A  verlängerte  Glied  FL  um  die  jetzt  feste 
Axe  i?,  soweit  es  der  Mechanismus  zulässt,  in  die  Lage  F'L'  ge- 
dreht, dann  vollzieht  das  Glied  4>A  von  der  tiefsten  bis  in  die 
höchste  Lage  4>'A'  eine  geradlinige  Parallelbewegung  im  Bezug 
auf  das  Glied  BH.  Diese  Umkehrung  der  Bewegung,  welche  durch 
Feststellung  des  Gliedes  DH  dieses  ttbergeschlossenen  Mechanismus 
bewirkt  wird,  hat  N ehrlich  in  unwesentlich  veränderter  Gestalt 
desselben  bei  der  Bewegung  des  Pumpenkolbens  angewendet^). 

>)  Bedtenbacher,  Der  Maschinenbau.  1862.  B.  I.  8.  376. 
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Aus  historischem  Interesse  ist  in  Fig.  646  noch  schematisch 
der  Mechanismns   der  Dampfiniaschine  dargestellt,   bei   welcher 
Evans  die  nach  ihm  benannte  Geradfbhrong  angewendet   hat. 
Dnrch  das  Karbeigetriebe  <PFLA  mit  den  festen  Axen  4>y  A  ^rird 
der  Punkt  D  der  Eoppelstange  FL  sehr  angenähert  l&ngs   der 
Geraden  b  bewegt ,  weil  <t>i^=«  DF  ^^  FL  und  der  Arm  A.L 
zweckmässig  gewählt  ist    An  die  Koppelstange  FL^  welche  den 
Balancier  vertritt,   ist  in  dem  Punkte  D  die  Stange  d  des   im 
Dampfcylinder  vertical  auf-  und  niedergehenden  Kolbens  drehbar 
angeschlossen;  und  femer  ist  die  Koppelstange  FL  dnrch  die 
Pleuelstange  EC  mit  der  Kurbel  TC  gelenkig  verbunden,  die  also 
durch  die  Elolbenbewegung  in  Drehung  versetzt  wird. 

259.  Watt'sche  Geradfiihrung.   In  Fig.  647  ist  das  dargestellte 
Kurbelgetriebe  ^F^L^K  so  eingerichtet,  dass  der  geradgeftthrte 
Punkt  D^  der  Koppel  F^L^  auf  einer  Geraden  b  in  vier  symme- 
trische Lagen  Ai  Ai  A>  A  luid  die  Koppel  beziehlich  in  die 
parallelen  Lagenpaare  i^,A>  ^a^a  ^i^d  i^,Ä>  ^sA  gelangt,  die 
entgegengesetzt  gleiche  Winkel  mit  der  Geraden  b  bilden;  dem- 
nach sind  die  beiden  Sehnen  F^F^^  F^F^  des  Bogens  q)  in  glei- 
chen Abständen  der  Geraden  b  parallel,  und  ebenso  auch  die 
beiden  Sehnen  X^X^,  L^L^  des  Bogens  A.    Die  in  dieser  Weise 
durch  ein  Kurbelgetriebe  erzeugte  angenäherte  geradlinige  Bewe- 
gung eines  Punktes  2>,   der  Koppelstange  F^L^  ist  die  vorhin 
auf  S.  635  erwähnte,  viel  bewunderte  und  viel  behaqdelte  Watt- 
sche  Geradfiihrung,  welche  James  Watt  vor  hundert  Jahren  mit 
genialer  Ueberlegung  bei  seiner  Dampfmaschine  zuerst  angewen- 
det hati). 

Behufs  der  Construction  des  Kurbelgetriebes  4>i^jijA,  wel- 
ches eine  möglichst  angenäherte  Geradfiihrung  bewirkt,  betrachten 
wir  den  Arm  4>i^,  mit  der  festen  Axe  <I>  und  den  Ausschlagwinkel 
F^  4>i^4  oder  die  Sehne  F^  F^^  des  Ausschlagbogens  (p  als  gegeben. 
Auf  diesem  Ausschlagbogen  markiren  wir  zwischen  F^ ,  F^  die  sym- 
metrisch liegenden  Punkte  F^^F^^  die  wir  beispielsweise  so  wählen, 
dass  ihre  auf  F^F^  senkrechten  Projectionen  iV,,  N^  die  Sehne  F^F^ 
in  drei  gleiche  Theile  theilen,  und  in  der  Mitte  zwischen  den  bei- 
den parallelen  Sehnen  F^F^^  F^F^  ziehen  wir  die  parallele  Ge- 
rade b.  Hierauf  nehmen  wir  ftlr  die  Koppelstrecke  F^D^  eine 
zweckmässige  Länge  an  und  construiren  auf  der  Geraden  b  die 


>)  J.  Watt,  Specification  No.  1432  vom  28.  April  1784.  —  Muirhead, 
Mechanical  Inveniions  of  James  Watt.  1854.  Yol.  III.  p.  88. 


Constracüoii  angen&hert  geradfohrender  Mechanismen.  689 

Fnnkte  D^^  D^j  D,,  D^  dnreh  die  Eintragang  der  gleichen  Strecken 
F^D^y  F^D^y  ^sA»  ^4^;  dadurch  sind  die  parallelen  Eoppel- 
lagen  i^i-D,,  FJ)^  und  F^D^^  F^D^  bestimmt,  die  entgegengesetzt 
gleiche  Winkel  mit  der  Geraden  b  bilden,  und  die  Punktgruppen 
D.D^D^D^,  F.N^N^F^  sind  congruent.  Wird  nun  fttr  die  Koppel 
F^L^  eine  beliebige  Länge  angenonmien,  so  erhalten  wir  durch 
die  gleichen  Strecken  F^L^^  F^L^^  F^L^^  F^L^  die  vier  auf  einem 
Kreise  A  liegenden  homologen  Punkte  L^y  X,,  L^j  L^]  und  der 
Mittelpunkt  A  dieses  Kreises  X  liefert  die  feste  Axe  des  zweiten 
Armes  Ai,  des  Kurbelgetriebes  ^F^L^\  bei  welchem  der  Koppel- 
punkt D^  eine  Bahncurve  5  beschreibt,  die  durch  die  vier  Punkte 
D^y  D^y  i>3,  i>4  der  Geraden  b  geht  und  sich  derselben  auf  der 
Strecke  i^iA  sehr  nahe  anschmiegt 

Um  aber  eine  tiefere  Erkenntniss  der  Beziehungen  zu  erlan- 
gen, wollen  wir  zunächst  die  Mittelpunktcurve  a  der  durch  die 
vier  homologen  Strecken  F^D^y  F^D^^  ^sA>  ^a^a  bestinmiten, 
congruenten  ebenen  Systeme  ermitteln.  Wir  construiren  den  Pol  P^^ 
fUr  die  beiden  homologen  Strecken  F^D^^  F^D^  als  Schnittpunkt 
der  Halbirungsgeraden  des  Winkels  F^^F^  und  der  in  der  Mitte 
von  AA  Auf  b  errichteten  Senkrechten.  Ziehen  wir  nun  durch 
2?i,  P**  die  Gerade  t^  und  durch  2?,,  P"  die  homologe  Gerade  f„ 
so  liegt  der  Pol  P*'  der  beiden  homologen  Strecken  i^iA,  PsA» 
weil  PsA  parallel  P3A  ist,  in  der  Geraden  t^\  und  die  durch 
AP*^  gehende  dritte  homologe  Gerade  /,  ist  zu  t^  parallel.  Aus 
gleichem  Grunde  liegt  auch  der  Pol  P^  in  der  Geraden  t^^  ebenso 
der  Pol  P**  in  der  Geraden  ^3 ,  und  die  vierte  durch  A  gehende 
homologe  Gerade  ^4,  die  zu  i^  parallel  ist,  enthält  die  beiden  Pole 
P^',  P^.  Infolge  der  gleichen  Winkel  bA^i,  bA^a  ist  die  Ge- 
rade i^  auf  PiA  senkrecht,  und  somit  sind  auch  die  Geraden 
^a,  ^3,  ^4  resp.  auf  P^Ai  -^sA»  ^aA  senkrecht  Es  bilden  dem- 
nach die  Gegenpolpaare  P^^P^j  p\^p^  ^^  gegenüber  liegenden 
Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen  Seiten  ^j,  t„  ^3,  /^  durch  die 
homologen  Punkte  D^^  A»  A^  A  gehen  und  beziehlich  auf  den 
Geraden  Pj  1?, ,  PsAj  ^sA»  ^4A  senkrecht  stehen;  folglich  be- 
steht die  Mittelpunktcurve  der  vier  ebenen  Systeme  nach  S.  621 
aus  einer  gleichseitigen  Hyperbel  a,  deren  Mittelpunkt  in  der  Mitte 
dieses  Parallelogranmis  liegt,  und  aus  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden T.  Wegen  der  symmetrischen  Anordnung  der  Lagen  sind 
die  Abstände  der  Pole  P'\  P%  sowie  der  Pole  P'\  P*'  von  der 
Geraden  b  beziehlich  gleich;  dem  zufolge  ist  die  Mitte  0  der 
Strecke  i>,  A  &nch  die  Mitte  des  Parallelogramms  und  der  Mittel- 
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pnnkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  a,  ftir  welche  die  Gerade  b  die 
eine  Asymptote  nnd  die  auf  derselben  senkrechte  Gerade  0  A«»  die 
andere  Asymptote  ist.  Die  gleichseitige  Hyperbel  a  ist  durch  diese 
Asymptoten  mid  den  auf  ihr  liegenden  Pankt  4>y  also  ohne  jene 
Pole,  bestimmt.  Dieselbe  kann  hiemach  leicht  in  bekannter  Weise 
constmirt  werden,  indem  wir  durch  4>  Gerade  zieheui  welche  die 
Asymptoten  schneiden,  und  auf  diesen  Geraden  die  zwischen  den 
Hyperbelästen  und  Asymptoten  befindlichen  Streckenpaare  gleich 
machen. 

Jeder  Punkt  X^  der  unbegrenzten  Geraden  F^D^  liegt  mit 
seinen  drei  homologen  Punkten  L^j  X,,  L^  auf  je  einem  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  A  sich  auf  der  Hyperbel  o  befindet.  Jedem 
Punkte  dieser  Geraden  entspricht  somit  ein  Punkt  dieser  Hyperbel, 
und  dem  Punkte  J^^  entspricht  der  unendlich  ferne  Punkt  A^  der 
Asymptote  0A«.  Femer  liegen  je  vier  homologe  Punkte  -^i,  £,, 
E^y  £4  der  vier  Geraden  ^j,  /,,  ^3,  t^  auf  einer  zu  b  parallelen 
Geraden,  und  es  giebt  also  bei  der  betrachteten  besonderen  An- 
ordnung der  Koppellagen  unendlich  viele  Gruppen  von  vier  homo- 
logen Punkten,  die  auf  parallelen  Geraden  liegen.  Denmach  zer- 
fällt die  Kreispunktcurve  des  durch  die  Strecke  F^D^  bestimmten 
ebenen  Systems  in  die  beiden  unbegrenzten  senkrechten  Geraden 
F^D^y  t^D^  und  die  nicht  in  Betracht  konmiende  unendlich  ferne 
Gerade.  Dies  ergiebt  sich  auch  als  Folgerung  aus  den  allge- 
meinen Darlegungen  S.  620,  wenn  wir  in  diesem  System  die  Punkte 
P\\  P"  bestimmen,  welche  den  Polen  P**,  P"  entsprechen.  Der 
Pol  P^\  sowie  auch  der  Pol  P^,  liegt  in  senkrechter  Bichtung  zu 
b  im  Unendlichen.  Ziehen  wir  also  auf  P^^P^*  die  um  ihre  eigene 
Länge  verlängerte  Senkrechte  P**Pf'  und  ebenso  auf  P'^P''  die 
um  ihre  eigene  Länge  verlängerte  Senkrechte  P^*Pf\  so  liegen 
die  Punkte  P?%  P^  auf  der  Geraden  t,  bezüglich  2?,  zu  den  Polen 
P^\  P^'  symmetrisch;  dem  zufolge  bestimmen  diese  auf  t^  sym- 
metrisch gelegenen  vier  Punkte  eine  Kreispunktcurve,  die  aus  den 
beiden  senkrechten  Geraden  F^D^y  t^D^  und  der  unendlich  fernen 
Geraden  besteht. 

Nehmen  wir  auf  der  Hyperbel  o  einen  zweckmässig  gewählten 
Punkt  A  als  festen  Axenpimkt  an,  so  ergiebt  sich  der  entspre- 
chende Gelenkpunkt  X,  auf  der  Geraden  PiA,  indem  wir  den 
Winkel  D^P^^L^  =  AooP**A  machen,  und  umgekehrt  erhalten  wir 
in  dieser  Weise  zu  einem  auf  PiA  angenommenen  Punkte  L^ 
den  entsprechenden  Punkt  A  auf  der  Hyperbel  a.  Der  Punkt  A 
ergiebt  sich  auch  als  Mittelpunkt  des  durch  die  vier  homologen 
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Punkte  L^^  £,,  Z,,  L^  gehenden  Sj-eises  X^  indem  wir  in  der 
Mitte  /  anf  der  VerbindnngsBtrecke  L^L^^  die  gleich  und  parallel 
F^F^  ist,  die  Senkrechte  /A  errichten,  nnd  femer  anch  in  der 
Mitte  /'  anf  der  Yerbindnngsstrecke  L^  L^  die  Senkrechte  /' A  er- 
richten, welche  durch  den  Pol  P"  geht  und  demnach  vermittelst 
desselben  genauer  bestimmt  wird.  Ob  die  Wahl  des  Punktes  A  auf 
der  Hyperbel  a  oder  des  Punktes  L^  auf  der  Geraden  F^D^  für  die 
Geradfährang  günstig  ist,  das  wird  aber  erst  durch  die  Construc- 
tion  der  betreffenden  Normalen  an  der  Bahncurve  d  des  Punktes 
i>j  erkannt.  Watt  hat  bei  seiner  ersten  Anordnung,  um  den 
Punkt  A  näher  an  der  Geraden  b  zu  erhalten,  die  Strecke  D^L^ 
länger  ab  F^D^  gewählt;  und  je  länger  diese  Strecke  genommen 
wird,  desto  näher  liegt  A  an  b.  Je  nachdem  wir  den  Punkt  L^ 
auf  der  unbegrenzten  Geraden  F^D^  unterhalb  oder  oberhalb  D^ 
annehmen,  liegt  der  entsprechende  Punkt  A  auf  dem  unteren  oder 
oberen  Hyperbelast  Ebenso  wie  für  den  Punkt  A  kOnnen  wir 
auch  für  den  Punkt  <P  verschiedene  Lagen  auf  der  Hyperbel  a 
wählen  und  die  entsprechenden  Lagen  des  Punktes  F^  bestimmen. 

Die  Bahncurve  d,  welche  der  Eoppelpunkt  D^  des  erhaltenen 
Kurbelgetriebes  ^F^L^h.  beschreibt,  schneidet  die  Gerade  b  in 
den  Pmikten  D^^  i>„  D^^  D^  und  schmiegt  sich  derselben  sehr 
nahe  an;  diese  Bahncurve  ist  symmetrisch  zur  Geraden  4>A  und 
besitzt  einen  Doppelpunkt  in  derselben.  Da  die  Bahncurve  d  ttber 
die  Annäherungsstrecke  D^  D^  hinaus  nach  beiden  Seiten  von  der 
Geraden  b  abbiegt,  so  muss  diese  Gerade  innerhalb  D^^  D^  mit  dem 
angenäherten  Curventheil  auch  noch  einen  fünften  Schnittpunkt 
bilden;  und  demnach  ist  die  angenähert  geradlinige  Bewegung 
des  Punktes  2>,  eine  ftinfpnnktige  Geradflihrung.  Am  günstigsten 
ist  es,  wenn  wir  den  Punkt  A  in  den  Schnittpunkt  legen,  den  die 
Gerade  ^o  auf  der  Hyperbel  a  bestimmt,  dann  sind  <P,  A  End- 
punkte eines  Hyperbeldurchmessers,  und  die  Strecken  i^iAi  AAi 
sowie  die  Arme  ^F^^  AZ^  sind  gleich  lang.  Bei  dieser  beson- 
deren Anordnung,  die  wir  nachher  noch  eingehender  behandeln 
werden,  geht  die  Bahncurve  8  auch  durch  die  Mitte  o  der  Strecke 
Z>ii>4,  und  jener  fünfte  Schnittpunkt  liegt  also  in  dieser  Mitte. 

Betrachten  wir  einen  auf  der  Geraden  t^  innerhalb  bestimmter 
Entfernung  von  D^  liegenden  Punkt  E^  als  einen  an  der  Koppel 
F^  L^  befestigten  Punkt,  so  beschreibt  auch  dieser  Punkt  eine  fibif- 
punktige  Geradführung.  Wir  haben  den  Punkt  E^  beispielsweise 
in  der  grössten  rechtsseitigen  Entfernung  von  D^  angenommen,  die 
bestimmt  wird,  indem  wir  von  dem  Pol^  ^^  der  Koppellage  F^  L^ 
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anf  b  die  Senkrechte  ^^  E^  big  an  ^^  ziehen ;  dem  zufolge  berührt 
die  vom  Punkte  ^^  beschriebene,  nicht  gezeichnete  Bahncnrve  die 
zu  b  parallele  Gerade  EiE^  in  dem  Punkte  E^.  Wird  aber  der 
Punkt  E^  näher  an  D^  gelegt,  dann  schneidet  die  Gerade  E^E^ 
den  angenäherten  Theil  dieser  Bahncurve  noch  in  einem  fttnften 
unterhalb  E^  liegenden  Punkte.  In  gleicher  Weise  wird  die  grOsste 
linksseitige  Entfernung  vermittelst  des  Pols  der  Eoppellage  F^L^ 
bestimmt  Die  Geradftihrung  des  Punktes  A  ist  aber  mehr  an- 
genähert als  die  des  Punktes  £,,  weil  die  Punkte  D^^D^^D^^  D^ 
sich  in  gleichen  Abständen  befinden,  und  die  Punkte  E^^E^^E^^  E^ 
ungleich  yertheilt  liegen. 

Bei  der  Gonstruction  des  Kurbelgetriebes  fbr  eine  Watt 'sehe 
Geradfährung  hat  man  bisher  nur  die  beiden  äussersten  Lagen 
und  die  mittlere  Lage  der  Koppel  angenonmien.  Diese  specielle 
Anordnung  der  Koppellagen  tritt  ein,  wenn  wir  die  beiden  Punkte 
i^2,  i^3  in  der  Mitte  des  Ausschlagbogens  zusammenfallen  lassen; 
dann  coincidiren  auch  die  beiden  Punkte  Ai  A  ui  der  Mitte  o 
der  Strecke  2>,  D^  und  die  Gerade  b  berührt  in  o  die  Bahncurve  d, 
der  in  diesem  Falle  auf  den  Strecken  oD^  und  oD^  die  Möglich- 
keit grösserer  Abweichung  gewährt  wird. 

Wenn  die  Praxis  es  erfordert,  dass  in  Fig.  648  die  bei- 
den festen  Axenpunkte  4>,  A  des  geradführenden  Kurbelgetriebes 
<t>i^jX,A  nach  einer  Seite  der  Geraden  b  liegen,  dann  müssen 
wir,  wie  Watt  es  in  seiner  zweiten  Anordnung  ausgeführt  hat, 
den  Punkt  L^  auf  der  Verlängerung  von  D^F^  annehmen.  Zu 
diesem  Punkte  L^  ergiebt  sich  wieder  der  entsprechende  Punkt  A 
als  Schnittpunkt  der  in  der  Mitte  /  auf  der  Strecke  L^  L^  errich- 
teten Senkrechten  /  A  und  der  von  dem  Pol  P"  nach  der  Mitte  /' 
der  Strecke  A^s  gezogenen  Geraden  F^^V.  Die  durch  dieses 
Kurbelgetriebe  bewirkte  angenähert  geradlinige  Bewegung  des 
Punktes  I>^  hat  aber  eine  kürzere  Annäherungsstrecke  als  die 
vorige,  und  sie  ist  nur  eine  vierpunktige  GeradfÜhrung,  weil  die 
Bahncurve  i  von  der  Geraden  b  innerhalb  der  Annäherungsstrecke 
i?ii?4  nur  in  den  vier  Punkten  B^^D^^B^^  B^  und  ausserhalb  der- 
selben noch  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird. 

In  Fig.  849  ist  das  gleicharmige  Kurbelgetriebe  4>/\jCj  A  dar- 
gesteUt,  bei  welchem  die  Koppelmitte  B^  eine  sehr  angenäherte 
Watt'sche  GeradfÜhrung  erzeugt.  Behufs  der  Ableitung  einer  ein- 
fachen Gonstruction  dieses  Kurbelgetriebes  betrachten  wir  den  Arm 
4>F,,  welcher  um  den  festen  Axenpunkt  4>  schwingt,  als  gegeben, 
nehmen  die  Sehne  F^F.  des  Ausschlagbogens  q>  beispielsweise 
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gleich  der  Länge  dieses  Annes.  Diese  Sehne  F^F^  theilen  wir 
durch  die  Punkte  iV,,  N^^  N^  in  symmetrische  Theile,  und  weil 
es  am  zweckmässigsten  ist,  speciell  in  vier  gleiche  Theile.  Die 
durch  die  Punkte  iVj,  N^  auf  F^F^  gezogenen  Senkrechten  N^F^^ 
N^F^  liefern  die  auf  dem  Ausschlagbogen  q>  symmetrisch  liegen- 
den Punkte  F^^F^.  In  der  Mitte  zwischen  den  parallelen  Sehnen 
^i^M  ^%^A  ziehen  wir  die  parallele  Gerade  b,  und  bestimmen 
auf  derselben  den  Punkt  D^ ,  indem  wir  die  Koppelstrecke  F^  D^ , 
beispielsweise  gleich  i4>jPj  genommen,  eintragen.  Auf  der  Ge- 
raden b  machen  wir  die  Punktgruppe  D^D^D^D^D^  der  Punkt- 
gruppe F^N^N^N^F^  congruent  Die  so  erhaltenen  gleichen  Ver- 
bindungsstrecken i^,I>i,  i^ji?8,  F^D^^  F^D^j  von  denen  die  bei- 
den äusseren  sowie  die  beiden  inneren  parallel  sind,  bilden  vier 
Koppellagen;  und  eine  fünfte  mittlere  Koppellage  F^D^  ergiebt 
sich ,  indem  wir  auf  dem  Bogen  (p  den  Punkt  F^  so  bestimmen, 
dass  F^D^  «=  F^D^y  also  gleich  jenen  vier  Strecken  ist  Wir 
verlängern  nun  die  Strecke  4>1>3  um  ihre  eigene  Länge  bis  A, 
ebenso  die  Strecke  F^D^  um  ihre  eigene  Länge  bis  L^\  und  als 
Controle  ergiebt  sich,  dass  AX,  «»  4>F^  ist.  Hiemach  ist  also 
das  gleicharmige  Kurbelgetriebe  ^F^L^h.  bestimmt,  bei  welchem 
die  Koppelmitte  D^  eine  viertheilig  symmetrische  Bahncurve  d 
beschreibt,  welche  durch  die  fttnf,  in  gleichen  Abständen  auf  der 
Geraden  b  liegenden  Punkte  i?i,  i?,,  i?,,  I>4,  D^  geht.  Diese 
Bahncurve  d,  die  in  der  Mitte  i>,  der  Annäherungsstrecke  A  A 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  schmiegt  sich  innerhalb  der  verhält- 
nissmässig  langen  Annäherungsstrecke  D^  D^  bewunderungswürdig 
nahe  an  die  Gerade  b  an;  denn  es  zeigt  sich,  dass  die  Curven- 
normalen  an  jenen  fttnf  Punkten  nur  sehr  wenig  von  der  zur 
Geraden  b  senkrechten  Stellung  abweichen.  Ftlr  die  mittlere 
Koppellage  F^L^  sind  die  beiden  Arme  4>i^3,  AX,,  sowie  die 
Curvennormale  am  Punkte  D^  parallel  und  sehr  angenähert  senk- 
recht zur  Geraden  b.  Bei  der  verhältnissmässig  langen  Annähe- 
rungsstrecke A  A)  welche  gleich  der  Armlänge  genommen  wurde, 
ist  die  Annahme  der  Koppellänge  gleich  der  halben  Armlänge  fär 
die  Geradfdhrung  sehr  günstig.  Die  Geradführung  ist  aber  nach 
S.  637  um  so  mehr  angenähert,  je  länger  die  Koppel  bei  unver-. 
änderter  Armlänge  genommen  wird.  Aus  diesen  Darlegungen  er- 
giebt sich  demnach  die  folgende  einfache  Construction  des  gleich- 
armigen Kurbelgetriebes  fUr  die  Watt'sche  Geradftthrung: 

Wir  halbiren  in  iV,  die  halbe  Sehne  F^N^  des  Aus- 
schlagbogens  9>,  den  der  Endpunkt  F^  des  gegebenen 
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Armes  Oi^,  beschreibt,  ziehen  auf  F^N^  die  Senkrechte 
N^F^  bis  an  g>j  ziehen  ferner  dnrch  die  Mitte  von  N^^F^ 
zn  F^N^  die  parallele  Gerade  b,  und  bestimmen  auf 
derselben  die  Punkte  D^^  B^y  indem  wir  die  Strecke 
-^lA  gleich  der  zweckmässig  gewählten  halben  Eop- 
pellänge  und  die  Strecke  DiD^^^  F^N^  machen;  hierauf 
▼erlängern  wir  die  Strecke  4>I>3  nm  ihre  eigene  Länge 
bis  A  und  ebenso  die  Strecke  F^D^  nm  ihre  eigene 
Länge  bis  X^. 

Die  beiden  festen  Axenpnnkte  <P,  A  sind  die  Endpunkte  eines 
Durchmessers  der  gleichseitigen  Hyperbel  a,  die  vermittelst  ihrer 
senkrechten  Asymptoten  Z^^b,  D^^  und  des  Punktes  4>  leicht 
«onstruirt  werden  kann.  Legen  wir  die  Axenpunkte  in  die  End- 
punkte eines  etwas  längeren  Durchmessers  der  Hyperbel  a,  und 
bestimmen  wir  in  der  oben  angegebenen  Weise  die  beiden  ent- 
sprechenden Punkte  auf  der  Koppel,  dann  verkürzt  sich  die 
Koppel  und  es  verlängern  sich  die  Arme;  aber  die  Qeradfllhrung 
des  Punktes  i>,  bleibt  innerhalb  der  Strecke  AA  ß^kr  ange- 
nähert Legen  wir  dagegen  die  festen  Axenpunkte  in  die  End- 
punkte eines  kürzeren  Durchmessers  der  Hyperbel  a^  dann  ver- 
längert sich  zwar  die  Koppel  und  die  Arme  verkürzen  sich ;  aber 
die  Geradflihrung  wird,  wie  die  Construction  der  Gurvennormalen 
zeigt,  dennoch  ungünstiger.  Demnach  ist  die  Annäherungsstrecke 
A  A }  welche  der  Armlänge  gleich  ist,  die  grOsste  zulässige  An- 
näherungsstrecke einer  sehr  angenäherten  Watt 'sehen  Oeradftth- 
rung  des  gleicharmigen  Kurbelgetriebes.  In  der  Praxis  wird  meist 
eine  viel  kürzere  Annäherungsstrecke  verlangt;  und  je  kürzer  aber 
die  Annäherungsstrecke  genommen  wird,  desto  mehr  angenähert 
ist  stets  die  Geradführung,  weil  die  Schnittpunkte,  welche  der 
angenäherte  Theil  der  Bahncurve  ö  mit  der  Annäherungsstrecke 
bildet,  um  so  näher  an  einander  liegen. 

Wenn  wir  in  Fig.  649  die  auf  dem  Ausschlagbogen  9)  sym- 
metrisch liegenden  Punkte  F^^  F^  beziehUch  mit  F,,  F^  zusammen- 
fallen lassen,  dann  coincidirt  der  Punkt  jD,  mit  i?,,  ebenso  der 
Punkt  D^  mit  i>5,  und  die  Gerade  b,  welche  dem  zufolge  in  die 
Ausschlagsehne  F^  F^  fällt,  berührt  die  Bahncurve  d  in  den  beiden 
Punkten  2>i,  D^.  Dadurch  wird  aber  die  Bahncurve  d,  deren 
Doppelpunkt  D^  in  der  Geraden  b  liegt,  auf  den  Strecken  A^n 
27,2>5  i^ur  grösseren  Abweichung  von  dieser  Geraden  veranlasst 
Lassen  wir  dagegen  die  beiden  Punkte  F^^  F^  in  der  Mitte  des 
Ausschlagbogens  q>  zusammenfallen,  dann  vereinen  sich  die  beiden 
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Punkte  l>t>  A  ^  dem  Doppelpunkte  2>,  der  Bahncnrve  zu  einem 
Wendepunkte  y  nnd  die  Gerade  b,  welche  dem  zufolge  die  Pfeil- 
hohe  des  Ausschlagbogens  q>  halbirt,  berührt  die  Bahncurre  d  in 
diesem  Wendepunkte.  Dadurch  wird  aber  die  Bahncurre  d  nach 
den  Schnittpunkten  27, ,  D^  hin,  welche  sie  mit  der  Geraden  b- 
bildet,  eben&Us  zur  grosseren  Abweichung  von  dieser  (Geraden 
veranlasst.  Beide  Fälle  sind  also  fUr  die  Geradftthrung  nicht  sa 
günstig  wie  jene  Annahme,  bei  welcher  die  fünf  Punkte  i?,,  />,,. 
i>3,  2>,,  2>s  in  gleichen  Abst&nden  auf  der  Annäherungsstrecke 
vertheilt  liegen.  Der  letzte  dieser  beiden  besonderen  Fälle  stimmt 
mit  der  bisherigen  ungenaueren  Gonstruction  des  geradführenden 
gleicharmigen  Kurbelgetriebes  überein,  bei  welcher  nur  die  beiden 
äusseren  Eoppellagen  und  die  innere  Eoppellage  in  Betracht  ge- 
zogen werden. 

In  Fig.  660  ist  am  Balancier  ^G^^-  der  um  die  feste  Axe  4>- 
schwingt,  das  Watt 'sehe  Parallelogramm  F^G^H^J^  nebst  dem 
Gegenlenker  A£,  gezeichnet.  In  den  geradgeführten  Punkten 
H^j  Dl  sind  resp.  die  Stangen  A,  d  des  Dampfkolbens  und  des 
Pumpenkolbens  aufgehängt;  und  die  feste  Axe  A  des  Gegen- 
lenkers ist  praktischer  Forderung  gemäss  nach  aussen  seitwärts 
von  der  Stange  h  gelegt 

Um  das  Watt 'sehe  Parallelogramm  nach  unserer  Darlegung 
so  zu  construiren,  dass  möglichst  angenäherte  Geradführungen  der 
Punkte  A  luid  H^  erzeugt  werden,  nehmen  wir  auf  dem  Balan- 
cier 4>(r|  einen  mehr  nach  G^  hin  gelegenen  Punkt  F^  an,  halbiren 
in  N^  die  halbe  Sehne  F^N^  des  gegebenen  Ausschlagbogens 
Fig>F^^  ziehen  auf  F^N^  die  Senkrechte  N^F^  bis  an  %  ziehen 
femer  durch  die  Mitte  von  N^F^  zu  F^N^  die  parallele  Gerade  b 
und  bestimmen  auf  derselben  die  Punkte  D^^  D^^  indem  wir  die 
Strecke  F^D^  gleich  der  zweckmässig  gewählten  halben  Koppel- 
länge und  die  Strecke  D^  D^ »»  F^  iV,  machen ;  hierauf  verlängern 
wir  die  Strecke  4>jD,  um  ihre  eigene  Länge  bis  A,  und  ebenso 
die  Strecke  F^  D^  um  ihre  eigene  Länge  bis  L^ .  Wir  ziehen  dann 
die  Gerade  4>jD,,  welche  die  zur  Koppel  i^,A  parallele  Gerade 
G^H^  in  dem  Punkte  H^  schneidet,  und  damit  ergiebt  sich  das 
Gelenkparallelognunm  F^  G^  H^  J^ ,  dessen  Eckpunkt  «7,  aber  nicht 
mit  L^  zusammenfällt  Durch  das  so  erhaltene  gleicharmige  Kur- 
belgetriebe O/'iXj  A  wird  eine  sehr  angenäherte  fünfpunktige  Ge- 
radfohrung  des  Punktes  D^  bewirkt,  und  der  Eckpunkt  H^  des 
Parallelogramms  vollzieht  eine  vergrösserte,  ähnliche  fünfpunktige 
Geradführung,  wenn  das  Parallelogramm  aus  der  höchsten  Lage 
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F^G,H,J,  in  die  tiefste  Lage  F^G^H^J^  bewegt  wird.  Wird  es 
nicht  gefordert,  dass  die  feste  Axe  A  nach  aussen  seitwärts  von  der 
Stange  h  liegen  soll,  nnd  darf  die  Verlängerung  dieser  Axe  A  die 
Gerade  A  treffen,  dann  nehmen  wir  den  Punkt  F  auf  dem  Balancier 
4>6rj  in  der  Mitte  an.  Bei  dieser  speciellen  Anordnung  befindet  sich 
dem  zufolge  der  Punkt  A  in  der  Geraden  h  und  die  beiden  Punkte 
«7j,  Ly  fallen  zusammen.  Wir  können  das  Parallelogramm  F^  G^  H^J^ 
im  Voraus  annehmen  und  den  in  «/,  angeschlossenen  Gegenlenker 
nach  S.  638  so  bestimmen,  dass  möglichst  angenäherte  Geradfbh- 
rungen  der  Punkte  D^ ,  H^  erzeugt  werden.  Dem  zufolge  erhalten 
wir  ein  ungleicharmiges  Kurbelgetriebe,  bei  welchem  die  feste 
Axe  A  seitwärts  von  h  nach  aussen  liegt,  und  der  geradgefllhrte 
Punkt  i>i  auf  der  Koppel  F^Jy^  sich  nicht  in  der  Mitte,  sondern 
näher  an  J,  befindet. 

In  Fig.  651  ist  der  Mechanismus  dargestellt,  darch  welchen 
am  Frank el'schen  Dehnungszeichner 0  die  Geradftlhrung  des 
Schreibstiftes  bewirkt  wird.  Um  einen  möglichst  sicheren  Gang 
des  Schreibstiftes  M  zu  erhalten,  der  sich  in  der  Mitte  des  Glie- 
des DU  befindet,  ist  dieses  Glied  in  den  geradgefbhrten  Mitten 
2>,  ly  mit  den  Koppeln  zweier  symmetrischer  gleicharmiger  Kur- 
belgetriebe 4>i^i  A,  ^'F'L'M  drehbar  verbunden.  Behufs  der  Con- 
struction  des  Kurbelgetriebes  ^FLA  in  der  mittleren  Lage  wird 
durch  die  Mitte  N^  der  halben  Sehne  F^N^  des  Ausschlagbogens 
auf  diese  die  Senkrechte  N^F^  bis  an  den  Ausschlagbogen  und 
durch  deren  Mitte  zu  F^N^  die  parallele  Gerade  b  gezogen;  auf 
dieser  Geraden  wird  die  Koppelmitte  D  so  bestimmt,  dass  N^D 
gleich  der  gewählten  halben  Koppellänge  ist;  femer  wird  um  D 
mit  dem  Radius  BN^  ein  Kreis  beschrieben,  auf  dem  die  Punkte 
F^  L  liegen ,  und  die  Strecke  4>i>  um  ihre  eigene  Länge  bis  A 
verlängert.  Die  Koppel  kann  bei  den  beiden  symmetrischen  gleich^ 
armigen  Kurbelgetrieben  ^FL  A,  4>'F'i'A',  wenn  es  die  Einord- 
nung in  den  Apparat  und  die  Erlangung  eines  sicheren  Ganges 
des  Schreibstiftes  erfordert,  verhältnissmässig  kurz  gewählt  werden. 
Denn  betrachten  wir  in  Fig.  661*  die  von  den  Punkten  Z>,  D*  be- 
schriebenen Bahncurven  d,  d\  welche  schematisch  mit  fibertrie- 
bener  Abweichung  von  der  Geraden  b  gezeichnet  sind,  so  bewegen 
sich  die  Punkte  i>,  D*  wechselseitig  auf  diesen  Bahncurven  an  der 
Geraden  b  entlang  und  bewirken  eine  Ausgleichung  der  Abwei- 
chungen des  bewegten  Punktes  M  von  der  Geraden  b. 


>)  Fr&nkel,  „Der  Dehnungszeichner**.  CiviUngenieur,  1882.  B.  28.  S.  200. 


Construction  angen&hert  geradfahrender  Mechanismen.  647 

Ein  nach  der  abgeleiteten,  einfachen  Construction  hergestelltes, 
gleicharmiges  Kurbelgetriebe  erzeugt  eine  fünfpunktige  Watt 'sehe 
Geradftthrung,  welche  einer  Geraden  ausserordentlich  centrisch- 
symmetrisch  angenähert  ist  und  den  praktischen  Anforderungen 
vollständig  genügt.  Es  wird  daher  die  Watt 'sehe  GeradfÜhrung 
und  die  ihr  identische  Evans 'sehe  Geradftihrung  durch  die  compli- 
cirteren  Mechanismen  von  Hart  und  Peaucellier,  die  genaue 
Geradftlhrungen  bewirken,  nicht  verdrängt  werden.  Die  vielen 
Vorschläge,  welche  diese  Verdrängung  ohne  Grund  anstreben,  sind 
werthlos  und  haben  in  der  Praxis  keine  Beachtung  gefunden.  Die 
Watt 'sehe  Geradfdhrung  ist  unsäglich  viel  analytisch  behandelt 
worden  0;  aber  eine  tiefere  geometrische  Einsicht  und  eine  ein- 
fache Construction  des  Kurbelgetriebes,  welches  eine  möglichst 
angenäherte  Wätt'sche  Geradftthrung  erzeugt,  haben  wir  erst 
durch  unsere  synthetischen  Darlegungen  erlangt. 

260.  Geradfdhrung  und  Proportionalität  am  Indicator^).  In 
Fig.  652,  Taf.  XLI,  ist  der  angenähert  geradfahrende  Mechanis- 
mus des  Thompson'schen  Indicator  schematisch  dargestellt, 
welcher  zur  Messung  des  Dampfdruckes  dient,  der  während  der 
Bewegung  einer  Dampfmaschine  im  Dampfcylinder  auftritt.  Der 
Cylinder  C  wird  mit  dem  Dampfcylinder  der  Maschine  in  commu- 
nicirende  Verbindung  gesetzt,  so  dass  der  Dampfdruck  auf  den 
Kolben  K  wirkt,  der  dicht  mit  geringer  Reibung  im  Cylinder  C 
gleitet  und  von  einer  Schraubenfeder  /  nebst  der  atmosphärischen 
Luft  einen  beständigen  Gegendruck  erhält.  Die  Kolbenstange  h 
ist  durch  die  Schubstange  H^G^  mit  der  Koppel  F^L^  des  Kurbel- 
getriebes 4>7^gZj.  A  gelenkig  verbunden,  und  an  der  Koppel  ist  im 
Punkte  />5  ein  Schreibstift  befestigt,  der  eine  zur  Kolbenstange  h 
parallele  Evans 'sehe  Geradftihrung  vollzieht.  Um  einen  Cylinder, 
der  vermittelst  einer  Vorrichtung  um  seine  Axe  proportional  der 
Bewegung  des  Kolbens  der  Dampfmaschine  gedreht  wird,  ist  ein 
Papierblatt  gelegt;   und  auf  diesem  zeichnet  der   parallel  zur 

^)  Siehe  die  bezügliche  Literatur  in  Kerl,  Repertarium  der  techn.  Lite- 
ratur, auch  im  Real' Index  zum  Polytechn.  Journal  unter  „Dampfmaschine** 
resp.  „GeradfQhruDg**.  —  Liguine,  „Liste  des  travauz  snr  les  syst^mes  arti- 
cul^s**.  Bulletin  des  Sciences  mathdmatiques  et  astronomiques,  1883.  2«  s^r. 
T.YIL  p.  145.  —  Die  Identität  der  Watt'schen  und  der  Evans'schen  Gerad- 
fülirung  hat  Mohr  zuerst  bewiesen.   Polytechn.  Journal,  1841.  B.  81.  S.  16. 

»)  Völckers,  Der  Indicator,  2.  Aufl.  1878.  —  M.  v.  Pichler,  Der  Indicator 
und  sein  Diagramm.  1880;  und  in  der  Zeitschr.  d,  Österreich,  Ingenieur-  u,  Archi- 
tekten'Vereins.  1883.  S.  133.  —  Schaffer  u.  Budenberg,  V eher  Indicator en. 
1882.—  Bosenkranz,  Der  Indicator  und  seine  Anwendungen.  4.  Aufl.  1885. 
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Gylinderaxe  geführte  Schreibstift  das  Indicatordiagramm ,  dessen 
Abscissen  der  Bewegung  des  Kolbens  der  Dampfmaschine  and 
dessen  Ordinalen  dem  yeränderlichen  Dampfdrücke  proportional 
sind,  der  vom  Dampfcylinder  her  auf  den  Kolben  K  wirkt 

Um  den  Mechanismus  in  Fig.  652  den  Anforderungen  gemäss 
so  zu  construiren,  dass  der  Koppelpunkt  D^  eine  sehr  angenäherte 
Evans'sche  Geradflihrung  erzeugt  und  sich  auch  möglichst  ange- 
nähert proportional  der  Verschiebung  des  Kolbens  K  oder  des  Ge- 
lenkpunktes H^  der  Kolbenstange  h  bewegt ,  betrachten  wir  zu- 
nächst auf  der  Geraden  b  die  Hubhöhe  A  A  des  geradgeführten 
Punktes  oder  Schreibstiftes  D^  als  gegeben,  (heilen  dieselbe  durch 
die  Funkte  A,  I>ziJ^A  '^  ^i^r  gleiche  Theile  und  wählen  für  die 
Koppelstange  D^L^  eine  zweckmässige  Länge.  Hierdurch  sind 
die  vier  symmetrischen  Koppellagen  AA»  AA>  AA»  AA» 
bei  denen  beziehlich  die  Punkte  X,,  X,  und  L^^  L^m  der  auf  b 
senkrechten  Geraden  AA«  coincidiren.  Legen  wir  nun  den  festen 
Axenpunkt  4>  in  A>  femer  den  festen  Axenpunkt  A  an  passende 
Stelle  auf  die  Gerade  ^  welche  die  Strecke  Xi  A  senkrecht  hal- 
birt;  und  beschreiben  wir  um  A  den  durch  Xj,  X,  gehenden  Kreis- 
bogen A,  dann  ist  auch,  indem  wir  auf  A  den  Punkt  X,  so  bestim- 
men, dass  A  A  gleich  der  gewählten  Länge  A  A  is^  die  mittlere 
Koppellage  AA  gegeben,  welche  nur  wenig  von  der  Geraden 
AA«  abweicht.  Der  Gelenkpunkt  F^  liegt  bei  dieser  Anordnung 
in  d^  Mitte  von  A  A  ^i^d  bewegt  sich  auf  dem  um  4>  beschrie- 
benen Kreisbogen  9).  Gemäss  dieser  Construction  des  Kurbel- 
getriebes <I>A  A^  erzeugt  der  Koppelpunkt  A  ^^^^  BahncurTC  d, 
deren  angenäherter  Theil  mit  der  Geraden  b  die  fünf  Punkte  A  > 
Ay  A>  A»  A  gemein  hat  und  sich  derselben  auf  der  Strecke 
AA  sehi*  nahe  anschmiegt. 

Behufs  Erlangung  einer  möglichst  angenäherten  Proportiona- 
lität der  Bewegungen  der  Punkte  A»  A  Q^Qss  die  Lage  der  Ge- 
raden, welche  die  Kolbenstange  h  vertritt,  und  die  Länge  der 
Schubstange  A^s  noch  bestimmt  werden.  Wir  nehmen  den  Ge- 
lenkpunkt G^  auf  der  Koppelstange  in  zweckmässiger  Lage  an, 
bestimmen  die  homologen  Punkte  &j,  (r^,  6r,,  G^  und  ziehen  die 
Verbindungsgeraden  G^G^,  G^G^^  welche  der  Geraden  b  parallel 
sind  und  die  Gerade  A^«  ^^sp-  in  den  Punkten  c,  y  sclmeiden. 
Demnach  erhalten  wir  die  Proportionen: 

AA       AA        AA       AA 

G,c    ~   (?,X/         G^Y    "  G,X/ 
und  hieraus  ergiebt  sich,  weil  D^D^^^iD^D^  ist, 
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Die  zu  i>,A«  Parallelen  G^b^  ß^d  befltiinmen  also  auf  der 
Strecke  G^  G^  die  Punkte  6,  d^  80  dass  diese  Strecke  dorch  b^  c^  d 
in  vier  gleiche  Theile  getheilt  wird.  Wir  ziehen  nun  in  der  Mitte 
zwischen  den  Parallelen  (?!&»,  G^G^  die  parallele  Gerade  A  nnd 
constmiren  auf  derselben  den  Mittelpunkt  H^  des  durch  6r,,  y 
gehenden  Kreises ,  indem  wir  ff^G^  ^^  B^Y  machen.  Hierdurch 
erhalten  wir  die  Lage  der  Kolbenstange  h  und  fttr  die  Schub- 
stange H^  G^  die  Länge  H^  Cr, ,  durch  welche  die  möglichst  ange- 
näherte Proportionalität  der  Bewegungen  der  Punkte  H^y  D^  be- 
dingt wird.  Denn,  wenn  wir  auf  der  Geraden  h  die  Punktgruppe 
H^H^H^H^H^  construiren,  welche  der  Punktgruppe  G^bcdG^  con- 
gruent  ist,  so  bestimmen  die  nicht  gezeichneten  gleichen  Strecken 
H^G^^  H^G^f  B^G^y  H^G^^  H^G^  die  fünf  entsprechenden  Lagen 
der  Schubstange  H^G^^  und  den  in  gleichen  Abständen  befind- 
lichen Punkten  H^^  B^^  B^j  B^^  B^  auf  der  Geraden  h  entspre- 
chen auch  die  in  gleichen  Abständen  liegenden  Punkte  i>,,  A, 
i?3y  I>4y  D^  auf  der  Geraden  b.  Die  Bewegungen  des  Kolbens  K 
und  des  Schreibstiftes  A  sind  also  durch  die  fünf  Theilpunkte 
hindurch  in  dem  Verhältnisse  L^G^ :  L^D^  ähnlich.  Dem  zufolge 
wird  auch  die  Aehnlichkeit  dieser  Bewegungen  mit  vollkommen 
genttgender  Genauigkeit  innerhalb  der  Theilstrecken  fortbestehen. 
Um  dies  zu  bestätigen ,  wollen  wir  noch  das  Ortliche  Geschwin- 
digkeitsdiagramm t)  des  Punktes  D^  construiren,  welches  sich  auf 
die  Bewegungsrichtung  in  der  Geraden  b  bezieht  und  einer  gleich- 
förmigen Bewegung  des  Punktes  B^  entspricht  Zu  diesem  Zwecke 
nehmen  wir  als  constante  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes 
B^  eine  auf  h  senkrechte  Strecke  B^B^  an;  und  demnach  ist  das 
Ortliche  Geschwindigkeitsdiagramm  des  bewegten  Punktes  B^  eine 
zu  h  parallele  Strecke  B^B^. 

Wir  ziehen  durch  den  Schnittpunkt  $,  der  Geraden  ^F^^ 
AX^,  welcher  der  Pol  der  Koppellage  F^L^  ist,  die  Geraden 
?5Ö5,  ^5A,  dann  zu  B,G,  die  ParaUele  5JÖJ,  die  auf  ^,G, 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  G^Gl  abschneidet,  und  femer  zu 
6,27,  die  Parallele  G^Dl,  die  auf  $,  7>,  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit D^Dl  des  Pnnktes\Z>,  bestimmt  Hierauf  ziehen  wir  auf  b 
die  Senkrechte  D^D^  und  auf  diese  die  Senkrechte  I>lDl\  dem- 
nach ist  die  Strecke  i>si>^  gleich  der  Componente  der  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  i>,  für  die  Richtung  in  der  Geraden  b,  und 
die  kleine  Strecke  DID^  ist  gleich  der  zur  Geraden  b  senkrech- 
ten Componente,  welche  durch  die  abweichende  Bewegung  des 
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Punktes  D^  von  dieser  Geraden  verursacht  wird  und  in  dem  End- 
punkte D^  der  Annäherungsstrecke  D^  D^  am  grössten  ist.  In  glei- 
cher Weise  sind  die  Punkte  D[^  iJJ',  j&J'^,  D}^  und  andere  zwischen 
denselben  liegende  Punkte  des  Geschwindigkeitsdiagramms  D  be- 
stimmt, welches  zur  Geraden  b  parallel  ist  und  nur  in  der  Nähe 
von  Dl  eine  sehr  geringe  Abbiegung  zeigt  Damit  ist  die  Pro- 
portionalität der  Wege  der  Punkte  H^^  D^  bestätigt. 

Wird  der  Mechanismus  nach  der  älteren  Bestimmungsweise 
der  Eyans 'sehen  Geradfllhrung  hergestellt,  bei  welcher  nur  drei 
Eoppellagen  in  Betracht  kommen ,  so  dass  die  drei  Eoppellagen 
i^jia»  J^3^3i  ^A^A  iß  dör  Geraden  J^gA«  coincidiren,  und  die 
Länge  der  Schubstange  H^  G^  willkürlich  ist,  dann  zeigt  sich  diQ 
geradlinige  Bewegung  des  Punktes  D^  und  die  Proportionalität 
der  Bewegungen  der  Punkte  H^.^  D^  weniger  genau;  denn  dieser 
Bestimmungsweise  gemäss  entsprechen  sich  nur  die  tie£sten,  mitt- 
leren und  höchsten  Lagen  der  Punkte  H^^  D^  auf  den  Geraden 
h  und  b;  und  hierin  liegt  eine  geringere  Gewähr  für  die  Propor- 
tionalität der  Wege  der  Punkte  H^^  D^.  Nach  dieser  Anordnung, 
welche  die  Anforderung  der  Genauigkeit  noch  nicht  in  der  höch- 
sten erreichbaren  Vollkommenheit  erfüllt,  werden  bisher  die  in 
der  Praxis  sehr  geschätzten  Indicatoren  von  der  Firma  Dreyer, 
Rosenkranz  &  Droop  ausgeftlhrt 0*  Wenn  aber  die  von  uns 
gegebene  strengere  Gonstruction  befolgt  wird,  so  kann  vermittelst 
eines  kleineren  Mechanismus  eine  verhältnissmässig  längere  ange- 
näherte Geradfahrung  und  eine  genauere  Proportionalität  erlangt 
werden;  und  je  geringer  die  Masse  der  bewegten  Theile  des  ge- 
radftthrenden  Mechanismus  ist,  desto  zuverlässiger  ist  die  Aufzeich- 
nung des  Schreibstiftes. 

In  Fig.  658  ist  derselbe  Mechanismus  in  der  angegebenen 
Weise  dargestellt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  der  feste  Axen- 
punkt  4>  nach  Angabe  von  Thompson^)  nicht  in2>3,  der  Mitte 
der  Annäherungsstrecke  i?i  i>5 ,  sondern  seitwärts  von  b  auf  der 
Geraden  D^  A^  angenommen  ist.  Der  entsprechende  Gelenkpunkt 
F^  ergiebt  sich  auf  D^  L^  nach  S,  605  durch  die  Gleichheit  der 
Winkel  D^PT,,  A«P^*4>,  deren  gemeinsamer  Scheitel  P"  der 
Pol  der  beiden  Koppellagen  D,L,^  D^L^  ist.    Der  angenäherte 


')  Dreyer,  Rosenkranz  &  Droop,  Deutsches Reichspateni  Nr.  13663 
Yom  8.  August  1880.  —  Rosenkranz,  Der  Indicator  und  seine  Anwendung. 
4.  Aufl.  1885. 

»)  Scientific  American.  1876.  Vol.  XXXV.  p.  278.  —  Engineering.  1877. 
Vol.  XXIV.  p.  312.  —  Polytechnisches  Journal.  1877.  B.  223.  S.  39. 
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Theil  der  vom  Pankte  D^  beschriebenen  Bahncnrye  d  schneidet 
die  Gerade  b  in  den  vier  Punkten  D,,  1>„  i?^,  D^  nnd  femer  in 
einem  fünften  Pankte,  der  aber  bei  dieser  Anordnung  nicht  in  2>, 
liegt.  Daher  ist  bei  diesem  Mechanismus  die  Bahncurye  d  inner- 
halb der  Strecke  AA  zwar  nicht  so  sehr  angenähert  wie  bei 
dem  vorhin  betrachteten  Mechanismus;  aber  in  der  Wirkungsweise 
ist,  wie  das  gezeichnete  (reschwindigkeitsdiagramm  t)  bestätigt, 
graphisch  kein  Unterschied  zu  erkennen. 

Denken  wir  uns,  um  die  Gesamtmasse  der  beweglichen  Glie- 
der in  Fig.  662  möglichst  zu  verringern,  den  Arm  ^F^  weg- 
genommen nnd  den  kürzeren  durch  Pnnktirung  gekennzeichneten 
Arm  Ai4^  eingesetzt,  der  sich  um  die  feste  Axe  A  dreht  und  in 
A^  gelenkig  mit  der  Schubstange  H^  G^  verbunden  ist,  so  erhalten 
wir  den  Crosby 'sehen  Indicator^).  Damit  auch  bei  dieser  An- 
ordnung der  Punkt  D^  eine  sehr  angenäherte  GeradfUhrung  voll- 
zieht, so  dass  die  Bahncurve  desselben  die  fünf  Punkte  i>j,  i>,, 
A»  Äy  A  ^^^  d^i"  Geraden  b  gemein  hat  und  eine  möglichst 
angenäherte  Proportionalität  stattfindet,  muss  der  feste  Axen- 
punkt  A  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  sein,  der  durch  fünf  homo- 
loge Punkte  der  fünf  Lagen  der  Schubstange  A  G^  geht  Da  die 
Lagen  AG^n  AG'»  und  die  Lagen  A^^,  A^ä  parallel  sind,  so 
liegen,  wie  bei  der  Watt 'sehen  Geradführung,  die  Mittelpunkte 
aller  durch  je  vier  homologe  Punkte  dieser  vier  Geraden  gehen- 
den Kreise  auf  einer  leicht  zu  construirenden ,  gleichseitigen  Hy- 
perbel, deren  Asymptoten  die  Gerade  h  und  die  in  A  a^^  '"^^ 
senkrechte  Gerade  sind.  Femer  bilden  die  Mittelpunkte  aller 
durch  je  drei  homologe  Punkte  der  Geraden  A^,,  A^s»  A^^s 
gehender  Kreise  einen  Kegelschnitt,  der  auf  der  Hyperbel  den 
Punkt  A  bestimmt;  und  zu  diesem  ergiebt  sich  in  bekannter 
Weise  der  entsprechende  Gelenkpunkt  A^. 

Bei  dem  in  Fig.  664  schematisch  dargestellten  Bichards- 
schen  Indicator^)  ist  der  Mechanismus  der  Watt'schen  Gerad- 
fUhrung angewendet.  Die  Gonstruction  des  gleicharmigen  Kurbel- 
getriebes ^»FjigA,  welches  eine  fünfpunktige  GeradfUhrung  er- 
zeugt, wird  wie  S.  643  gelehrt  wurde  construirt  Wir  nehmen  die 
Länge  des  Armes  ^F^  an  und  betrachten  die  Sehne  F^F^  des 
Ausschlagbogens  F^tpF^^  die  gleich  der  Hubhöhe  A-^5  des  gerad- 
geführten  Punktes  oder  Schreibstiftes  A  ^Bt,  als  gegeben.    Wir 

*)  Engineering.  1884.  Vol.  37.  p.  185. 

')  Mechanics'  Magazine.  1863.  p.  10.  —  Polytechnisches  Joitmal,  1863. 
B.  168.  S.  82. 
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ziehen  durch  die  Mitte  N^  der  halben  Sehne  N^F^  auf  diese  die 
Senkrechte  N^F^  bis  an  den  Bogen  %  ziehen  femer  durch  die 
Mitte  von  N^  F^  zur  Sehne  F^  F^  die  parallele  Gerade  b,  bestimmen 
auf  derselben  den  Pimkt  2>,  so,  dass  F^  D^  gleich  der  gewählten 
halben  Koppellänge  ist,  nnd  machen  anf  b  die  Strecke  D^  D^  <» 
F^N^'^  dann  liefert  die  um  ihre  eigene  Länge  bis  A  verlängerte 
Strecke  ^Z>,  den  zweiten  festen  Axenpunkt  A  und  die  um  ihre 
eigene  Länge  bis  X,  yerlängerte  Strecke  F^D^  die  höchste  Koppel- 
lage F^L^.  Die  Koppelmitte  D^  beschreibt  die  Bahncurve  d^  deren 
angenäherter  Theil  die  fünf  in  gleichen  Abständen  befindlichen 
Punkte  i>i9  D^y  D^^  D^^  D^  mit  der  Geraden  b  gemein  hat  und 
sich  derselben  sehr  nahe  anschmiegt  Behufs  der  Bestimmung  der 
Schubstange  H^G^  und  der  Kolbenstange  H^h^  nehmen  wir  auf 
dem  Arme  ^F^  den  Gelenkpunkt  O^  beispielsweise  so  an,  dass 
4>G,  —  14>F,  ist,  ziehen  zu  F^D^  die  Parallele  G^H^  bis  an  die 
(Gerade  ^D^  nnd  zu  b  die  Parallele  H^K  Da  die  Abweichung  der 
Bewegung  des  Punktes  D^  von  der  Geraden  b  innerhalb  der  An- 
näherungsstrecke D^D^  bei  der  fttnfpunktigen  Watt 'sehen  Gerad- 
fbhrung,  welche  mit  der  in  Fig.  652  angewandten  Evans 'sehen 
GeradfUhrung  übereinstimmt,  ausserordentlich  klein  ist,  so  sind  die 
Bewegungen  der  Punkte  H^y  D^  sehr  angenähert  in  dem  Verhält- 
nisse ^&5 :  4>/^q  ähnlich;  denn  es  würde  eine  genaue  Aehnlichkeit 
stattfinden,  wenn  der  Punkt  D^  sich  genau  in  der  Geraden  b  be- 
wegte. Demnach  wird  durch  diese  Anordnung  die  Proportionalität 
der  Wege  des  Kolbens  K  und  des  Schreibstiftes  D^  gewährleistet 
261.  Sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  GeradfDhrung. 
In  Fig.  665  ist  ein  gleicharmiges  Kurbelgetriebe  ^FLA  mit  einem 
gleichschenkeligen  Koppeldreieck  FJ)L  dargestellt.  Dieses  Kop- 
peldreieck bewegt  sich  symmetrisch  bezüglich  der  in  der  Mitte 
auf  4>A  senkrechten  Geraden  C,  nnd  die  Spitze  D  desselben  be- 
schreibt demnach  eine  von  der  Geraden  C  symmetrisch  getheilte 
Bahncurve  d.  Wegen  der  symmetrischen  Anordnung  des  in  seiner 
mittleren  Stellung  gezeichneten  Kurbelgetriebes  ^FLA  gesellen 
sich  zu  demselben  nach  dem  Bob  er  ts 'sehen  Satze  zwei  gleiche, 
symmetrisch  gelegene  Kurbelgetriebe  4>jP;0|ß,  AL^OjiCi^  bei 
welchen  der  Koppelpunkt  D  dieselbe  Bahncurye  8  erzeugt  Be- 
hufs der  Construction  des  Kurbelgetriebes  ^FiOiCi  bilden  wir 
das  Parallelogramm  ^FDFj,  zeichnen  bü  FfB  und  an  4>A  be- 
ziehlich  die  Dreiecke  FjOjDy  4>QA,  welche  dem  gleichschenke- 
ligen Koppeldreieck  FDL  ähnlich  sind.  In  derselben  Weise  er- 
halten wir  das  zweite  gleiche,   symmetrisch  gelegene  Kurbel- 
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getriebe  ALjjOjjCl.  Das  hierdurch  entstandene  Parallelogramm 
OiDOjiCi  ist  wegen  der  symmetrischen  Anordnung  ein  Rhombus, 
demnach  ist  bei  den  beiden  gleichen  Kurbelgetrieben  OjDw^  OiCi 
—  OiFj  und  OjiD  m^  OijCl'^  O^Ln.  In  der  gezeichneten  Stel- 
lung, bei  welcher  der  beschreibende  Punkt  D  sich  in  der  Sym- 
metralgeraden  ^  befindet,  liegt  der  Gelenkpunkt  Fj  auf  der  Ge- 
raden Cl^  und  der  Gelenkpunkt  L^j  auf  der  Geraden  CIA. 

Wenn  wir  das  Kurbelgetriebe  ^FjOjCl  mit  eineni  gleich- 
schenkeligen  Koppeldreieck  FjOjD,  dessen  beide  gleiche  Seiten 
^i^n  Oj^  gleich  dem  an  die  Spitze  0;  angeschlossenen  Arme 
ClOj  sind,  als  erstgegeben  betrachten  und  nach  dem  Boberts- 
schen  Satze  die  beiden  zugesellten  Kurbelgetriebe  zeichnen,  so 
erhalten  wir  das  gleiche  Kurbelgetriebe  ALjjOjjA  und  das  gleich- 
armige Kurbelgetriebe  ^FLA  mit  dem  gleichschenkeligen  Kop- 
peldreieck FDL,  dessen  Spitze  D  eine  von  der  Geraden  ^  sym- 
metrisch getheilte  Bahncur?e  d  beschreibt.  Ist  also  bei  einem 
Kurbelgetriebe  ^FjOjCl  mit  einem  gleichschenkeligen  Koppel- 
dreieck Fj  Oj  D  der  an  die  Spitze  Oj  desselben  angeschlossene  Arm 
Ci  Ol  gleich  den  beiden  gleichen  Seiten  desselben,  dann  beschreibt 
die  Basisecke  D  eine  symmetrisch  gestaltete  Bahncurve  i. 

Das  betrachtete  Kurbelgetriebe  ^FjOiCi  können  wir  in  Fig. 
666  so  anordnen,  dass  die  vom  Koppelpunkte  D  beschriebene 
symmetrische  Bahncurve  d  innerhalb  einer  zweckmftssig  lang  ge- 
wählten Annäherungsstrecke  AA  ^^^  ^^^'^^  Geraden  b  sechs  in 
gleichen  Abständen  befindliche  Punkte  A,  A)  A»  Ai  A»  A 
gemein  hat  und  sich  dieser  Geraden  sehr  nahe  anschmiegt  Wir 
betrachten  das  gleichschenkelige  Koppeldreieck  FjOjD  des  zu 
bestimmenden  Kurbelgetriebes  ^FjOfCl  als  gegeben,  und  dem- 
nach ist  auch  der  an  die  Spitze  Oj  des  Koppeldreiecks  ange- 
schlossene Arm  £1  Oj ,  der  gleich  den  beiden  gleichen  Seiten  des- 
selben ist,  mit  seinem  festen  Axenpunkte  Cl  bekannt.  Um  die 
noch  unbekannten  Theile  dieses  Kurbelgetriebes  zu  bestimmen, 
mtlssen  wir  zwei  Httlfscuryen  construiren.  Zu  dem  Zwecke  be- 
schreiben wir  um  Cl  mit  dem  Arme  Cl  0/  als  Radius  den  Kreis  oi, 
machen  den  Winkel  ^n4>,  auf  dessen  Schenkel  ü^  der  feste 
Axenpunkt  4>  liegt,  gleich  der  Hälfte  des  Winkels  Fj  Oj  D,  theilen 
eine  auf  ^  senkrecht  gezogene  Strecke  m^D\y  deren  Länge  gleich 
der  gewählten  halben  Annäherungsstrecke  ist,  durch  die  Punkte 
Ai  A  80,  dass  A  A  — AA  — 2A»»'  ist,  und  ziehen  durch  die 
Punkte  A,  Ai  A  ÄW  Geraden  ?  ParaUele  A  A',  AA',  A  A'i 
welche  auf  mehreren  anderen  zu  ^  Senkrechten,  z.  B.  auf  T^lm/^  die 
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Punkte  i>'/,  Jy^y  ly^  bestimmen.  Hierauf  fassen  wir  das  gegebene 
Eoppeldreieck  FjOjD  in  einen  Dreispitzzirkel ,  legen  vermittelst 
desselben  die  Ecke  D  nach  einander  in  die  Punkte  Z^j,  i>2}  ^si 
aber  gleichzeitig  die  Ecke  Oj  in  die  entsprechenden  Lagen  einer- 
seits auf  den  Kreis  co,  und  markiren  die  zugehörigen  Lagen  F[y 
F^^  F'^  der  Ecke  Fj^  sowie  den  Mittelpunkt  ^'  des  durch  die 
Punkte  F[j  F^^  F^  gehenden  Kreises,  der  die  zu  Q4>  parallel 
gezogene  Gerade  4>'i^'  im  Punkte  F'  schneidet.  Der  Mittelpunkt 
4>'  dieses  Kreises  kann,  falls  die  Punkte  F[  ^  F^^  Fl  nicht  gtlnstig 
liegen,  mit  Htllfe  der  betreffenden  Pole  je  zweier  der  drei  Drei- 
eckslagen sicherer  construirt  werden.  Wiederholen  wir  dasselbe 
Verfahren,  indem  wir  die  Ecke  B  jenes  in  den  Dreispitzzirkel 
gefassten  Koppeldreiecks  nach  einander  in  die  Punkte  i>'/>  ^t^  ^i 
legen,  während  die  Ecke  0/  auf  dem  Kreise  w  bleibt,  so  ergeben 
sich  fttr  die  Ecke  Fj  die  drei  zugehörigen  Lagen  F[',  F!^,  F," 
nebst  dem  Mittelpunkte  <t>"  des  durch  dieselben  gehenden  Elreises, 
der  die  zu  £2^  parallel  gezogene  Gerade  <I>"jP"  im  Punkte  F" 
trifft.  Wir  erhalten  somit  durch  die  Punkte  *',  4>", . .  ein  Stttck 
einer  Htllfscurve  17  und  durch  die  Punkte  F\  F'\  .  .  ein  Stttck 
einer  Httlfscurye  A.  Diese  beiden  Httlfscurven  17,  h  schneiden  die 
Gerade  0>^  resp.  in  den  Punkten  4>,  jF},  von  denen  4>  der  gesuchte 
zweite  feste  Azenpunkt  und  Fj  der  Gelenkpunkt  des  gesuchten 
Armes  ^Fj  ist,  der  in  der  verlängerten  Geraden  H  4>  liegt,  wenn 
sich  der  Koppelpunkt  D  in  der  Geraden  C  befindet.  Fahren  wir 
nun  die  Ecken  0, ,  J^,  des  in  den  Dreispitzzirkel  gefassten  Koppel 
dreiecks  FjOjD  beziehlich  auf  dem  Kreise  w  und  auf  dem  um  4>  mit 
dem  Radius  ^Fj  beschriebenen  Kreise  %  bis  die  Ecke  D  successive 
in  jene  drei  Parallelen  D[I>\'j  ^i-C^/,  -^i^s'  gelangt,  so  werden  auf 
diesen  durch  die  drei  entsprechenden  Lagen  F^O^D^^  P^OJ)^  Ffifi^ 
die  Punkte  D^^  D^^  D^  erhalten,  welche  auf  einer  zu  C  senkrechten 
Geraden  b  liegen  und  diese  Gerade  bestimmen.  Der  Koppelpunkt  D 
des  so  construirten  Kurbelgetriebes  ^FjOiQ,  beschreibt  demnach 
die  von  der  Geraden  ^  symmetrisch  getheilte  Bahncurve  d,  welche 
mit  der  Geraden  b  die  sechs  in  gleichen  Abständen  befindlichen 
Punkte  l>i,  i?2,  i?8,  2?4,  2?5,  D^  gemein  hat,  und  erzeugt  also  eine 
sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradftlhrung.  Zeichnen 
wir  nun  in  Fig.  665  zu  dem  erhaltenen  Kurbelgetriebe  <I>f}0/iQ 
das  zugesellte  gleicharmige  Kurbelgetriebe  ^FLA  mit  dem  gleich- 
schenkeligen  Koppeldreieck  FDL^  so  erzeugt  die  Spitze  JD  dieselbe 
sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradführung;  und  das- 
selbe gilt  von  dem  zweiten  zugesellten  Kurbelgetriebe  AZr;,0/,Q. 
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In  Fig.  658  ist  bei  dem  Kurbelgetriebe  ^FjOjil  der  Oelenk- 
pnnkt  Oj  insbesondere  auf  FjD  gelegt,  also  O^i^/  =  0/ß  =  0/i>, 
und  in  diesem  besonderen  Falle  ist  die  Gerade  Cl  ^  senkrecht  auf 
der  Geraden  Cl  4>.  Dieses  Kurbelgetriebe,  dessen  Koppelpunkt  D 
eine  sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  GeradfÜhrung  be- 
wirkt, ist  in  der  angegebenen  Weise,  wie  die  gleichartige  Bezeich- 
nung zu  erkennen  giebt,  durch  die  Hülfscurven  17,  h  construirt  In 
Fig.  657  sind  zu  dem  so  erhaltenen  Kurbelgetriebe  ^Fj  Qi  £i  die 
beiden  zugesellten  Kurbelgetriebe  ^FL\  ALjfOjjil  gezeichnet, 
welche  dieselbe  sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  Gerad- 
ftthrung  erzeugen.  Das  gleicharmige  Kurbelgetriebe  4>i^XA,  bei 
welchem  die  Koppelmitte  D  unserer  Anordnung  gemäss  eine 
sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradftlhruiig  innerhalb 
der  Strecke  AA  bewirkt,  wurde  zuerst  von  Tch6bychew 
in  anderer  Auffassung  analytisch  behandelt  i)^  und  durch  sehr 
umständliche  Eechnungen  hat  er  günstige  Maassverhältnisse  für 
dieses  Kurbelgetriebe  zur  Erlangung  einer  angenäherten  Gerad- 
fUhrung  abgeleitet,  welche  von  ihm  bei  einer  Dampfmaschine  an- 
gewendet wurde  2). 

262.  Vierpunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradflihrung. 
Wenn  wir  in  Fig.  659  bei  dem  noch  zu  bestimmenden  Kurbel- 
getriebe ^FjOjCl  das  gleichschenkelige  Koppeldreieck  FjOjD 
als  gegeben  betrachten,  dessen  gleiche  Seiten  OjFj^  Ojl)  gleich 
dem  an  die  Spitze  Oj  angeschlossenen  Arme  C10[  sind,  so  können 
wir  verschiedene  Kurbelgetriebe  construiren,  deren  Koppelpunkt  D 
eine  vierpunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradftlhrung  erzeugt. 
Um  z.  B.  ein  solches  Kurbelgetriebe  ^Fj  Oj  Cl  zu  erhalten ,  be- 
schreiben wir  um  den  angenommenen  festen  Axenpunkt  Cl  mit 
dem  Arme  ClOj  als  Radius  den  Kreis  ca,  machen  den  Winkel 
^Q<I>  =  iFjOjDy  und  nehmen  auf  einer  zur  Geraden  f  senkrecht 
gezogenen  Geraden  b  die  Punkte  B^ ,  D^  so  an,  dass  D^  m  gleich 
der  gewählten  halben  Annäherungsstrecke  JD^JD^  und  AA  »» 
2D^m  ist    Hierauf  fassen  wir  das  gegebene  gleichschenkelige 


^)Tch^bychew  (meist  aach  Tschebische  ff  geschrieben),  Me'' 
moires  des  Savants  ^trangeres  prSsenUs  ä  VAcad^mie  de  St.Petershourg.  1854. 
T.  VU.  p.  537 ;  ferner  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des 
Gewerbfleisses  in  Preussen.  1870.  S.  168,  Uebersetzung  der  russisch  geschrie- 
benen Abhandlung  in  den  Memoiren  der  Academie  in  St,  Petersburg.  1868. 
B.  XIV.  S.  38. 

^)  Officieüer  Ausstelitmgsbericht  Wien  1873.  Motoren  von  Ba  ding  er. 
Heft  83.  S.  84. 
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Eoppeldreieok  FjO^D  in  den  Dreispitezirkel,  legen  y ermittelst 
desselben  die  Ecke  D  nach  einander  in  die  Punkte  D^^D^^  ferner 
die  Ecke  Oi  einerseits  anf  den  Kreis  ta  in  die  entsprechenden 
Lagen  0^,  0,  nnd  markiren  die  zugehörigen  Lagen  F^^  F^  der 
Ecke  Fi\  dann  ist  der  auf  Q4>  liegende  Mittelpunkt  ^  des  durch 
die  Punkte  F^^  F^  gehenden  Kreises  tp  der  gesuchte  feste  Axen- 
punkt  4>  und  der  Radius  ist  gleich  der  Lftnge  des  gesuchten 
Armes  ^Fj  des  Kurbelgetriebes  ^FjOiCi^  welches  in  der  Stellung 
gezeichnet  ist,  die  der  in  ^  befindlichen  Lage  des  Koppelpunktes  D 
entspricht.  Der  feste  Axenpunkt  <I>  kann  auch  mit  Httlfe  des  Pols 
P"  der  beiden  Dreieckslagen  i^,  0^ D^ ,  F^O^D^  bestimmt  werden, 
indem  wir  von  P^^  durch  die  Mitte  der  Verbindungsstrecke  F^F^ 
die  Gerade  P"^  ziehen,  welche  die  Gerade  A^  in  dem  Punkte  4> 
schneidet.  Der  Koppelpunkt  D  des  so  erhaltenen  Kurbelgetriebes 
4>jF;0/£2  beschreibt  eine  von  der  Geraden  C  symmetrisch  getheilte 
Bahncurve  d^  welche  die  vier  in  gleichen  Abständen  befindlichen 
Punkte  D^y  D^^  D^^  D^  mit  der  Geraden  b  gemein  hat  und  die- 
selbe ausserhalb  der  Annäherungsstrecke  AA  i^o<^h  in  zwei 
Punkten  schneidet  Wenn  wir  in  diesem  Falle,  bei  welchem  das 
gleichschenkelige  Koppeldreieck  FjOjD  an  der  Spitze  Oj  einen 
spitzen  Winkel  besitzt,  nach  Art.  261  die  Construction  eines  Kurbel- 
getriebes ausführten,  welches  eine  sechspunktige  synmietrisch  an- 
genäherte GeradfUhrung  bewirkt ;  dann  wflrde  sich  ergeben,  dass 
der  Arm  ^Fj  verhältnissmässig  lang  wird  und  das  Kurbelgetriebe 
eine  für  die  Praxis  nicht  verwendbare  Gestalt  annimmt.  Es  mttss- 
ten  also  auch  beide  Schleifen  der  symmetrischen  Bahncurre  d  ver- 
schwinden, damit  der  angenäherte  Theil  derselben  die  betreffende 
Gerade  b  in  sechs  Punkten  schneidet  Zu  dem  Kurbelgetriebe 
^FjOjCl  ist  das  zugesellte  gleicharmige  Kurbelgetriebe  4>PZA 
mit  dem  gleichschenkeligen  Koppeldreieck  FDL  und  das  zuge- 
sellte, dem  ersten  gleiche,  symmetrisch  gelegene  Kurbelgetriebe 
ALjjOjjCl  gezeichnet,  welche  beide  dieselbe  vierpunktige  sym- 
metrisch angenäherte  GeradfUhrung  erzeugen. 

In  Fig.  660  ist  das  erhaltene  gleicharmige  Kurbelgetriebe 
4>PiA  in  den  beiden  Stellungen  <PF^L^A^  ^F^L^A  gezeichnet, 
die  den  Lagen  l>i,  D^  des  Koppelpunktes  D  entsprechen;  und 
es  sind  durch  die  zugehörigen  Pole  $i,  ^^  die  Normalen  A^^, 
i>s$a  an  der  Bahncurve  d  bestimmt  Diese  Normalen  sind  ange- 
nähert senkrecht  zur  Geraden  b;  und  dadurch  wird  bestätigt,  dass 
die  Bahncurve  ö  sich  innerhalb  der  Annäherungsstrecke  i>i  A  an 
die  Gerade  b  sehr  nahe  anschmiegt 
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Wenn  wir  in  Fig.  660  ein  gleicharmiges  Earbelgetriebe  in 
den  beiden  Stellungen  ^F^^A^  4>FjL,A  als  gegeben  betrachten, 
80  können  wir  auf  der  Geraden  a^^  welche  in  der  Mitte  Z^  auf 
der  Koppel  F^  Z,  senkrecht  steht,  leicht  den  Punkt  D^  bestimmen, 
der  eme  vierpunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradführung  er- 
zeugt. Wir  markiren  auf  den  homologen  Geraden  s^  Z^ ,  %^  Z^  noch 
zwei  beliebige  homologe  Punkte  F^,  F,,  ziehen  durch  die  Mitten 
der  Verbindungsstrecken  Y^  Y^ ,  Z^  Z^  die  Gerade  7,  construiren  den 
Pol  P"  der  beiden  Eoppellagen  J^iA>  ^a^i»  wir  ziehen  femer 
durch  P"  auf  4>A  die  Senkrechte  P"rf,  welche  die  Gerade  q  im 
Punkte  d  trifft  und  durch  </  zu  <I>A  die  parallele  Gerade  b,  welche 
die  Geraden  «,,  ^,  in  den  homologen  Punkten  B^^  D^  schneidet. 
Zeichnen  wir  nun  zu  diesen  Punkten  D^^  D^  die  bezttglich  der 
Geraden  ^  symmetrisch  gelegenen  Punkte  i>3,  D^^  so  beschreibt 
der  Koppelpunkt  i>,  eine  Bahncurve  6^  welche  die  vier  Punkte 
i>j,  2>2,  7>3,  D^  mit  der  Geraden  b  gemein  hat;  aber  wir  können 
hier  durch  die  Annahme  jener  beiden  Stellungen  des  Kurbel- 
getriebes nicht  erlangen,  dass  diese  vier  Punkte  sich  alle  in  glei- 
chen Abständen  befinden. 

Den  Punkten  i?i,  i?,,  i?„  D^  entsprechen  vier  zu  der  Gera- 
den ^  symmetrische  Koppellagen,  welche  yier  ebene  Systeme  S^^ 
S„  «3,  S,  bestimmen.  Die  Gegenpolpaare  P'^P^,  P''P^  dieser 
Systeme  liegen,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  symmetrisch  zur 
Geraden  C,  und  dem  zufolge  besteht  die  Mittelpunktcurve  dieser 
vier  Systeme  nach  S.  620  aus  der  Geraden  ^  und  dem  durch  diese 
Gegenpolpaare  gehenden  Kreise  x^  der  auch  die  Punkte  4>,  A  ent- 
hält. Jeder  Punkt  der  Geraden  js,  des  Systems  S^  liegt  mit  seinen 
drei  homologen  Punkten  auf  je  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt 
sich  auf  der  Geraden  C  befindet.  Demnach  besteht  die  Kreis- 
punktcurve  im  System  S^  aus  der  Geraden  ^,  und  dem  durch  die 
Pole  P*',  P*'  gehenden  Kreise  äTj,  der  auch  die  Punkte  P,,  i^ 
enthält  Jeder  Punkt  des  Kreises  x^  im  System  ^S^  liegt  also  mit 
seinen  drei  homologen  Punkten  auf  je  einem  Kreise,  dessen  Mittel- 
punkt sich  auf  dem  Kreise  %  befindet.  Nehmen  wir  nun  auf  dem 
Kreise  %  zwei  zur  Geraden  ^  symmetrisch  liegende  Punkte  4>',  A' 
als  feste  Axenpunkte  an,  so  entsprechen  diesen  zwei  auf  dem 
Kreise  ^1  zur  Geraden  %^  symmetrisch  liegende  Gelenkpunkte  P[, 
L\]  und  die  Punktgruppen  4><I>'A'A,  FF[L\L  sind  nach  dem 
Satze  auf  S.  606  ähnlich.  Wir  erhalten  hierdurch  ein  zweites 
gleicharmiges  Kurbelgetriebe  ^F[L\fi.\  dessen  Koppelpunkt  D^ 
eine  Bahncurve  6  beschreibt,  welche  dieselben  vier  Punkte  D^^  D^^ 

Barin«8ter,  Kinematik  L  42 


658        IX.  Abschnitt.  Mechanismen  fOr  angenäherte  Geradführang. 

D^y  D^  mit  der  Geraden  b  gemein  hat;  und  von  diesem  Karbei- 
getriebe sind  der  besseren  Uebersicht  wegen  in  Fig.  661  die  bei- 
den den  Punkten  !>,,  D^  entsprechenden  Stellangen  <P'F[L\X^ 
<^'FIL*^K'  gezeichnet.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  durch  die 
Annahme  der  beiden  auf  dem  Kreise  %  symmetrisch  zu  ^  liegen* 
den  festen  Axenpankte  O^',  A''  and  dnrch  die  Bestimmnng  der 
entsprechenden  auf  dem  Kreise  x^  liegenden  Gelenkponkte  F['y  L[ 
ein  drittes  derartiges  gleicharmiges  Kurbelgetriebe  ^''F['L^IA"^ 
von  dem  in  Fig.  662  die  den  beiden  Punkten  D^ ,  D^  entsprechen- 
den Stellungen  gezeichnet  sind.  Es  können  also  vermittelst  der 
beiden  Kreise  Xt  ^i  anendlich  viele  gleicharmige  Kurbelgetriebe 
bestimmt  werden,  bei  welchen  der  betreffende  Koppelpunkt  D^ 
eine  Bahncurve  beschreibt,  die  mit  der  Geraden  b  die  vier  Punkte 
D^,  D^j  i?3,  Z>4  gemein  hat,  und  somit  eine  vierpunktige  symme- 
trisch angenäherte  Geradftihrung  erzeugt.  Wir  dtlrfen  aber  mit 
der  Annahme  der  festen  Axenpunkte  auf  dem  Kreise  x  i^  Fig.  660 
in  der  unteren  Hälfte  desselben  nicht  zu  tief  herabgehen;  denn 
bei  tief  auf  diesem  Kreise  liegenden  festen  Axenpunkten  vergrös- 
sem  sich  die  Abweichungen  der  Bahncurve  von  der  Geraden,  so 
dass  eine  angenäherte  Geradftihrung  nicht  mehr  stattfindet  Die 
in  der  angegebenen  Weise  durch  ein  gleicharmiges  Kurbelgetriebe 
erzeugte  angenäherte  Geradftihrung,  welche  Boberts^)  erfunden 
hat,  wird  die  Boberts'sche  Geradführung  genannt  und  der 
Mechanismus  derselben  wird  auch  als  Boberts'scher  Lenker 
bezeichnet. 

263.  Sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  GeradfDhrung 
vermittelst  eines  Schieifkurbelgetriebes  erzeugt.  Die  bisher  be- 
trachteten angenäherten  Geradftihrungen  wurden  durch  zweck- 
mässig angeordnete  Kurbelgetriebe  bewirkt  Wir  können  aber 
ein  in  Fig.  663,  Taf.  XLII,  dargestelltes  Schleif kurbelgetriebe 
^F^A^  bei  welchem  die  Stange  F^D^  in  einer  um  die  feste  Axe  A 
drehbaren  Hülse  H  gleitet  und  von  der  Kurbel  ^F^  bewegt  wird, 
auch  leicht  so  einrichten,  dass  ein  auf  der  Stange  jP^i^i  liegender 
Punkt  2>^,  dessen  Bahncurve  d  eine  Kreiskonchoide  ist,  eine 
sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradftihrung  beschreibt 
Behnfe  der  Gonstruction  dieses  Schleifkurbelgetriebes  theilen  wir 
die  auf  der  Geraden  b  gewählte  Annäherungsstrecke  i?i  A  durch 
die  Punkte  D^^D^.D,,  D^  in  fünf  gleiche  Theile,  errichten  in  der 
Mitte  m  auf  derselben  die  senkrechte  Gerade  mA^  und  nehmen 


>)  Willis,  Principles  of  Mechanism.  1841.  p,411. 


CoBBtraction  angen&hert  geradfllhrender  Mechanismen.  659 

auf  dieser  Geraden  den  festen  Axenpnnkt  A  in  zweckmässiger 
Lage  an.  Durch  die  sechs  Punkte  i>i,  D^^  D^^  D^,  !>,,  D^  sind 
sechs  Lagen  der  durch  den  festen  Punkt  A  gleitenden  starren 
Geraden  bestimmt  Wir  betrachten  nun  zunächst  die  vier  Lagen 
2?i  A,  I>jA,  I^jA,  D^\y  construiren  den  Pol  P"  der  beiden  Lagen 
I>jAy  i>,A  als  den  Schnittpunkt  der  in  der  Mitte  AA  &uf  i> 
senkrechten  Geraden  dP^^  und  der  Halbirungsgeraden  AP'*  des 
Winkels  D^h.F^y  die  auf  der  Halbirungsgeraden  Ai;  des  zuge- 
hörigen Nebenwinkels  D^AD^  senkrecht  steht;  femer  bestimmen 
wir  in  gleicher  Weise  die  Pole  P",  P^  für  die  Lagen  D,A,  D,A 
und  D^A^  D^A.  Wir  markiren  sodann  auf  den  drei  Geraden 
I>iA,  ÄA,  I^^A  drei  homologe  Punkte  A^^  Jj,  A^^  indem  wir 
die  von  beliebiger  Länge  gewählten,  gleichen  Strecken  D^A^^ 
I>2^s»  A^4  auftragen  9  und  construiren  den  Mittelpunkt  A  des 
durch  diese  drei  homologen  Punkte  gehenden  Kreises.  Der  Kegel- 
schnitt e^^y  der  die  Mittelpunkte  aller  durch  je  drei  homologe 
Punkte  der  Geraden  AA,  ÄA,  B^A  gehenden  Ejreise  trägt,  zer- 
fällt, weil  die  Geraden  JD^A^  D^A  bezüglich  der  Geraden  mA« 
symmetrisch  liegen,  in  die  Gerade  mA^  und  in  eine  andere  Ge- 
rade, die  hier  nicht  in  Betracht  kommt  Der  Kegelschnitt  e"^, 
der  die  Mittelpunkte  aller  durch  je  drei  homologe  Punkte  der 
Geraden  D^A^  A^y  A^  gehenden  Kreise  enthält,  ist  durch  die 
fttnf  Punkte  P'\  P",  P*',  A,  A«  bestimmt  und  schneidet  die  Ge- 
rade mA^  ausser  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  A«  in  dem 
Mittelpunkte  4>  des  Kreises  9,  der  durch  vier  homologe  Punkte 
Pf,  P29  ^39  -^4  luid  wegen  der  symmetrischen  Anordnung  jener 
sechs  Lagen  auch  durch  die  beiden  tlbrigen  homologen  Punkte 
^5  >  P%  S^ht  Um  den  Mittelpunkt  ^  als  den  zweiten  Schnitt- 
punkt der  Geraden  mA^  und  des  Kegelschnitts  e^^  nach  dem 
Pascarschen  Satze  zu  construiren,  nehmen  Wir  die  Ecken  des 
Sechsecks,  welches  dem  Kegelschnitt  6^^  eingeschrieben  ist,  bei- 
spielsweise in  der  Reihenfolge  P'\  P**,  A,*P",  *,  A,;  dann  lie- 
fern die  Gegenseiten  P^^A,  OA^  den  Schnittpunkt  g  und  die 
Gegenseiten  AP'*,  A«P'^  den  Schnittpunkt  A.  Dadurch  erhalten 
wir  die  Pascal'sche  Gerade  gh^  welche  die  Gerade  P^^P^^  im 
Punkte  i  schneidet,  und  somit  ergiebt  sich  die  Gerade  iP^\  die 
auf  971 A  den  gesuchten  Mittelpunkt  O  bestimmt.  Den  Punkt  F^ 
der  Geraden  AA,  der  dem  Mittelpunkte  4>  entspricht,  erhalten 
wir  durch  die  gleichen  Winkel  4>P"Pj,  A«,P"2>j;  oder  indem 
wir  die  Verbindungsgerade  q  durch  die  Mitten  a,  «f  der  Verbin- 
dungsstrecken  A^A^^  A  A  ziehen,  und  femer  durch  den  Schnitt- 
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punkt/,  den  dieselbe  mit  der  Geraden  P"*  bildet,  auf  P**<I> 
die  Senkrechte  F^F^  ziehen,  welche  J9,^>  A^  resp.  in  den  Pank- 
ten  Fj,  F^  trifft  Der  nnw  *  durch  die  Paukte  -F,,  F^  gezogene 
Kreis  q)  enthält  demnach  die  sechs  homologen  Punkte  F^^  F^^  F^^ 
F,j  F,,  F^.  Der  Punkt  D,  der  Stange  F,D,  des  Schleif  kurbel- 
getriebes  ^F^\  beschreibt  also  dieser  Anordnung  gemäss  eine 
von  der  Geraden  m  A«  symmetrisch  getheilte  Bahncurve  d,  welche 
die  sechs  in  gleichen  Abständen  befindlichen  Punkte  Z>,,  D^j  D^^ 
i>4 ,  Z>^ ,  Z>g  mit  der  Geraden  b  gemein  hat,  und  erzeugt  dem  zu- 
folge eine  sechspunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradftthrung, 
die  sich  innerhalb  der  verhälnissmässig  langen  Annäherungsstrecke 
D^D^  ausserordentlich  nahe  an  die  Gerade  b  anschmiegt 

Wenn  in  Fig.  664  ein  Schleif kurbelgetriebe  <I>F,A  gegeben 
ist,  so  kann  man  für  einen  vorgeschriebenen  Drehungswinkel 
F^  4>F,  des  Armes  ^F^  leicht  den  Punkt  D^  der  Stange  F^  D^  be- 
stimmen, der  innerhalb  einer  entsprechenden  Annäherungsstrecke 
2>il>4  eine  vierpunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradflihrung 
erzeugt.  Wir  wählen  zwischen  den  beiden  gegebenen  zur  Gera- 
den Am  symmetrischen  Lagen  i^jA,  F^A  noch  zwei  andere  sym- 
metrische Lagen  F^S.^  F^h.^  bestimmen  in  bekannter  Weise  den 
Pol  P**  der  Lagen  PjA,  F^h.  und  nehmen  auf  denselben  noch 
zwei  beliebige  homologe  Punkte  ^4,,  A^  an.  Hierauf  ziehen  wir 
durch  die  Mitten  a,  /  der  Verbindungsstrecken  A^A^^  F^F^  die 
Gerade  y,  femer  durch  den  Pol  P"  zu  Am  die  Parallele  P*V, 
welche  q  im  Punkte  d  schneidet,  und  durch  d  die  auf  Am  senk- 
rechte Gerade  b,  die  auf  jenen  vier  Lagen  die  vier  homologen 
Punkte  1^,,  i>2>  Ai  A  bestimmt  Aber  es  ist  hier  nicht  zu  er- 
langen, dass  diese  vier  Punkte  sich  alle  in  gleichen  Abständen 
befinden.  Der  Punkt  D^  der  Stange  F^D^  erzeugt  demnach  eine 
vierpunktige  symmetrisch  angenäherte  Geradfährnng.  Die  von 
der  Geraden  Am  symmetrisch  getheilte  Bahncurve  d  des  Punktes 
2>i  weicht,  wie  man  aus  der  Bestimmung  ihrer  Normalen  $,  A 
erkennt,  in  den  Endpunkten  i>i,  D^  der  Annäherungsstrecke  l>^I>^ 
nach  der  Kurbelseite  hin  von  der  Geraden  b  ab  und  schneidet 
demnach  dieselbe  ausserhalb  der  Annäherungsstrecke  AA  i^och 
in  zwei  zu  Am  symmetrisch  gelegenen  Punkten.  Die  Annähe- 
rungsstrecke ist  bei  dieser  Anordnung  aber  verhältnissmässig  kurz 
im  Vergleich  zu  jener  sechspunktigen  symmetrisch  angenäherten 
GeradfUhrung. 

Bei  der  älteren  Oonstruction  des  geradftthrenden  Schleifkurbel- 
getriebes wird  zwischen  den  beiden  Lagen  Al>j,  KD^  nur  eine 
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Lage  in  der  Geraden  ^m  angenommen  nnd  der  Mittelpunkt  4> 
eines  durch  drei  homologe  Punkte  gehenden  Kreises  construirt. 
Dieser  Construction  gemäss  coinddiren  die  beiden  Punkte  D^^  D^ 
in  m  auf  der  Geraden  b;  aber  hierin  liegt  eine  geringe  Gewähr 
fttr  die  Annäherung  der  Bahncur?e  8  an  die  Gerade.  In  dieser 
unzweckmässigen  Weise  wurde  bisher  das  geradflihrende  Schleif- 
kurbelgetriebe construirty  welches  von  KeichenbaohO  stammt 
und  daher  auch  Beichenbach'scher  Lenker  genannt  wird. 

264.  Allgemeine  fdnf^unktige  angenäherte  GeradfDhrung.  Be- 
hufs der  Construction  der  Eurbelgetriebe^  bei  welchen  der  gerad- 
geftthrte  Punkt  mit  den  beiden  Gelenkpunkten  der  Koppel  ein 
bestimmtes  Dreieck  bildet  und  eine  fttnfpunktige  angenäherte  Ge- 
radjEtlhrung  vollzieht,  nehmen  wir  in  Fig.  665  die  fünf  entsprechen- 
den gleichen  Strecken  D^F^,  D^F^,  D^F^,  D^F,^  D^F^  so  an,  dass 
die  fttnf  homologen  Punkte  Ai  Af  A»  A>  A  sich  in  gleichen 
Abständen  auf  einer  Geraden  b  befinden  und  die  fünf  homologen 
Punkte  Fj,  Fj,  jPg,  jP^,  F^  auf  einem  Kreise  rp  liegen,  dessen  Mittel- 
punkt O  ist  Hierdurch  sind  fünf  congruente  ebene  Systeme  ^S,, 
iS„  iSg,  /S4,  S^  bestimmt,  und  da  es  in  diesen  fänf  Systemen  nach 
dem  Satze  auf  S.  622  ausser  dem  ELreise  q>  und  dem  durch  die  Ge- 
rade b  gebildeten  unendlich  grossen  Kreise  noch  zwei  Kreise  A,  r 
giebt,  welche  ebenfalls  je  fünf  homologe  Punkte  X^,  £„  Z,,  L^,  L^ 
und  7j,  T„  T",,  7^,  T^  enthalten,  so  können  wir  die  Hittelpunkte 
A,  T  der  Kreise  ^,  r  vermittelst  zweier  Mittelpunktcurven  con- 
struiren.  Wir  betrachten  zunächst  die  vier  Systeme  «Sj,  ^S,,  S^^  S^ 
und  die  Mittelpunktcurve  a^^  derselben,  welche  durch  die  sechs 
zugehörigen  Pole  P\  P'\  P«,  P»,  P",  P**  geht  und  durch  zwei 
Gegenpolpaare  bestimmt  ist.  Von  diesen  sechs  Polen  liegen  die 
Gegenpole  P",  F^  auf  der  in  der  Mitte  von  D^D^  auf  b  senk- 
rechten Geraden  C/,  und  femer  liegen  die  Gegenpole  P",  P",  so- 
wie die  Gegenpole  F^%  P^  beziehlich  in  gleichen  Abständen  von 
der  Geraden  P^^P^  oder  S/;  und  folglich  ist  diese  Gerade  S^ 
die  Mittellinie  der  Mittelpunktcurve  a**^.  Um  nun  dieselbe,  wie 
S.  619  (Fig.  634)  gelehrt  wurde,  vermittelst  eines  Kreisbttschels 
und  eines  projectiven  Strahlenbüschels,  dessen  Strahlen  durch  die 
Mittelpunkte  der  entsprechenden  Ejreise  gehen,  zu  construiren,  be- 
schreiben wir  über  P^^P^  als  Durchmesser  den  Orthogonalkreis  x/ 
des  Kreisbttschels  und  bestimmen  das  Focalcentrum  F;,  welches 

»)  Jahrbücher  des  Polytechnischen  Institutes  in  Wien,  1820.  B.  IL  8.336. 
—  Abhandlungen  der  Königlichen  Technischen  Deputation  für  Gewerbe,  1826. 
I.  TM.  S.  370. 
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der  Scheitelpunkt  des  Strahlenbttschels  ist.  Da  die  Mittelpnnkt- 
cnrye  a**^  aach  durch  den  Punkt  0  geht,  so  erhalten  wir  das 
Focalcentrum  F^,  wenn  wir  in  der  Mitte  i/  auf  ^P"  eine  Senk- 
rechte ijnj  bis  an  die  Chordale  kj  errichten  und  die  auf  ity^  senk- 
rechte Gerade  ^Tj  ziehen,  femer  ebenso  in  der  Mitte  tj  auf  P^*P^* 
die  Senkrechte  ?/»/  bis  an  die  Chordale  kj  errichten  und  die  auf 
»/P"  senkrechte  Gerade  P^F;  ziehen.  Hiemach  ergiebt  sich  der 
Scheitelpunkt  F,  des  Strahlenbtischels  als  Schnittpunkt  der  Gera- 
den ^F;,  P"F;,  und  es  sind  somit  zur  Bestimmung  der  Mittel- 
punktcurve  a^*^  ausser  dem  gegebenen  Punkte  4>  nur  die  beiden 
Gegenpole  P",  P*"  und  ein  dritter  Pol,  wie  z.  B.  P**,  erforder- 
lich; aber  das  Hindurchgehen  der  gezeichneten  Mittelpunktcur?e 
a'^*  durch  die  übrigen  Pole  dient  als  Controle  für  die  Richtigkeit 
der  Zeichnung.  Betrachten  wir  nun  die  vier  Systeme  >Sj,  /S^,  S^,  S^ 
und  die  Mittelpunktcurye  o^**^  derselben,  welche  durch  die  sechs 
zugehörigen  Pole  P",  P",  P**,  P",  P",  P*'  und  durch  den  Punkt 
*  geht,  so  liegen  die  Gegenpole  P*',  P"  auf  der  in  D^  auf  b  senk- 
rechten Geraden  t//,  und  die  anderen  Gegenpole  P**,  P**,  sowie 
P^\  P^  befinden  sich  resp.  in  gleichen  Abständen  von  der  Geraden 
pi»pa4  ^^^j.  ^^^^  welche  also  die  Mittellinie  der  Mittelpunktcunre 
cr'*^  ist.  Wir  beschreiben  hiemach  über  P^^P^  als  Durchmesser 
den  Orthogonalkreis  X;/,  bestimmen  wie  vorhin  das  Focalcentram 
Tjj  und  erhalten  somit  die  gezeichnete  Mittelpunktcurve  a^^\  Die 
beiden  Mittelpunktcurven  a^^\  a"*,  welche  auch  durch  den  un- 
endlich fernen  Mittelpunkt  A«  des  unendlich  grossen  Kreises  b 
gehen,  schneiden  sich  in  den  beiden  neuen  Punkten  A,  T;  und 
dies  sind  die  Mittelpunkte  der  Kreise  A,  t,  die  je  fünf  homologe 
Punkte  jener  flinf  Systeme  enthalten. 

Um  in  dem  System  S^  den  Punkt  7"^  zu  bestimmen,  der  dem 
Mittelpunkte  T  entspricht,  betrachten  wir  diesen  Mittelpunkt  T 
als  in  dem  Mittelpunktsystem  £**^  liegend,  welches  zu  den  drei 
Systemen  S,,  aS,,  S^  gehört.  Demnach  ergiebt  sich,  wenn  wir  den 
Winkel  D.P'^T,  =  A^P»*T  und  den  Winkel  I),P'*T,  =-  A^P"T 
machen,  der  Punkt  T^  als  Schnittpunkt  der  beiden  Schenkel  P^T^n 
P"Ti;  und  der  um  T  mit  dem  Radius  TT^  beschriebene  Kreis  r 
enthält  die  fünf  homologen  Punkte  7;,  ?;,  T,,  T„  T,.  In  ana- 
loger Weise  ergiebt  sich  im  System  S^  der  Punkt  X,,  der  dem 
Mittelpunkte  A  entspricht,  und  der  um  A  mif  dem  Radius  AL^ 
beschriebene  Kreis  A,  welcher  die  fünf  homologen  Punkte  L^^  L^^ 
£3,  Z4,  L^  enthält.  Diese  homologen  Punkte  werden  vermittelst 
eines  Dreispitzzirkels  eingetragen ;  und  dadurch,  dass  diese  Punkte 
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genan  auf  den  betreffenden  Kreisen  liegen,  wird  die  Richtigkeit 
und  Genauigkeit  der  Constraction  bestätigt 

Bilden  wir  erstens  das  Kurbelgetriebe  ^F^L^A  mit  dem  Kop- 
peldreieck F^X^Z^^,  so  beschreibt  der  Koppelpunkt  i>i  eine  Bahn- 
curye  dy  welche  die  fbnf  in  gleichen  Abständen  befindlichen  Punkte 
2>^,  Z>2,  2>3,  i>4,  D^  mit  der  Geraden  b  gemein  hat  und  sich  der- 
selben sehr  nahe  anschmiegt  Bilden  wir  zweitens  der  besseren 
Uebersicht  wegen  gesondert  in  der  Fig.  666  das  Kurbelgetriebe 
Aij  T^T  mit  dem  Koppeldreieck  L^  T^D^^  so  erzeugt  der  Koppel- 
punkt D^  eine  zweite  Bahncurve  d\  welche  dieselben  fUnf  Punkte 
mit  der  Geraden  b  gemein  hat,  sich  aber  weniger  genau  an- 
schmiegt; denn  dies  ersieht  man  leicht  durch  die  Bestimmung 
der  Currennormalen.  Und  bilden  wir  drittens  gesondert  in  der 
Fig.  667  das  Kurbelgetriebe  4>F,  7;T  mit  dem  Koppeldreieck 
jPj  T^  Z?i  ,  so  durchläuft  der  Punkt  D^  eine  dritte  Bahncurve  ^", 
welche  mit  der  Geraden  b  dieselben  flinf  Punkte  gemein  hat,  sich 
aber  ebenfalls  weniger  genau  anschmiegt  als  die  erste  Bahncurve. 
In  diesem  dritten  Falle  ist  das  Kurbelgetriebe  ^F^  TJV  ein  durch- 
schlagendes und  die  Bahncurve  d^'  besitzt  einen  Sonderdoppel- 
punkt G  (S.  297).  Jedes  der  drei  Kurbelgetriebe  bewirkt  also 
eine  fünfpunktige  angenäherte  Geradftthrnng ;  und  von  diesen 
Geradführungen  erweist  sich  die  erste  als  die  am  meisten  ange- 
näherte. Nach  dem  Roberts 'sehen  Satze  gesellen  sich  noch  zu 
jedem  dieser  drei  Kurbelgetriebe  je  zwei  neue  Kurbelgetriebe, 
welche  beziehlich  die  gleiche  Bahncurve  erzeugen ;  und  somit  er- 
halten wir  neun  Kurbelgetriebe,  welche  ftinfpunktige  angenäherte 
Geradfahrungen  bewirken.  Von  diesen  kann  man  die  zweck- 
mässigsten  auswählen,  und  ferner  kann  man  auch  durch  Yerkttr- 
zung  der  verhältnissmässig  langen  Annäherungsstrecke  die  Ge- 
nauigkeit der  GeradfUhrung  erhöhen. 

In  der  verkleinerten  Zeichnung  Fig.  668  sind  zu  dem  ersten 
Kurbelgetriebe  4>jP^ZjA  die  beiden  zugesellten  Kurbelgetriebe 
^FiOiCi  und  ALjfOijCl  nach  dem  Roberts 'sehen  Satze  in  be- 
kannter Weise  dargestellt,  bei  denen  der  Koppelpunkt  i>,  dieselbe 
gezeichnete  Bahncurve  ö  erzeugt.  Ebenso  sind  in  Fig.  669  zu  dem 
zweiten  Kurbelgetriebe  AL^T^T  die  beiden  zugesellten  Kurbel- 
getriebe ALjOjCl  und  TTjjOjjCl  construirt.  Femer  sind  schliess- 
lich in  Fig.  670  zu  dem  dritten  durchschlagenden  Kurbelgetriebe 
^F^T^T  die  beiden  zugesellten,  ebenfalls  durchschlagenden  Kur- 
belgetriebe TTiOjCl  und  ^PFjiOjjLl  gezeichnet 
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269.  Zweck  der  Schiebersteuerung  an  der  Dampfinaechine.  Die 

mannigfiach  gestalteten  Mechanismen  der  Steuerungen  der  Dampf- 
maschinen bilden  ein  unübersehbar  grosses  ergiebiges  Gebiet  für  die 
kinematische  Untersuchung;  und  wir  wollen  deshalb  hier  nur  die 
Mechanismen  derjenigen  Schiebersteuerungen  betrachten,  welche 
sich  in  der  Praxis  bewährt  haben,  um  zu  zeigen,  in  welcher  Weise 
die  Beziehungen  der  Bewegungsvorgänge  und  die  Lösungen  der 
betreffenden  Aufgaben  durch  die  kinematische  Behandlung  darge- 
legt werden. 

In  Fig.  671,  Taf.  XLIII,  ist  der  Längsschnitt  einer  liegenden 
Dampfmaschine  schematisch  gezeichnet,  bei  welcher  die  Kurbel 
^jP,  die  Kurbelstange  FL  und  die  Kolbenstange  LK  nebst  dem 
in  dem  Cjlinder  C  gleitenden  Kolben  K  ein  Schubkurbelgetriebe 
bilden.  Damit  der  Kolben  in  dem  Cylinder  durch  den  Dampf- 
druck getrieben  hin-  und  herbewegt  wird  und  die  Drehung  der 
Kurbel  ^F  yermittelst  der  Kurbelstange  bewirkt,  muss  der  Dampf 
in  entsprechender  Weise  geleitet  werden.  Zu  diesem  Zwecke  wird 
yermittelst  eines  Excenters  und  einer  Excenterstange  ein  Dampf- 
schieber s  in  hin-  und  hergehende  Bewegung  versetzt.  In  unserem 
Schema  ist  der  Excenter,  dessen  Mittelpunkt  E  und  dessen  Ex- 
centricität  also  gleich  4>£  ist,  der  Einfachheit  wegen  durch  eine 
Kurbel  ^E  vertreten,  die  wir  auch  den  Excenterarm  nennen. 
Durch  die  Excenterstauge  EH  ist  dieser  Excenterarm  mit  der 
Schieberstange  o  gelenkig  verbunden ;  an  derselben  ist  der  Schie^ 
ber  8  befestigt,  der  mit  einer  ebenen  Fläche  an  dem  Cylinder  auf 
einer  ebenen  Bahn,  dem  Schieberspiegel,  gleitet.  Von  diesem 
führen  die  zwei  Kanäle  x,  x'  in  den  Cylinder,  und  femer  geht  der 
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zwischen  den  beiden  befindliche  Kanal  w^  der  auch  die  Höhlang 
heisst,  nach  aussen.  In  der  gezeichneten  Stellung  tritt  der  Dampf 
des  Kessels  vom  Schieberkasten  her  durch  den  Kanal  x  und  be- 
wegt den  Kolben  K  näher  zur  Wellenaxe  <!>,  gleichzeitig  strOmt 
aber  der  vor  dem  Kolben  befindliche  Dampf  durch  den  Kanal  W 
und  die  Schiebergrube  in  die  Höhlung  w  nach  aussen.  Hat  der 
Kolben  die  nach  der  Welle  ^  gerichtete  Bewegung,  die  auch  der 
Eingang  genannt  wird,  vollendet;  dann  muss  durch  den  Schie- 
ber eine  Wechselung  der  Dampfströjnung  bewirkt  werden,  so  dass 
jetzt  der  Dampf  durch  den  Kanal  x'  in  den  Gylinder  eintreten 
und  anderseits  durch  den  Kanal  x,  der  vermittelst  der  Schieber- 
grübe  mit  der  Höhlung  w  communicirt,  ausströmen  kann.  Infolge 
dessen  entfernt  sich  wieder  der  Kolben  von  der  Welle  4>;  und 
wenn  diese  Bewegung  des  Kolbens,  die  auch  der  Ausgang  ge- 
nannt wird,  beendet  ist,  hat  die  Kurbel  ^F,  die  durch  Beharrungs- 
schluss  die  Todtpnnkte  F^ ,  F^  überschreitet,  eine  Umdrehung  ge- 
macht. Durch  die  Lehre  von  der  Schiebersteuerung  müssen  die 
theoretischen  Beziehungen  der  Bewegungen  des  Schiebers  und  des 
Kolbens  dargelegt  werden,  welche  den  praktischen  Anforderungen 
entsprechen  und  zur  Lösuug  der  vorkommenden  Aufgaben  führen. 

Wir  haben  in  der  schematischen  Darstellung  der  Dampf- 
maschine der  besseren  Uebersicht  wegen  den  Schieber  schräg 
über  den  Dampfcylinder  gleitend  angenommen.  Meistens  gleitet 
der  Schieber  aber  neben  dem  Dampfcylinder,  so  dass  die  Rich- 
tung der  Schieberbewegung  zur  Gylinderaxe  LK  parallel  ist; 
und  von  dieser  für  die  Darlegung  einfacheren  EinrichtUDg  werden 
wir  bei  unseren  späteren  Betrachtungen  vorzugsweise  ausgehen. 

Der  Excenterarm  4>JS',  oder  die  Excentricität,  ist  im  Verhält- 
niss  zu  der  Excenterstange  EH  meistens  sehr  klein,  oft  kleiner 
als  1 :  50,  so  dass  wir  die  Excenterstange  gegen  den  Excenter- 
arm als  unendlich  lang  ansehen  können.  Demnach  stimmt  die 
Bewegung  des  Schiebers  sehr  angenähert  überein  mit  der  Bewe- 
'  gung,  welche  die  senkrechte  Projection  des  rotirenden  Punktes  E 
auf  der  Geraden  ^H  oder  auf  der  Schubrichtung  des  Schiebers 
vollzieht.  Bei  der  Kolbenbewegung  ist  aber  das  Verhältniss  der 
Kurbel  ^F  zu  der  Schubstange  FL  oft  nicht  kleiner  als  1:5; 
daher  kann  die  Kolbenbewegung  nicht  durch  die  Projectionsbewe- 
gung  des  Kurbelzapfens  F  ersetzt  werden.  In  Fig.  671,  wo  das 
Verhältniss  ^F:  FL  —1:3  ist,  weicht  demnach  das  in  bekannter 
Weise  nach  Art  143  gezeichnete,  orthogonale  örtliche  Geschwin- 
digkeitsdiagramm t)  des  Punktes  L  schon  bedeutend  von  der  Kreis- 
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form  ab.    Dieses  Verhältniss  der  Kurbel  zur  SclinbBtaDge  Wollen 
wir  als  Beispiel  in  der  Folge  stets  annehmen. 

266.  Bogenförmiges  Kolbendiagramm.  Sollen  in  Fig.  671  für 
verschiedene  Wegstrecken  des  Kolbens  resp.  des  Punktes  L  der 
Kolbenstange,  die  entsprechenden  Kurbelstellungen  und  umgekehrt 
zu  diesen  die  Wegstrecken  bestimmt  werden,  so  beschreiben  wir 
um  L  mit  der  Kurbelstange  XF«  einen  Kreisbogen,  der  den  Kurbel- 
kreis (p  in  den  Punkten  Fe ,  Fa  schneidet,  dann  ist,  wenn  die  Kur- 
bel sich  in  der  Richtung  des  eingezeichneten  Pfeiles  bewegt,  ^Fe 
die  entsprechende  Kurbelstellung  flir  den  Eingang  und  ^Fa  fttr 
den  Ausgang  des  Kolbens.  Beschreiben  wir  ferner  um  die  Weg- 
grenzen Zq,  L^  des  Punktes  L  mit  der  Kurbelstange  die  Kreis- 
bögen Co,  ^,  die  den  Kurbelkreis  cp  in  den  Todtpunkten  F^^  F^ 
bertlhren ;  dann  repräsentirt  die  zu  4>Z  parallele  Strecke  Z«  F«  «» 
LqL  die  Weglange,  welche  der  Punkt  L  oder  Kolben  vom  Be-  >, 
ginn  des  Einganges  bis  zur  Kurbelstellung  4>F«  durchschritten  hat; 
und  anderseits  stellt  die  zu  4>i  parallele  Strecke  F^Z!,  =^  LL^ 
die  Weglänge  dar,  die  der  Kolben  noch  während  seines  Einganges 
zu  durchlaufen  hat.  In  gleicher  Weise  giebt  die  zu  4>Z/  parallele 
Strecke  Z'aFa  auch  die  Weglänge  des  Kolbens  beim  Ausgange, 
wenn  der  Kurbelzapfen  sich  in  Fa  befindet  Wir  erhalten  also 
hierdurch  ein  durch  Kreisbögen  gebildetes  Diagramm  ftlr  den  Kol- 
benweg, welches  wir  das  bogenförmige  Kolbendiagramm 
und  allgemein  das  bogenförmige  Wegdiagramm  nennen^). 

267.  Bewegungsphaaen  des  Scliiebers.  Um  die  Bewegungs- 
vorgänge  des  Schiebers  zu  veranschaulichen,  ist  in  Fig.  672  der 
Längsschnitt  des  Schiebers  AB-B'A*  und  der  des  Schieberspiegels 
TTAQ-Q'AT'T'  gegeben.  Beide  sind  symmetrisch  gestaltet, 
und  der  Schieber  schwingt  symmetrisch  zur  Mitte  o)  des  Schieber- 
spiegels. Um  die  Schwingungsmitte  M  des  Schieberpunktes  A 
beschreiben  wir  mit  dem  Excenterarme  den  Kreis  e.  Nehmen  wir 
nun  an ,  es  rotire  auf  diesem  ELreise  ein  Punkt  ebenso  wie  das  * 


^j  Dieses  bogenförmige  Wegdiagramm,  welches  ohne  Beachtung  der  Lite- 
ratur unstatthaft  nach  Sc  horch  benannt  wird,  ist  schon  bei  älteren  Unter- 
suchungen angewandt.  —  Clark,  Railway  Machinery.  1855.  Vol.  I.  p.  30.  — 
Gray,  „Geometry  of  the  Slide  Valve".  The  Ariizan.  1860.  Vol.  18.  p.  311; 
ferner  im  CivUingtmieur,  1861.  B.  7.  S.  359.  —  Schorch,  „Kolben  u.  Schieber- 
diagramme'S  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure.  1876.  B.  XX.  S.  304. 
—  A.  Seemann,  „Zur  Theorie  der  Schiebersteuerungen**,  daselbst.  1878. 
B.  XXII.  S.  445.  Auch  dessen  Müller'sche  Schieberdiagramme  in  Anwendung 
auf  die  Steuerungen  der  Betriebsdampfmaschinen.  1881. 
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Excentermittel,  dann  stimmt  nach  obiger  Yoraassetznng  die  Bewe- 
gung der  Projection  von  diesem  Punkte  auf  TT'  sehr  angenähert 
mit  der  Bewegung  des  Schieberpunktes  A  überein.  Dasselbe  gilt 
von  aUen  Schieberpunkten,  so  auch  von  dem  Schieberpunkte  A\ 
fttr  welchen  um  seine  Schvringungsmitte  M  der  gleiche  Kreis  c' 
beschrieben  ist.  Wir  haben  in  bekannter  Weise  die  Sinoide  tD^, 
die  das  orthogonale  Wegdiagramm  des  Punktes  A  darstellt,  con- 
struirt,  indem  wir  auf  der  in  M  zum  Schieberspiegel  TT'  senk- 
rechten Geraden  eine  beliebige  Strecke  7^  T^^ ,  sowie  den  Kreis  % 
in  eine  Anzahl,  etwa  24  gleicher  Theile  theilen  und  die  auf  MT^ 
senkrechten  Kreisordinaten ,  die  diesen  Kreistheilpunkten  ange- 
hören, nach  den  entsprechenden  Theilpunkten  als  Sinoidenordi- 
naten  antragen.  Femer  sind  auch  fUr  die  Schieberpunkte  B^  B\  A' 
die  zugehörigen  congruenten  Wegdiagramme  b>^,  tp^,  ti)^,  gezeich- 
net. Die  zur  Zeichnungsebene  senkrechten  Kanten  A^  B  des  Schie- 
bers bewegen  sich  von  der  äussersten  rechtsseitigen  Lage  Aber 
den  als  Steg  benannten  Flächentheil  TP  des  Schieberspiegels, 
überschreiten  den  Kanal  TA  und  gleiten  auf  dem  Flächentheil 
AQ,  der  als  Bippe  bezeichnet  wird,  weiter,  bis  A  nach  a  ge- 
langt, und  kehren  dann  wieder  auf  ihrem  Wege  zurück.  Während 
dieses  Hin-  und  Herganges  des  Schiebers  coincidirt  seine  Lappen- 
kante A^  sowie  seine  Grubenkante  B  zweimal  mit  jeder  der  Kanal- 
seiten r,  A;  und  dem  gemäss  haben  wir  für  die  Bewegung  des 
Schieberlappens  A  B  acht  verschiedene  Phasen  J,  11^  III^ . . .  VIII 
zu  betrachten,  die  in  ihrer  Beihenfolge  durch  ausgezogene  Linien 
schematisch  dargestellt  sind. 

In  der  Phase  /  bewegt  sich  die  Grubenkante  B  über  die 
Kanalseite  F;  es  beginnt  damit  die  Verengerung  des  Kanals  FA, 
resp.  die  Drosselung  des  durch  ihn  ausströmenden  Dampfes.  Mit 
der  Phase  //,  in  welcher  die  Grubenkante  B  die  andere  Kanal- 
seite A  überschreitet,  ist  die  vollständige  Schliessung  des  Kanals 
eingetreten.  Diese  dauert  fort  bis  zur  Phase  777,  die  dem  Ueber- 
gange  der  Lappenkante  A  über  F  entspricht.  Nun  beginnt  das 
Oeffnen  des  Kanals  und  die  geweiterte  Einströmung  des  Dampfes. 
In  der  Phase  IV  schreitet  A  über  A,  und  der  Kanal  ist  fttr  die 
Einströmung  vollständig  geöffnet.  Nach  diesen  vier  Phasen  ge- 
langt der  Schieber  in  die  äusserste  linksseitige  Stellung,  bewegt 
sich  dann  in  entgegengesetzter  Sichtung,  und  jetzt  treten  die  vier 
folgenden  Phasen  hinsichtlich  der  betrachteten  in  symmetrischer 
Folge  auf.  Mit  der  Phase.  F,  in  welcher  A  sich  über  A  befindet, 
beginnt  wieder  die  Verengerung  des  Kanals  und  somit  die  Drosse- 
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long  des  einströmenden  Dampfes.  In  der  Phase  VI^  wo  A  über  P 
steht,  ist  der  Kanal  vollständig  geschlossen;  dies  dauert  bis  zu 
der  Phase  VII^  dem  Uebergange  von  B  über  A.  Jetzt  beginnt 
die  geweiterte  Ausströmung  des  Dampfes,  und  mit  der  Phase  VIII^ 
in  welcher  B  über  F  hinweggeht,  ist  der  Kanal  ftlr  die  Aus- 
strömung vollständig  geöffnet.  Dies  währt  so  lange,  bis  der 
Schieber  nach  seiner  äussersten  rechtsseitigen  Lage  gehend  in 
die  Phase  /  wieder  zurückkehrt  Ganz  analoge  Vorgänge  der 
Bewegung  finden  anderseits  am  Kanal  F'A'  durch  den  Schieber- 
lappen A'B'  statt  Die  betreffenden  acht  Phasen  P,  //',  ///',  . . 
VIII'  des  Schiebers  sind  durch  einpunktige  Gestrichelung  gekenn- 
zeichnet und  geben  ohne  weitere  Erörterung  ein  übersichtliches 
klares  Bild  dieser  Vorgänge. 

268.  Das  primitive  Schieberdiagramm  in  Verbindung  mit  dem 
bogenförmigen  Kolbendiagramm.  Nach  dieser  Betrachtung  der  Be- 
wegung des  Schiebers  auf  seiner  Bahn  TT'  und  seiner  Lagen 
bezüglich  der  Kanäle  müssen  auch  die  Beziehungen,  in  welchen 
die  gleichzeitigen  Beweguugen  des  Schiebers  und  des  Kolbens  zu 
einander  stehen,  graphisch  übersichtlich  dargelegt  werden,  damit 
wir  die  Aenderung  und  Wechselung  der  Dampfströmung  über- 
schauen. Zu  diesem  Zwecke  ist  in  Fig.  673  wieder  wie  vorhin 
mit  dem  angenommenen  Excenterarme  als  Radius  um  ^  der  Kreis  e 
beschrieben,  und  hierbei  wurde  von  vornherein  ein  solcher  Maass- 
stab gewählt,  dass  dieser  Kreis  e  zugleich  den  Kurbelkreis  der 
Dampfmaschine  vertritt.  Wir  erhalten  somit  den  Bewegungsvor- 
gang des  Schiebers  in  entsprechender  Vergrösserung;  und  wir 
nennen  das  auf  dem  Kreise  e  bewegt  gedachte  Excentermittel  das 
ideelle  Excentermittel.  Mit  der  Phase  7/7,  wo  die  Lappen- 
kante A  mit  F  coincidirt,  beginnt  die  Einströmung  des  Dampfes 
in  den  Kanal  FA,  und  dieser  Lage  von  A  entspricht  der  senkrecht 
über  F  liegende  Punkt  J?///,  in  welchem  sich  auf  dem  Kreise  e 
das  ideelle  Excentermittel  E  befindet  Nehmen  wir  nun  an,  dass 
in  diesem  Momente  der  Kurbelzapfen  F  im  Punkte  Tj/j,  also  noch 
vor  der  Todtlage  Fo  steht,  so  ist  der  Winkel  Fm^Em  bestimmt, 
den  der  Excenterarm  mit  der  Kurbel  bildet,  und  heisst  der  Auf- 
keil  Winkel,  weil  das  Excentrik  unter  diesem  Winkel  gegen  die 
Kurbel  gedreht  auf  der  Welle  festgekeilt  wird.  Ist  aber  die  Rich- 
tung der  Schieberbewegung  nicht,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde, 
dem  Dampfcylinder  parallel ,  sondern  bildet  sie  wie  in  Fig.  671 
mit  der  Cylinderaxe  einen  Winkel  L^H^  dann  muss  der  zuge- 
hörige Aufkeilwinkel  noch  um  diesen  Winkel  L<t>H  vergrössert 
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werden.  Der  Kurbelzapfen  F  hat  also  noch  den  Bogen  F^F^  zu 
durchlaufen  bis  der  Eingang  des  Kolbens  beginnt;  während  dessen 
ist  das  ideelle  Excentermittel  nach  E^  und  die  Lappenkante  A 
nach  der  Projection  A^  desselben  gelangt.  Somit  ist  beim  Beginn 
des  Kolbeneinganges  der  Kanal  schon  um  die  Strecke  TA^  eröff- 
net, die  Voröffnungsstrecke  oder  die  lineare  Yoreilnng 
genannt  wird;  und  der  entsprechende  Winkel  i^///4>Fo  heisst  der 
Vor  öff  nun  gs  Winkel. 

Drehen  wir  nun  das  stärker  ausgezogene  und  in  Gedanken 
mit  -B4>jP  bezeichnete  Dreieck  E^^F^  um  ^  in  die  verschiedenen 
Lagen y  welche  jenen  acht  Phasen  entsprechen,  so  werden  damit 
die  Vorgänge  der  rechtsseitigen  Dampfströmung  erkennbar.  Be- 
findet sich  die  Dreiecksseite  EF  in  der  Lage  EmFju^  die  der 
Phase  ///  entspricht,  in  welcher  A  mit  F  coincidirt,  dann  beginnt 
das  Oeffnen  des  Kanals  FA  und  die  geweiterte  Einströmung  des 
Dampfes.  Wenn  bei  weiterer  Drehung  EF  nach  E^yF^y  gekommen 
ist,  also  A  über  A  steht,  tritt  die  Phase  IV  ein.  In  diesem  Mo- 
mente ist  der  Kanal  vollständig  geöffnet,  und  die  zu  ^Fq  parallele 
Strecke  Z^yFiy  stellt  die  Weglänge  dar,  die  der  Kolben  auf  seinem 
Eingange  bis  dahin  zurückgelegt  hat.  Beim  Eintritt  der  Phase  V 
ist  EF  nach  Ey  Fy  gegangen  und  die  Lappenkante  A  inzwischen 
wieder  nach  A  zurückgekehrt;  daher  hat,  während  der  Kurbel- 
zapfen den  Bogen  F^yFy  durchschritt,  volle  Dampfeinströmung  auf 
den  Kolben  gewirkt,  dessen  entsprechende  Weglänge  durch  die 
Strecke  ZyFy  repräsentirt  wird.  Mit  der  Weiterbewegung  beginnt 
die  Drosselung  des  einströmenden  Dampfes  bis  zur  Phase  F7,  in 
der  EF  nach  EyjFyj  gelangt  ist  und  der  Kanal  geschlossen  wird, 
so  dass  der  eingetretene  Dampf  von  jetzt  an  nur  durch  seine  Ex- 
pansion auf  den  Kolben  wirkt.  Die  Wegstrecke  Zy^Fy^^  die  der 
Kolben  auf  seinem  Eingange  bis  zum  Momente  der  Expansion 
zurücklegt,  heisst  die  FttUungsstrecke  und  das  Verhältniss 
derselben  zu  seiner  ganzen  Weglänge  heisst  der  FttUungsgrad 
oder  die  Füllung  beim  Kolbeneingange.  Diese  Expansion  währt 
so  lange,  bis  die  Phase  VII  eintritt,  in  welcher  die  Grubenkante 
B  mit  A  coincidirt.  Um  aber  für  diese  Phase  und  f&r  die  folgen- 
den Phasen  die  entsprechenden  Lagen  des  Excentermittels  'E  auf 
dem  Kreise  b  zu  erhalten,  machen  wir  auf  dem  Durchmesser  F^  F^ 
die  Strecke  FC»  BA  und  auch  die  Strecke  AZ>  »»  BA^  dann  ist 
für  die  Phase  F/7,  in  welcher  B  über  A  schreitet,  der  Punkt  2?, 
die  Projection  von  Ey^^  und  damit  auch  die  zugehörige  Lage  Fy^^ 
bestimmt.    Von  nun  an  beginnt  die  geweiterte  Ausströmung  des 
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Dampfes  durch  die  Grube ;  und  wenn  die  Phase  VIII  erreicht  ist, 
in  welcher  der  Uebergang  der  Grubenkante  B  Aber  T  stattfindet, 
resp.  Ey^ij  senkrecht  unter  C  steht  und  F  nach  Fy^^^  gelangt  ist, 
beginnt  die  YoUe  Ausströmung.  Gleich  nachdem  diese  begonnen 
hat,  überschreitet  der  Kurbelzapfen  F  den  Todtpunkt  F^ ,  und  der 
Kolben  beginnt  seinen  Ausgang.  Mit  der  Phase  /  oder  den  Lagen 
Ejy  Fjj  von  denen  Ej  senkrecht  über  C  liegt,  hört  die  volle  Aus- 
strömung auf,  weil  die  Grubenkante  B  zurückkehrend  ttber  F 
schreitet  und  somit  die  Drosselung  des  ausströmenden  Dampfes 
bewirkt,  welche  in  der  Phase  //  mit  der  yollst&ndigen  Schliessung 
des  Kanals  endet.  Das  ideelle  Excentermittel  E  hat  sich  nach  Eji 
senkrecht  ttber  Z>,  der  Kurbelzapfen  F  nach  F^  gedreht,  und  der 
Kolben  hat  auf  seinem  Ausgange  bis  zur  Umkehr  noch  den  Weg 
FjjZjj  zu  durchlaufen;  infolge  dessen  tritt  Oompression  des  zwi- 
schen Kolben  und  Schieber  eingeschlossenen  Dampfes  ein,  die  mit 
der  Phase  III  oder  den  Lagen  Em,  F^j  aufhört 

Bei  dieser  Darlegung  kommen  vorzugsweise  die  gleichzeitigen 
Stellungen  des  Schiebers  und  der  Kurbel  in  Betracht,  und  das 
ideelle  Excentermittel  E  spielt  hier  nur  eine  vermittelnde  Bolle. 
Wir  brauchen  daher  nur  die  betreffenden  Lagen  des  Kurbelzapfens 
zu  construiren.  Diese  ergeben  sich  somit  direct,  wenn  wir  in 
Fig.  673  den  Kreisdurchmesser  NO  ziehen ,  so  dass  der  Winkel 
F^^N  dem  Auf  keil  winkel  ^o^^o  entgegengesetzt  gleich  ist.  An- 
statt des  Aufkeilwinkels  ist  es  üblich,  den  Winkel  Y^E^  einzu- 
führen, den  der  Excenterarm  ^E^  bei  der  Todtlage  ^F^  der  Kur- 
bel mit  der  auf  ^F^  errichteten  Senkrechten  4>  Y  bildet  Dieser 
auch  mit  *  bezeichnete  Winkel  Y4>JSJ,  wird  der  Voreilwinkel 
genannt  Demnach  erhalten  wir  auch  den  Durchmesser  NO,  indem 
wir  den  Winkel  Y^N  =  ^,  also  dem  Voreilwinkel  Y<PE^  ent- 
gegengesetzt gleich  machen.  Auf  diesem  Durchmesser  bestimmen 
wir  die  Strecken  4>r,  — 4>r,  4>A^  =  4>A;  femer  die  Strecken 
r,C^  =  A,2),  =  ^^,  d.  h.  gleich  der  Länge  des  Schieber- 
lappens und  ziehen  dann  durch  die  vier  Punkte  A^,  F^,  B^,  C, 
Senkrechte  auf  NO,  welche  auf  dem  Kreise  e  die  betreffenden 
Lagen  des  Kurbelzapfens  bestimmen.  Diese  primitive  Bestim- 
mungsweise ist  schon  bei  den  ältesten  Untersuchungen  der  Schie- 
bersteuerung angewandt  worden*).  Und  der  Erste,  welcher  die 
kreisförmige  Bewegung   eines  Punktes   auf  einen   Durchmesser 


')  Diese  einfache  Bestimmangsweise  stammt  schon  aus  dem  Jahre  1833. 
Vergl.  Reech:  Memoire  sur  les  Machines  ä  vapeur.  1844.  p.  1. 
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seiner  Kreisbahn  projicirte,  erfand  auch  dieses  einfache  Dia- 
gramm, welches  wir  deshalb  das  primitive  Schieberdia- 
gramm nennen. 

Diese  Darstellung  ist  in  Fig.  673  b  der  besseren  Uebersicht- 
lichkeit  wegen  in  doppelter  Grösse  ausgeführt,  und  es  sind  die 
rechtsseitig  am  Kolben  stattfindenden  Vorgänge  der  Dampfbewe- 
gungen eingeschrieben,  welche  während  einer  Umdrehungsperiode 
den  acht  Phasen  /,  //,  .  .  VIII  entsprechen. 

Analoge  Vorgänge  der  Dampf  bewegung  finden  an  der  linken 
Seite  des  Kolbens  statt,  wie  man  leicht  in  Fig.  673  aus  der  gleich- 
artigen Bezeichnungsweise  ersieht.  Das  Oeffnen  des  Kanals  PA' 
beginnt  durch  die  Bewegung  des  Schiebers  nach  rechts  in  der 
Phase  VI1\  bei  welcher  das  ideelle  Excentermittel  in  E\.^^  senkrecht 
unter  F'  liegt  und  der  Knrbelzapfen  sich  in  F^^;  befindet.  Wenn 
der  Kurbelzapfen  nach  dem  Todtpunkte  F^  gelangt  ist  und  dem 
gemäss  das  Excentermittel  die  Lage  E^  einnimmt,  so  bestimmt 
die  zugehörige  Projection  A^  die  Voröffnungsstrecke  F'^^.  Die- 
selbe ist  wegen  der  symmetrischen  Anordnung  gleich  jener  Vor- 
öffnungsstrecke F^^;  und  femer  sind  auch  beiderseits  die  Vor- 
öffhungswinkel  gleich.  Mit  der  Phase  VIIV  beginnt  die  volle 
Einströmung,  welche  bis  zur  Phase  /'  währt.  Hierauf  erfolgt  die 
Drosselung  des  einströmenden  Dampfes  bis  zur  Phase  //'.  In- 
zwischen ist  das  Excentermittel  über  E^ym^  E\  nach  E[^^  der 
Kurbelzapfen  über  jP(,^^j,  F[  nach  F\^  geschritten.  Demnach  be- 
ginnt die  Expansion,  wenn  der  Kurbelzapfen  sich  in  F[^  befindet 
und  der  Kolben  während  seines  Ausganges  die  Wegstrecke  oder 
Füllungsstrecke  Z[^F\^  zurückgelegt  hat.  Die  Füllungsstrecke  Z[^F[^ 
beim  Ausgange  des  Kolbens  ist  aber  kürzer  als  diejenige  Zy^Fyj 
beim  Eingange.  Wenn  also  der  Schieber  symmetrisch  zur  Bahn- 
mitte schwingt,  so  hat  dies  zwar  Gleichheit  der  beiden  Voröff- 
nungsstrecken, dagegen  aber  Ungleichheit  der  beiden  Füllungs- 
strecken zur  Folge. 

Die  den  acht  Phasen  i',  //',  . .  VIII'  entsprechenden  Lagen 
des  Kurbelzapfens  ergeben  sich  auch  direct,  ebenso  wie  oben  ge- 
zeigt wurde,  indem  wir  den  Kreisdurchmesser  iV' 0'  parallel  ON 
ziehen  oder  den  Winkel  Y'  4>W  entgegengesetzt  gleich  dem  Vor- 
eil winkel  P  ^E^  =  S'  machen,  und  auf  diesem  Durchmesser  0 W 
in  umgekehrter  Folge  dieselbe  Punktreihe  construiren,  die  der 
Durchmesser  ON  trägt;  also  4>T;  «=  <I>'r',  ^'Ai  —  4>'A',  femer 
F^Q  =  AiZ>i  =  A'B^  auftragen.  Diese  Darstellung  nebst  der 
Einschreibung  der  linksseitig  am  Kolben  stattfindenden  Vorgänge 
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der  Dampf  bewegangen  ist  in  Fig.  678^  doppelt  vergrössert  aus- 
geführt Die  Punktreihe  CJZy,  4>'r;A;  auf  iV'O',  welche  der 
Punktreihe  C,2?,<I>r^A,  auf  NO  enlgegengeriehtet  congruent  ist, 
bestimmt  die  Lagen  F\^  F{^,  jP/^^,  .  .  F[^j^  des  Kurbelzapfens,  die 
den  acht  Phasen  I\  II\  . ,  VIW  entsprechen. 

269.  Beatimmung  des  Aufkeilwinkels  und  der  Lage  des  Scbwin- 
gungsweges  des  Schiebers  bei  gegebenen  gleichen  FGliungsstrecken. 
Die  Ungleichheit  der  FfiUungsstrecken  beim  Ein-  und  Ausgange 
des  Kolbens  vergrössert  die  Ungleichförmigkeit  im  Gange  der 
Dampfmaschine.  Die  Praxis  verlangt  daher  meist  Gleichheit  der 
FUllungsstrecken  und  verzichtet  auf  die  Gleichheit  der  VorOffnnngs- 
strecken  oder  der  VorOffnungswinkel  0*  Dies  kann  bei  dem  ge- 
gebenen Schieber  durch  einen  bestimmten  Voreilwinkel  und  eine 
bestimmte  Verschiebung  des  Schwingungsweges  des  Schiebers  er- 
reicht werden,  so  dass  dieser  nicht  mehr  symmetrisch  zur  Mitte 
des  Schieberspiegels  schwingt.  Sollen  in  Fig.  674  die  FflUungs- 
strecken  ZyjFyj^  ^n^li  beide  z.  B.  gleich  Oß.F^F^  sein,  so  können 
wir  den  zugehörigen  Aufkeilwinkel  oder  den  Voreilwinkel  S-  und 
die  entsprechende  Verschiebung  in  folgender  Weise  construiren. 
Wir  nehmen  in  Fig.  676  den  Abstand  <I>^'  der  beiden  Mittelpunkte 
<t>,  *'  der  Kreise  «,  c'  gleich  AA' —  TV  (Fig.  672)  und  bestimmen 
auf  diesen  Kreisen  die  Punkte  Fyj^  F[i^  so  dass  die  FfiUungs- 
strecken ZyjFyj  «=  ZIjF'jj  =  0,8 .  FqF^  sind.  Hierauf  construiren 
wir  eine  Httlfscurve  h.  Wir  ziehen  zu  diesem  Zwecke  auf  4>4>' 
eine  beliebige  Senkrechte,  die  den  Kreis  e  unterseits  in  tf|  schnei- 
det, nehmen  dann  die  Strecke  FyJU^  in  den  Zirkel  und  beschreiben 
mit  derselben  um  Fjj  einen  Kreisbogen,  der  die  Senkrechte  einer- 
seits in  ^j  trifft  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  für  ver- 
schiedene Senkrechte,  von  denen  vier  gestrichelt  gezeichnet  sind, 
liefern  die  betreffenden  Punkte  j^^,  .  .  ^^  ein  Stttck  der  Httlfis- 
curve  h.  Ziehen  wir  nun  durch  den  Schnittpunkt  Ej^^  welchen 
dieses  CurvenstUck  mit  dem  Kreise  e'  bildet,  eine  Senkrechte  auf 
4>  4>',  deren  Fusspunkt  mit  rj  bezeichnet  ist,  und  die  den  Kreis  £ 
unterseits  in  Eyj  schneidet,  so  ist  Fy^Ey^^^  F\^E\y  Hierdurch 
ist  die  Entfernung  des  Kurbelzapfens  Fy^  von  dem  ideellen  Ez- 
centermittel  Ey^  gefunden  und  somit  der  Aufkeilwinkel  Fy^^Eyi 
nebst  dem  Voreilwinkel  6  =  Fyj^PEy^  —  90®  bestimmt.  Machen 
wir  nun  in  Fig.  672  auf  dem  Schieberspiegel  4^4^'  die  Strecke 
Tm  =  ij4>  und  die  Strecke  r'm'  =  ij4>',  so  sind  m,  m'  resp.  die 


')  Falkenburg,  Neue  Schieberdiagramme.  1883.  S.29. 
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Schwingnngsmitten  der  Lappenkanten  A^  A'  nnd  die  Strecke  mm', 
welche  gleich  MM'  ist,  liefert  die  Lage  des  Schwingangsweges 
des  Schiebers  AB-B'A',  Die  in  Fig.  676  vollständig  gezeichnete 
Httlfscurve  A,  welche  von  der  zu  <t>4>'  Parallelen  IFlj  jsymmetrisch 
getheilt  wird,  schneidet  den  Kreis  ^  ausser  in  E\^  noch  in  drei 
anderen  Punkten;  es  giebt  demnach  in  geometrischer  Hinsicht 
hier  vier  Lösungsresultate ,  von  denen  aber  die  letzten  drei  für 
die  praktische  Ausführung  nicht  geeignet  sind. 

In  Fig.  674  ist  der  erhaltene  Aufkeilwinkel  Fyj<PEyj  an  dem 
gegebenen  Schenkel  ^Fyi  construirt,  und  die  Projection  y  von 
Eyj  auf  F^F^  ist  von  4>  um  jene  Strecke  4>iy  entfernt  Durch  den 
Winkel  F^<PN  =  Ey^^Fyj  ist  der  Durchmesser  NO  sowie  der 
Voreilwinkel  Y4>A'=^  bestimmt  Wir  machen  auf  diesem  Durch- 
messer die  Strecken  <I>y,  —  4>y,  ygd^  =  y J  =  TA,  femer  y«c^  — 
dgdg'^^^  AB]  dann  liefern  die  in  diesen  Punkten  auf  NO  senkrecht 
gezogenen  Geraden  durch  ihre  Schnitte  auf  dem  Kreise  e  die  Lagen 
des  Kurbelzapfens,  welche  den  acht  Phasen  der  rechtsseitigen 
Dampf bewegung  entsprechen.  Im  Kreise  e'  ziehen  wir  den  zu  NO 
parallelen  Durchmesser  A^'O',  machen  auf  demselben  4>'yi  =  4>'/, 
y^d'g  «=  /d'  =  TA,  femer  yWs  =  <iWi  =  ^'^'  ^»d  erhalten  dann 
in  gleicher  Weise  auf  dem  Kreise  ^  die  Lagen  des  Kurbelzapfens, 
die  den  acht  Phasen  der  linksseitigen  Dampf  bewegung  entsprechen. 
Wir  sehen  aus  dieser  graphischen  Darstellung,  dass  die  beiden 

Voröflfnungswinkel /^^;^4>-F;>  ^\ii^'^r  »ehr  verschieden  sind.  Der 
erste  für  die  rechtsseitige  Dampfbewegung  ist  verhältnissmässig 
klein,  der  zweite  fär  die  linksseitige  ziemlich  gross  geworden; 
dafär  ist  aber  der  praktische  Vortheil,  der  in  der  Gleichheit  der 
Ftlllungsstrecken  Zy^Fyj^  "^n^ii  ^^^j  eingetreten.  Femer  erken- 
nen wir  aus  der  Ungleichheit  der  Kreisbögen  FjyFy^  ^vm^n  d**8 
die  Zeitdauer  der  rechtsseitigen  vollen  Einströmung  bedeutend 
kleiner  als  die  der  linksseitigen  vollen  Einströmung  ist 

270.  Bestimmung  der  Lage  des  Schwingungsweges  des  Schie- 
bers behufs  Erlangung  gleicher  Füllung  bei  gegebenem  Voreilwinkel. 
Ist  der  Aufkeilwinkel  oder  der  Voreilwinkel  gegeben ,  das  Ex- 
center  also  auf  der  Welle  schon  festgekeilt,  so  kann  man  durch  Ver- 
schiebung des  Schwingungsweges  des  Schiebers  auf  dem  Schieber- 
spiegel gleiche  Ftlllung  fär  den  Ein-  und  Ausgang  des  Kolbens 
erhalten,  deren  Grösse  dadurch  bestimmt  ist  Um  diese  Verschie- 
bung constructiv  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  wieder  die  beiden 
Kreise  c,  6'  soweit  in  Fig.  676  zusammengeschoben,  dass  die  Ent- 
fernung ihrer  Mittelpunkte  4>4>'  =  ^^'  —  TP  ist  und  zeichnen 

Barm«8t«r,  Kinematik  I.  43 
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die  Kreisbögen  £^,  ^,  durch  welche  die  Wegstrecken  des  Kol- 
bens bestimmt  werden ;  dann  nehmen  wir  auf  dem  Kreise  e  einen 
beliebigen  Punkt  /  an,  ziehen  zu  4>  4>'  die  Parallele  /«,  die  den 
Kolbenweg.  fttr  den  Eingang  darstellt,  wenn  der  Kurbelzapfen 
sich  in /befindet,  construiren  ferner  auf  £  den  Punkt  e,  so  dass 
der  Winkel  /<P  e  gleich  dem  gegebenen  Auf keilwinkel  ist  Hier- 
auf fällen  wir  von  e  auf  <I>  4>'  die  Senkrechte  e  e',  die  den  Kreis 
e'  in  e'  schneidet,  machen  in  diesem  Kreise  die  Sehne  e'f «»  e/, 
ziehen  durch  /'  zu  4>4>'  die  Parallele  f'z^  bis  an  den  Kreisbogen 
^Y  und  tragen  auf  dieselbe  die  Strecke  js'o?  «=  «/  ab.  Durch 
Wiederholung  dieser  Gonstruction  liefern  die  so  bestimmten  Punkte 
a;  eine  Httlfscurve  A,  die  den  Kreis  e'  in  einem  Punkte  Fj^  schnei- 
det Wird  nun  im  Kreise  6'  die  Sehne  F'ji^ij  =  e/  gemacht,  hier- 
auf von  Ejj  auf  <P*P'  die  Senkrechte  EjjEyj  gefällt,  die  *4>'  in 
7j,  den  Kreis  e  unterhalb  in  Eyj  trifft,  und  wird  ferner  auch  im 
Kreise  e  die  Sehne  Eyj  Fy^  =  ef  gemacht ;  dann  repräsentiren  die 
zu  4><I>'  parallel  gezogenen  Strecken  ^vi^vi*  ^n^ii  ^^^  gesuchten 
gleich  langen  FttUungsstrecken,  und  jener  Fusspunkt  r]  bestimmt  in 
gleicher  Weise,  wie  vorbin  angegeben  wurde,  die  Verschiebung 
des  Schwingungsweges  des  Schiebers  und  damit  auch  die  zuge- 
hörigen Diagramme. 

271.  Das  Zeuner'sche  Schieberdiagramm.  Das  bisher  betrach- 
tete direct  aus  der  Schieberbewegung  hervorgegangene  Diagramm 
ist  in  constructiver  Beziehung  das  einfachste  und  natürlichste ;  aber 
es  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn,  wie  sich  zeigen  wird,  bei  den 
Doppelschiebem  die  Kanalöffnungen  und  bei  den  Coulissenstene- 
rungen  die  Excentricität  und  der  Voreilwinkel  nicht  mehr  constant 
sind.  In  diesem  Falle  muss  man  das  Diagramm  darch  eine  weniger 
einfache  Gonstruction  bestimmen,  aber  es  bietet  daflir  den  Vortheil 
der  Anwendbarkeit  bei  complicirteren  Schiebersteuerungen.  An- 
statt, wie  es  oben  geschah,  in  Fig.  674  auf  den  Durchmesser  NO 
in  den  Punkten  e^,  dg^  7^,  d^  Senkrechte  zu  errichten,  die  auf 
dem  Kreise  £  die  Lagen  des  Kurbelzapfens  für  die  zugehörigen 
acht  verschiedenen  Phasen  bestimmen,  beschreiben  wir  nun  in 
Fig.  677,  Taf.  XLIV,  um  den  Mittelpunkt  <t>  concentrische  Kreise, 
welche  durch  die  vier  Punkte  c^,  rf«,  y^,  d^  gehen,  femer  tlber 
den  Strecken  4>iY,  4>0,  die  gleich  der  Excentricität  sind,  als 
Durchmesser  die  Kreise  tD«,  tt>a  und  ziehen  durch  ihre  mit  den 
concentrischen  Kreisen  gebildeten  Schnittpunkte  die  von  4>  aus- 
gehenden Radien  ^Fj,  ^F^j,  . .  ^Fyjjj^  welche  dann  die  Kurbel- 
lagen fttr  die  acht  Phasen  sind.    Denn  betrachten  wir  z.  B.  den 
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jEladiüs  ^Fivj  der  durch  den  Schnittpunkt  W^y  geht,  so  ist  das 
Dreieck  ^  ögFjy  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  4>  W^^^iNT  congruent, 
und  demnach  ist  Sa^iv  senkrecht  auf  dem  Durchmesser  NO.  Die 
Kreise  tD«,  tDa  sind  also,  wie  schon  in  Art.  145  beim  Erenzkurbel- 
getriebe  gelehrt  wurde,  das  polare  Wegdiagramm  des  Schiebers; 
und  die  Strecke  ^W^y  stellt  für  die  Kurbellage  ^F^y  den  Weg 
eines  Schieberpunktes  von  seiner  Schwingnngsmitte  aus  gemessen 
darO.  Es  genügt  hier  zwar  der  eine  Kreis  »«,  weil  z.  B.  der 
Punkt  W^  anch  den  Radius  ^Fj  bestimmt,  dessen  entgegengesetzte 
Verlängerung  durch  W  geht;  aber  der  zweite  congruente  Kreis 
tDa,  dessen  Punkt  Wj  ebenfalls  diesen  Radius  liefert,  erleichtert 
die  Uebersichtlichkeit.  Der  mit  dem  Radius  4>//^  beschriebene 
Kreis  ist  in  Fig.  677  sehr  klein,  seine  Schnittpunkte  mit  dem 
Kreise  tOa  liegen  daher  sehr  nahe  an  4>.  In  solchem  Falle  muss 
man  auf  die  Geraden,  welche  diese  Schnittpunkte  mit  0  verbin- 
den, die  betreffenden  Radien  *^//,  ^^vii  senkrecht  ziehen.  Diese 
Construction  der  zu  den  acht  Phasen  gehörenden  Kurbellagen  ist 
hiemach  unabhängig  von  dem  Kreise  £,  dessen  Radius  also  be- 
liebig gewählt  werden  kann. 

Wir  haben  dieses  fttr  die  Folge  so  wichtige  Diagramm  in 
Fig.  677  b  im  Zusammenhange  mit  dem  bogenförmigen  Diagramm 
des  Kolbenweges  gißzeichnet,  um  von  der  Veränderung  der  Kanal- 
öffnungen .  und  der  Kolbenlagen  ein  übersichtliches  Bild  zu  em- 
pfangen. Die  Eröffnung  für  den  rechtsseitigen  Dampfeintritt  be- 
ginnt mit  der  Kurbelstellung  ^Fj^j  und  ist  in  der  Todtlage  ^F^ 
gleich  der  Strecke  X^W^^  welche  die  Kreise  y,,  »e  auf  ^F^  ab- 
schneiden und  welche  als  die  lineare  Voreilttng  bezeichnet  wurde. 
Hit  der  weiteren  Drehung  vergrössert  sich  die  von  diesen  Kreisen 
auf  dem  Kurbelradius  bestimmte  Strecke;  sie  erreicht  bei  der 
Kurbellage  ^Fjy  resp.  bei  dem  Kolben wege  Z^yF^y  ihr  Maximum 
%iY  Wjy  =  y^  ^f^  gleich  der  Kanalweite ;  dann  bleibt  die  Oeff- 
nung  constant,  bis  die  Kurbel  nach  4>F^  gekommen  ist.  Von 
hier  an  verengert  sich  die  Oeffnung,  und  mit  der  Kurbelstellung 
4>F^^,  die  dem  Kolben  wege  Fy^Zyj  entspricht,  tritt  die  Ab- 
schliessung  des  Kanals  und  damit  die  Expansion  ein.  Demnach 
wird  durch  das  schraffirte  Flächenstück  W^^j  Wjy  Wy  Wyj  der  Er- 
öffnungsvorgang bei  der  rechtsseitigen  Dampfeinströmung  bildlich 

^)  Die  Abtragung  der  auf  4>iV  senkrechten  Projection  <P8g  eines  Radius 
^Fjy  auf  denselben  nach  ^W'iy^  und  den  Beweis,  dass  der  geometrische  Ort 
des  Punktes  Wiy  aus  den  beiden  Kreisen  xot^  to«  besteht,  findet  sich  schon  in 
Guido  Grandi,  Flores  geometHci.  1728.  p.  14. 
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dargestellt  Ebenso  giebt  das  andere  schraffirte  Flächenstttck 
^rn^ii^vm^i  ®i°  ttbersichtliches  Bild  von  dem  Eröflfhongs- 
Vorgänge  bei  der  rechtsseitigen  Dampfausströmimg.  Da  in  dem 
betrachteten  Falle  der  Punkt  4>  innerhalb  der  Strecke  c^d^  liegt, 
so  ist  hier  zu  beachten,  dass  dieses  Flächenstttck  von  dem  mit 
^dg  beschriebenen  kleinen  Kreisbogen  cbnvex  begrenzt  wird.  In 
gleicher  •  Weise  ist  in  Fig.  677^  auch  das  zugehörige  Diagramm 
ftir  die  linksseitige  Dampfbewegung  constmirt.  Dieses  wichtige 
polare  Diagramm,  auf  welches  Zech^)  zuerst  hingewiesen  hat, 
wurde  von.  Zeuner^)  mit  grossem  Erfolge  auf  viele  Steuerungen 
zuerst  systematisch  angewendet  und  es  wird  deshalb. das  Zeuner- 
sche  Schieberdiagramm  genannt.  Wir  erhalten  also  in  Fig. 677h 
dieses  Zeuner'sche  Schieberdiagramm,  indem  wir  untfer  dem  Vor- 
eilwinkel  -9-  gegen  4>Fden  Ereisdnrchmesser  NO  ziehen,  auf  wel- 
chem ^A"^  und  4>0  gleich  der  Excentricitat  sind,  über  4>iV,  4>0  als 
Durchmesser  die  Kreise  lo«,  tDa  beschreiben,  welche 'auch  Schie- 
berkreise genannt  werden.  Wir  zeichnen  dann,  wie  in  Fig.  677<^ 
geschehen  ist,  den  Schieber  AB- BfA'  in  seiner  Schwingungsmitte, 
die  hier  unsymmetrisch  auf  dem  Schieberspiegel  TT'  liegt,  oder 
bestimmen  die  Schwingnngsmitten  Jf ,  M  der  Schieberpnnkte  «1,  A\ 
übertragen  vom  Schieberspiegel  die  Strecken  if  F,  J/A  nach  ^y^^ 
4>d,  in  Fig.  677b,  machen  femer  y,c,  —  i^rf^  ==  ^45,  und  be- 
schreiben um  4>  die  durch  y^\  (5,,  c^,  d^  gehenden  Kreisbögen. 
In  gleicher  Weise  wird  das  Diagramm  in  Fig.  678^  für  die  li^s- 
seitige  Dampf  bewegung  construirt,  indem  wir  vom  Schieberspiegel 
die  Strecken  3/T',  M'^'  nach  4>y^,  4>'d;  übertragen  und  M 
=  <j;rf;  —  A'B'  machen.  Die  Strecken  -MF,  ifT,  welche  auf 
den  Stegen  TF,  TT'  von  den  Schieberlappen  bedeckt  werden, 
wenn  der  Schieber  sich  in  seiner  Schwingungsmitte  befindet, 
heissen  die  äusseren  Deckungen;  die  Strecken  £A,  jB'A' 
dagegen  werdQ^  innere  Deckungen  genannt.  Da  aber  in 
Fig.  677<^  die  Schieberkante  B  ,über  der  Kanalöffhung  steht,  so 
muss  in  diesem  Falle  die  innere  Deckung  J5A  ^  negativ  be- 
trachtet werden. 

272.  Das  ovale  Schieberdiagramm  oder  das  Scliieberoval.  Um 
die  Bewegung  des  Schiebers  im  engsten  Zusammenhange  mit  der 
Bewegung  des  Kolbens  zu  überschauen,  wollen  wir  noch  dasjenige 
Diagramm  der  Schieberbewegung  construiren,  welches  sich  da- 

')  Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur -Vereines,  1855.  Jahrgaog  7. 
S.  1 1  und  25. 

')  Zeaner,  Schiehersteuerungen.  1874.  4.  Aufl. 
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durch  ergiebt,  dass  wir  die  Eolbenwege  als  Abscissen  und  die 
von  der  Schwingungsmitte  ans  gemessenen,  proportional  ver- 
grösserten  Schieberwege  als  Ordinaten  betrachten.  Zu  diesem 
Zwecke  ist  in  Fig.  678  der  Eurbelarm  ^F^  und  die  Pleuelstange 
F3X3,  deren  Endpunkt  L^  sich  auf  der  Geraden  X  bewegt,  in  dem 
Verhältnisse  1 : 3  gezeichnet ;  und  der  Maassstab  ist  so  gewählt, 
dass  der  Eurbelkreis  q>  mit  dem  Kreise  e  der  vorhin  betrachtefen 
Diagramme  Übereinstimmt.  Ist  durch  ^E^  der  Excenterarm  resp. 
die  Excentricität  gegeben,  so  denken  wir  uns  diese  derart  ver- 
grOssert,  dass  sie  durch  ^F^  dargestellt  wird,  was  dem  Ver- 
grösserungsyerhältnisse  ^F^i^E^  entspricht  Machen  wir  nun 
den  Winkel  F^^N  gleich  dem  Aufkeilwinkel  F^^E^^  für  den 
dieselbe  Grösse  wie  in  Fig.  674  genommen  wucde,  und  fällen  wir 
von  F^  auf  den  Durchmesser  NO  die  Senkrechte  F^P^^  dann  re- 
präsentirt  ^P^  die  im  genannten  Verhältnisse  yergrOsserte,  zu  der 
Eurbellage  ^F^  gehörende  Wegstrecke  eines  Schieberpunktes  von 
seiner  Schwingungsmitte  aus  gemessen.  Errichten  wir  nun  in  L^ 
auf  A  die  Senkrechte  LJl^ «»  «PP,,  und  bestimmen  wir  so  für 
alle  Theilpunkte  des  in  24  gleiche  Theile  getheilten  Eurbelkreises 
q)  die  zu  den  entsprechenden  Lagen  gehörenden  Senkrechten  oder 
Ordinaten,  dann  erhalten  wir  das  ovale  Schieberdiagramm  j9,  wel- 
ches auch  das  Schieberoval  genannt  wird.  Dem  Punkte  F^,, 
der  F3  diametral  gegenüber  liegt,  entspricht  die  Wegstrecke  4>P^s 
resp.  die  Ordinate  L^Jl^^^  die  jener  Ordinate  X^II,  entgegengesetzt 
gleich  ist.  Demnach  sind  in  diesem  Diagramm  die  Ordinaten  fttr 
je  zwei  Abscissenpunkte,  die  den  diametralen  Lagen  des  Eurbel- 
zapfens  entsprechen,  entgegengesetzt  gleich.  Wir  entnehmen,  um 
die  Mheren  Grössenverhältnisse  zu  benutzen,  aus  Fig.  674  die 
Strecke  4>y,,  übertragen  sie  in  Fig.  678  auf  4>iV  nach  4>ya> 
ziehen  durch  y^  auf  ^N  die  Senkrechte  Fjj^Fyj  und  bestimmen 
zu  den  Eurbellagen  ^i^/;/,  ^Fyj  die  zugehörigen  Ordinaten  ^///Il^/j 
=  LyjUyj^^^Py^]  dem  zufolge  repräsentirt  ^ni^vi'^^iii^vi  ^^^ 
Wegstrecke,  die  der  Eolben  während  der  rechtsseitigen  Dampf- 
einströmung durchschreitet  Wenn  wir  also  auf  einer  zu  k  senk- 
rechten Geraden  die  Punktreihe  cfidyd  construiren,  welche  der 
in  Fig.  674  gegebenen  Punktreihe  c^^d^y^d^  congruent  ist,  und 
durch  die  erhaltenen  Punkte  Parallele  zu  X  ziehen,  dann  reprä- 
sentirt die  Strecke  yd=^  cd  die  Weite  des  Dampfkanals  und  die 
Strecke  cy^^dd  die  Länge  des  Schieberlappens.  Wir  können 
auch  direct  vom  Schieberspiegel  in  Fig.  677<^  die  Strecken  ifF, 
Jlf  A  nach  fiy^  iaö  übertragen  und  yc^^ödf^AB  msyßhen.   Somit 
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entsprechen  die  acht  Schnittpunkte  n^,  11^,, . .  n,,^^^,  welche  diese 
vier  Parallelen  mit  dem  ovalen  Schieberdiagramm  p  bilden,  den 
oft  genannten  acht  Phasen  der  rechtsseitigen  Dampfbewegmig. 
Der  schraf&rte  Flächentheil  ü^,,  11,^11^11^.^  giebt  uns  im  Bezug 
anf  die  Kolbenwege  eine  bildliche  Darstellung  des  Eröffnungs- 
Yorganges  bei  der  Dampfeinströmung,  und  ebenso  stellt  der  an- 
dere schraffirte  Flächentheil  n,,^^n,.^^^n^n^^  den  Eröffnungsvor- 
gang bei  der  Dampfausströmung  dar.  Für  die  linksseitige  Dampf- 
bewegung müfisen  in  gleicher  Weise  die  betreffenden  vier  Parallelen 
und  ihre  acht  Schnittpunkte  auf  dem  Diagramm  p  bestimmt  werden. 
Wir  erhalten  somit  durch  dasselbe  Schieberoval  p  das  Diagramm 
flir  die  linksseitige  Dampfbewegung,  wenn  wir  vom  Schieber- 
spiegel aus  in  Fig.  677<^  die  Strecken  M*r\  Jf' A'  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  senkrecht  zu  l  nach  ^u'^',  fi^&  übertragen,  ferner 
y'c' ==  iJ'rf' = -4'jB'  machen  und  durch  die  erhaltenen  Punkte 
Parallele  zu  A  ziehen. 

Durch  das  Schieberoval,  welches  schon  von  Fauveau  im 
Jahre  1834  angewandt  wurde  0^  erhalten  wir  unmittelbar  ein  Bild 
von  der  Abhängigkeit  der  Wege  des  Kolbens  und  des  Schiebers. 
Der  Schieberkreis  dagegen  erfordert  noch,  um  diese  Abhängigkeit 
zu  erkennen,  die  Gonstruction  des  bogenförmigen  Diagramms  der 
Kolbenwege.  Da  aber  der  Schieberkreis  leichter  als  das  Schieber- 
oval zu  construiren  ist,  so  erreichen  wir  durch  den  Schieberkreis, 
wenn  auch  nicht  direct,  doch  bequemer  unseren  Zweck  als  bei 
der  Anwendung  des  Schieberovals. 

Bei  allen  nicht  rotirenden  Dampfmaschinen  kann  dem  Mecha- 
nismus gemäss  nur  das  Schieberoval  in  Anwendung  kommen  und 
bei  einigen  Steuerungen  der  Dampfhämmer  wird  die  Veränderung 
der  Bewegung  des  Hammers  einfach  durch  die  Verschiebung  die 
Schwingungsmitte  des  Schiebers  bewirkt.  Es  würde  dann,  wenn 
z.  B.  das  Schieberoval  p  in  Fig.  678  der  Steuerung  des  in  Art.  15S 
betrachteten  Seil  er 'sehen  Dampfhammers  entspräche,  nur  eine 
entsprechende  zu  l  senkrechte  Verschiebung  der  starren  Punkt- 
reihe cdyd  erforderlich  sein,  um  die  Dampfvertheilung  bei  jeder 
Veränderung  der  Hammerbewegung  zu  überschauen. 

273.  Erörterung  der  allgemeinen  Bedingungen  bei  den  Schieber- 
ateueningen.  Durch  die  Anwendung  der  Diagramme  wird  der  Ent- 
wurf einer  Schiebersteuerung  wesentlich  erleichtert;  aber  es  sind 


')  Vergl.  Reech,   Memoire  sur  les  Machines  ä  vapeur.   1844.   p.  7.  — 
Morin,  Legons  de  M^canigue  practigue.  1846. 
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noch  die  mannigfachen  technischen,  physikalischen  Bedingungen 
zu  beachten  und  zn  erwägen,  welche  die  Freiheit  in  der  Gestal- 
tung enger  nmgrenzen.    Von  allen  bestimmenden  Grössen  ist  mei- 
stens Zunächst  nur  die  Eanalweite  gegeben;  aber  durch  jene  Be- 
dingungen wird  nach  und  nach  jede  Willkür  in  der  Annahme  der 
ttbrigen  Grössen  beschränkt.    Die  Theorie  vermag  hier  nur  die 
Wege  zu  ebenen ;  denn  zur  vollständigen,  zweckmässigen  Erfllllung 
aller,  in  jedem  einzelnen  Falle  auftretenden  Bedingungen  ist  der 
erfahrungsreiche  Constructeur  mit  seinem  praktischen  Ermessen 
berufen.    Um  nur  einige  der  bestimmenden  Bedingungen  hervor- 
zuheben, betrachten  wir  beispielsweise  in  Fig.  672  die  Bewegung 
des  Schiebers,  ungeachtet,  ob  seine  Schwingungsmitte  mit  der 
Mitte  der  Bahn  TT'  zusammenfällt  oder  nicht    Die  Schieber- 
kante A  darf  in  ihrer  äussersten  Stellung  nach  rechts  auf  der 
Stegfläche  FT  nicht  vor  T  zurückkehren,  weil  sonst  durch  die 
abnutzende  Schleifung  auf  der  Stegfläche  FT  ein  nachtheiliger 
Ansatz  entstehen  würde.    Dagegen  muss  aber  die  Stegfläche  FT 
so  breit  sein,  dass  die  Kante  B  in  dieser  Stellung  nicht  über  T 
schreitet  und  kein  frischer  Dampf  durch  die  Grube  B  B'  und  die 
Höhlung  dCi'  ausströmen  kann.    Femer  darf  in  dieser  Stellung 
die  Oeffnung  CiB^  nicht  kleiner  als  FA  sein,  damit  dem  aus  der 
Eanalöffnung  kommenden  Dampfe  ein  bequemer  Ausweg  durch 
die  Höhlung  geboten  wird.    Bei  der  äussersten  Schieberstellung 
nach  links  muss  die  Kante  B  die  Rippenfläche  AQ  vollständig 
überschreiten,  so  dass  durch  Abschleifung  kein  Ansatz  auf  der- 
selben entsteht;  femer  muss  die  nach  a  gelangte  Kante  A  auf 
der  Bippenfläche  vor  Cl  zurückkehren,  damit  kein  frischer  Dampf 
direct  durch  die  Höhlung  ausströmen  kann.    Besonders  sind  auch 
die  physikalischen  Eigenschaften  des  Dampfes  zu  beachten,  die 
bei  der  Strömung,  Drosselung,  Expansion  und  Compression  des- 
selben auftreten  und  die  Dimensionirung  beeinflussen.   In  einzelnen 
Fällen  wird,  um  die  Erfüllung  der  bestimmenden  Bedingungen  zu 
erzwingen,  auch  auf  die  symmetrische  Gestaltung  des  Schiebers 
und  des  Schieberspiegels  verzichtet,  so  dass  die  Kanäle  ungleiche 
Weite  oder  die  Schieberlappen  ungleiche  Längen  erhalten^).   Sehr 
oft  sehen  wir  auch,  um  gewisse  Vortheile  zu  erreichen,  den  Schie- 
ber in  mannigfaltig  verschiedenartiger  Weise  gestaltet^). 

*)  Yergl.  Art.  284:  Hackworth-EIng'sche  Steuerung;  femer  Flieg- 
ner, Umsteuerungen  der  LocpmoUven,  1881.  S.  25. 

^)  Blaha,  Steuerungen  der  Dampfmaschinen,  2.  Aofl.  1884.  S.  16. 
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274.  Allgemeine  Betrachtungen.  Der  Widerstand,  den  eine 
Dampfmaschine  während  ihres  Ganges  zu  überwinden  hat,  tritt 
meist  in  sehr  verschiedener  Grösse  aof ;  daher  ist  es  zweckmässig, 
mit  verschiedener  Expansion  resp.  mit  grösserer  oder  kleinerer 
FüUnng  zu  arbeiten.  Da  dies  aber  vermittelst  der  bisher  betrach- 
teten einfachen  Schieberstenemng,  der  stets  eine  bestimmte  Fttllniig 
entspricht,  nicht  erreichbar  ist,  so  hat  man,  am  die  Fttllnng  ver- 
ändern zu  können,  besonders  bei  den  stationären  Dampfmaschinen 
zwei  Schieber  angewendet,  welche  durch  ihre  gegenseitige  Ver- 
stellbarkeit and  durch  ihre  gegenseitige  Bewegung  die  erforder- 
liche Dampfvertheilung  bewirken.  Damit  wir  nun  auch  in  diesem 
complicirten  Falle  zur  bildlichen  Darstellung  der  Bewegungsvor- 
gänge gelangen,  mttssen  wir  zunächst  die  Beziehungen  zweier 
gleichzeitig  durch  Exeenter  bewegten  Schieber  vollständig  ttber- 
schauen.  Hierbei  gehen  wir  wieder  von  der  Annahme  aus,  dass 
die  Excenterarme  gegen  die  Schubstangen  verhältnissmässig  klein 
sind,  und  dass  jede  dieser  Schieberbewegungen  sehr  angenähert 
durch  ein  Kreuzkurbelgetriebe  hervorgebracht  werden  kann. 

In  Fig.  679  sind  zwei  rechtwinkelige  Ejreuzkurbelgetriebe  ge- 
zeichnet, deren  Eurbelarme  4>£/,  4>£^  auf  einer  Welle  4^  befestigt 
und  deren  Schubstangen  a,  a^  der  Geraden  X  parallel  sind.  Die 
Bewegung,  welche  ein  an  der  Stange  a'  befestigter  Punkt  A^  auf 
der  bewegten  Stange  a  vollzieht,  resp.  die  Bewegung  eines  Punk- 
tes A^  des  Systems  a}  in  dem  System  a,  kann  leicht  in  folgender 
Weise  veranschaulicht  werden.  Wir  fällen  auf  die  Schubrichtnng  X 
die  Senkrechten  EP^  E^F\  machen  die  Strecke  A^A  gleich  und 
gleichgerichtet  P'P  und  betrachten  A  als  einen  Punkt  des  be- 
wegten Systems  o;  demnach  wird  der  Abstand  A^A  der  beiden 
gleichzeitig  bewegten  Punkte  A\  A  durch  jene  Projection  F^P 
der  um  4>  rotirenden  Strecke  E^E  dargestellt.  Wir  beschreiben 
um  A  mit  EE^  als  Sadius  einen  Kreis  a  in  dem  bewegten  Sy- 
stem a  und  ziehen  in  gleichem  Sinne  gerichtet  den  Badius  A^ 
parallel  EE^.  Wenn  nun  der  Punkt  91  auf  dem  Kreise  a  im  be- 
wegten System  a  ebenso  wie  das  Dreieck  ^EE^  um  4>  rotirt, 
so  ist  die  Bewegung  der  zu  %  gehörenden  Projection  auf  dem  zu 
l  parallelen  Durchmesser  dieses  Kreises  identisch  mit  der  Bewe- 
gung des  Punktes  A^  in  dem  System  a.  'Die  Bewegung  des  Sy- 
stems a}  im  Bezug  auf  das  System  a  kann  demnach  auch  durch 
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eine  rechtwinkelige  Krenzschnbknrbel  hervorgebracht  werden, 
deren  Enrbelarm  ^  9(  »=  EE^  nm  einen  Punkt  A  im  System  a 
rotirt  und  stets  zn  EE*  parallel  ist,  sich  also  ebenso  wie  das 
Dreieck  ^EE^  dreht.  Gonstmiren  wir  nnn  das  dnreh  dieses  Drei- 
eck bestimmte  Parallelogramm  <PEE^Ery  dessen  eine  Diagonale 
4>£^  ist,  so  wird  auch  durch  die  Seite  ^Er  desselben  jener 
Eurbelarm  A  91  nach  Grösse  und  Richtung  dargestellt.  Betrachten 
wir  dagegen  die  Bewegung,  welche  das  System  a  im  System  a^ 
vollzieht,  die  der  eben  veranschaulichten  Bewegung  von  a^  im 
Bezug  auf  a  entgegengesetzt  gleich  ist,  dann  ergiebt  sich  durch 
die  Symmetrie  der  Beziehuug,  dass  in  diesem  Falle  der  betreffende 
Eurbelarm  um  einen  Punkt  des  Systems  a^  rotirt  und  dass  der- 
selbe nach  Grösse  und  Richtung  durch  die  Seite  ^£r  des  zweiten 
Parallelogramms  ^E^EEr  dargestellt  wird,  dessen  eine  Diagonale 
^E  ist    Aus  dieser  Darlegung  erhalten  wir  den  Satz: 

Werden  durch  zwei  gleichartig  rotirende  Ereuz- 
kurbelgetriebe,  deren  Eurbelarme  durch  4>jE,  4>^* 
gegeben  sind,  zwei  Systeme  a,  a>  parallel  bewegt,  so 
kann  die  hierdurch  bestimmte  Bewegung  des  einen 
Systems  a}  im  Bezug  auf  das  andere  System  a  ver- 
mittelst eines  dritten  Ereuzkurbelgetriebes  bewirkt 
werden,  dessen  Eurbelarm  A%  um  eine  Axe  A  im  Sy- 
stem a  ebenso  gleichartig  rotirt  und  nach  Grösse  und 
Richtung  gleich  der  geometrischen  Differenz  jener 
Eurbelarme,  also  gleich  4>i?r  =  4>A*  —  4>J5  ist 

Wir  haben  die  Bewegungen  der  beiden  Systeme  a^  a>  im 
Bezug  auf  das  feste  System  4>  S,  resp.  auf  den  Steg,  als  gegeben 
betrachtet,  und  die  Bewegung  a}  gegen  a  anschaulich  dargestellt. 
Ist  nun  aber  die  Bewegung  von  a  im  Bezug  auf  den  Steg  ^S 
und  femer  die  Bewegung  von  a'  gegen  a  gegeben,  so  ist  hier- 
durch auch  die  Bewegung  des  Systems  a^  im  Bezug  auf  den  Steg 
4>S  bestimmt;  denn  sie  kann  vermittelst  des  Eurbelgetriebes  her- 
vorgebracht werden,  dessen  Eurbelarm  ^E*^  die  von  4>  ausgehende 
Diagonale  des  aus  4>J?,  ^Er  construirten  Parallelogramms  ist  So- 
mit ergiebt  sich  der  Satz: 

Wird  in  einem  festen  System  4>S  durch  einEreuz- 
kurbelgetriebe  mit  dem  Eurbelarme  4>£  ein  System  a 
parallel  bewegt  und  wird  gleichzeitig  durch  ein  in 
diesem  bewegten  System  a  befindliches  Ereuzkurbel- 
getriebe  mit  dem  gleichartig  rotirenden  Eurbelarme 
A%  ein  anderes  System  a>  parallel  geftlhrt,  so  kann 


682        X.  Abschnitt.   Mechanismen  bewährter  Schiebersteuemngen. 

die  Bewegung  von  a}  gegen  das  feste  System  <1>S  ver- 
mittelst eines  dritten  Ereuzkurbelgetriebes  bewirkt 
werden,  dessen  ebenso  gleichartig  rotirender  Kurbel- 
arm  ^E^  nach  Grösse  und  Richtung  gleich  der  geo- 
metrischen Summe  jener  KurbelarmC;  also  gleich 
^E  +  Ät  resp.  ^E  +  4>^  ist. 

275.  Meyer'8Cbe  Steuerung.  In  Fig.  680  ist  die  aus  zwei  Schie- 
bern bestehende,  sehr  sinnreiche  Meyer'sohe  Steuerung  schema- 
tisch dargestellt  0-  Der  auf  der  Bahn  m'W  schwingende  Grund- 
Schieber  SS'  ist  symmetrisch  gestaltet  mit  zwei  Durchlasskanälen 
T%  T'W  versehen,  durch  welche  der  Dampf  in  die  Cylinder- 
kanäle  TA,  T'A'  geleitet  wird.  Auf  dem  Rücken  %  Z'  des  Grund- 
schiebers schwingt  der  Deckschieber  ss'.  Derselbe  besteht  aus 
zwei  Platten  «,  s'j  die  durch  zwei  auf  der  Stange  /  befindliche, 
entgegengesetzte  Schraubengewinde  von  gleicher  Ganghöhe  ver- 
mittelst Drehung  dieser  Stange  in  grössere  oder  kleinere  Ent- 
fernung von  einander  gestellt  werden  können.  Infolge  der  hin- 
und  hergehenden  Bewegung  des  Deckschiebers  auf  dem  Rtlcken 
des  gleichzeitig  bewegten  Grundschiebers  werden  die  Durchlass- 
kanUe  durch  die  Platten  f,  s'  geschlossen  und  geöffnet  Die  Be- 
wegung beider  Schieber  wird  durch  zwei  auf  der  Welle  festge- 
keilte Excenter  bewirkt,  deren  Excentrici täten  gegen  die  Schub- 
stangen verhältnissmässig  klein  sind.  In  Fig.  681  ist  für  den 
Grundschieber  die  Excentricität  resp.  der  Excenterarm  ^E  mit 
seinem  Voreilwinkel  -3;  für  den  Deckschieber  die  Excentricität 
oder  der  Excenterarm  4>£^  und  dessen  Voreilwinkel  &^  gegeben. 
Demnach  ist  für  die  Bewegung,  welche  der  Deckschieber  auf  dem 
bewegten  Grundschieber  vollzieht,  die  entsprechende  Excentricität 
oder  der  relative  Excenterarm  4>i?r  durch  das  Parallelogramm 
<PEE^Er  bestimmt  Behufs  der  Bestimmung  der  betreffenden 
Schieberkreise  tt>,  q  können  wir  auch  anstatt  des  Dreiecks  <^EE^ 
das  zu  diesem  bezüglich  ^Y  symmetrische  Dreieck  <^NN^  als 
gegeben  annehmen  und  das  Parallelogramm  ^NN^Nr  construiren, 
dessen  Seiten  ^N,  4>Nr  resp.  die  Durchmesser  der  Schieberkreise 
ü),  q  sind,  von  denen  der  letztere  der  relative  Schieberkreis  ge- 
nannt wird.  Durch  die  von  der  Todtlage  ^F^  im  Sinne  des 
Pfeiles  ausgehende  Eurbeldrehung  bewegen  sich  die  beiden  Schie- 
ber 55',  **'  im  Bezug  auf  T^'  ebenso  wie  die  Fusspunkte  P,  P* 
der  von  E^  E^  gefällten  Lothe  auf  4>Z  nach  links  und  vergrössem 

')  Description  des  machines.  1858.  T.  89.  p.  405.  Breyet  23  ayril  1845.  — 
Bulletin  de  la  sodM  d^encottragement.  1846.  p.  165;  1849.  p.  246. 
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somit  ihre  von  der  MitteUage  aus  gemessenen  Weglängen  oder 
linksseitigen  Abweichungen  4>P,  <PP\   Dagegen  aber  bewegt  sich 
der  Deckschieber  ss'  anf  dem  Gmndschieber  wie  der  zu  Er  ge- 
hörende Fnssponkt  Fr  nach  rechts  nnd  verkleinert  dem  gemäss 
seine  linksseitige  Abweichung  4>Pr  =  PP*  von  seiner  auf  den 
Onindschieber  bezogenen  Schwingnngsmitte.    Diese  Beziehungen 
werden  dnrch  die  Schieberkreise  veranschaulicht.    Fttr  die  Todt- 
lage  ^Pq  der  Kurbel  repräsentirt  auf  derselben  die  Sehne  ^W^ 
im  Schieberkreise  tt)  die  GrOsse  der  Abweichung  des  Grundschie- 
bers  SS'  von  seiner  Schwingungsmitte,  und  ebenso  die  Sehne  ^Q^ 
im  relativen  Schieberkreise  q  die  Abweichung  des  Deckschiebers 
s  s'  von  seiner  Schwingungsmitte  im  Bezug  auf  den  Grundschieber. 
Um  eine  übersichtliche  bildliche  Darstellung  der  Bewegungs- 
vorgänge zu  erhalten,  betrachten  wir  zunächst  nur  die  Bewegung 
des  Grundschiebers  SS'  und  zeichnen  zu  diesem  Zwecke  der  Deut- 
lichkeit wegen  in  doppelter  Grösse  in  Fig.  682  die  Schieberkreise 
tD,  \ü\    Dem  gemäss  denken  wir  uns  bei  der  folgenden  Darlegung 
die  zugehörige  Zeichnung  in  Fig.  680  in  doppelter  Grösse  ge- 
nommen.   Der  auf  ^N  senkrechten  KurbelsteÜnng  <I>P^  im  Dia- 
gramm entspricht  die  in  Fig.  680  dargestellte  Mittellage  des  Grund- 
schiebers auf  seiner  Bahn  ^4^'.    Mit  der  äusseren  Deckung  AT 
und  ebenso  mit  der  inneren  Deckung  P  A  als  Radien  beschreiben 
wir  im  Diagramm  um  4>  resp.  den  Kreisbogen  W^^^  y  Wy^  und  den 
Kreisbogen  W^^  d  TT^.^^.    Hierdurch  werden  die  vier  entsprechenden 
Kurbellagen  4>P^;^,  4>P^.^  und  4>P,.^j,  <I>P^,  bestimmt.    Mit  den 
beiden  ersten  erfolgt  an  der  rechten  Kolbenseite  das  Beginnen 
und  Aufhören  der  Einströmung,  mit  den  beiden  letzteren  das  Be- 
ginnen und  Aufhören  der  Ausströmung.    Damit  aber  die  Aus- 
strömung des  Dampfes  an  einer  Kolbenseite  eher  beginnt  als  die 
Einströmung  an  der  anderen,  muss  -4r  >  P'A'  und  4T'  >  PA 
sein.    Ferner  ist  zu  beachten ,  dass ,  wenn  die  Schieberkante  A 
nach  links  gehend  über  den  Cjlinderkanal  TA  hinweggeschritten 
ist  und  denselben  geöffnet  hat,  der  Dampfweg  wieder  durch  die 
nachfolgende  Schieberkante  T  verengt  wird.    Wäre  diese  Schie- 
berkante T  nicht  vorhanden  oder  so  weit  von  A  entfernt,  dass 
sie  r  nicht  überschreitet,  dann  würde  beim  Uebergange  von  A 
über  A,  also  bei  der  Kurbelstellung  4>P^,.,  welche  durch  den  mit 
der  Strecke  A  J  um  4>  beschriebenen  Kreisbogen  W^y  d  Wy  be- 
stimmt wirdy  der  Cylinderkanal  F  A  vollständig  geöffnet  sein.   Da 
aber  die  Schieberkante  T  nachfolgt  und  links  in  die  äusserste 
Lage  T  gelangt,  welche  sich  ergiebt,  indem  wir  Tz  gleich  der 
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in  Fig.  681  gegebenen  Excentricität  ^E  machen,  so  kann,  falls 
der  Dnrchlasskanal  enger  als  der  Gylinderkanal ,  AT<iTäk  ist, 
die  grOsste  Eröffnung  nur  gleich  A  T  sein,  die  eintritt,  wenn   T 
über  r  steht.    Die  diesem  Momente  im  Diagramm  entsprechende 
Eurbellage  ^F^  wird  bestimmt,  indem  wir  mit  FT  nm  4>  den 
Kreisbogen  W^W^^W^'W^  beschreiben,  der  den  Kreis  to  in  den 
Punkten  W,,  W,  und  femer  4>F^^,  ^Py  in  den  Punkten  W",  W^ 
schneidet    Diese  grösste  Eröffnung  bleibt  beim  Weitergange  des 
Grundschiebers  nach  links  nur  so  lange  bestehen,  bis  A  nach  A 
und  die  Kurbel  nach  4>F^^  geliuigt  ist.    Wenn  die  Kurbel  weiter- 
rotirend  beispielsweise  in  die  Lage  <t>F'  gekommen   ist,    anf 
der  die  Kreise  tt>  und  W^y  d  Wy  die  Strecke  tu  abschneiden, 
dann  repräsentirt  tu  die  Weglänge,  welche  A  linksseitig  von  A 
aus  zurückgelegt  hat,  und  zugleich  die  inzwischen  entstandene 
Verengung  des  Kanals.    Es  wird   demnach   die  vermittelst  der 
Schieberkante  T  bewirkte  Veränderung  des  Einströmquerschnittes 
durch  das  Bogenzweieck  W^y iWyN Wjy  yeranschauücht.    Wenn 
wir  auf  4>F*'  die  Strecke  tu  nach  kf  yerlegen,  dann  stellt  die 
auf  4>jP*  von  /  bis  zum  Sj*eise  Wjjj  Wyj  gehende  Strecke  fi  die 
entsprechende  Eröffnung   des  Kanals   dar.     Durch   Bestimmung 
mehrerer  derartiger  Punkte  /  erhalten  wir  eine  von  ^N  symme- 
trisch getheilte  Pascal'sche  Curve  W^^ff^W^.    Denn  verlän- 
gern wir  F*^  bis  zum  Schnitt  t'  des  Kreises  D)',  so  ist,  weil 
tu  —  kf  gemacht  wurde,  die  Strecke  t'f=  <Pt  +  4>/=  *  A  +  <I>k, 
also  constant.    Das  somit  sehr  leicht  zu  zeichnende  Stttck  der 
Pascarschen  Curve  vervollständigt  die  bildliche  Darstellung  von 
der  Veränderung  der  Eröffnung  des  Dampfweges,  wenn  der  Grund- 
schieber allein  in  Thätigkeit  wäre.   Unter  dieser  Annahme  ersehen 
wir  aus  dem  Diagramm  die  folgenden  Vorgänge.    Die  Eröffnung 
für  den  Dampf  eintritt  beginnt  in  ^Fjjjj  vergrössert  sich  während 
der  Drehung  bis  ^F^^  bleibt  dann  constant  bis  ^Fjy  und  ver- 
kleinert sich  wieder  so  lange,  bis  die  Kurbel  nach  4>F^  gekom- 
men ist  oder  die  Schieberkante  T  die  äusserste  Stellung  t  nach 
links  erreicht  hat    Bei  dieser  Stellung  ist  der  Einströmquerschnitt 
bis  auf  die  Enge  yf^  geschmälert,  welche  auch  durch  die  Strecke 
tA  dargestellt  wird.    Bei  weiterer  Drehung  treten  in  umgekehrter 
Folge  dieselben  Vorige  auf.    Während  der  Drehung  bis  ^F^ 
vergrössert  sich  wieder  der  Einströmquerschnitt,  bleibt  dann  con- 
stant bis  4>i^5.,  verkleinert  sich  bis  in  der  Lage  ^Fy^^  der  die 
Fttllungsstrecke  ^vi^vi  entspricht,  und  es  erfolgt  die  Schliessung, 
mit  der  eine  kurze  Expansion  beginnt  Das  schrafiQrte  Flächenstttck 
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Wjjj  W,  W'y/^^  W^  W^  Wyj  giebt  dann  eine  bildliche  DarsteUung 
der  Verändernng  des  Einströmquerschnittes.  In  ^Fy^j  findet  die 
Eröffnung  des  Cylinderkanals  für  die  Aasströmung  statt;  dieselbe 
wächst,  bleibt  constant  nnd  verkleinert  sich,  bis  die  Knrbel  resp. 
die  Lagen  ^Fy^^^^  <PF^,  <PFjj  erreicht  Schliesslich  tritt  noch 
eine  kurze  Compression  ein,  die  von  4>  Fjj  bis  ^  F^i  dauert.  Die 
Veränderung  des  Ausströmquerschnittes  wird  somit  durch  das 
schraffirte  Flächenstttck  Wyjj  Wyj^^  W^  W^j  bildlich  dargestellt 

Nachdem  wir  die  Bewegungsvorgänge  des  Grundschiebers  in 
allen  Einzelheiten  erkannt  haben,  betrachten  wir  jetzt  auch  did 
gleichzeitige  Bewegung,  die  der  Deckschieber  auf  dem  Grund- 
schieber vollzieht.  Hat  die  Kurbel  im  Diagramm  Fig.  683  die 
auf  4>iV  senkrechte  Lage  «Pi^"*,  die  im  relativen  Schieberkreise  s\ 
die  Sehne  ^Q^  bestimmt,  dann  repräsentirt  diese  Sehne  4>Q^  die 
die  linksseitige  Abweichung  des  Deckschiebers  von  seiner  auf 
den  Grundschieber  bezogenen  Mittellage.  Diese  Sehne  resp.  Ab- 
weichung verkleinert  sich  beim  Weitergange  der  Kurbel,  und  wird 
gleich  Null,  wenn  die  Kurbel  in  der  Lage  ^F^  senkrecht  auf 
^Nr  steht.  Denmach  tritt  mit  dieser  Phase  der  Deckschieber 
in  seine  Mittellage  auf  dem  Grundschieber.  In  Fig.  684  ist  die 
dieser  Phase  entsprechende  Stellung  des  Grundschiebers  SS*  und 
auf  ihm  symmetrisch  die  Mittellage  des  Deckschiebers  ss*  ge- 
zeichnet, dessen  Platten  a&,  a'i'  beispielsweise  so  gestellt  sind, 
dass  ihre  äusseren  Kanten  a,  a'  ttber  die  Kanten  %  9('  der  Durch- 
lasskanäle hinausragen.  Die  jetzt  in  ihrer  Schwingungsmitte  m 
befindliche  Plattenkante  a  hat  also  die  Kanalkante  9(  schon  um 
die  Strecke  %m  überschritten,  und  die  vollständige  Schliessung 
des  Durchlasskanals  erfolgt,  *  wenn  die  Plattenkante  a  nach  rechts 
gehend  bis  %  gelangt  ist  Um  nun  im  Dia^amm  die  diesem 
Momente  entsprechende  Kurbellage  ^F'  zu  erhalten,  beschreiben 
wir  mit  m  %  als  Radius  im  Diagramm  den  Kreisbogen  Q  Qa»>  der 
Men  anderen  relativen  Schieberkreis  q'  in  den  Punkten  Q^  Q 
Bchneidet  und  dadurch  ausser  ^F'  auch  die  Kurbellage  4>jP^ 
bestimmt  .  Denn  bei  der  Drehung  der  Kurbel  von  4>F*  bis  4>F 
repräsentiren  die  zugehörigen  Sehnen  im  Kreise  q'  die  Weg- 
strecken, um  welche  die  Plattenkante  a  ihre  Schwingungsmitte  m 
nach  rechts  überschritten  hat,  und  da  die  Sehne  <^Q  ^^m%  ist, 
so  tritt  mit  der  Kurbelstellung  ^F'  die  Schliessung  des  Durchlass- 
kanals ein,  die  erst  endet,  wenn  die  Kurbel  bis  ^F„  gegangen  ist 

Für  die  Kurbellage  ^F"^  ist  in  Fig.  680  die  Mittellage  des 
Grundschiebers    SS'    und   auf  ihm   die    entsprechende,    durch 


I 
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ma  =  4>Q"  bestimmte  Stellung  des  Deckschiebers  ss'  gezeichnet. 
Aas  dem  Diagramm  ersehen  wir,  dass  durch  die  weitere  Kurbel- 
drehung  mit  der  Verkleinerung  der  Kreissehne  4>Q^  die  Platten- 
kante a  sich  der  Kanalkante  9(  nähert  und  mit  der  Kurbellage 
^F^  erreicht,  welcher  im  relativen  Schieberkreise  q  die  Sehne 
4>Q*=S(wi  entspricht    Hiernach  erhalten  wir  diese  Kurbellage 
4>JP^,  indem  wir  mit  der  Strecke  91  m  als  Radius  im  Diagramm 
um  4>  einen  Kreisbogen  Qk  beschreiben,  der  den  Kreis  q  einer- 
seits im  Punkte  Q  schneidet  und  dadurch  4>F'  bestimmt    Von 
hier  an  beginnt  also  durch  Weiterdrehung  der  Kurbel  die  Ver- 
engung des  Durchlasskanals  vermittelst  der  Platte  ab-^  und  die 
Strecke,  welche  auf  der  betreffenden  Kurbellage  von  dem  Kreise  q 
und  dem  Kreisbogen  Qfk  abgeschnitten  wird,   repräsentirt  die 
Ueberschreitung  von  a  über  91.    Dieselbe  hat  z.  B.  bei  der  auf 
<I>iVr  senkrechten  Kurbellage  4>/^*  die  Grösse  4>*  =  <l>Q'  =  äi» 
erreicht    Verlegen  wir  in  der  zur  besseren  Uebersicht  ein  wenig 
verändert  gezeichneten  Fig.  685,  Taf.  XLV,  auf  einer  Kurbellage 
^Fof  die  Ueberschreitungsstrecke  Qxv  nach  xpri^  oder  machen  wir 
Qx^l^  gleich  der  constanten  Strecke  vi;,   so  ergiebt  sich  durch 
Wiederholung  dieser  Gonstruction  eine  von  den  Punkten  rp  ge- 
bildete Pascarsche  Gurve  hxjjXy  die  im  Punkte  x  ^^  den  Kreis 
^iii  ^vi  ^**»  ^^  derselbe  von  ^F'  geschnitten  wird.    Demnach 
ist,  wenn  Q  den  Schnitt  von  ^F'  mit  dem  Kreise  q  bezeichnet, 
jene  constante  Strecke  vrj  ^^  Qx-    Vermittelst  dieser  Beziehang 
kann  ohne  Hülfe  des  Kreisbogens  Qfk  die  PascaTsche  Gurve 
kipx  leicht  construirt  werden,   indem  wir  Q^x/j  =^  Qx  machen. 
Die  von  einem  Punkte  xp  dieser  Gurve  bis  zum  Kreise  Wjjj  Wy^ 
auf  ^F^  gemessene  Strecke  repräsentirt  die  vermittelst  der  Platte 
a  b  bewirkte  Verengung  des  Durchlasskanals  %  St.   Die  Verengung 
des  Dampfweges  geschieht  also  in  zweifacher  Weise;   oberhalb 
des  Durchlasskanals  durch  die  Platte  ab^  und  unterhalb  durch 
die  Kippe  A  d.    Die  obere  Verengung  wird  im  Diagramm  Fig.  688 
durch  die  Gurve  hgxfjx  ^nd  die  untere  durch  die  Gurve   W^^gf^ 
bildlich  dargestellt.    Aus  dem  Verlaufe  dieser  Gurven  ergehen  wir, 
dass  die  später  beginnende  obere  Verengung  die  untere  im  Schnitt- 
punkte g  dieser  Gurven  erreicht,  sie  von  da  an  übertrifft  und  im 
Punkte  Xi  dem  die  Kurbellage  4>i^'  entspricht,  die  Schliessung 
des  Durchlasskanals  und  damit  den  Beginn  der  Expansion  bewirkt. 
Das  schraffirte  Flächenstück  Wjjj  W^W^^'gipx  giebt  demnach  eine 
klare  bildliche  Darstellung  von  der  Veränderung  des  Einströmquer- 
schnittes. 
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In  Fig.  683  ist  ferner  nach  bestimmtem  Verhältnisse  zum 
Knrbelradias  das  bogenförmige  Diagramm  ^  des  Eolbenweges  ge- 
zeichnet. Beim  Beginn  der  rechtsseitigen  Einströmung  steht  der 
Kolben  um  die  kleine  Strecke  FujZm  vor  der  Todtlage;  nach- 
dem diese  erreicht  ist,  entsprechen  dem  Beginn  der  vollen  Ein- 
strömung, der  Drosselung  und  der  Expansion  resp.  die  Kolben- 
wege   Z,F,,    Z^yF,y,    Z'F'. 

Wir  haben  in  Fig.  684  den  Abstand  a%  der  Plattenkante  a 
Yon  der  Kanalkante  %^  d.  h.  den  Abstand  der  Schwingungsmitte  m 
von  j£,  beliebig  angenommen ,  im  Kreise  q'  (Fig.  683)  die  Sehne 
^Q'  ^^7n%  gemacht,  und  dadurch  die  Kurbella^e  ^F\  mit  wel- 
cher die  Expansion  beginnt,  sowie  die  zugehörige  Füllungsstrecke 
ZF*  bestimmt  Wir  können  aber  auch  umgekehrt  die  Füllungs- 
strecke ZF'  z.  B.  wie  in  unserem  Diagramm  gleich  0,5.i^o^T 
annehmen,  die  Strecke  m%^==^^Q  machen  und  vermittelst  Dreh- 
ung der  Schrauben  die  Plattenkante  a  auf  m  stellen. 

Nachdem  der  Durchlasskanal  A  2'  wieder  vollständig  auf  den 
Steg  FT'  geftdxoben  ist  und  die  Ausströmung  vom  Cylinderkanal 
FA  her  durch  die  Bttdung  ClCl'  begonnen'  hat,  hört  die  vermit- 
telst der  Schieberplatte  a  6  bewirkte  Sperriis^  des  Dm-chlasskanals 
mit  der  Kurbellage  ^F^  auf.  Wonn  aber  diese  Sperrung  auf- 
hört, bevor  die  Kante  A  über  F  nach  xechts  hinweggegangen  ist 
oder  bevor  die  Kurbel  die  entsprechende  Lage  ^  Fyj  überschritten 
hat,  dann  würde  die  Expansion  durch  eine  nochmalige  Einströmung 
frischen  Dampfes  unterbrochen.  Um  dies  zu  vermeideia»  muss  die  ^ 
Kurbellage  ^Fyj  sich  stets  hinter  jener  Stellung  ^F^  befinden. 
Wenn  es  aber  ermöglicht  werden  soll,  auch  mit  der  grösste» 
FfUlung  Zy^Fyj  resp.  mit  der  kleinsten  Expansion  zu  arbeiten, 
welche  durch  den  Grundschieber  allein  bewirkt  wird  und  der 
Kurbelstellung  ^F^y  entspricht,  so  muss,  wie  es  in  Fig.  683  der 
Fall  ist,  diese  Kurbelstellung  die  relativen  Schieberkreise  q,  q' 
halbiren.  Die  relative  Excentricität  ^Nr  muss  also,  nachdem  die 
Excentricität  ^N  gegeben  ist,  der  Richtung  nach  so  gewählt 
werden,  dass  sie  die  Verlängerung  von  Fy^^  bildet 

Soll  nun  die  Schliessung  des  Durchlasskanals  vermittelst  des 
Deckschiebers  erst  erfolgen,  wenn  die  Kurbel  in  Fig.  686,  Tafel 
XLV,  die  Lage  ^Fyi  erreicht  hat,  welcher  die  Füllungsstrecke 
^viFyj  entspricht,  so  muss  mit  dieser  Kurbellage  die  Schieber- 
kante a  in  Fig.  684  (Taf.  XLIV)  nach  Z  gelangen;  und  folglich 
ergiebt  sich,  indem  wir  Zmyj  =  4>Nr  machen,  auf  dem  Grund- 
schieber die  entsprechende  Schwingungsmitte  niyj  der  Kante  a. 
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Demnach  mnss  für  diese  Schliessung  die  Kante  a  durch  Drehung 
der  Stange  /  auf  niyj  gestellt  werden.  Um  in  dem  zugehörigen 
Diagramip  die  Pascal'sche  Curve  gxffx  zu  erhalten,  welche  in 
diesem  Falle  den  Kreis  Wjjj  Wy^  in  dem  auch  mit  %  bezeichneten 
Funkte  fF^.j*  berflhrt ,  machen  vrir  auf  einer  beliebigen  Kurbel- 
stellung ^Fxf  die  den  Kreis  q  in  Qu  schneidet,  die  Strecke  Qx^ 
gleich  der  constanten  Strecke  NrX,  Die  auf  ^Fx  von  dem  Kreise 
q'  und  von  dem  mit  ^Nl  als  Radius  beschriebenen  Kreisbogen 
Ni-o  begrenzte  Strecke  QxO  repräsentirt  auch  die  Verengung  des 
Durchlasskanals,  die  durch  den  Deckschieber  bewirkt  wird;  und 
es  ist  demnach  %x'^^==  QxO.  Das  schraf&rte  Flächenstttck  giebt 
eine  bildliche  Darstellung  von  der  Veränderung  des  Einströmqner- 
Schnittes.  Da  aber  die  Schliessung,  wie  man  aus  dem  Diagramm 
ersieht,  sehr  schleichend  erfolgt,  so  ist  es  zweckmässig,  wenn 
möglich  die  Schieberplatten  noch  vermittelst  der  Schrauben  näher 
zusammen  zu  stellen.  Dadurch  wird  dann  die  Curve  gtpx  mehr 
nach  rechts  verschoben  und  das  schraffirte  Flächenstttck  ver- 
grössert. 

Soll  in  Fig.  687*  mit  einer  kleinen  FttUung,  z.  B.  von  der 
Orösse  Z^  F^  gearbeiM  werden,  so  dass  also  schon  mit  der  Kur- 
belstellung 4>F^  die  Expansion  beginnt,  dann  ist  die  vom  Kreise  q 
auf  ^F^  abgeschnittene  Sehne  ^Q^  als  negativ  zu  betrachten; 
und  es  muss  dem  gemäss  in  Fig.  684  (Taf.  XLIV)  zur  Bestimmung 
der  Schwingungsmitte  nt^  der  Schieberkante  a  jetzt  reohts  von  % 
«  die  Strecke  Xm^  =  ^Q^  gemacht  werden.  Ftlr  die  genannte 
Füllungsstrecke  Z^F^  ist  somit  die  Schieberkante  a  vermittelst 
Drehung  der  Stange  /  auf  m^  zu  stellen.  Um  die  zugehörige 
Pascal'sche  Curve  gyjx  iioi  Diagramm  zu  construiren,  welche 
die  Kreise  &>,  ^mWy^  in  den  Punkten  9,  x  trifft,  machen  wir 
auf  einer  beliebigen  Kurbelstellung  ^F^  die  Strecke  Qx^f  gleich 
der  constanten  Strecke  Q^X»  welche  auf  ^F^  zwischen  den  Kreisen 
q,  Wjj^Wy^  liegt,  und  demnach  ist  x«V  gleich  der  Strecke  oQx, 
die  auf  der  Kurbelsteliung  ^Fx  von  den  Kreisen  Q^Q^^  q  ab- 
geschnitten wird.  Das  schraffirte  Flächenstttck  Wj^g^px  liefert 
dann  die  bildliche  Darstellung  der  Veränderung  des  Einström- 
querschnittes. Die  grösste  Eröffnung  des  Kanals  tritt  bei  g  ein, 
und  von  diesem  Punkte  g  an  wird  die  Eröffnung,  welche  der 
Kurbelstellung  ^Fx  entspricht,  durch  die  Strecke  x^V^  oder  oQx 
dargestellt. 

Die  Platte  a  6  in  Fig.  680  muss  hinreichend  lang  sein,  damit 
bei  ihrer  äusserstßu  Stellung  nach  rechts  die  Kante  b  nicht  ttber  9[ 
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c  hinwegschreitet,  weil  sonst  eine  nochmalige  Einströmung  frischen 

F  Dampfes  stattfinden  wUrde.    Machen  wir  nach  rechts  die  Strecke 

m^a^  gleich  der  relativen  Excentricität  ^Nr^  so  ist  a^  die  ans- 
i  serste  Stellang,  welche  die  Kante  a  nach  rechts  gehend  erreicht, 

i  und  demnach  mnss  die  Plattenlänge  ab  noch  grösser  als  Sa^ 

sein.    In  unserer  Zeichnung  ist  diese  Plattenlänge  genügend  gross, 
■j  so  dass  selbst  bei  der  Füllung  Null,  der  die  Eurbelstellung  ^F^ 

^  entspricht,  die  Kante  3(  von  der  Kante  b  nicht  überschritten  wird. 

Die  Plattenlänge  ab  wird  in  diesem  Grenzfalle  bestinmit,  indem 
^  wir  aus  dem  Diagramm  Fig.  687  die  auf  ^F^  liegende  Kreissehne 

,  4>Qo  nach  Zm^  in  Fig.  684  legen  und  m^a^  gleich  der  relativen 

Excentricität  4>iVr  machen;  dann  ist  otq  die  entsprechende  äusserste 
,  rechtsseitige  Stellung  der  Kante  a,  und  die  Plattenlänge  a  b  muss 

etwas  grösser  als  a^^  sein.  Wir  haben  aus  diesen  Darlegungen 
erkannt,  dass  man  durch  entsprechende  Plattenstellungen  bei  der 
Meyer 'sehen  Steuerung  mit  allen  Füllungen  von  Null  bis  zu  der  in 
Fig.  686  gezeichneten  Grösse  Zy^Fy^  arbeiten  kann;  und  es  wurde 
nur  die  rechtsseitig  vom  Kolben  stattfindende  Dampfbewegung 
betrachtet,  weil  die  Bewegung  der  Schieber  wegen  der  symme- 
trischen Gestaltung  dieselben  Vorgänge  an  der  anderen  Seite  des 
Kolbens  bewirkt.  Dagegen  muss  aber  hinsichtlich  der  Kolben- 
wege auch  wie  früher  das  entsprechende  bogenförmige  Kolben- 
diagramm gezeichnet  werden;  denn  je  kürzer  die  Pleuelstange  ist, 
desto  mehr  werden  die  Füllungen  für  die  rechts-  und  linksseitige 
Dampfeinströmung  verschieden  und  die  Expansionen  ungleich  sein. 
Die  Gleichförmigkeit  im  Gange  der  Maschine  wird  aber  ge- 
fördert, wenn  es  ermöglicht  werden  kann,  dass  die  Füllungen  an 
beiden  Kolbenseiten  bei  den  verschiedenen  Stellungen  der  Platten 
sehr  nahe  gleich  sind.  Um  dies  zu  erreichen,  wollen  wir  zunächst 
die  Abhängigkeit,  in  welcher  die  Verstellungsstrecke  zu  der  rechts- 
seitigen Platte  und  zu  den  rechtsseitigen  Füllungen  steht,  gra- 
phisch darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  sind  in  dem  Diagramm 
Fig.  688  die  rechtsseitigen  Füllungsstrecken  Z.F,,  Z^F^,  ^3^3,.. 
Z^F,,  Z«jP«,  die  beziehlich  den  Füllungsgraden  i,  S,  I,  .  .  i  bis 
zu  dem  höchsten  Füllungsgrad  H  entsprechen,  eingetragen,  und 
ferner  ist  der  relative  Schieberkreis  q  gezeichnet.  Zur  Todtlage 
4>i^o  der  Kurbel,  also  zur  Füllung  Null,  gehört  die  im  Kreise  q 
befindliche  Sehne  ^Qq\  dieselbe  ist  gleich  dem  Abstände  %m^y 
um  welchen  in  Fig.  684  (Taf.  XLIV)  die  Schwingungsmitte  niQ  der 
Plattenkante  a  von  der  Kanalkante  %  entfernt  ist.  Ebenso  liefert 
für  die  Kurbelstellung  ^F^  die  zugehörige  Sehne  4>Q|  bei  dem 
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FüUttngBgrad  i  den  entsprechenden  Abstand  der  Schwingungsmitte 
von  2.  Es  werden  somit  durch  die  Sehnen  ^Qo,  ^Qu  *^2»  •  • 
*Q«,  welche  der  Kreis  q  auf  den  betreflfenden  Kurbellagen  *i^o> 
<PF^J  ^F\j  . .  <t>Fz  bestimmt,  die  Verstellungsstrecken  der  Platte 
dai^stelit.  Wir  tragen  nun  in  Fig.  689  auf  der  Geraden  Zo^'  3^^^ 
Ftlllungsstrecken  als  Abscissen  Xo2),,  £o^i>  •  •  ^o^«  ^^^  senk- 
recht die  entsprechenden  Kreissehnen  als  Ordinaten  ab,  so  dass 
S^o^o  =  *Qo>  2^1  »ii  =  ^Q,  u.  s.  w.  Die  Ordinaten  nehmen  den 
entgegengesetzten  Sinn  an,  wenn  die  Kreissehnen  in  der  ttber  4> 
hinausgehenden  Verlängerung  der  Kurbel  liegen.  Die  Ordinaten 
oberhalb  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  X^Xt  repräsentiren  resp. 
die  in  Fig.  684  rechts  oder  links  von  der  Kanalkante  X  liegenden 
Abstände  der  Schwingungsmitten.  Die  so  erhaltene  Gurve  mf^m^ms 
giebt  eine  bildliche  Darstellung  des  Gesetzes  der  Abhängigkeit  der 
Verstellungsstrecken  von  den  Füllungsstrecken.  Sie  geht,  wie  man 
leicht  nachweisen  kann,  in  eine  Ellipse  über,  wenn  die  Pleuel- 
stange, die  in  unserem  Beispiel  sich  zur  Kurbel  wie  3 : 1  verhält, 
unendlich  lang  ist.  Demnach  besteht  zwischen  Verstellnngsstreeke 
der  Schieberplatte  und  Füllungsstrecke  keine  Proportionalität. 
Werden  aber  nur  die  Fttllungsgrade  von  i  bis  t  gebraucht,  dann 
können  wir  das  Curvenstück  m^  m^  angenähert  durch  eine  Gerade  e 
ersetzen  und  somit  innerhalb  dieser  Grenzen  annehmen,  dass  die 
Verstellungsstrecken  den  FttUungsstrecken  angenähert  proportional 
sind. 

Ebenso  sind  in  Fig.  689  für  die  linksseitigen  Füllungsgrade 
4,  i,  i,  . .  i,  fi  die  entsprechenden  Ftülungsstrecken  Z^F\  Z^F^ 
Z^F^,  . .  Z'F',  Z'F'  gezeichnet  und  als  Abscissen  X^X^^  X^X^, . 
XoXt  genommen;  femer  sind  die  zu  den  Kurbellagen  ^F^,  ^F^ 
<PF\  .  .  gehörenden  Kreissehnen  beziehlich  als  Ordinaten  X^m^ 
Xim\  X^m^y  .  .  angetragen,  und  zwar  so,  dass  jetzt  die  Sehnen 
welche  der  Kreis  q  auf  den  Verlängerungen  von  F®4>,  F*<P, . .  ab 
schneidet,  oberhalb  der  Abscissenaxe  X^^Xz  liegen.  Die  erhaltene 
Curve  m?m*m*  weicht  aber  von  der  Curve  m^m^m,  beträchtlich  ab. 
Diese  Abweichung  vermindert  sich  um  so  mehr,  je  grOsser  die 
Pleuelstange  gegen  die  Kurbel  ist;  und  beide  Gurven  werden  iden- 
tisch, wenn  die  Pleuelstange  unendlich  lang  ist.  Diese  Abweich- 
ung wird  aber  auch  bei  der  gegebenen  Anordnung  bedeutend  ver- 
kleinert, indem  wir  das  Curvenstück  m^  m^  in  der  Ordinatenrichtung 
um  die  Strecke  m*m^  parallel  nach  m^my  verschieben  und  anneh- 
men, dass  nur  die  Füllungen  von  i  bis  $  zur  Verwendung  kommen. 
Innerhalb  dieser  Grenzen  ist  dann  die  Abweichung  der  Gurven- 
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Btücke  m^  m^ ,  m^  m^'  sehr  gering,  and  dieselben  können  angenähert 
durch  die  Gerade  e  ersetzt  werden.  Nach  dieser  Erkenntniss  ist 
die  in  Fig.  684  gezeichnete  symmetrische  Stellung  der  Platten  a  b^ 
a'b'  auf  dem  Grundschieber  nicht  zweckmässig,  sondern  es  muss 
die  linksseitige  Platte  a'//  um  jene  Strecke  m*7n^  näher  an  die 
rechtsseitige  Platte  ab  gebracht  werden;  oder,  wenn  der  Deck- 
schieber sich  in  seiner  Schwingungsmitte  auf  dem  Grundschieber 
befindet,  dessen  Mitte  mit  Wl  bezeichnet  ist,  so  muss  die  Platte 
a'b'  um  die  Strecke  m*m^  näher  an  ?Dl  stehen  als  die  Platte  ab. 
Durch  die  beiden  entgegengesetzten  Schrauben,  deren  Ganghohen 
gleich  sein  müssen,  kann  man  dann  die  beiden  Platten  vermittelst 
Drehungen  der  Stange  /  so  stellen,  dass  zwischen  den  FtlUungs- 
graden  ^  und  i  auch  die  betreffenden  Füllungen  an  beiden  Seiten 
des  Kolbens  angenähert  gleich  sind,  und  demnach  einen  gleich- 
förmigeren Gang  der  Maschine  bewirken.  Es  ist  daher  ein  Irr- 
thum,  wenn  man  durch  ungleiche  Ganghöhen  der  Schrauben  Gleich- 
heit der  Füllungen  erreichen  wilP). 

276.  Rider'sche  Steuerung.  Die  Verstellung  der  Platten  bei 
der  betrachteten  Mejer'schen  Steuerung  geschieht  oft  durch  die 
Hand  an  einem  auf  der  Schieberstange  befestigten  Stellrade.  Es 
sind  aber  auch  mannigfache  Anordnungen  angegeben,  durch  welche 
die  Verstellung  vermittelst  des  Regulators  der  Maschine  bewirkt 
wird.  Eine  sinnreiche  Anordnung  dieser  Steuerung  wurde  von 
Bider^)  ausgeführt.  Bei  derselben  werden  die  Platten,  wie  in 
Fig.  690  schematisch  gezeichnet  ist,  durch  eine  einzige  mit  schrä- 
gen Kanten  versehene  Platte  aad ol  ersetzt,  die  wie  jene  Platten 
auf  den  Rücken  des  Grundschiebers  TV  in  der  Schubrichtung  / 
schwingt  und  senkrecht  zu  /  verstellbar  ist  Die  oberen  Quer- 
kanten der  Durchlasskanäle  des  Grundschtebers  sind  resp.  den 
schrägen  Plattenkanten  aa,  d a^  parallel,  die  unteren  punktirt 
gezeichneten  Querkanten  aber  zur  Schubrichtung  /  senkrecht.  Je 
mehr  die  zweckmässig  gewählten,  gleichen  Winkel,  welche  die 
Plattenkanten  aa,  a* a^  mit  /  bilden,  von  einem  rechten  Winkel 
abweichen,  desto  wirksamer  ist  der  Einfluss  der  zu  l  senkrechten 


•)  Zeitschrift  d,  österreichischen  Ingenieur- Vereines.  1860.  B.XII.  S.  226. 
—  Müller-Melchiors,  „Die  DampfmaschiDen- Steuerang  auf  der  Wiener 
WeltaasstelloBg  1873''.  Polytechnisches  Journal.  1874.  B.  212.  S.92. 

»)  Rider'sclie  Steuerung.  Engineering,  1869.  Vol.VIII.  p.  434.  —  Poly- 
technisches  Journal.  1870.  B.  195.  S.  486.  —  Wehage,  „Dampfmaschinen- 
Steuerungen'^  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses 
in  Preussen.  1881.  Jahrg.  60.  S.  66. 
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Yerstellnng  der  Platte  anf  die  Verändernng  der  FttUoog.  Damit 
aber  auch  innerhalb  der  durch  obige  Betrachtung  als  Grenzen  er- 
kannten FüUnngsgrade  i,  i  beiderseits  vom  Kolben  gleiche  Ftll- 
Inngen  auftreten,  muss  die  Kante  a'a',  wenn  sich  die  Platte  anf 
dem  Grundschieber  in  ihrer  Schwingungsmitte  befindet^  der  obigen 
Darlegung  gemäss  entsprechend  näher  an  die  Symmetrallinie  9)t@ 
des  Grundschiebers  liegen  als  die  Kante  aa. 

Denken  wir  uns  diese  Platte  cylindrisch  gebogen,  so  dass 
wir  die  in  Fig.  691  gezeichnete  gebogene  Platte  aaa'af  erhalten 
und  lassen  wir  diese  auf  dem  entsprechend  cylindrisch  ausge- 
höhlten Rücken  des  Grundschiebers  TT'  schwingen,  dessen  Durch- 
lasskanäle an  der  cylindrischen  Höhlung  entsprechend  gestaltete 
Oeffnungen  besitzen,  dann  wird  die  Verstellung  der  cylindrisch 
gebogenen  Platte  vermittelst  des  Regulators  durch  theilweise  Dreh- 
ung ihrer  Schieberstange  bewirkt.  Statt  der  halbcylindrisch  ge- 
bogenen Platte  kann  auch  ein  vollständiger  Cylinder  angewendet 
werden,  der  von  dem  Grundschieber  umschlossen  wirdO* 

277.  Steuerung  mit  veränderlicher  Excentricität  für  die  Be- 
wegung des  Deckschiebers.  Anstatt  durch  die  Verstellung  der 
Platten  des  Deckschiebers  wie  bei  der  Meyer 'sehen  Steuerung,  hat 
man  auch  innerhalb  gewisser  Grenzen  die  Veränderung  der  Fül- 
lung oder  der  Expansion  mit  unverstellbaren  Platten  durch  Varia- 
tion der  Excentricität  für  die  Bewegung  des  Deckschiebers  bewirkt, 
der  sich  auf  dem  Grundschieber  bewegt.  Zu  diesem  Zwecke  wird 
in  Fig.  692  der  Deckschieber  a'6'-^a,  resp.  die  zugehörige  Schie- 
berstange a  nicht  von  dem  Excenterarme  ^E^  mit  dem  Voreil- 
winkel  -9^  und  von  der  Excenterstange  E'^D  direct  bewegt,  son- 
dern vermittelst  einer  um  die  feste  Axe  C  schwingenden  bogen- 
förmigen Coulisse  CD.  Die  Excenterstange  E^D  ist  in  D  drehbar 
mit  der  Coulisse  verbunden  und  versetzt  dieselbe  in  schwingende 
Bewegung.  Ein  in  der  Coulisse  befindlicher  Gleitbacken  ist  in  J 
an  die  Schubstange  JK  geschlossen,  die  anderseits  in  K  mit  der 
Schieberstange  a  gelenkig  verbunden  ist.  Die  Schubstange  JK 
ist  an  eine  um  die  verstellbare  Axe  S  schwingende  Stange  ^S 
aufgehängt.  Damit  aber  die  Schieberstange  a  oder  der  Deck- 
schieber gegen  die  feste  Hülse  S  dieselbe  Schwingungsmitte  bei- 
behält, muss  die  Coulisse  nach  einem  Kreisbogen  gekrümmt  sein, 
dessen  Radius  gleich  der  Schubstange  JK  ist  Der  mittlere  Cou- 
lissenbogen  i^  u  wird  also,  wenn  der  Punkt  D  sich  in  seiner  Mittel- 
lage befindet  und  der  Punkt  K  fest  liegt,  von  dem  Punkte  J  be- 

*)  Polytechnisches  Journal.  1874.  B.  212.  S.  184. 
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schrieben.  Den  festen  Drehpunkt  C  der  Conlisse  nehmen  wir  auf 
einer  senkrecht  zu  a  stehenden  Geraden  an,  die  von  dem  Bogen- 
stttck  i's  t«  möglichst  wenig  abweicht  oder  mit  der  Bogensehne  zu- 
sammenfällt Bei  dieser  Anordnung  bleibt  die  Schwingungsmitte 
des  Punktes  K  unverändert,  wenn  wir  die  aufgehängte  Schub- 
stange JK  durch  Verstellung  des  auf  einem  Kreise  geführten  Ge- 
lenkes £  heben  oder  senken,  indem  der  Arm  ZT  um  die  feste 
Axe  H^  gedreht  wird.  Durch  eine  zweckmässige  Aufhängung,  die 
in  Art.  279  ausführlicher  erörtert  wird,  erhält  die  Schubstange  JK 
angenähert  eine  Parallelbewegung;  und  demnach  stimmt  die  Be- 
wegung des  Punktes  K  sehr  nahe  ttberein  mit  der  Bewegung,  die 
der  Punkt  J  parallel  zur  Schubrichtung  a  vollzieht. 

Bezeichnen  wir  die  Abstände  der  Punkte  D  und  J  von  C 
resp.  mit  c  und  ti,  den  Excenterarm  ^E^  mit  r,  so  verhalten  sich 
die  Bewegungen  der  Punkte  </,  D  angenähert  wie  u:c\  und  folg- 
lich bewegt  sich  der  Punkt  K  angenähert  so,  als  wenn  er  von 
einem  Excenterarme  getrieben  wird,  dessen  Länge 

r 
r«  =  — u 
c 

ist  und  dessen  Drehung  mit  ^E^  übereinstimmt.  Demnach  ist 
dieser  veränderliche  Excenterarm  dem  Abstände  u  proportional 
und  besitzt  den  constanten  Voreilwinkel  ^'.  Dieser  Mechanismus, 
durch  welchen  die  Veränderung  des  Excenterarmes  oder  der  £x- 
centricität  für  die  Bewegung  des  Deckschiebers  bewirkt  wird, 
stammt  von  Gonzenbach,  der  eine  geradlinige  Coulisse  benutzt, 
aber  den  Deckschieber  nicht  direct  auf  dem  Grundschieber,  son- 
dern auf  einer  mit  entsprechenden  Oeffhungen  versehenen  Scheide- 
wand im  Schieberkasten  gleiten  lässt^).  Von  Borsig  wurde  dieser 
Mechanismus  verwendet,  um  den  Deckschieber  direct  auf  dem 
Grundschieber  zu  bewegen^).  Bei  dieser  Anordnung  kann  die  Ver- 
engung und  Schliessung  der  Durchlasskanäle  des  Grundschiebers 
entweder  durch  die  inneren  Kanten  ^,  b'  der  Platten  ab^  b'a'  oder 
auch,  wie  bei  der  Meyer 'sehen  Steuerung,  durch  die  äusseren 
Kanten  a,  a'  bewirkt  werden^). 

*)  Description  des  macMnes.  1848.  T.  67.  p.  233.  Brevet  18  f^yrier  1843.  — 
Organ  für  die  Fortschritte  des  Eisenbahnwesens,  1846.  B.  I.  S.  218. 

*)  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in 
Preussen.  1846.  Jahrg.  25.  S.  75.  —  Organ  für  die  Fortschritte  des  Eisenbahn- 
wesens. 1858.  B.  Xin.  S.  241. 

•)  PolyUchnisches  Journal  1874.  B.  212.  S.  187.  —  Zeitschrift  des  Ver- 
eines deutscher  Ingenieure.  1879.  B.  23.  S.  191. 
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Um  das  zugehörige  Diagramm  bei  Verwendimg  der  änsBeren 
Plattenkanten  zn  construiren,  wollen  wir  den  in  Fig.  680  (Tafel 
XLIV)  gegebenen  Grondschieber  benutzen  und  annehmen,  da8s 
derselbe  von  dem  in  Fig.  692  gezeichneten  Excenterarme  ^E,  der 
gleich  ^E*^  ist  und  den  Voreilwinkel  &  besitzt,  getrieben  wird. 
Der  Deutlichkeit  wegen  zeichnen  wir  im  Verhältnisse  1 : 5  ver- 
grössert  in  Fig.  693  das  Diagramm,  indem  wir  die  beiden  gleichen 
Excentricitäten  4>.V,  <PiV^^  resp.  unter  den  Winkeln  ^,  &'  gegen 
4>y  ziehen,  dann  auf  ^PiV**  den  Punkt  N^"  so  bestimmen,  dass 

ist,  und  das  Parallelogramm  ^NN'^^N^  construiren.  Dem  zufolge 
ist  ^Nj^  der  Durchmesser  des  relativen  Schieberkreises  qg,  wel- 
cher der  in  Fig.  692  gezeichneten  Stellung  des  in  der  Goulisse  be- 
findlichen Gleitbackens  entspricht.  Wird  aber  der  Gleitbacken  in 
der  Goulisse  durch  Verstellung  der  Aufhängeaxe  S  verschoben, 
dann  wandert  der  Punkt  N'"  auf  der  Geraden  ^N^^^  der  Durch- 
messer ^N^  ändert  seine  Grösse  und  Richtung,  aber  der  geome- 
trische Ort  seines  Endpunktes  N^  ist  eine  zu  ^N"^  parallele  Ge- 
rade iVo^«-  Die  relativen  Schieberkreise  q«,  qj,  q4,  qj,  q^  schnei- 
den sich  in  einem  zweiten  gemeinsamen  Punkte  0,  und  ihre 
Mittelpunkte  m,,  m^^  m^,  m^j  rrit  liegen  auf  einer  Geraden  m^TTi«, 
die  zu  ^N^  parallel  ist  und  durch  den  Mittelpunkt  m^  des  zu 
dem  Schieberkreise  tD  gehörenden  zweiten  Schieberkreises  to'  geht. 
Es  wfirde  demnach,  wenn  der  Gleitbacken  in  der  Goulisse  so  weit 
gehoben  werden  könnte,  dass  die  Schieberstange  a  sich  ange- 
nähert in  Ruhe  befindet,  der  Kreis  lo'  der  entsprechende  relative 
Schieberkreis  sein. 

Das  auf  diese  Weise  erhaltene  theoretische  Diagramm  wird 
aber  durch  praktische  Bedingungen  beschränkt;  denn  vor  Allem 
ist  zu  vermeiden,  dass  der  Deckschieber  während  der  Expansion 
keine  nochmalige  Einströmung  frischen  Dampfes  zulässt.  Wir 
müssen  daher  umgekehrt,  wenn  für  den  Grundschieber  die  Ex- 
centricität  ^N  und,  der  Voreilwinkel  d^  gegeben  ist,  durch  das 
Diagramm  den  Voreilwinkel  ^'  für  den  Deckschieber  bestimmen. 
Soll  nun  die  Füllung  zwischen  8  und  fj  des  Kolbenweges  variiren, 
und  nehmen  wir  beispielsweise  an,  es  stehe  bei  der  Mittellage  des 
Deckschiebers  auf  dem  Grundschieber  (Fig.  684)  die  Kante  a  über 
21  und  die  Kante  o'  über  21',  so  müssen  wir  mit  der  Strecke  %a 
oder  mit  der  Kanalweite  ^21  als  Radius,  der  in  unserer  vergrösser- 
ten  Fig.  693  verdoppelt  ist,  um  4>  den  Kreis  I  beschreiben.  Dieser 
Kreis  I  schneidet  die  verlängerte  Kurbellage  ^F^^  welche  dem 
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Fflllnngsgrad  }  oder   der  Ftlllangsstrecke   Z^F^  entspricht  ^   im 
Punkte  Q,  und  femer  die  verlängerte  Enrbellage  4>jP,,  mit  wel- 
cher die  Schliessnng  des  Cylinderkanals  durch  den  Grandschieber 
geschieht,  im  Punkte  Qt.    Den  durch  ^Q^Q»  gezogene  Kreis  q,, 
dessen  Mittelpunkt  m^  und  dessen  Durchmesser  ^N^  ist,  betrachten 
wir  als  den  zum  Füllungsgrad  f  gehörenden  relativen  Schieberkreis. 
Denn,  wenn  die  Kurbel  nach  ^F^  gelangt,  hat  jene  Kante  a  sich 
um  die  Strecke  4>  Q^  nach  rechts  bewegt  und  somit  den  Dnrchlass- 
kanal  zugesperrt.    Ist  die  Kurbel  weiter  bis  4>F«  gegangen,  der 
Cylinderkanal  also  durch  den  Orundschieber  geschlossen,  dann 
wird  der  Durchlasskanal  vom  Deckschieber  wieder  geöffnet;  aber 
es  ist  die  Einströmung  frischen  Dampfes  w&hrend  der  Expansion 
vermieden.    Nachdem  durch  diese  Bedingungen  der  Durchmesser 
*A^2  bestimmt  ist,  erhalten  wir  auch  durch  die  Diagonale  ^N^^ 
des  Parallelogramms  N^^NN^^  die  Richtung  und  Grösse  der  Ex- 
centricität  fUr  die  Bewegung  des  Deckschiebers,  welche  den  Fül- 
lungsgrad S  bewirkt   Diese  Excentricität  ergiebt  sich  auch,  indem 
wir  die  Strecke  ^N^'  parallel  der  Geraden  m^m^  ziehen,  welche 
die  Mittelpunkte  der  relativen  Schieberkreise  trägt,  und  gleich  der 
Strecke  2 .  m^m^  machen.    Dadurch  ist  auch  der  zugehörige  Vor- 
eilwinkel  N"^Y  ^^  ^  bestimmt,  den  der  Excenterarm  4>£^  in 
Fig.  692  mit  der  Normalen  4>F  der  Kurbel  ^F  bildet.    Ziehen 
wir  hierauf  die  zu  den  angenommenen  Füllungsgraden  f ,  f,  t,  H 
gehörenden  Kurbellagen  4>i^3,  <I>F,,  4>i^,,  <PFey  deren  Verlänge- 
rungen auf  dem  Kreise  I  die  Schnittpunkte  Q,,  Q^y  Qs,  Q«  liefern, 
so  erhalten  wir  hiermit  die  entsprechenden  relativen  Schieberkreise 
^8)  ^4}  4s }  ^ef  welche  durch  diese  Schnittpunkte  gehen  und  deren 
Mittelpunkte  WI3,  wi^,  w^,  wi«  auf  der  Geraden  m^m^  liegen.    Den 
relativen  Schieberkreisen  q^,  qj,  q4,  qs,  q^  entsprechen  auf  ^N^^ 
die  Excentricitäten  <I>A^'',  4>iV^^',  <PN'^\  ^N^\  <PN'  des  Deck- 
schiebers, und  die  Punktreihe  <PN'^N^"N^^N''N'  ist  der  Punkt- 
reihe m^m^m^m^m^me  ähnlich. 

Da  wir  die  Excenterarme  4>£,  <!>£*'  der  Einfachheit  wegen 
von  gleicher  Grösse  nehmen,  so  ist,  wenn  wir  <I>A'^^  =  ^N  machen 
und  4>iV^  gleich  und  parallel  NN'^  ziehen,  die  Strecke  4>iV,  der 
Durchmesser  des  nicht  gezeichneten  relativen  Schieberkreises  für 
diejenige  Lage  des  Gleitbackens,  bei  welcher  der  Punkt  J  in 
Fig.  692  auf  der  Geraden  4>  a  liegt.  Bezeichnet  m^  den  Mittel- 
punkt dieses  Schieberkreises,  femer  i^  in  Fig.  692  den  Schnitt 
von  Cie  mit  4>(j,  und  construiren  wir  auf  Ci^  die  Punktreihe 
^hhhhhh}  welche  der  Punktreihe  m^m^m^m^m^m^m^  ähnlich  ist, 


696         X.  Abschnitt.   Mech&nismen  bew&hrter  Schiebenteaenmgen. 

dann  bestimmen  die  Pnnkte  i^y  t,,  i^j  i,,  i«  die  Abstände  des 
Punktes  J  von  der  Axe  C,  resp.  die  Stellangen  des  Gleitbackens, 
welche  den  angenommenen  FttUangsgraden  I,  i,  t,  i,  ü  entspre- 
chen. Wir  ersehen  aber  hieraus,  dass  diese  Abstände  den  Fttl- 
lungsstrecken  nicht  proportional  sind  und  dass,  wenn  die  Schub- 
stange JK  durch  den  Regulator  gehoben  oder  gesenkt  wird-,  die 
Einwirkung  desselben  um  so  langsamer  erfolgt,  je  grösser  die 
Füllung  ist  Ein  anderer  Nachtheil  dieser  Steuerung  gegen  die 
Meyer 'sehe  besteht  darin,  dass  man  an  beiden  Kolbenseiten  bei 
kurzer  Schubstange,  welche  die  Kolbenstange  mit  der  Kurbel  ver- 
bindet, keine  Gleichheit  der  FtUlungen  erreichen  kann. 

Fttr  die  Fttllungsgrade  i,  i,  H  sind  in  Fig.  694  vermittelst 
der  relativen  Schieberkreise  q,,  q«,  q«  die  zugehörigen  Fascal- 
schen  Curven  Xi9tj  XaOh  Xe9e  ^^®  früher  angegeben  gezeichnet, 
indem  wir,  um  z.  B.  einen  Punkt  xpx  auf  der  Pascal'schen  Gurve 
XiOi  zu  erhalten,  auf  einer  durch  4>  gehenden  Geraden  Qxtpx  die 
Strecke  Qxipjc  gleich  der  auf  Qs4>  gegebenen  Strecke  Q^Xt  machen, 
die  hier  bei  allen  Pascarschen  Curven  dieselbe  ist.  Demnach 
wird  die  Veränderung  des  Einströmquerschnittes  bei  den  FttUungs- 
graden  i,  i,  H  beziehlich  durch  die  mit  Schraffur  begrenzten 
Flächen  W^/y/flf.Zj,  ^jj^W^yg^Xn  ^mWiyfg^Xe  graphisch  dar- 
gestellt. 


Umsteaernngen. 

278.  Mechanismen  zur  Veranschaulichung  der  vereinfachten 
Schieberbewegung  bei  Umsteuerungen.  Die  bisher  betrachteteil 
Steuerungen  vermitteln  nur  in  einer  Richtung  den  Gang  der  Man 
schine;  aber  bei  vielen  Maschinen  und  besonders  bei  den  Loco- 
motiven  wird  ausser  der  veränderlichen  Füllung  der  Vorwärts- 
und  Rückwärtsgang  erfordert.  Der  Mechanismus  muss  deshalb 
so  eingerichtet  sein,  dass  vermittelst  desselben  die  Veränderung 
der  Füllung  und  zugleich  die  Umsteuerung  bewirkt  werden  kann. 
Derartige  Mechanismen  sind  in  vielen  mannigfaltig  gestalteten 
Anordnungen  mit  scharfsinniger  Ueberlegung  erdacht  und  aus- 
geführt^); wir  können  daher  hier  nur  die  wichtigsten  Mechanis- 

^)  Eine  reichhaltige  Literaturangabe  enthält  Heasinger  TonWaldegg, 
Handbuch  ßkr  specielle  Eisenbahn-Technik.  1875.  B.  III.  S.  483.  —  Eine  er- 
l&atemde  Literaturangabe  giebt  Zeuner  in  seinen  Schiebersteuerungen.  4.  Aufl. 
1874.  S.  247.  —  Eine  geschichtliche  Darstellung  der  Umsteuerungen  befindet  sich 
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men  der  Umsteuernngen,  welche  sich  in  der  Praxis  bewährt  haben, 
näher  betrachten.  Die  Bewegnngsvorgänge  dieser  Mechanismen 
sind  meist  ansserordentlich  complicirt,  so  dass  nur  durch  verein- 
fachende Annähemng  eine  ergiebige  Untersuchung  ermöglicht  wird. 
Wir  wollen  deshalb  zunächst  diejenigen  Mechanismen  betrachten, 
welche  in  einfacherer  Weise  angenähert  dieselben  Bewegungsvor- 
gänge  erzeugen;  denn  diese  Mechanismen  werden  die  Bewegungen 
des  Schiebers  leichter  veranschaulichen  und  die  Grundlage  der 
Untersuchungen  bilden. 

Durch  die  beiden  in  Fig.  696,  Taf.  XLVI,  dargestellten  Ereuz- 
kurbelgetriebe,  deren  Eurbelarme  4>  (r,  <1>  6?'  auf  der  Welle  4>  be- 
festigt sind,  werden  die  an  den  parallelen  Schubstangen  rjj  rf  be- 
findlichen Zapfen  R^  W  schwingend  bewegt.  Ueber  diese  Zapfen 
ist  eine  gerade  Goulisse  gehängt,  in  welche  der  Zapfen  J  einer 
in  der  festen  Hülse  S  parallel  zu  i;,  17'  gleitenden  Stange  o  ein- 
greift. Durch  die  schwingenden  Zapfen  H^  R^  wird  vermittelst 
der  Goulisse  der  Zapfen  J  nebst  der  Stange  o  in  hin-  und  her- 
gehende Bewegung  versetzt.  Um  diesen  Bewegungsvorgang  zu 
überschauen,  ziehen  wir  von  der  Wegmitte  Hm  des  Punktes  H 
die  Strecke  Hm^  #  ^Gj  ebenso  von  der  Wegmitte  Em  des  Punk- 
tes H'  die  Strecke  Hm^'  #  ^  G'y  und  wir  nehmen  an,  dass  diese 
Strecken  beziehlich  um  Hmy  SL  sich  in  gleicher  Weise  wie  die 
beiden  Kurbeln  4>&,  4>6r'  drehen;  dann  ist  die  Bewegung  der 
Projection  von  ^  auf  17  identisch  mit  der  Bewegung  des  Punktes 
J7,  und  die  Bewegung  der  Projection  von  ^'  auf  rj'  stimmt  mit 
der  des  Punktes  H'  überein.  Die  Yerbindungsgerade  Hm  Hm  jener 
Wegmitten  schneidet  die  Gerade  a  in  dem  Punkte  Jm,  den  wir 
nachher  als  Ausgangspunkt  der  Wegmessung  für  den  Punkt  J  neh- 
men werden.  Denken  wir  uns  von  dem  bewegten  Punkte  H  nach 
der  festen  Wegmitte  Hm  eine  Gerade  HHm  gelegt,  so  wird  ihr 
auf  der  Geraden  a  gebildeter  Schnittpunkt  h  eine  Bewegung  voll- 
ziehen, die  der  Bewegung  des  Punktes  H  in  dem  Verhältnisse 
Hii  Jm  :  H!n Hm  ähuHch  ist  Wird  nun  Jm Gi#  ^G  gezogen  und 
auf  Jm  Gi  der  Punkt  1^  so  bestimmt,  dass 

Jtnf)  lJmGi  =  HmJm  l  Hm  Hm 

ist,  dann  fällt  die  Projection  des  Punktes  1^  auf  a  mit  jenem 
Schnittpunkte  h  zusammen;  und  demnach  ist,  wenn  der  Punkt  ^ 
um  Jm  in  gleicher  Weise  wie  6r  um  4>  rotirt,  die  Bewegung  seiner 


in  Heasinger  von  Waldegg,  Locomotiv- Maschine,  1858  und  in  Burgh, 
Link-Motion  €uid  Expansion-Gear.  1870. 
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Projection  auf  a  identisch  mit  der  Bewegung  des  Schnittpunktes  h. 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Zapfen  H'  in  Ruhe  sei  und  der 
andere  Zapfen  H  allein  schwinge,  dann  würde  dem  Punkte  J  yer- 
mittelst  der  Coulisse  dieselbe  Bewegung  ertheilt,  in  welcher  sich 
der  Punkt  h  befindet.  Dieselben  Beziehungen  ergeben  sich  auch 
anderseits.  Wird  also  Jm  G[  #  4>  G'  gezogen,  auf  Jm  Gi  der  Punkt 
y  derart  bestimmt,  dass 

tJm  y   »  t/m  ^i  ^^  "  m  *^m  •  ■" m  "m 

ist;  und  rotirt  1^'  um  Jm  in  derselben  Weise  wie  G'  oder  G  um 

4>,  so  bewegt  sich  die  zu  1^'  gehörende  Projection  A'  auf  a  ebenso 

wie  der  Punkt  J  yermittelst  der  Coulisse  bewegt  würde,  wenn  der 

Zapfen  H  in  Ruhe  wäre  und  der  andere  Zapfen  H'  allein  schwinge. 

Da  nun  aber  die  beiden  Zapfen  H,  H'  gleichzeitig  die  Bewegung 

des  Punktes  J  bewirken,  so  wird  dieselbe  aus  den  interferirenden 

Bewegungen  der  beiden  Punkte  A,  h'  zusammengesetzt,  und  die 

algebraische  Summe  der  Strecken  JmA,  Jmh'  ist  gleich  der  Strecke 

JmJ]  denn,  weil  h  in  der  Geraden  HHm  und  A'  in  der  Geraden 

H'Hm  liegt,  ist 

ÄJ=j;,.A', 

und  folglich 

JmJ  =  Jmh  4-  hJ  ^=  Jmh  +  Jm^' , 

Wenn  wir  das  durch  die  Strecken  Jm  ^^  Jm  1^'  bestimmte  Paral- 
lelogramm Jm^^<^'  construiren,  so  fällt  wegen  der  Gleichheit''der 
Strecken  Jmh\  hJ  die  Projection  von  der  Ecke  Ri  auf  a  mit  dem 
Punkte  J  zusammen.  Dem  zufolge  kann  die  Bewegung  des  Punk- 
tes J  auch  durch  ein  Ereuzkurbelgetriebe  bewirkt  werden,  dessen 
Kurbelarm  durch  die  Diagonale  Jm  Ri  gegeben  ist,  die  in  gleicher 
Weise  wie  die  Welle  4>  rotirt ;  und  in  der  Folge  wollen  wir  Jm  Ri 
den  ideellen  Eurbelarm  nennen.  Femer  ergiebt  sich  aus  den 
beiden  obigen  Proportionen: 

«^ m  V  •  *^^  ^*  ^^      "*    "• '      **»  •""*  y 

durch  Addition 

./m^  JmV     .  Jmff      _____    JmGj Jmff' 

Jm  Gi  Jm  Gi  '  Jm  Gi  Jm  Gi 

Jm  Gi  Gi  Jm 

Hieraus  folgt,  dass  der  Endpunkt  Ri  der  Diagonale  JmRi^  resp. 
der  Endpunkt  des  ideellen  Eurbelarmes ,  auf  der  Seite  Gi  Gi  des 
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Dreiecks  Jm  Gi  Gi  liegt  und  dieselbe  in  gleichem  Verhältnisse  wie 
der  Pankt  Jm  die  Verbindungsstrecke  Hn,HU  theilt 

Bestimmen  wir  also  auf  der  Geraden  G  G\  welche  die  beiden 
Earbelzapfen  G^  &  verbindet,  den  Punkt  R  so,  dass 

ist;  und  betrachten  wir  femer  ^R  als  einen  auf  der  Welle  4>  be- 
festigten Knrbelarm  eines  Ereuzkurbelgetriebes ,  zu  welchem  die 
Schubstange  a  gehört,  so  ist  die  hierdurch  erzeugte  Bewegung 
dieser  Schubstange  dieselbe,  welche  durch  die  gleichzeitige  Wir- 
kung der  beiden  anderen  gezeichneten  Kreuzkurbelgetriebe  her- 
vorgebracht wird. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Hülse  S  parallel  bleibend  höher 
oder  tiefer  gestellt  werden  kann,  und  nicht  nur  zwischen  den 
Schubstangen  i;,  rj',  sondern  auch  ausserhalb  derselben,  dann 
entspricht  jeder  solchen  Stellung,  resp.  parallelen  Verlegung  der 
Schubstange  a  ein  ideeller  Kurbelarm  4>jß,  dessen  Endpunkt  R 
auf  der  Geraden  G&  so  liegt,  dass  GR&  ck>  HmJmSfU  ist. 
Denken  wir  uns  bei  den  verschiedenen  Stellungen  der  Hülse  S, 
die  Schnittpunkte,  welche  die  Gerade  a  auf  Hm  Um  bestimmt,  mit 
JAf  Jm^  J?n  .  •  und  die  entsprechenden  Endpunkte  der  zugehörigen 
ideellen  Kurbelarme  mit  i2*,  R^^R^ . ,  bezeichnet,  so  ist  die  Punkt- 
reihe GRR^R^ . .  &  ähnlich  der  Punktreihe  H^J^JUl . .  HL. 
Aus  der  Aehnlichkeit  dieser  Punktreihen  folgt,  wenn  wir  mit  Po 
die  Mitte  von  GG\  mit  im  die  Mitte  von  Hm  Hm  bezeichnen, 

und  setzen  wir  zur  Abkürzung 
SO  ist: 

c 

Es  verändert  sich  also  mit  dem  parallelen  Höher-  oder  Tiefer- 
stellen der  Schubstange  a  die  Grösse  und  Stellung  des  zugehörigen 
ideellen  Kurbelarmes  nach  einem  einfachen  Gesetze,  durch  wel- 
ches derselbe  leicht  bestimmt  werden  kann;  und  die  Wegmitte 
des  Endpunktes  J  der  Schubstange  liegt  stets  auf  der  Geraden 
Hm  Hm.  Bei  diesem  Mechanismus  kann  man  auch  die  Hülse  S 
als  festliegend  betrachten  und  dagegen  den  Träger  der  Hülsen 
n,  n'  senkrecht  zur  Geraden  a  verschieben. 

Die  Beweglichkeit  dieses  Mechanismus  wird  nicht  beeinträch- 
tigt,  wenn  wir  für  4>22  einen  wirklichen  Kurbelarm  einsetzen. 
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femer  die  Stange  a  über  ihren  Zapfen  J  hinaus  verlängern  nnd 
an  derselben  einen  über  R  gehängten  rechtwinkeligen  Kreazschlitz 
befestigen.  Der  dadnreh  gebildete  ttbergeschlossene  Mechanismus 
besteht  dann  aus  drei  Kreuzkurbelgetrieben ,  deren  drei  an  den 
Schubstangen  ij,  rj\  a  befestigte  Zapfen  H^  U\  J  gemeinsam  die 
über  sie  gehängte  Coulisse  bewegen.  Wir  können  jetzt  auch  eine 
Yon  den  beiden  ersten  Ereuzschubkurbeln  ausser  Thätigkeit  setzen, 
z.  B.  den  Ereuzschlitz  von  seiner  Schubstange  ij'  loslösen ;  dann 
wird  die  Coulisse  den  Zapfen  H'  in  gleicher  Weise  bewegen,  und 
es  bleibt  die  Bewegung  der  Stange  rf  in  der  Htllse  ü'  auch  nach 
dieser  Loslösung  bestehen. 

Die  Fig.  696  stellt  den  besonderen  Fall  des  betrachteten  Me- 
chanismus dar,  wenn  die  Kurbelarme  4>  6r,  4>  ti^,  sowie  die  Schub- 
stangen i;,  rf  Yon  gleicher  Länge  sind,  und  dem  gemäss  die  Ver- 
bindungsgerade BmHm  auf  diesen  Schubstangen  senkrecht  steht. 
Stellen  wir  die  gedachten  Kreise,  auf  denen  sich  die  Hülfspunkte 
|),  jp'  bewegen,  durch  Drehung  um  die  Geraden  17,  rj'  senkrecht 
auf  die  Zeichnungsebene,  so  dass  $  nach  hinten,  $'  nach  vom 
zu  liegen  kommt,  und  yerbinden  wir  im  Räume  die  Punkte  ^,  $' 
durch  eine  Gerade,  dann  ist  HH'  die  Projection  dieser  Yerbin- 
dungsgeraden  $  $'.  Da  die  Punkte  $,  $'  ebenso  wie  die  Punkte 
Gy  &  rotiren,  so  erzeugt  ihre  um  Hm  HU  als  Axe  rotirende  Ver- 
binduUgsgerade  $$'  ein  Botationshyperboloid.  Demnach  können 
wir,  wie  die  Zeichnung  in  Fig.  697  zeigt,  die  verschiedenen  Lagen 
der  Geraden  HE'  als  die  Aufrissprojection,  und  die  entsprechen- 
den Lagen  der  um  ^  rotirenden  Geraden  G  G'  als  die  Grundriss- 
projection  der  einen  Schaar  der  Mantellinien  dieses  Rotations- 
hyperboloids ansehen.  Die  Lagen  der  Geraden  HH'  umhüllen 
die  Contourhyperbel  V^oV^t*  ^^^  halbe,  Hauptaxe  imio  derselben 
ist  gleich  dem  senkrechten  Abstände  4>Po  des  Punktes  4>  von 
der  Geraden  &,  6r',  und  ihre  Asymptoten  H^H^^  H^H'^  sind  die 
Aufrissprojectionen  der  zur  Aufrissebene  parallelen  Mantellinien, 
deren  zugehörige  Grundrissprojectionen  die  beziehlich  mit  G^&^y 
G^&^  bezeichneten  Lagen  der  rotirenden  Geraden  GG'  sind. 
Denken  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  im  des  Rotationshyper- 
boloids zu  der  rotirenden  Mantellinie  desselben  eine  parallele  Ge- 
rade gezogen  und  nehmen  wir  an,  dass  diese  Gerade  ebenso  wie 
diese  Mantellinie  um  H„^  HL  rotirt,  dann  erzeugt  dieselbe  den  zum 
Rotationshyperboloid  gehörenden  Asymptotenkegel,  dessen  Spitze 
im  und  dessen  Oeffnungswinkel  H^i^H^  ist.  Die  verschiedenen 
Winkel,  welche  die  bewegte  Gerade  HH'  mit  der  Hyperbelaxe 
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^tV  bildet)  sind  demnach  gleich  den  Winkeln,  welche  die  Anfriss- 
projectionen  von  den  betreffenden  Mantellinien  des  Asymptoten- 
kegels mit  7^t^  einschliessen.    Die  Schwingungsweite  J^J^  des 
Punktes  J  jener  Schubstange  a  wird  somit  ftlr  ihre  verschiedenen 
Stellungen  durch  die  Strecke  dargestellt,  welche  die  beiden  Hy- 
perbeläste V/o9  V^T  ^^f  ^^^  Geraden  a  abschneiden.    Der  Punkt  R 
der  rotirenden  Geraden  G  G'  beschreibt  im  Grundriss  einen  Kreis, 
dessen  Aufrissprojection  die  Strecke  J^J^  ist;  und  den  Lagen  i2, 
72, ,  R^  dieses  Punktes  entsprechen  im  Aufriss  die  Punkte  </,  </„  J^. 
Bezeichnet  m,  die  Mitte  von  G^G'^,  so  ist  m^R^  =  JmJ^.   Wir  er- 
halten demnach  auch  in  Fig.  696  auf  der  Geraden  G  &  den  Punkt  Ry 
indem  wir  von  ihrer  Mitte  Pq  aus  die  Strecke  PqR  =  JmJ^  machen. 
Nach  der  Erkenntniss  dieser  Beziehungen  können  wir  die  Be- 
wegungen, welche  die  Stange  a  bei  verschiedenen  Feststellungen 
ihrer  Hülse  3  vollzieht,  auch  durch  den  in  Fig.  698  gezeichneten 
Mechanismus   erzeugen.    Derselbe  besteht  aus   einem   von  dem 
Eurbelarme  ^E  bewegten  rechtwinkeligen  Kreuzkurbelgetriebe, 
dessen  Schubstange  p  einen  Zapfen  i  trägt,  und  femer  aus  einer 
auf  diesen  Zapfen  t  drehbar  aufgesetzten  Schleife  is^  in  welcher 
der  Kurbelzapfen  E  gleitet    An  diese  Schleife  ist  rechtwinkelig 
auf  IS  eine  zweite  Schleife  H H'  befestigt,  deren  Mitte  der  Zapfen  i 
ist.   In  diese  Schleife  HR'  greift  der  Zapfen  J  einer  Schubstange  a, 
die  in  einer  verstellbaren  Htllse  S  parallel  zu  p  gleitet    Damit 
die  Schleife  HH'  dieselbe  Bewegung  vollzieht  wie  die  gleich- 
bezeichnete Goulisse  in  Fig.  696,  muss  der  Kurbelarm  4>J?  gleich 
jener  Strecke  ^P^  oder  gleich  der  halben  Axe  4»^,  jener  Contour- 
hyperbel  xpoXpx  ^^^^\  femer  müssen  wir  das  bei  4>  rechtwinkelige 
Dreieck  im^E^^  dessen  Kathete  ^^  »«  4>J?  ist,  ähnlich  dem 
Dreieck  im  Bm  B^  (Fig.  697)  machen ,  resp.  den  Winkel  4>  4  -Em 
gleich  dem  halben  Oeffnungswinkel  des  Asymptotenkegels  jenes 
Kotationshyperboloids  constrairen  und  auf  der  Schubstange  p  die 
Entfernung  Pi  des  Zapfens  t  von  der  Mittellinie  EP  der  auf  p 
rechtwinkeligen  Schleife  gleich  der  anderen  Kathete  4>  i^  nehmen. 
Bezeichnen  wir  die  Strecke,  welche  die  in  im  beziehlich  auf  imE^ 
und  auf  im^  senkrechten  Geraden  imH^^  im  Hm  auf  der  Geraden  a 
bestimmen,  wie  vorhin  mit  J^Jmy  und  machen  wir  die  auf  dem 
Kurbelarme  ^E  errichtete  Senkrechte  ER  =  J^^J^^  dann  kann 
die  Bewegung  der  Schubstange  a  auch  durch  die  Kurbel  4>iZ 
bewirkt  werden,  wenn  der  Kurbelzapfen  R  in  eine  auf  o  recht- 
winkelige Schleife  greift.   Wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  imJmJ^ 
und  im^Em  ist: 
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Jm  Ja  :  imJ,n  =  ^  Em  l  i„.^  =  ^Ex  PI 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  /« Jm'=^u  setzen, 

ER  =  JtnJt  =  -^FTT-  U. 

Die  Bewegungen,  welche  die  Stange  a  bei  yerschiedenen 
Feststellungen  ihrer  Hülse  S  vollzieht,  können  noch  in  anderer 
Weise  durch  einen  Mechanismus  hervorgebracht  werden,  der 
schematisch  in  Fig.  699  dargestellt  ist.  Dieser  Mechanismus  be- 
steht aus  einer  windschief  gekröpften  Welle  4><t>',  deren  Kröpfung 
Hm^^'ffm  so  gestaltet  ist,  dass  durch  die  Drehung  der  Welle 
von  der  Geraden  $$'  jenes  Rotationshyperboloid  erzeugt  wird, 
und  femer  aus  einer  in  der  Hülse  S  verschiebbaren  prismatischen 
Stange  a,  die  mit  einem  über  die  Kröpfung  gehängten  rechtwin- 
keligen Kreuzschlitze  versehen  ist.  Vermittelst  der  Wellendrehung 
und  des  zur  Wellenaxe  normal  stehenden  Kreuzschlitzes  wird  die 
prismatische  Stange  a  in  gleicher  Weise  wie  vorhin  bewegt.  Denn 
durch  die  Anordnung,  dass  die  an  einer  Stange  |  befestigte  HtUse 
ä  parallel  zur  Axe  ^4>'  verstellbar  ist,  können  wir  dieselben  ver- 
schiedenen Bewegungen  der  Stange  a  hervorbringen,  welche  bei 
den  Mechanismen  in  Fig.  696  und  698  auftreten. 

279.  Gooch'8Che  Steuerung.  In  Fig. 700  ist  die  nach  Gooch  be- 
nannte Coulissensteuerung  schematisch  dargestellt  0.  Auf  der  Welle 
4>  sind  zwei  Excenter  festgekeilt,  deren  beide  gleiche  Excenter- 
arme  4>üJ,  ^E'  auch  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gelegene  Vor- 
eüwinkel  ^  mit  der  Normalen  ^Y  der  Kurbel  ^F^  bilden.  Die 
gleich  langen  Excenterstangen  EH^  E'H'  sind  gelenkig  mit  der 
kreisbogenförmigen  Goulisse  HH'  verbunden,  die  an  der  um  die 
feste  Axe  &  schwingenden  Hängestange  0  T  im  Anschlusspunkte  T 
drehbar  aufgehängt  ist.  In  der  Conlisse  befindet  sich  ein  Gleit- 
backen. Derselbe  ist  in  J  drehbar  mit  der  Stange  JK  verbunden, 
die  an  eine  um  die  festgehaltene  Axe  £  schwingende  Hängestange 
J^S  aufgehängt  ist  Anderseits  ist  diese  Schubstange  mit  ihrem 
Endpunkte  K  an  die  Schieberstange  Ka  gelenkig  angeschlossen, 
die  den  Schieber  s  trägt  und  dadurch  die  Dampfvertheilung  bei 
der  Locomotive  bewirkt.  Die  Aufhängung  der  Conlisse  ist,  wie 
unten  gezeigt  wird,  so  angeordnet,  dass  die  Mitte  i  der  Coulissen- 
spanne  H  H'  sich  auf  einer  Bahncurve  bewegt,  die  möglichst  wenig 
von  der  Geraden  4>  a  abweicht,  und  dass  bei  den  beiden  auf  der 


')  Organ  fOr  die  Fortschritte  des  Eisenbahnwesens.  1854.  S.  76.  —  Clark, 
Railway  tnachinery.  1855.  p.  49,  204. 
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Geraden  4>a  senkrechten  Stellangen  HH\  ^i^[  der  Conlissen- 
spanne  H  H'  ihre  Mitten  i,  i^  in  der  Geraden  4>  a  liegen.  In  diesen 
beiden  Stellangen,  die  den  Todtlagen  ^F^^  ^F^  der  Knrbel  reap. 
den  beiden  Excenterstellungen  E^E',  E^^E\  entsprechen,  sind 
auch  t,  2j  auf  der  Geraden  4>a  die  äassersten  Punkte  der  Bahn- 
curve,  welche  von  der  Spannenmitte  i  durchlaafen  wird.  Denn 
der  Schnittpunkt  %  den  die  Gerade  0  2'  mit  <t>a  bildet,  ist  der 
Pol  der  Goulisse  für  die  Lage  HH'\  es  schneidet  demnach  diese 
Bahncarye  die  Gerade  <l>a  im  Punkte  t  rechtwinkelig,  und  i  ist 
zugleich  ein  Punkt  der  Curve,  die  von  der  Geraden  HH'  umhüllt 
wird.  Da  das  Gleiche  von  dem  Punkte  i^  gilt,  so  ist  auch  die 
Mitte  im  der  Strecke  i\  die  Schwingungsmitte  des  Punktes  u 
Durch  die  Verstellung  des  Gleitbackens  in  der  Goulisse  wird  die 
Schieberbewegung  und  damit  die  Füllung  verändert  Je  nachdem 
sich  der  Gleitbackeix  in  der  Nähe  des  Gelenkpunktes  H  oder  H' 
befindet,  wird  die  Bewegung  des  Schiebers  s  resp.  durch  den  Ex- 
centerarm  ^E  oder  4>£'  bewirkt;  dem  gemäss  erfolgt  auch  durch 
die  entsprechende  Dampfvertheilung  die  Drehung  der  Welle  ^  in 
dem  einen  oder  in  dem  anderen  Sinne,  und  es  tritt  somit  bezieh- 
lich  Rückwärts-  und  Vorwärtsgang  der  Maschine  ein.  Die  Um- 
steuerungen, bei  denen  vermittelst  einer  Goulisse  der  Bewegungs- 
sinn der  Maschine  verändert  wird,  werden  auch  Coulissen- 
steuerungen  genannt. 

Die  Bewegung  der  Goulisse,  für  deren  Punkte  -ff,  -ff'  die 
Bahncurven  gestrichelt  gezeichnet  sind,  ist  bezüglich  der  Geraden 
^(7  angenähert  symmetrisch,  aber  sehr  complicirt  und  kann,  da- 
mit wir  leicht  ausführbare  constructive  Bestimmungen  erlangen, 
nur  annäherungsweise  graphisch  dargestellt  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  setzen  wir  voraus,  dass  die  Excenterstangen  gegen  die 
Excenterarme,  sowie  gegen  die  halbe  Coulissenspanne  verhältniss- 
mässig  lang  sind,  und  dass  demnach  die  Excenterstangen  in  allen 
Lagen  mit  der  Geraden  4>(7  nur  kleine  Winkel  bilden.  Dem  zu- 
folge können  wir  uns  die  Bewegung  des  auch  mit  B  bezeichneten 
Schnittpunktes,  den  die  bewegte  Gerade  HH'  mit  der  durch  HH^ 
gehenden,  zu  4>c7  parallelen  festen  Geraden  iq  bildet,  durch  ein 
excentrisches  Kurbelgetriebe  ^EH  angenähert  erzeugt  denken, 
bei  welchem  sich  der  Punkt  H  der  Schubstange  EH  auf  der  Ge- 
raden tq  bewegt.  Nach  Art.  147  kann  dann  femer  die  Bewegung 
des  Punktes  H^  die  das  gedachte  Kurbelgetriebe  bewirkt,  durch 
ein  schräges  Kreuzkurbelgetriebe  und  anch  durch  ein  rechtwinke- 
liges Kreuzkurbelgetriebe  sehr  angenähert  hervorgebracht  werden, 
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80  dass  bei  den  betrachteten  beiden  Excenterstellnngen  die  zage- 
hörigen Punktlagen  H^  H^  mit  jenen  beiden  Lagen  H^  H^  des 
Gelenkpunktes  H  der  Goulisse  übereinstimmen.  Wir  construiren 
in  Fig.  701  zunächst  das  schräge  Kreuzkurbelgetriebe,  dessen 
Kurbel  der  Excenterarm  <t>£  ist,  und  dessen  Schlitzmittellinie 
EP  nach  Art.  147  durch  die  folgenden  Beziehungen  bestimmt 
wird.  Für  die  Lage  EH  der  Excenterstange  ist  d-  der  Winkel, 
den  4> JE  mit  der  auf  4>F^  senkrechten  Geraden  <I>  Y  bildet.  Wird 
nun  der  Excenterarm  aus  der  Stellung  4>£'  in  die  entgegengesetzte 
4>£'j  gedreht,  zu  welcher  die  Lage  E^H^  der  Excenterstange  ge- 
hört, dann  wird  die  Mittellinie  EP  des  schrägen  Schlitzes  parallel 
bleibend  in  die  Lage  £*,  P^  gelangen  und  die  Schubstange  Pp  um 
die  Strecke  PP,  verschoben,  welche  gleich  HH^  ist.  Wir  erhalten 
also  die  Schlitzmittellinie  J?P,  indem  wir  jene  Punkte  H^  H^  auf 
der  Geraden  ij  bestimmen  und  ^P=\HH^  machen. 

Um  noch  auf  andere  Weise  diese  Schlitzrichtung  durch  Rech- 
nung zu  ermitteln  und  danach  zu  construiren,  bezeichnen  wir  mit 
r,  /  resp.  die  Länge  der  gleichen  Excenterarme  und  der  gleichen 
Excenterstangen,  femer  mit  c  die  Hälfte  der  Goulissenspanne  RH'. 
Behufe  der  Bestimmung  jener  Strecke  HH^  ziehen  wir  zu  4>//  die 
Parallelen  EA^  E^A^  gleich  der  Länge  /  und  bezeichnen  mit  B^  B^ 
ihre  Schnittpunkte,  in  denen  sie  beziehlich  die  auf  ^p  senkrechten 
Geraden  iH^  \H^  treffen.    Es  ist  dann: 


HA^  ,  ^        HA 


3 


AB  =  —j-,         A,B,^ 


2/    '  '    '  2/ 

Infolge  der  obigen  Voraussetzung,  dass  die  Excenterstangen  nur 
kleine  Winkel  mit  der  Geraden  ^p  bilden,  sind  die  Längenunter- 
schiede der  Strecken  HA^  HB  und  -ff,  A^ ,  -ff,  P,  sehr  klein,  des- 
halb können  wir  angenähert 

HA  =  HB  —  c  —  r  cos^,      H,A,  =  H,B,  =  c  +  r  cos^^ 

setzen,  und  erhalten 

.  D        (c  —  r  cos  ^f          .   o         (c  +  r  cos  i/f 
AB 27 '       ^'^' 27 

Es  ist  nun  die  Strecke 

HH,^EB—{E,B,  —  2r%m^)~l—AB—{l—A,B,)  +  2rAii^, 

demnach  ergiebt  sich 

HH,  —  2r  sin  ^  +  2  j-r  cos  ^; 

und  ferner  erhalten  wir  den  Abstand  der  Schwingungsmitte  im  von 
der  Axe  4> 


Umsteuerungen.  705 

Bezeichnen  wir  mit  D  den  Fasspunkt  der  von  E  auf  4>/?  ge- 
fällten Senkrechten,  so  ist  auch 

2^PP=  2 Ö^+  2:DP  =  PP,  ==  HH,  =  2r  sin  ^  +  2  j  r  cos  *, 

c|>p  =  ,.  gin  ^  -j-  -1  r  cos  *, 
und  folglich 

2?P  = -£.  r  cos  *. 

Hiemach  ergiebt  sich,  wenn  wir  den  Winkel  DEP  mit  v  be- 
zeichnen, _  _ 

'  ,  DP        c 

tan.  =  ^^-y. 

Errichten  wir  nun  im  Abstände  ^ifj^=  l  auf  ;i  die  Senkrechte 
tpj^^^c  bis  an  -H^fij,  dann  ist  auch  der  Winkel  t//4>x  =«  v  und 
die  Schlitzrichtung  EP  ist  senkrecht  auf  der  erhaltenen  Gera- 
den *x.») 

Das  so  bestimmte  schräge  Ereuzkurbelgetriebe  können  wir 
nach  Art.  146  in  folgender  Weise  durch  ein  rechtwinkeliges  Ereuz- 
kurbelgetriebe ersetzen.  Wir  ziehen  in  Fig.  701  die  Gerade  4>x, 
welche  den  von  E  beschriebenen  Kreis  einerseits  in  E^  schneidet, 
errichten  in  E^  auf  4>x  die  Senkrechte  E^P^  bis  an  die  Gerade 
<I>i//  und  ziehen  femer  auf  ^E  die  Senkrechte  EG  =  JJ^i^;  dann 
ist  4>  G  der  Eurbelarm  und  G  P  die  auf  4>  tp  senkrechte  Mittel- 
linie des  Schlitzes  des  rechtwinkeligen  Ereuzkurbelgetriebes,  wel- 
ches in  Fig.  702  gezeichnet  ist.  Durch  dasselbe  wird  der  Punkt  H 
der  Schubstange  angenähert  wie  jener  Schnittpunkt  H  bewegt, 
den  die  bewegte  Gerade  HH'  mit  der  festen  Geraden  i;  bildet, 
und  wenn  die  Ecke  £  des  um  ^  rotirenden  Dreiecks  ^EG  va 
die  diametralen  Lagen  £>  E^ ,  resp.  die  Ecke  G  in  die  diametralen 
Lagen  G^  G^  gelangt,  coincidirt  der  Punkt  H  der  Schubstange  mit 
jenen  beiden  Lagen  H^  H^  des  Gelenkpunktes  H  der  Coulisse. 

Infolge  dieser  Gonstruction  erhalten  wir,  weil  ^\p^=^l^  V^X^'^ 
und  4>J5;=:r  ist. 


^)  Fliegner  befolgt  in  seinen  Umsteuerungen  der  Locomotiven,  1881, 
S.  42,  die  in  Art.  147  abgeleitete  Annäherung  sinv  ^^cil.  Da  sich  dieselbe 
hier  aber  nicht  als  zweckmässig  erweist,  so  wendet  sich  Fliegner  durch  er- 
schwerte Constructionen  auf  einem  Umwege  auch  zu  der  Annäherung  tan  v  « 
c :  /,  welche  sich  durch  die  obige  Ableitung  direct  ergiebt, 
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und  die  Länge  der  auf  ^PE  senkrechten  Strecke 


EG  =  r  —  =  r  tan  y. 


Es  ist  somit 


und 


<|)P==r^sin;>  +  -j-C08>>) 1) 

PÖ  =  r(cos^— y  sin^) 2). 

Wegen  der  symmetrischen  Gestalt  des  Mechanismus  in  Fig.  700 
ist  die  Bewegung  der  Coulisse,  weil  sich  die  Spannenmitte  i  an- 
genähert auf  der  Geraden  4>  a  bewegt,  angenähert  symmetrisch  zu 
dieser  Geraden.  Wenn  wir  daher  auf  den  beiden  Excenterarmen 
<PE,  4>£'  die  gleichen  Senkrechten  EG,  E'G'  errichten  und  4>ö, 
4>6'  als  Eurbelarme  zweier  rechtwinkeliger  Ej*enzkurbelgetriebe 
betrachten,  so  erhalten  wir  bei  entsprechender  Anordnung  den  in 
Fig.  696  dargestellten  Mechanismus,  dessen  geradlinige  Coulisse 
angenähert  dieselbe  Bewegung  wie  die  Coulissenspanne  HH'  in 
Fig.  700  vollzieht  0.  Sind  allgemein  die  Excenterarme  <t>£,  ^E' 
nebst  ihren  Voreilwinkeln  nicht  gleich,  sind  femer  auch  die  Schub- 
stangen EH,  WW  und  die  Abstände  iE,  iW  ungleich ;  dann  er- 
halten wir  in  gleicher  Weise  zwei  mit  ungleichen  Kurbelarmen 
versehene  rechtwinkelige  Kreuzkurbelgetriebe,  die  den  in  Fig.  695 
dargestellten  Mechanismus  bilden. 

Wir  ziehen  in  Fig.  700  durch  den  Punkt  J  zu  <I>a  die  Pa- 
rallele q,  welche  von  der  bewegten  Coulissenspanne  Bl&  im 
Punkte  tu  geschnitten  wird,  und  wir  bestimmen  auf  der  Verbin- 
dungsgeraden  GG*  den  Punkt  iZ,  so  dass  GR&  <\j  HiuH^  ist, 
oder  da  P  die  Mitte  von  GG'  bezeichnet,  so  dass  PRG'  r\^  iiuH' 
ist.  Hiemach  ergiebt  sich,  indem  wir  den  Abstand  der  Paral- 
lelen q,  ^o  gleich  u  setzen  und  beachten,  dass  c  gleich  dem 
Abstände  der  Parallelen  ij',  ^a,  ferner  PG'^^PG  ist,  das  Ver- 
bal tniss  _  ^    „  ^ 

PR:PG'  ^u:c 

und  somit 


^)  Diese  Vereinfachung  wurde  von  N  e  u  b  e  r  t  aphoristisch  erw&hnt  im 
Pracl,  Maschinen-Constructeur.  1872.  B.  5.  S.  40.  Später  auch  von  M.  Herr- 
mann in  den  Technischen  Blättern,  1880.  B.  12.  S.  68  angegeben,  aber  man- 
gelhaft und  unvollständig  begründet.  Fliegner  hat  in  seinen  Umsteuerungen 
der  Locomotiven,  1881,  diese  Vereinfachung  auch  angewendet. 
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PR  =  ^  (cos  *  —  y  sin  ;^^ 3). 

Gemäss  der  befolgten  Annähernngsweifle  können  wir  somit 
die  Bewegung  der  anf  4>  a  senkrechten  Projection  des  Punktes  R 
als  annähernd  übereinstimmend  betrachten  mit  der  Bewegung  des 
Schnittpunktes  u  auf  der  Parallelen  q.  Demnach  können  wir  uns 
diese  Bewegung  des  Punktes  iu  angenähert  durch  ein  rechtwinke- 
liges Ereuzkurbelgetriebe  erzeugt  denken,  dessen  Kurbel  4>i2  ist 
und  dessen  Schubstange  sich  parallel  zur  Geraden  4>  a  yerschiebt ; 
und  wir  werden  daher  diese  Kurbel  4>i2  auch  den  ideellen 
Excenterarm  der  Schieberbewegung  nennen. 

Um  die  Bewegung  des  Schnittpunktes  iu  fttr  verschiedene 
Lagen  der  Parallelen  q  derart  auf  die  Schieberstange  a  oder  den 
Gelenkpunkt  K  zu  übertragen,  dass  die  Punktlagen  K^  K^ ,  welche 
den  beiden  Todtlagen  ^F^^  ^F^  der  Kurbel,  resp.  den  beiden 
Excenterstellungen  E^E\  E^^E[  entsprechen,  unverändert  blei- 
ben und  somit  für  beide  Kolbenseiten  stets  gleiche  lineare  Vor- 
eilung  eintritt,  muss  die  Coulisse  nach  einem  Kreisbogen  geformt 
sein,  dessen  Badius  gleich  der  Schubstange  JK  ist.  Denn  bei 
den  beiden  auf  4>  a  senkrechten  Coulissenlagen  HE'^  H^  H[ ,  die 
jenen  Todtlagen  entsprechen,  werden  demnach  durch  verschiedene 
Feststellungen  der  Aufhängeaxe  ^  die  betreffenden  Lagen  der 
Schieberstange  a  nicht  verändert  Es  tritt  also  mit  den  beiden 
Excenterstellungen  E^E\  E^^E[y  wie  auch  die  Aufhängeaxe  S 
gestellt  ist,  der  Gelenkpunkt  der  Schieberstange  resp.  in  die 
Mittelpunkte  £,  K^  der  jenen  Coulissenlagen  angehörenden  mitt- 
leren Kreisbögen.  Zwar  wird  der  Gelenkpunkt  «/,  der  mit  4  in 
gleichem  Abstände  von  4>a  liegt,  beim  Schwingen  der  Coulisse 
nicht  genau  dieselbe  Bewegung  wie  der'  Schnittpunkt  4  auf  der 
Parallelen  q  vollziehen;  aber  die  von  J  nach  K  übertragene  Be- 
wegung wird  sich  nur  sehr  wenig  von  der  Bewegung  des  Punk- 
tes im  unterscheiden  und  um  so  mehr  mit  derselben  übereinstimmen, 
je  weniger  bei  der  Coulisse  der  Kreisbogen  beiderseits  von  der 
Geraden  HH'  abweicht  und  je  besser  die  Schubstange  JK  durch 
die  Aufhängung  parallel  geführt  wird.  Demnach  können  wir  sagen, 
dass  bei  dem  betreffenden  Angriff  der  Coulisse  im  Punkte  J  die 
Schieberstange  a  oder  der  Punkt  K  sich  sehr  angenähert  so  be- 
wegt, wie  die  Projection  von  dem  rotirenden  Punkte  R  auf  4>a. 

Für  alle  Lagen  der  Parallelen  q  wird,  wenn  der  schwingende 
Punkt  iu  die  zwischen  HH\  H^H[  gezogene  Mittellinie  Hr^BU 
überschreitet,  gleichzeitig  der  Gelenkpunkt  K  die  Mitte  K^  der 
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Bahnstrecke  KK^  passiren.  Die  in  der  Mittellinie  Hm  Hm  liegende 
Mitte  der  Bahnstrecke  des  Punktes  /«,  die  von  denjenigen  beiden 
Panktlagen  begrenzt  wird,  welche  den  beiden  TodÜagen  der  Enr- 
bel  oder  den  beiden  Exoenterstellungen  E<PE\  E^^E[  entsprechen, 
wollen  wir  dieStellnngsmitte  des  Pnnktes  i«  nennen.  Ebenso 
soll  auch  die  Mitte  Km  der  Bahnstrecke  KK^  die  Stellungs- 
mitte des  Punktes  K  heissen.  Die  wirkliche  Schwingungsmitte 
des  Punktes  4  weicht  ein  wenig  nach  rechts  von  seiner  Stellungs- 
mitte ab;  aber  diese  Abweichung  ist  sehr  klein  bei  den  in  der 
Praxis  angewendeten  Dimensionen,  so  dass  sie  vernachlässigt  wer- 
den kann;  und  demnach  können  wir  die  Stellungsmitte  Km  auch 
als  die  Schwingungsmitte  des  Punktes  K  betrachten.  Bei  der  ge- 
zeichneten Aufhängung  der  Schubstange  JK  ist  somit  die  grösste 
Entfernung  des  Pnnktes  K  von  seiner  Stellungsmitte  Km  gleich 
dem  ideellen  Excenterarme  4>i2.  Errichten  wir  in  der  Mitte  Km 
auf  KKi  die  Senkrechte  Kmkm  und  machen  wir  auf  der  Paral- 
lelen g  die  Strecke  kmk^^  kmk^^=^^Ry  so  erhalten  wir  durch 
Wiederholung  dieser  Construction  für  yerschiedene  Feststellungen 
der  Aufhängeaxe  li  die  Hyperbel  KkK^k^^  deren  beide  Aeste  auf 
den  betreffenden  zu  o  parallelen  Geraden  q  annähernd  die  Schwin- 
gungsweiten des  Punktes  K  bestimmen. 

Der  in  die  Todtlage  ^F^  gedrehten  Kurbel  entspricht  die 
Excenterstellung  E^^E[  und  die  Lage  4>i2,  des  ideellen  Excenter- 
armes,  der  4>i2  entgegengesetzt  ist  Behufs  der  Construction  der 
Schieberkreise,  welche  verschiedenen  Stellungen  des  Gleitbackens 
in  der  Coulisse  entsprechen,  ist  in  Fig.  703  die  Lage  ^R^  der 
Deutlichkeit  wegen  dreifach  vergrössert  gezeichnet  Die  Kurbel 
^Fq  rotirt  dem  Voreil winkel  Y^R^  gemäss  im  Sinne  des  Pfeiles 
q>j  und  diese  Drehung  bewirkt,  weil  der  Cylinder  und  der  Schieber 
bei  der  Locomotive  nach  vom  liegt,  den  Rückwärtsgang  derselben. 
Der  im  Bezug  auf  4>F  zu  4>i2j  symmetrische  Durchmesser  ^iV^~ 
des  zugehörigen  Schieberkreises  lo*  wird  somit  direct  erhalten,  'in- 
dem wir  an  4>y  den  Winkel  Y4>£—  ^  antragen,  <I>J5  gleich  der 
Excentricität  r  machen,  auf  4>£  die  Senkrechte 

errichten,  dann  von  G  die  Senkrechte  QP  auf  ^F^  ziehen  und 
auf  derselben  den  Endpunkt  N^  dieses  Durchmessers  so  bestim- 
men, dass  der  Punkt  N^  die  Strecke  PG  in  gleichem  Verhält- 
nisse theilt,  wie  der  Punkt  i«  in  Fig.  700  die  Hälfte  iH'  der  auf 
<!><;  senkrechten  Coulissenspanne ,  dass  also  PN^G  ~  iiuH*  ist 
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Durch  diese  Constrnction  werden  die  obigen  Formeln  1),  2),  3) 
erfüllt,  nnd  es  ist: 

<l>p  _  r  ('sin  ^  +  y  cos^j,       <I>Ö  =  r  ^cos  ^  —  y  sin ;^] , 

.  Pi2«  =  i^^cos*-  y  sin^y 

Bringen  wir  nun  den  Gelenkpunkt  J  in  der  Coulisse  durch 
Hebung  oder  Senkung  successive  in  verschiedene  Abstände  von 
der  Geraden  4>a,  die  gleich  0,  ic,  Je,  |c,  c  sind  und  theilen  wir 
dem  gemäss  in  Fig.  703  die  Strecke  FG  in  vier  gleiche  Theile, 
dann  liefern  die  Theilpunkte  P,  iV*,  iV*,  A^^,  G  die  Durchmesser 
der  zugehörigen  Schieberkreise  to",  to*,  h)',  ti>^,  \sP^  die  sich  ausser 
in  dem  Punkte  4>  noch  in  dem  Punkte  P  auf  der  Geraden  ^F^ 
schneiden.  Etwas  einfacher  ist  es  jedoch,  wenn  wir  anstatt  der 
Durchmesser  der  Schieberkreise  ihre  Mittelpunkte  m^,  x»*,  m^,  m^,  g 
bestimmen,  also  in  halber  Grösse  das  zu  ^EGF  ähnliche  Viereck 
^egm!*  direct  construiren  und  die  Senkrechte  m^g  in  vier  gleiche 
Theile  theilen. 

Um  im  Diagramm  die  Bewegungsvorgänge  des  Schiebers  dar- 
zustellen, beschreiben  wir  um  4>  mit  der  äusseren  Deckung  ^y 
als  Radius  den  Kreis  Wj]jW^j,  welcher  die  Todtlage  ^F^  der 
Kurbel  im  Punkte  y  schneidet;  dann  bestimmen  die  Schnitt- 
punkte TF«;,  WIjj  .  .  und  W^i,^W{,i,  W^^,  W^j,  W^^,  welche 
derselbe  mit  den  betreffenden  Schieberkreisen  bildet,  bezieh- 
lich  die  zugehörigen  Kurbellagen,  mit  denen  die  Eröffhung  und 
Schliessung  des  Elanais  eintritt  Ftlr  die  Schliessung  sind  die 
zugehörigen  Kurbelstellungen  ^F^^,  <I>P^!^,  4>P;^,  OP»^,  a>PJ^, 
denen  im  bogenförmigen  Kolbendiagramm  die  Füllungsstrecken 
Z^.jF^yj,  Z^jFl,^,  Z^^jF^j,  Z^jF^j,  Z^jF^j  entsprechen.  In  glei- 
cher Weise  ergeben  sich  durch  einen  zweiten  um  die  Kanalweite 
grösseren  concentrischen  Kreis  die  Kurbelstellungen,  mit  denen 
resp.  die  grösste  Eröffiiung  des  Kanals  beginnt  und  aufhört  Die 
lineare  Yoreilung  yP  ist,  weil  die  Schieberkreise  sich  im  Punkte  P 
auf  der  Todtlage  4>/o  schneiden,  bei  der  Gooch 'sehen  Steuerung 
constant  Wenn  wir  ebenso  wie  in  der  unteren  Coulissenhälfte 
auch  symmetrisch  liegend  in  der  oberen  Coulissenhälfte  verschie- 
dene Stellungen  des  Gelenkpunktes  J  annehmen,  so  ist  das  zuge- 
hörige Diagramm  dem  gezeichneten  bezüglich  4>Po  symmetrisch. 
Dem  zufolge  ist  die  Drehung  der  Kurbel  entgegengesetzt,  und  es 
wird  somit  der  Vorwärtsgang  der  LocomotiTe  bewirkt 


710        X.  Abschnitt.   Mechanismen  bew&hrter  Schiebenteaerangen. 

Werden  in  Fig.  700  die  Pnnkte  H^  W  yertanscht,  dann  krenzen 
sich  die  Excenterstangen  bei  der  Excenterstellung  E^E  zwischen 
Welle  und  Conlisse.  In  diesem  Falle  bleiben  alle  Ergebnisse  un- 
serer Entwickelnng  bestehen;  nnd  es  ist  nur  zu  beachten,  dass 
bei  gekreuzten  Excenterstangen  dieser  Anordnung  gemäss  die 
Grösse  c  als  negativ  zu  nehmen  ist  Jener  Winkel  v^  der  durch 
tan  y  «»  c :  /  bestimmt  ist,  muss  demnach  auch  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  genommen  werden.  Auf  den  Excenterarmen  sind  dann 
die  beiden  Senkrechten 

EO^E&^ ^ 

nach  der  anderen  Seite  hin  zu  errichten,  und  wir  erhalten  femer 
die  entsprechenden  Formeln: 

ci>p=  r  Tsin*  —  y  cos^V 
PG  =  r  (cos^  +  y  sin^V 

PR  =  —  ^  Los»  +  y  cos^y 

Wenn  demnach  das  Diagramm  fttr  diesen  Fall  dargestellt 
werden  soll,  so  brauchen  wir  nur  die  betreffende  Senkrechte  EGj 
»»  EG  in  Fig.  708  an  die  andere  Seite  von  4>£  anzutragen,  um 
die  auf  ^F^  senkrechte  Oerade  GjPj  zu  erhalten,  welche  die 
Endpunkte  der  Durchmesser  der  entsprechenden  Schieberkreise 
enthält. 

Die  Bewegung  der  Coulisse  ist  im  Bezug  auf  die  Gerade  4>  a 
symmetrisch,  wenn  die  Spannenmitte  t  sich  auf  dieser  Geraden 
bewegt,  und  dadurch  wird  beim  Vorwärts-  und  Rückwärtsgang 
der  Maschine  dieselbe  Dampfvertheilung  bewirkt.  Damit  eine 
solche  Symmetrie  der  Bewegung  sehr  angenähert  vermittelst  der 
Aufhängung  erreicht  wird,  muss  die  Anordnung  derart  sein,  dass 
die  Bahn  der  Spannenmitte  t  möglichst  wenig  von  der  Geraden  4>  a 
abweicht.  In  Fig.  704  sind  die  beiden  auf  a  senkrechten  Lagen 
HH\  H^  H[  der  Coulissenspanne  gezeichnet,  deren  Mitten  r,  ?\  in 
der  Geraden  a  liegen,  und  femer  sind  die  beiden  Lagen  Ü^Hl^ 
H^H[  construirt,  bei  denen  die  zugehörigen  Mitten  r,,  Z,  in  der 
Mitte  der  Strecke  U^  coincidiren.  Diese  vier  Lagen  sind  im  Bezug 
auf  die  Mittellinie  C,  die  in  der  Mitte  auf  ii^  senkrecht  steht,  sym- 
metrisch. Um  nun  eine  zweckmässige  Aufhängung  zu  erlangen, 
nehmen  wir  auf  den  beiden  Lagen  HH\  H^H[  die  beiden  homo- 
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logen  Punkte  T^  T^  an,  indem  wir  iT— »  i^T^  machen,  und  er- 
richten auf  Tl\  in  der  Mitte  /  die  Senkrechte  ^@,  welche  die 
Gerade  ^  in  @  trifft.  Betrachten  wir  nun  @  als  festen  Aufhänge- 
punkt der  Hängestange  0  T  und  T  als  ihren  Anschlusspunkt  an 
der  Goulisse,  so  wird,  weil  der  um  0  mit  0  T  beschriebene  Kreis  % 
durch  die  vier  homologen  Punkte  T,  7^,  7,,  T^  jener  vier  Lagen 
der  Coulissenspanne  geht,  bei  dieser  Aufhängung  die  Spannen- 
mitte i  in  die  auf  a  befindlichen  vier  Lagen  t,  t'i,  4,  i,  gelangen, 
von  denen  f,,  t,  coincidiren.  Wiederholen  wir  diese  Construction 
des  betreffenden  Punktes  0,  indem  wir  mehrere  Paare  homologer 
Punkte  auf  den  beiden  Lagen  HH'^  ^t^,  annehmen,  so  schneiden 
sich  die  entsprechenden  Senkrechten  ^0  in  dem  Pol  P**  dieser 
beiden  Lagen  und  die  Mitten  der  Verbindungsgeraden  der  homo- 
logen Punkte  liegen  auf  einer  Geraden  th.  Wie  nun  hiemach 
jedem  auf  der  Coulissenspanne  befindlichen  Anschlusspunkte  T 
eindeutig  ein  Aufhängepunkt  0  auf  C  entspricht,  so  gehört  auch 
umgekehrt  zu  jedem  auf  C  angenommenen  Aufhängepunkte  ein- 
deutig ein  Anschlusspunkt  auf  der  Coulissenspanne.  Denn  ziehen 
wir,  wenn  0  gegeben  ist,  die  Gerade  0P^'  bis  zum  Schnitt  f, 
den  sie  mit  th  bildet,  so  bestimmt  die  auf  0/  senkrechte  Gerade 
t  T  den  zugehörigen  Punkt  T  auf  HH'.  Die  zweckmässigste  Auf- 
hängung würde  sein,  wenn  0  im  Unendlichen  liegt,  dann  fällt 
der  Anschlusspunkt  T  in  die  Spannenmitte  /,  und  deren  Bahncurve 
geht  in  die  Gerade  a  über.  Daher  wird  man  auch  die  Aufhänge- 
stange stets  von  so  grosser  Länge  wählen,  als  es  die  praktische 
Anordnung  gestattet. 

Die  Bewegung  des  Punktes  K  in  Fig.  700  stimmt  mit  der  des 
Punktes  J  überein,  wenn  dieser  Punkt  J  sich  in  der  zu  a  paral- 
lelen Geraden  q  bewegt,  und  dem  zufolge  bewegen  sich  alle  Punkte 
der  Schubstange  JK  in  Parallelen  zu  a.  Soll  nun  die  Führung 
dieser  Schubstange  vermittelst  einer  Aufhängestange  ^S  geschehen, 
so  mnss  diese  möglichst  lang  genommen  werden;  und  es  ist  nur 
zu  erreichen,  dass  zwei  Lagen  des  Anschlusspunktes  S  sich  in 
einer  zu  a  parallelen  Geraden  ^  befinden.  Zu  diesem  Zwecke 
wählen  wir  die  beiden  Lagen  JK^  J^^xy  ziehen  durch  den  auf 
JK  angenommenen  Anschlusspunkt  S  zm  a  die  Parallele  £,  die 
J^K^  in  dem  homologen  Punkte  S^  schneidet,  errichten  in  der 
Mitte  d  auf 'S «S,  die  Senkrechte  dS  und  nehmen  auf  derselben  den 
Auf  hängepunkt  ^  so  an,  dass  die  Stange  2^  5  so  lang  wird,  als  es 
die  praktische  Anordnung  gestattet.  Denken  wir  uns  die  End- 
punkte £,  aS^  der  Constanten  zu  o  parallelen  Strecke  SS^  resp.  auf 
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den  gleichen  Kreisen  bewegt,  deren  Mittelpunkte  K^  K^  und  deren 
Badien  KS^  K^S^  sind,  dann  beschreibt  auch  die  Spitze  S  des 
gleichschenkeligen  Dreiecks  aSS^Si  einen  gleich  grossen  Kreis  um 
den  Mittelpunkt  H^,  der  in  der  Geraden  K^kn^  liegt  und  von  K^ 
um  die  Strecke  fm^ »»  d2^  entfernt  ist.  Die  verschiedenen  Fest- 
stellungen des  Aufhängepunktes  £  mttssen  demnach,  wenn  es 
praktisch  zulässig  ist,  auf  einem  Kreise  erfolgen,  dessen  Radius 
gleich  KS  und  dessen  Mittelpunkt  die  Spitze  T  des  zu  aSZiS^ 
congruenten  gleichschenkeligen  Dreiecks  KWK^  istO- 

Die  in  der  Praxis  gewählten  Maass Verhältnisse  einer  Gooch'- 
schen  Steuerung  sind  für  die  gewonnene  Annäherung  viel  gün- 
stiger als  in  unserer  schematischen  Darstellung.  Wir  wollen  des- 
halb noch  das  Diagramm  fttr  die  Schieberbewegung  einer  in 
Fig.  705  gezeichneten  Oo  och 'sehen  Steuerung  nach  den  aus  der 
Praxis  entnommenen  Dimensionen  in  k  natürlicher  Grösse  aus- 
führen. Es  sind  die  Excenterarme  r  »=  0,06"",  ihre  Voreilwinkel 
^  BS  20^,  die  Excenterstangen  / »»  1,2°^,  und  femer  ist  die  halbe 
Goulissenspanne  c  =  0,15°*.  Wir  tragen  in  Fig.  706  an  die  Gerade 
<I>y  die  Strecke  <I>e  =  ir  —  0,03»  unter  dem  Winkel  Y^e  =  0- 
■«  20''  an,  machen  den  Winkel  c4>j  =  y,  der  durch  tan  y  =  c:  / 
bestimmt  ist,  errichten  auf  ^e  in  e  die  Senkrechte  eg  bis  an  4><7, 
fällen  von  g  auf  <PFq  die  Senkrechte  gni^  und  th eilen  dieselbe 
in  ebenso  viel  gleiche  Theile  als  Füllungsgrade  oder  Expansions- 
grade verlangt  werden.  Die  erhaltenen  Theilpunkte  sind  dann  die 
Mittelpunkte  »i°,  m\  m\  m\  g  der  durch  4>  gezogenen  Schieber- 
kreise ti)°,  tt)*,  to\  \o%  n)^ ;  und  die  zugehörigen  Abstände  des  An- 
griffspunktes J  von  der  Geraden  4>  a  ergeben  sich  durch  Einthei- 
lung  der  halben  Goulissenspanne  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile. 
Hierauf  beschreiben  wir  um  ^  den  Kreis  y  mit  dem  Badius  ^y 
=»  0,023"*,  der  gleich  der  äusseren  Deckung  ist.  Die  Schnitt- 
punkte, welche  dieser  Kreis  /  mit  den  Schieberkreisen  bildet,  be- 
stimmen bei  den  betreffenden  Aufhängungen  beziehlich  die  Kurbel- 
stellungen für  den  Beginn  der  Dampfeinströmung  und  fttr  den  Be- 
ginn der  Expansion.  Die  entsprechenden  Füllnngsstrecken  erhalten 
wir  dann  ebenso  wie  vorhin  angegeben  wurde.  Bei  der  Stellung 
des  Punktes  J  in  der  Mittellinie  4>(7  ist  die  Dampfvertheilung, 
wie  man  leicht  erkennt,  so  unzweckmässig,  dass  die  Maschine 
nicht  in  Bewegung  versetzt  wird.  Wenn  wir  daher  von  dieser 
Stellung  absehen,  so  liefert  unser  Diagramm  wegen  der  beispiels- 


*)  Blaha,  Steuerungen  der  Dampfmaschinen,  2.  Aufl.  1884.  S.  38. 


Umsteaerangen.  713 

weise  gewählten  Viertheiking  vier  Expansionsgrade.  Wir  können 
auch  umgekehrt  die  verschiedenen  FttUnngsstrecken  oder  Kolben- 
wege annehmen,  die  entsprechenden  Knrbelstellnngen  bestimmen, 
mit  denen  also  die  Expansion  beginnen  soll,  darnach  die  Schieber- 
kreise construiren  und  die  zugehörigen  Aufhängungen  ermitteln. 
Die  übrigen  Vorgänge  der  Dampf  bewegung  ergeben  sich  aus  deni 
Diagramm  wie  frtther  erörtert  wurde. 

280.  Fink'sche  Steuerung.  In  Fig.  707,  Taf.  XL VII,  ist  die 
von  Pins  Fink  ausgeftthrte  Goulissensteuerung  schematisch  ge- 
zeichnet, bei  welcher  die  Bewegung  der  Coulisse  nur  durch  ein 
Excentrik  bewirkt  wird  0*  Die  bogenförmige  Coulisse  vrird  von 
dem  Excenterarme  4>£  getrieben  und  ist  auf  eine  in  der  Spannen- 
mitte /  drehbar  angeschlossene  Stange  gestützt,  die  um  die  feste 
Axe  0  schwingt;  und  demnach  ist  ^JEi&  ein  Schwingkurbelge- 
triebe. Die  verstellbar  aufgehängte  Schubstange  JK  ist  einerseits 
mit  einem  in  der  Coulisse  befindlichen  Gleitbacken  drehbar  ver- 
bunden, anderseits  an  die  Schieberstange  Ka  in  K  gelenkig  an- 
geschlossen. Diese  Coulissensteuerung  geht  als  Specialfall  aus  der 
Gooch'schen  Steuerung  hervor,  wenn  bei  derselben  die  beiden 
entgegengesetzt  gleichen  Voreilwinkel  ^  ^=  90®  sind ;  dann  fallen 
die  beiden  Excenterarme  zusammen  und  die  beiden  Excenter- 
stangen  bilden  mit  der  Coulisse  ein  einziges  Glied,  welches  bei 
der  Fink'schen  Steuerung  durch  EiHH^  vertreten  wird.  Die 
Coulisse  muss  demnach  behufs  Erlangung  constanter  linearer  Vor- 
eilung  bei  dieser  Steuerung  auch  nach  einem  Kreisbogen  gekrümmt 
sein,  dessen  Radius  gleich  der  Schubstange  JK  ist;  und  ftlr  die 
Aufhängung  dieser  Schubstange  gelten  dieselben  Beziehungen, 
welche  wir  vorhin  erkannt  haben.  Die  Spannenmitte  i  wird  auf 
einem  Kreisbogen  geführt,  der  theils  über,  theils  unter  der  Ge- 
raden ^a  liegt,  und  somit  nur  wenig  von  dieser  Geraden  ab- 
weicht. Um  aber  zu  erreichen,  dass  die  Bahn  der  Spannenmitte  i 
möglichst  wenig  von  der  Geraden  ^a  abweicht,  muss  der  An- 
schlusspnnkt  der  Coulisse  an  die  Führungsstange  und  der  feste 
Drehpunkt  @  ebenso,  wie  oben  S.  710  angegeben  wurde,  bestimmt 
werden. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  die  Verbindungssti*ecke  Ei^=^  a 
g^gen  den  Excenterarm  4>£<»r  verhältnissmässig  lang  und  der 

*)  Die  erste  Mittheiluog  von  P.  Fink  über  diese  Steuerung  findet  sich 
in  der  Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur -Vereins,  1858.  B.  X,  S.  81; 
und  die  erste  Untersuchung  derselben  stammt  Ton  B.  t.  Grimburg,  daselbst. 
1662.  B.  XIV.  S.  145. 
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Pankt  I  bewege  sich  angenähert  in  def  Geraden  4>  a,  so  dass  das 
Kurbelgetriebe  ^Ei®  angenähert  durch  ein  rechtwinkeliges  Erenz- 
kurbelgetriebe  ersetzt  werden  kann ;  dann  können  wir  uns  die  Be- 
wegung der  Goulissenspanne  HH'  auch  angenähert  durch  den  in 
Fig.  698  gezeichneten  Mechanismus  hervorgebracht  denken,  wenn 
bei  demselben  die  Kurbel  ^E  gleich  dem  Excenterarme  4>£  und 
der  Abstand  Fi  gleich  der  Verbindungsstrecke  Ei  genommen  wird. 
Bezeichnen  wir  den  yeränderlichen  Abstand  des  Punktes  J  von 
der  Geraden  <I>  a  mit  u,  und  machen  wir  nach  der  auf  S.  702  ab- 
geleiteten Formel,  in  welcher  Ei  für  Fi  gesetzt  wird,  die  auf  ^E 
errichtete  Senkrechte 

Eß=-j^y, 

so  stimmt  die  Bewegung  des  Punktes  J  angenähert  ttberein  mit 
der  Bewegung  der  auf  4>a  senkrechten  Projection  des  rotirenden 
Punktes  R.  Wir  können  demnach  4>i2  als  die  Kurbel  eines  recht- 
winkeligen Kreuzkurbelgetriebes  ansehen,  dessen  zu  4>  a  parallele 
Schubstange  den  Punkt  J  trägt,  und  es  ist  also  4>i2  der  ideelle 
Excenterarm  fttr  die  Schieberbewegung. 

Um  den  Schieberkreis  fElr  die  gezeichnete  Aufhängung  der 
Stange  JK  zu  construiren,  machen  wir  in  Fig.  708  der  Deutlich- 
keit wegen  in  zweifacher  Vergrösserung  auf  der  Todtlage  der  Kur- 
bel ^F^  die  Strecke  *P  =  <PE^  errichten  auf  ^F^  die  Senkrechte 

^E 

dann  ist  ^N^  der  Durchmesser  des  zugehörigen  Schieberkreises  n>'. 
Wenn  mehrere  Schieberkreise  zu  zeichnen  sind,  ist  es  zweckmässig, 
anstatt  ihrer  Durchmesser  direct  ihre  Mittelpunkte  zu  bestimmen. 
Ist  c  der  grösste  Abstand  des  Punktes  J  von  der  Schubrichtung 
4>a  und  wird  J  durch  verschiedene  Aufhängungen  successive  in 
die  Abstände  u  gleich  0,  ie,  |c,  |c,  c  gebracht,  so  dass  vier  Ex- 
pansionsgrade auftreten;  dann  construiren  wir  zunächst  fiir  den 
grössten  Abstand  resp.  ftlr  die  kleinste  Expansion  den  Mittelpunkt 
7n*  des  zugehörigen  Schieberkreises  n>\  indem  wir  in  der  Mitte  m^ 
auf  4>P  die  Senkrechte  ziehen,  auf  derselben  die  Strecke 

'^  ^  =  -2Er 

machen  und  diese  in  vier  gleiche  Theile  theilen.  Die  so  erhal- 
tenen Punkte  m\  m\  m\  m',  m*  sind  die  Mittelpunkte  der  ent- 
sprechenden Schieberkreise  tp**,  \o\  tp*,  tp',  ip*,  welche  durch  den 
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Punkt  4>  geben  und  sich  auf  4> F^  in  dem  Punkte  P  schneiden; 
dem  zufolge  ist  die  lineare  Voreilung  bei  den  verschiedenen  Stel- 
lungen des  Gleitbackens  constant  Mit  der  Verstellung  des  Gleit- 
backens in  die  eine  oder  die  andere  Hälfte  der  Coulisse  wechselt 
der  Sinn  der  Wellendrehung. 

Wenn  bei  der  Fink 'sehen  Coulissensteuerung  in  dem  Ver- 
hältnisse ^E:Et^=^  1  :n  die  Zahl  n^4  ist,  zeigt  sich,  dass  die 
erhaltene  Annäherung  bei  der  in  der  Praxis  angewendeten  Gou- 
lissenlänge  als  genügend  betrachtet  werden  kann.  Ist  aber  ^  <  4, 
dann  wird  es  zweckmässig  sein ,  in  Fig.  707  den  vom  Punkte  E 
beschriebenen  Kreis  in  eine  Anzahl  gleiche  Theile  zu  theilen  und 
die  entsprechenden  Lagen  der  Coulissenspanne  HH'  zu  zeichnen, 
um  aus  diesen  Lagen  zu  ersehen,  wie  sich  der  Schieber  zu  den 
Eanalöffnungen  stellt.  Denn  durch  die  Schnittpunkte,  welche  eine 
zu  4>  a  parallele  Gerade  mit  den  Lagen  der  Coulissenspanne  bildet, 
werden  die  Lagen  einer  Schieberkante  für  die  betreffende  Auf- 
hängung der  Schubstange  JK  dargestellt  >). 

281.  Heusinger  von  Waldegg'ache  Steuerung.  Die  Fig.  709  stellt 
im  Schema  die  Coulissensteuerung  von  Heusinger  v.  Wald  egg 
dar,  bei  welcher  die  Bewegung  des  Schiebers  durch  einen  Ex- 
centerarm  und  durch  die  Kurbel  vermittelst  der  Kolbenstange  be- 
wirkt wird  2).  Die  Kolbenstange  Xx,  welche  in  der  festen  Httlse  IT 
geführt  wird,  treibt  vermittelst  der  Pleuelstange  LF  die  Kurbel 
4>F.  Auf  der  Welle  4>  ist  ein  Excenter  festgekeilt,  das  durch  den 
auf  4>F  senkrechten  Excenterarm  4>£  vertreten  wird.  Dieser  Ex- 
centerarm  setzt  durch  die  Excenterstange  ED  die  bogenförmige, 
um  eine  feste  Axe  C  drehbare  Coulisse  in  schwingende  Bewegung. 
An  die  Schieberstange  Ja^  welche  in  einer  festen  Hülse  S  parallel 
zur  Kolbenstange  Xx  gleitet,  ist  in  J  eine  Stange  Js  gelenkig  an- 
geschlossen. Diese  Stange  verschiebt  sich  in  einer  Hfilse  A',  die 
seitlich  an  die  Kolbenstange  in  H^  drehbar  befestigt  ist,  und  trägt 
einen  Zapfen  H^  welcher  durch  die  Schubstange  HT  mit  dem 
in  der  Coulisse  befindlichen  Gleitbacken  gelenkig  verbunden  ist. 
Dieser  Gleitbacken  ist  in  T  an  eine  Hängestange  T®  gehängt, 
die  um  eine  verstellbare  Axe  0  schwingt.  Durch  die  Drehung 
der  Welle  ^  wird  der  HUlsenzapfen  H\  sowie  die  Coulisse  CD 
in  schwingende  Bewegung  versetzt,  und  infolge  dessen  wird  die 

')  Yergl.  0.  H.  Müller,  „Ueber  Umsteuerangen,  besonders  für  Schiffs- 
maschinen". Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure.  1866.  B.  10.  S.  299. 

*)  Organ  für  die  Fortschritte  des  Eisenbahnwesens.  1854.  S.  90  und  femer 
daselbst,  1866.  S.  221. 
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Staoge  Js  einerseits  von  der  Hülse  X,  anderseits  von  der  Schub- 
stange HT  getrieben.  Da  sich  der  Gelenkpnnkt  «7  ebenso  wie  der 
Hülsenzapfen  H'  parallel  zor  Kolbenstange  £x  bewegt,  so  be- 
sehreibt der  in  der  Nähe  von  J  befindliche  Punkt  H  der  Stange 
Js  eine  Garve,  die  von  einer  zu  Xx  parallelen  Geraden  sehr 
wenig  abweicht;  nnd  auf  dieser  Geraden  wird  der  feste  Axen- 
pnnkt  C  angenommen. 

Dnrch  die  Schwingnngsmitte  HU  von  E'  ziehen  wir  s^ik- 
recht  zn  Zx  die  Gerade  HUJm  bis  an  Ja  nnd  bezeichnen  ihren 
Schnittpunkt,  den  sie  mit  jener  dnrch  C  gehenden  zu  Xx  paral- 
lelen Geraden  bildet,  mit  H^.  Wir  nehmen  nun  an,  dass,  wenn 
die  Kurbel  <I>F  sich  in  der  Todtlage  4>Fo  befindet,  die  dnrch  C 
gehende  Goulissenspanne  Diy  senkrecht  auf  Xx  steht  und  der 
Punkt  H  mit  Hm  coincidirt ;  dann  ist  der  Pnnkt  Hm  die  Sohwin- 
gungsmitte  von  H.  Damit  aber  diese  Schwingnngsmitte  f&r  alle 
Lagen  des  Gleitbackens  in  der  Coulisse  dieselbe  bleibt,  muss  die 
Goulisse  nach  dem  Kreisbogen  gekrflmmt  sein,  dessen  Radius 
gleich  der  Schubstange  HT  ist.  Wenn  die  Excenterstange  ED 
gegen  ^E  sehr  lang  ist,  stimmt  die  kurze  Schwingung  des  Punk- 
tes D  sehr  nahe  ttberein  mit  der  Bewegung  der  auf  4>  x  senkrech- 
ten Projection  von  X,  und  der  Zapfen  T  vollzieht  dann  eine  ähn- 
liche verkleinerte  Bewegung.  Bezeichnet  c  die  halbe  Goulissen- 
spanne C/>,  ferner  u  den  Abstand  des  Punktes  T  von  der  in  C 
auf  Diy  senkrechten  Symmetrallinie  der  Goulisse,  wenn  die  Gou- 
lisse sich  in  ihrer  Mittellage  befindet,  und  bestimmen  wir,  weil  u 
nur  sehr  wenig  von  CT  verschieden  ist,  auf  ^E  den  Punkt  Eu 

so,  dass 

5u,  u»BB  ^Eu:^E=u:c 

ist;  dann  ergiebt  sich,  indem  wir  ^£==r  setzen, 

^E^  =  -  w. 
c 

Hiemach  stimmt  die  Bewegung  des  Punktes  T  angenähert  mit 
der  Bewegung  der  auf  4>x  senkrechten  Projection  von  Eu  ttber- 
ein. Unter  der  Voraussetzung  einer  zweckmässig  gewählten  Auf- 
hängung des  Gleitbackens  wird  dieselbe  Bewegung  von  T  auf  H 
übertragen;  und  demnach  vollzieht  der  Punkt  H  angenähert  die- 
selbe Bewegung,  als  wenn  er  von  einem  Kreuzkurbelgetriebe  be- 
wegt wird,  dessen  Kurbel  ^Eu  ist.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  auch 
die  Bewegung  des  Punktes  H'  angenähert  übereinstimme  mit  der 
Bewegung  der  auf  4>x  senkrechten  Projection  von  F\  so  können 
wir  die  Bewegung  der  Stange  Js  auch  durch  den  in  Fig.  696 
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gezeichneten,  aber  entsprechend  veränderten  Mechanismns  hervor- 
bringen.  Bestimmen  wir  also  auf  der  Geraden  FEu  den  Punkt  R 

so,  dass 

FEuRc>oHUHn.Jm 

ist,  dann  bewegt  sich  der  Pankt  Jj  dessen  Sohwingangsmitte  Jm 
ist,  angenähert  so  wie  die  Projection  von  dem  mit  der  Welle  4> 
verbundenen  Punkte  22  im  Bezug  auf  die  Gerade  4>x.  Demnach 
ist  ^R  der  ideelle  Excenterarm  für  die  Bewegung  des  Punktes  J 
oder  des  Schiebers,  die  der  betreffenden  Aufhängung  des  Gleit- 
backens entspricht. 

Mit  der  Verstellung  der  Auf hängeaxe  0,  also  mit  der  Ver- 
schiebung des  Gleitbackens  in  der  Coulisse,  verändert  sich  die 
Lage  des  Punktes  E^  auf  4>Z  nach  der  abgeleiteten  Gleichung 

<!>£«  =  —u\ 
c 

und  es  ist  somit  der  geometrische  Ort  von  R  eine  auf  F^  senk- 
rechte Gerade,  deren  Fusspunkt  mit  P  bezeichnet  ist. 

Setzen  wir  den  Eurbelarm  4>F  =  p,  femer  HmJm  =  A, 
HjnHU  =  A,  dann  ergiebt  sich,  weil 

^P.<t>F~Hn.Jn.:H^HL 
oder 

ist,  die  Strecke 

k 
Ausserdem  folgt  aus  der  Proportion: 

PR'.^Eu=-PF:^F 
oder 

k .  Q 


die  Strecke 


PR:^u={q  + 


Bei  der  Stellung  des  Gleitbackens  in  der  Coulissenmitte  ruht 
der  Punkt  H  im  Punkte  H^y  und  die  Bewegung  von  J  ist  der 
von  H*  verkleinert  ähnlich.  Die  dieser  Stellung  entsprechende, 
durch  den  Schieber  bewiftte  Dampf^ertheilung  kann  keine  Be- 
wegung der  Maschine  hervorbringen.  Je  mehr  aber  der  Gleit- 
backen von  der  Coulissenmitte  entfernt  wird,  desto  mehr  macht 
sich  die  Einwirkung  der  Bewegung  von  H  auf  die  von  J  geltend, 
und  dem  gemäss  verringert  sich  die  Unregelmässigkeit,  welche 


718        X.  Abschnitt.   MechaniBmen  bewährter  Schiebersteaerangen. 

bei  yerhältnissmäflsig  kurzer  Pleuelstange  FL  yon  der  Bewegung^ 
des  Panktes  H^  nach  J  übertragen  wird. 

Um  die  Schieberkreise  fUr  die  verschiedenen  Stellangen  des 
Gleitbackens,  die  den  Abständen  u  gleich  0,  ic,  |c,  |c,  ic  ent- 
sprechen, zn  constmiren,  zeichnen  wir  in  Fig.  710  der  Deatlichkei^ 
wegen  beispielsweise  im  Verhältnisse  1  :  3  vergrössert  das  recht- 
winkelige Dreieck  F  <!>£',,  dessen  Ejitheten  ^F,  ^Ey  resp.  gleich 
<PF^  ^E  oder  gleich  q^  r  sind.  Wir  bestimmen  femer  den  Punkt 
P,  so  dass  F*Pco  HUHmJm  oder  *P:  *F  =  Ä  :  A  ist.  Hier- 
auf ziehen  wir  durch  P  auf  F<I>  die  Senkrechte  PiV*,  die  von 
VEy  in  iV*  geschnitten  wird,  und  theilen  PN^  in  fllnf  gleiche 
Theile,  dann  liefern  die  Theilpunkte  P,  N\  N\  N\  N*  mit  4> 
verbunden  die  Durchmesser  der  entsprechenden  Schieberkreise. 
Ist  es  aber  erwünscht,  die  Mittelpunkte  »i®,  m\  m\  m%  m*  dieser 
Kreise  direct  zu  erhalten,  dann  führen  wir  dieselbe  Construction 
in  halber  Grösse  aus.  Die  durch  4>  gehenden  Schieberkreise, 
welche  den  verschiedenen  Stellungen  des  Gleitbackens  entsprechen, 
schneiden  sich  in  dem  Punkte  P,  und  folglich  ist  die  lineare  Yor- 
eilung  bei  dieser  Steuerung  constant.  Je  nachdem  nun  der  Gleit- 
backen sich  in  der  unteren  oder  oberen  Goulissenhälfte  befindet, 
erfolgt  die  Bewegung  der  Maschine  in  dem  einen  oder  dem  an- 
deren Sinne. 

282.  Stephenson'sche  Steuerung.  In  Fig.  711  ist  die  älteste 
bewährte  Goulissensteuerung  schematisch  dargestellt,  durch  welche 
Robert  Stephenson  die  Locomotive  in  bewunderungswürdiger 
Weise  vervollkommnete  *)•  Die  bogenförmige  Goulisse  HH^  welche 
in  ihrer  Spannenmitte  i  an  die  mit  einer  verstellbaren  Axe  0  ver- 
sehene Hängestange  ®i  aufgehängt  ist,  wird  durch  zwei  gleiche 
Excenterarme  ^£,  4>£'  vermittelst  zweier  gleich  langer  Excenter- 
stangen  EH^  E^H'  bewegt.  In  der  Goulisse  befindet  sich  ein  Gleit- 
backen, der  in  J  drehbar  mit  der  in  der  festen  Hülse  S  gleiten- 
den Schieberstange  Ja  verbunden  ist.  Wir  setzen  wieder  voraus, 
dass  die  Excenterstangen  gegen  die  Excenterarme,  sowie  gegen 
die  halbe  Goulissenspanne  verhältnissmässig  gross  sind,  dass  also 
die  Excenterstangen  in  allen  Lagen  mit  der  Geraden  4>o'  nur 
kleine  Winkel  bilden.  Unter  dieser  Voraussetzung  gelten  auch 
die  betreffenden  in  Art.  279  abgeleiteten  Beziehungen,  und  wir 
können  uns  daher  die  Bewegung  dieser  Goulisse  annähernd  ver- 

*)  Organ  für  die  Fortschritte  des  Eisenbdhnrvesens,  1846.  B.  1.  S.  11.  — 
Clark,  Railrvay  macMiiery,  1855.  p.  26. —  Heusinger  v.  Waldegg,  Loco- 
motive-Maschine.  1858.  S.  XXIX. 
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mittelst  zweier  Ereazkarbelgetriebe  erzengt  denken ,  wie  sie  in 
Fig.  695  dargestellt  sind.  Bebnfs  der  Bestimmang  ihrer  Kurbel- 
arme  ^Gu^  ^Gi  in  Fig.  711 ,  bezeichnen  wir  wieder  die  Länge 
der  Excenterarme  nnd  der  Excenterstangen  resp.  mit  r,  /,  femer 
die  halbe  Länge  der  Conlissenspanne  HH'  mit  c  und  den  senk- 
rechten Abstand  ihrer  Mitte  i  von  der  Geraden  ^  a  mit  v.  Hierbei 
nehmen  wir  an,  dass  infolge  einer  zweckmässigen  Anfhängang 
der  Coulisse  der  Abstand  u  während  der  Bewegung  derselben 
annähernd  als  constant  betrachtet  werden  kann.  Demnach  sind 
c  —  u  und  c  +  u  auch  angenähert  die  Abstände  der  Pankte  //,  B' 
von  der  Geraden  4>a;  und  gemäss  der  Darlegung  S.  706  errichten 
wir  auf  ^E  die  Senkrechte 

und  auf  *£'  die  Senkrechte 

Ziehen  wir  zu  4>(f  beiderseits  in  den  Abständen  c  —  v,  c  +  u  die 
Parallelen  17,  i}';  dann  wird  der  Schnittpunkt,  den  die  bewegte 
Gerade  HH^  mit  1;  bildet,  sich  auf  dieser  Parallelen  17  angenähert 
so  bewegen,  als  wenn  seine  Bewegung  durch  ein  rechtwinkeliges 
Ereuzkurbelgetriebe  bewirkt  wird,  dessen  Eurbelarm  ^Gu  ist. 
Ebenso  wird  die  Bewegung  des  Schnittpunktes  von  HH'  und  17' 
auf  der  Parallelen  r/  mit  der  Bewegung  eines  rechtwinkeligen 
Ereuzkurbelgetriebes  angenähert  übereinstimmen,  dessen  Eurbel- 
arm *Gi  ist. 

Um  zu  erkennen,  wie  sich  der  Schnittpunkt  f»,  den  die  Con- 
lissenspanne HH'  mit  4>(7  bildet,  auf  der  Geraden  4>a  bewegt, 
bestimmen  wir  auf  der  Yerbindungsgeraden  GuGuj  deren  Mitte 
mit  Pu  bezeichnet  ist,  den  Punkt  R  so,  dass 

PuR:  RGu  —  tt:c  —  u 

ist.  Dann  stimmt  die  Bewegung  der  auf  4>a  senkrechten  Pro- 
jection  von  dem  rotirenden  Punkte  R  annähernd  mit  der  des 
Punktes  4  ttberein,  und  es  ist  4>i2  der  entsprechende  ideelle  Ex- 
centerarm  ftlr  die  Bewegung  des  Punktes  4  oder  des  Schiebers  s. 
Durch  verschiedene  Feststellungen  der  Aufhängeaxe  @,  also  durch 
Senkung  und  Hebung  der  Coulisse,  wird  mit  dem  Abstände  u  auch 
die  Lage  der  Geraden  Gu  Gu  und  des  auf  ihr  liegenden  Punktes  R 
gegen  EE'  verändert. 

Zur  Erlangung  einer  einfacheren  Bestimmung  des  Punktes  R 
und  zur  Ermittelung  des  geometrischen  Ortes  desselben,  wenn  u 


720        X.  Abschnitt.  Mechanismen  bewährter  Schiebersteaerangen. 

verschiedene  Werthe  erhält,  haben  wir  der  besseren  Uebersioht 
wegen  die  angegebene  Constmction  dreifach  vergrössert  in  Fig.  712 
ausgeführt.  Fflr  die  Aufhängung,  bei  welcher  die  Spannenmitte  i 
in  der  Geraden  ^a  schwingt,  sind  die  entsprechenden  Punkte  6, 
G'  auf  jenen  beiden  Senkrechten  EGuj  E^Gu  so  construirt,  dass 

EG^E'&^r-j 

ist.  Die  in  4>(7  liegende  Mitte  P  der  auf  4>(7  senkrechten  Gera- 
den GG*  liefert  dann  den  entsprechenden  ideellen  Excenterarm 
4>P  für  die  Bewegung  des  Punktes  t  in  der  Geraden  4>a. 

Nehmen  wir  noch  an,  die  Goulisse  sei  soweit  gesenkt,  dass 
der  Punkt  H  annähernd  in  4>  a  schwingt,  dann  wird  dieser  Punkt 
annähernd  so  bewegt,  als  wenn  es  durch  ein  rechtwinkeliges 
Ereuzkurbelgetriebe  geschehe,  dessen  Kurbel  4>£  ist.  Das  Analoge 
gilt,  wenn  bei  gehobener  Goulisse  der  Punkt  H^  sich  angenähert 
in  der  Geraden  ^o  bewegt  Demnach  gehören  die  drei  Punkte 
£,  P,  E  zu  dem  geometrischen  Orte  des  Punktes  P,  dessen  recht- 
winkelige Coordinaten  P/2«,  RxR  sind.  Nach  unserer  Bestim- 
mung ist 

GGu^=^  EG  —  EGu  =  r  -j r  — -j —  ==  — - , 

&g:  =  £'Gi  ^E'G'^  ^-^T^  ~  '^ T  "^  T^' 
und  folglich 

gg^  =  &g:. 

Infolge  der  Gleichheit  dieser  Strecken  erzeugen  bei  den  verschie- 
denen Aufhängungen  der  Goulisse  die  entsprechenden  Punkte  Gu, 
&u  auf  den  Geraden  EG,  E&  congruente  Punktreihen,  und  ihre 
Verbindungsgerade  Gu  6rL  umhüllt  demnach  eine  Parabel.  Da  femer 
wegen  der  beiden  gleichen  mit  d'  bezeichneten  Yoreilwinkel  die 
Geraden  EG^  E&  denselben  Winkel  mit  der  Geraden  ^a  bilden, 
so  liegt  die  Mitte  Pti  von  G^Gu  auf  GG'\  und  es  ist,  wenn  wir 
zu  4>a  die  Parallele  Cr^A'  bis  an  GG'  ziehen, 

rtisin^ 


PPu  =  Ö'A'  =  ö'Gi  sin  »  = 


/ 


Bezeichnen  wir  mit  Q,  Qu  die  Schnittpunkte,  welche  die  zu  4>c7 
Parallele  EQ  resp.  mit  den  auf  4>a  Senkrechten  PG,  GuQu  bildet, 
so  ergiebt  sich 

Öm  Q«  =  £  6r„ .  sin  *  =  r  — - —  sin  ^ 
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und 

FPu:GuQu~u:(c  —  u). 
Da  ferner  auch 

PuR:IlGu^u:{c  —  u) 

isty  80  folgt  hieraasi  dass  die  Punkte  P,  iZ,  Qu  auf  einer  Geraden 
liegen  und  ^^    ^^ 

oder 

PÄ :  PQu  ^u:c 

ist.  Wenn  wir  nun  mit  Ry  den  Schnitt  bezeichnen,  welchen  die 
zu  4>(j  Parallele  RRy  mit  P&  bildet,  und  fttr  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  PRxf  RxR  resp.  x^  y  setzen,  so  ist 

PRyiPQ  =  u:c, 
;/ :  r  cos  ^  =  w  :  c, 
tcrcos^ 

y r-' 

femer 

RyR:  QQii«-=  II :c, 

a?:  6röyC0S*=-«  uxc 
und  durch  Einsetzung 


ee-i;!;. 


ti*  r  COS  * 


c/ 

Demnach  erhalten  wir  fttr  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  R 

die  Gleichung 

.       /rcos* 

y* ^— •*, 

welche  eine  Parabel  repr&sentirt,  deren  Scheitel  P  und  deren 
Axe  4>a  ist 
Es  ist  femer 

QQuiQE^^QGuiGE^uxc 

und  demnach  erhalten  wir  die  Proportion: 

PRyiPQ^QQuxQE. 

Wird  von  E  auf  O  a  die  Senkrechte  ED  gezogen  und  bezeichnet 

ü  ihren  mit  R^R  gebildeten  Schnittpunkt,  so  ist  17 Q«  parallel 

DQ,    Aus  dieser  Beziehung  ergiebt  sich  die  folgende  einüeu^here 

Bestimmung  des  Punktes  P.    Wir  construiren  in  Fig.  718  auf  DE 

den  Punkt  ü  so,  dass 

DÜ.DE^uic 

Bormestcr,  KintnuitUc  L  46 
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ist,  ziehen  ÜR  parallel  ^a^  femer  UQ^  parallel  DQ^  dann  be- 
stimmt die  Gerade  PQu  auf  ÜR  den  Punkt  R.  Wegen  der  beiden 
ähnlichen  Punktreihen,  welche  die  Ponkte  U  auf  ED^  die  Pankte 
Qu  anf  E  Q  erzeugen,  ist  das  durch  die  Parallelen  UR  entstehende 
Parallelstrahlenbflschel  dem  durch  die  Geraden  PQu  gebildeten 
Strahlenbüschel  projectiv;  demnach  folgt  auch  hieraus,  dass  der 
geometrische  Ort  der  Punkte  R  als  Erzeugniss  dieser  beiden 
Strahlenbttschel  eine  Parabel  ist  Verändern  wir  in  Fig.  711  darch 
verschiedene  Feststellungen  der  Aufhängeaxe  &  die  Aufhängung 
der  Coulisse  resp.  den  Abstand  u  des  Punktes  t  von  der  Geraden 
4>  a,  dann  bilden  die  zugehörigen  Punkte  R  die  Parabel  EPE'  in 
Fig.  713.  Von  dieser  Parabel  kommt  die  oberhalb  <Pa  liegende 
Hälfte  zur  Geltung,  wenn  die  Spannenmitte  t  sich  unter  4>a  be- 
findet; dagegen  die  untere  Hälfte,  wenn  t  über  4>a  liegt  Diesen 
beiden  Fällen  entspricht  die  Drehung  der  Welle  4>  in  dem  einen 
und  anderen  Sinne. 

Bei  gekreuzten  Excenterstangen  gelten  die  analogen  Bezieh- 
ungen ;  denn  in  den  Formeln  ist  dann  die  Grösse  c  mit  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  zu  nehmen,  und  es  sind  in  Fig.  713,  ebenso 
wie  die  Punkte  &,  G^,  an  der  anderen  Seite  von  jedem  Excenter- 
arme  die  Punkte  Gj,  Gj  zu  bestimmen.  Die  Verbindungsgerade 
GjGj  schneidet  ^a  senkrecht  in  dem  Scheitel  Pj  der  ebenfalls 
durch  Ey  E*  gehenden  Parabel  EP^E^  die  unter  Voraussetzung 
derselben  Dimensionen  der  Steuerung  jener  Parabel  EPE  con- 
gruent  ist,  aber  entgegengesetzte  Lage  hat 

Wird  bei  der  in  Fig.  711  gezeichneten  Aufhängung  der  Cou- 
lisse die  Kurbel  aus  der  Todtlage  ^F^  in  die  andere  Todtlage 
^^0  gebracht,  dann  gelangt  der  ideelle  Excenterarm  nach  ^R^ 
in  die  entgegengesetzte  Lage  von  4>i2.  Da  nun  im  Diagramm 
der  Durchmesser  des  entsprechenden  Schieberkreises  symmetrisch 
liegt  zu  4>i2j  beztiglich  der  auf  4>(7  Senkrechten  4>r,  so  befinden 
sich  die  Endpunkte  der  Durchmesser  aller  Schieberkreise  auf  der 
unteren  Parabelhälfte,  wenn  der  Punkt  t  unterhalb  der  Geraden 
4>a  schwingt  Die  von  diesen  Durchmesserendpunkten  gebildete 
Curve,  welche  im  betrachteten  Falle  eine  Parabel  ist,  ist  dem- 
nach auch  im  allgemeinen  Falle  dem  geometrischen  Orte  der 
Endpunkte  aller  ideeller  Excenterarme  bezüglich  der  Geraden  4>a 
symmetrisch  congruent  und  wird  im  Diagramm  die  Scheitel* 
curve  genannt 

Um  das  zugehörige  Diagramm,  welches  in  Fig.  714  vierfach 
vergrössert  dargestellt  ist,  zu  construiren,  geben  wir  dem  Ab- 
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Stande  u  beispielsweifie  Baocessive  die  Werthe  0,  ie,  fc,  ic,  c; 
dem  gemäss  theilen  wir  die  auf  ^F^  senkrechte  Strecke  Z^JS'  in 
Tier  gleiche  Theile  nnd  construiren  in  der  angegebenen  Weise  zu 
den  Theilpnnkten  U\  ü\  IP  die  entsprechenden  Parabelpnnkte 
N\  N\  N%  indem  wir  z,  B.  zn  VQ  die  Parallele  C^^Qi,  femer 
die  Gerade  PQi  ziehen,  die  den  Punkt  iV^*  auf  der  zu  4>P  Paral- 
lelen U*N^  bestimmt  Somit  erhalten  wir  die  Durchmesser  4>P, 
^N\  ^N\  ^N%  4>£'  der  entsprechenden  Schieberkreise  tx>\  tp*, 
tt>*,  tD\  tD\  Anstatt  der  Endpunkte  der  Durchmesser  kann  man 
auch  in  gleicher  Weise  direct  die  Mittelpunkte  m^^  m\  m\  m\  m* 
dieser  Schieberkreise  construiren;  und  die  durch  diese  Mittel- 
punkte gebildete  Gurve,  die  auch  die  Centralcurve  genannt 
wird ,  ist  der  Scheitelcunre  im  Verhältnisse  1  : 2  ähnlich.  Die 
Schieberkreise  schneiden  die  Gerade  4>a  in  verschiedenen  Ab- 
ständen Yon  P;  demnach  variirt  die  lineare  Voreilung  mit  der 
Aufhängung  der  Goulisse  innerhalb  der  Strecke  BP  und  ist  hier 
nicht  constant  Der  Schieber  wird  also  bei  den  verschiedenen 
Aufhängungen  der  Goulisse  für  die  Excenterstellung  EF^E'  in 
der  gezeichneten  Todtlage  ^F^  der  Kurbel  verschiedene  Lagen 
einnehmen ;  und  dasselbe  gilt  fUr  die  Excenterstellung^  welche  der 
anderen  Todtlage  ^F^  der  Kurbel  entspricht 

Um  aber  die  Einrichtung  so  zn  treffen,  dass  doch  bei  je  einer 
der  Aufhängungen  die  YorOffhungen  zu  beiden  Seiten  des  Kolbens 
unter  sich  angenähert  gleich  sind,  bestimmen  wir  in  Fig.  715  flir 
die  mittlere  Aufhängung,  bei  welcher  die  Spannenmitte  t  in  der 
Geraden  4>a  schwingt,  die  Schwingungsmitte  im 9  indem  wir  die 
beiden  auf  4>  a  senkrechten  Stellungen  HH',  H^  H[  der  Goulissen- 
spanne  construiren,  welche  den  beiden  Todtlagen  ^F^^  ^F^  der 
Kurbel  entsprechen.  Für  diese  beiden  Stellungen  sind  nach  S.  703 
die  Lagen  t,  t^  der  Spanüenmitte  i  die  äussersten  Bahnpunkte,  und 
die  Mitte  im  der  Strecke  ii^  ist  die  Schwingungsmitte  von  t.  Die- 
selbe kann  aber  auch  durch  die  auf  S.  705  abgeleitete  Annähe- 
rungsformel 

^ .        ,       (^'{'r*  cos*  S' 

^tm=t 2r — 

bestimmt  werden.  Wird  die  Goulisse  in  Fig.  711  soweit  gesenkt, 
dass  der  Abstand  u  «»  c  ist,  der  Punkt  H  also  annähernd  in  der 
Geraden  4>a  schwingt,  dann  erhalten  wir,  hinblickend  auf  jene 
Ableitung  dieser  Formel,  wenn  wir  in  derselben  c  =  0  setzen,  für 
die  Bewegung  des  fast  mit  JS  coincidirenden  Punktes  J  die  Stel- 
lungsmitte Am,  d.  h;  die  Mitte  der  Bahnstrecke,  welche  von  den 

46* 
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Lagen  des  Punktes  J  begrenzt  wird,  die  den  Todtlagen  der  Kurbel 
in  Fig.  716  entsprechen.    Wir  erhidten  demnaeh  den  Abstand 

r'  cos*  * 


4>A«  — /- 


2/ 


e 


Damit  nun  der  Punkt  Am,  die  Stellungsmitte  des  Punktes  «7,  fttr 
alle  Aufhängungen  bleibt,  muss  die  Coulisse  nach  einer  symme- 
trischen Gurve  HkW  gekrümmt  sein,  deren  Scheitel  k  um  die 
Strecke 

von  HW  entfernt  ist,  so  dass  bei  der  mittleren  Aufhängung  der 
Punkt  J mit  k  coincidirt,  und  die  Wegstrecke  kk^^^  ii^  durchläuft, 
deren  Mitte  hm  ist.  Die  Bestimmung  anderer  Punkte  dieser  Gurve 
ist  nicht  nOthig,  weil  dieselbe  in  der  Praxis  durch  einen  Kreis- 
bogen ersetzt  wird,  der  durch  die  drei  Gurvenpunkte  HkH'  geht 
Bezeichnet  q  den  Badius  dieses  Kreisbogens  und  beachten 
wir,  dass  die  Strecke  tk  klein,  also  A^nur  sehr  wenig  grosser 
als  iE  ist,  so  dass  wir  annähernd  iH^^kH^^c  setzen  können, 

dann  ist  auch  

.,        kH^         c* 

und  folglich  q^^L  Die  Goulisse  muss  also  nach  einem 
Kreisbogen  gekrümmt  sein,  dessen  Badius  q  gleich 
der  Länge  /  der  Excenterstange  ist. 

Damit  dieser  Kreisbogen  möglichst  wenig  von  der  Spanne 
HH'  abweicht  und  die  Bewegung  eines  jeden  seiner  Punkte  auf 
der  Geraden  4>a  besser  mit  den  betreffenden  in  HH'  liegenden 
Punkten  übereinstimmt,  sind  in  Fig.  716  die  Anschlusspunkte  HH' 
der  Goulisse  so  gewählt,  dass  die  Spanne  HB'  die  Pfeilhöhe  ik 
des  Bogens  halbirt  und  die  Bogenpunkte  zu  beiden  Seiten  der 
Spanne  sich  befinden. 

Für  eine  in  Fig.  717  gezeichnete  Stephenson'sche  GonUssen- 
steuerung  mit  offenen  E^centerstangen  und  mit  den  aus  der  Praxis 
entnommenen  Dimensionen  r  =  0,060™,  /  =  1,400°»,  c  =  0,150" 
und  ^  "»  30"*  sind  in  Fig.  718  vergrössert  die  Schieberkreise  tt>^  \d\ 
ro\  to',  tD*  construirt,  die  zu  jenen  gewählten  Fttllungsgraden  oder 
Expansionsgraden  gehören.  Ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  einer 
Parabel  m^e  und  werden  erhalten,  indem  wir  gegen  <PY  unter 
dem  Winkel  *  — 30^  die  Strecke  <l>e  — ir  ziehen,  auf  <l>e  die 
Senkrechte  eg  errichten,  deren  Länge  durch  die  Proportion 
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eg:^e  ^^  eil 
bestimmt  ist.  Hierauf  theilen  wir  die  dnroh  g  auf  4>a  senkrecht 
gezogene  Gerade  m^q^  die  anderseits  dnrch  die  zu  ^a  Parallele 
eq  begrenzt  wird,  in  vier  gleiche  Theile,  ebenso  die  Strecke  eq 
in  vier  gleiche  Theile  und  constmiren  wie  vorhin  die  auf  der 
Parabel  w?e  liegenden  Mittelpunkte  m\  m^^  m^  der  betreffenden 
Schieberkreise.  Der  mit  der  äusseren  Deckung  0,024"*  um  ^ 
beschriebene  Kreis  W^^^  W*j  bestimmt  durch  seine  Schnittpunkte 
^nn  ^ui  •  •  ^ui  resp.  W^j,  W^j  .  .  W*j  mit  den  Sohieber- 
kreisen  die  Eurbelstellungen  für  die  Ftillungsgrade  beim  Beginn 
der  Eröffiiung  des  EinstrOmkanals  und  beim  Beginn  der  Expansion, 
wenn  die  Kurbel  ^F^  sich  in  der  eingezeichneten  Pfeilrichtung 
dreht,  welche  in  unserem  Beispiele  dem  Bttckwärtsgange  der  Loco- 
motive  entspricht,  weil  wir  die  obere  Hälfte  der  Gentralcurve  ver- 
wendet haben.  Die  FflRungsstrecken  ergeben  sich  in  bekannter 
Weise  vermittelst  des  bogenförmigen  Kolbendiagramms. 

Die  Erlangung  einer  zweckmässigen  Aufhängung  der  Coulisse, 
so  dass  diese  bei  allen  Feststellungen  des  Auf  hängepunktes  sehr 
wenig  am  Gleitbacken  gleitet,  ist  nicht  möglich;  denn,  wenn  die 
Aufhängung  fOr  eine  Feststellung  günstig  eingerichtet  ist,  so  ist 
sie  es  ftlr  eine  andere  nicht  Oft  wird,  wie  in  Fig.  719,  die  Mitte  i 
der  Spanne  HH'  als  Anschlusspunkt  der  Hängestange  1 3«  genom- 
men. Um  bei  dieser  Anordnung  den  geometrischen  Ort  0s@o®* 
des  Auf  hängepunktes  zu  constmiren,  werden  zu  den  beiden  Ex- 
centerstellungen  £<!>£',  E^^E[^  welche  den  Todtlagen  der  Kurbel 
entsprechen,  z.  B.  ftlr  die  tieftte  Aufhängung,  bei  welcher  der 
Punkt  S  angenähert  in  der  Geraden  4>  a  schwingen  soU,  die  ent- 
sprechenden Coulissenlagen  HH'^  H^B[[  derart  gezeichnet,  dass 
die  Punkte  Hy  H^  in  4>a  liegen.  Femer  wird  in  der  Geraden 
00  ^,  welche  auf  der  Verbindungsgeraden  1 1,  in  der  Mitte  x  senk- 
recht steht,  der  zugehörige  Aufhängepunkt  ®^  so  bestimmt,  dass 
>06  gleich  der  möglichst  lang  angenommenen  Hängestange  ist 
Behufs  der  Bestimmung  mehrerer  Auf hängepunkte  theilen  wir  die 
Goulissenspanne  HH^  beispielsweise  in  zwölf  gleiche  Theile  und 
denken  uns. die  Coulisse  successive  entsprechend  gehoben,  damit 
jeder  dieser  Theilpunkte  bei  jenen  beiden  Excenterstellungen  sich 
in  der  Geraden  ^o  befindet  Der  jedem  dieser  Theilpunkte  ent- 
sprechende Auf  hängepunkt  wird  in  der  oben  angegebenen  Weise 
constmirt,  und  somit  erhalten  wir  die  Curve  00  0o0^  die  bei 
den  in  der  Praxis  vorkommenden  Dimensionen  der  Coulissen- 
steuemng  sich  mehr  einer  Geraden  nähert,  und  der  einfiicheren 
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praktischen  Ansftthning  wegen  durch  einen  Kreisbogen,  so  gat  es 
geht,  annähernd  ersetzt  wird;  doch  ist  auch  die  Ftthrnng  des  Anf- 
hängepnnktes  0  anf  einer  Geraden  in  Anwendung  gekommen  0- 
Die  mit  0^^  ©o,  0*  bezeichneten  Aofhängepnnkte  geben  bezieh- 
lieh  die  tiefiste,  mittlere  nnd  höchste  Anfhängnng  der  Conlisse. 
Es  zeigt  sich  aber,  dass  diese  Aufhängung,  wenn  die  untere  Gou- 
lissenhälfte  sich  in  Thätigkeit  befindet,  also  bei  dem  Rückwärts- 
gange der  Locomotive,  viel  günstiger  ist  als  beim  Vorwärtsgange, 
der  die  Thätigkeit  der  oberen  Coulissenhälfte  erfordert  Denn  f&r 
die  in  Fig.  719  gezeichnete  tiefste  Aufhängung  weicht  die  Yon  H 
beschriebene  Cnrve  ijq  viel  mehr  von  der  Geraden  4>  a  ab  als  die 
Curve,  welche  S'  bei  der  höchsten  Aufhängung  durchläuft 

Wir  wollen  zeigen,  dass  es  vortheilhafter  ist,  die  Coulisse, 
anstatt  an  einer  Stange  aufzuhängen,  auf  eine  Stange  zu  stützen, 
also  den  festgehaltenen  Drehpunkt  dieser  Stange  nach  unten  zu 
verlegen;  damit  der  Gleitbacken  beim  Yorwärtsgange  der  Loco- 
motive möglichst  kleine  Schwankungen  in  der  Coulisse  vollzieht 
In  Fig.  720  sind  in  i  natürlicher  Grösse  nach  den  obigen  aus  der 
Praxis  entnommenen  Maassen  die  schleifenförmigen  Bahncurven 
rjj  r{  der  Gelenkpunkte  U^^  H[  der  Coulisse  B^U[  vermittelst 
eines  Dreispitzzirkels  construirt,  wenn  der  Coulissenpunkt  J^  auf 
der  Geraden  a  geführt  wird.  Während  dieser  Bewegung  nimmt 
die  Coulisse  zwei  Lagen  B[J^^  ^[J^  aui  bei  denen  die  entspre- 
chenden Punkte  «/i,  J,  auf  der  Geraden  a  in  der  Mitte  P"  des 
Weges  liegen,  den  der  Coulissenpunkt  J^  schwingend  durchläuft 
Ferner  sind  die  beiden  Lagen  H[J^^  H^J^  der  Coulisse  gezeich- 
net, bei  welchen  H'^J^  parallel  H[J^  und  B^J^  parallel  H^J^  ist; 
und  hierbei  zeigt  sich,  dass  für  die  gewählte  Lage  der  Geraden  a 
die  Wegmitte  P^'  auch  zufällig  die  Mitte  der  Strecke  «Z,*/«  ^^- 
Dem  zufolge  liegen  die  Pole  P^%  P^,  welche  beziehlich  den 
Lagenpaaren  H[J^^  H^J^  und  H^^J^^  H^J^  angehören,  auf  einer  zu 
G  parallelen  Greraden  x  i^  gleichen  Abständen  von  der  in  P*'  anf 
a  senkrechten  Geraden  ^,  auf  der  auch  der  Pol  P^  sich  befindet 

Hiemach  besteht  die  Mittelpunktcurve  der  durch  die  vier 
Lagen  H[J^,  H^Ji,  -SJ-^a,  U^^J^  bestimmten  vier  ebenen  Systeme 
aus  den  beiden  senkrechten  Geraden  C»  X]  luid  zu  den-  beiden  in 
dem  Pol  P^  coincidirenden  Punkten  T^^  T^  sind  die  beiden  im 
Pol  P^^  coincidirenden  Punkte  T^^  T^  homologe  Punkte.  Bestim- 
men wir  nun  auch  in  jener  fünften  Lage  B^J^  den  homologen 


>)  Bargh,  Link-Motion  and  Expansion-Gear.  1870.  p.  88. 
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Pankt  r^,  and  conatrniren  wir  den  in  der  Geraden  ^  liegenden 
Mittelpunkt  0  des  durch  T,,  P*^  gehenden  Kreises  t,  so  enthält 
dieser  Kreis  die  fünf  homologen  Punkte  T,,  2;,  Tg,  7;,  T^. 

Wird  nun  die  Goulisse  H^  Hl  im  Punkte  7^  gelenkig  mit  der 
Stange  T^  ®  verbunden,  die  um  die  festgehaltene  Axe  0  schwingt, 
und  durch  die  Excenter  vermittelst  der  Excenterstangen  IH^^  l'Hl 
in  Bewegung  gesetzt,  dann  beschreibt  der  Goulissenpunkt  J^  eine 
Bahncurve,  welche  die  jenen  fttnf  Lagen  entsprechenden  fünf 
homologen  Punkte  J,,  J^^  J^y  J«,  J^  mit  der  Geraden  a  gemein 
hat  und  sich  nahe  an  dieselbe  anschmiegt  Construiren  wir  z.  B. 
an  dem  Punkte  J^  dieser  Bahncurve  die  Normale  J^  $a  vermittelst 
des  Pols  $5  der  Goulissenlage  ^»^5,  indem  wir  nach  Art.  190 
durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  lE^^  VH^  und  den 
Wellenmittelpunkt  die  Gerade  g  ziehen,  welche  auf  der  Geraden 
0Tj^  den  Pol  $»  bestimmt;  dann  zeigt  sich,  dass  diese  Normale 
t/5  $5  sehr  angenähert  senkrecht  auf  der  Geraden  a  ist.  Und  das- 
selbe findet  statt,  wenn  wir  die  beiden  Normalen  an  dem  Doppel- 
punkte J^t/s  dieser  Bahncurve  construiren. 

Im  Allgemeinen  fällt  jene  Wegmitte  P*'  nicht  mit  der  Mitte 
von  J^Jj^  zusammen,  aber  sie  liegen  stets  sehr  nahe.  Die  Mittel- 
punktcurve  jener  vier  ebenen  Systeme  ist  dann  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  die  von  ihren  rechtwinkeligen  Asymptoten  sehr  wenig 
abweicht.  Es  ist  daher  zweckmässig,  wenn  die  verstellbare  Axe  0 
beim  Heben  und  Senken  der  Goulisse  möglichst  nahe  längs  der 
Geraden  ^  geführt  wird.  Ftlr  die  angenommene  Feststellung  der 
Axe  0  wird  die  Goulisse  so  günstig  geführt,  dass  der  Gleitbacken 
in  der  Goulisse  fast  in  Ruhe  ist;  und  die  constructive  Prüfung 
zeigt,  dass  bei  dieser  Anordnung  die  Bewegung  des  Gleitbackens 
in  der  Goulisse  auch  sehr  gering  ist  fflr  alle  Lagen  des  Gleit- 
backens in  der  oberen  Goulissenhälfte,  die  beim  Vorwärtsgehen 
der  Locomotive  thätig  ist  0* 

Die  Geschwindigkeit  des  Schiebers  bei  den  betrachteten  Steue- 
rungen ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Drehgeschwindigkeit  der  Kurbel 
resp.  der  Welle  ^  £ds  Einheit  nehmen  und  den  Pol  $  der  Schieber- 
stange o  gegen  die  Welle  4>  bestimmen,  gleich  dem  Abstände  ^$ 
dieses  Pols  von  der  Wellenaxe  ^.  Aus  der  annäherungsweisen  Be- 
stimmung der  Schieberbewegung,  bei  welcher  in  Fig.  721  der  Schie- 
berkreis b>  das  polare  Wegdiagramm  ist,  folgt  aber  nach  Art.  145, 


*)  Vergleiche  Barmester,  „Ueber  die  GeradfQhrung  durch  das  Kurbel- 
getriebe". CiviUngemeur.  1877.  B.  23.  S.  331. 
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dass  unter  der  Annahme  einer  gleich  der  Einheit  gesetzten  con- 
stanten  Drehgeschwindigkeit  der  Welle  das  zeitliche  polare  Gre- 
schwindigkeitsdiagramm  ))«  ein  durch  4>  gehender  Kreis  ist,  der 
dem  Schieberkreise  tt)  congruent  ist  und  denselben  rechtwinkelig 
schneidet  Wie  für  eine  Kurbellage  ^F  durch  die  Sehne  4>W^, 
welche  dieselbe  im  Kreise  to  bestimmt,  die  Abweichung  des  Schie- 
bers von  seiner  Schwingungsmitte  dargestellt  wird,  so  wird  auch 
durch  die  Sehne  4>F',  welche  diese  Kurbellage  im  Kreise  t)<  be- 
stimmt, die  Geschwindigkeit  des  Schiebers  dargestellt 

283.  Allan'ache  Steuerung.  Bei  der  in  Fig.  722,  Taf.  XLVUI, 
schematisch  gezeichneten  Allan'schen  Steuerung  ist  die  Coulisse 
HH^  geradlinig').  Dieselbe  wird,  wie  bei  der  Stephenson- 
schen  Steuerung,  durch  zwei  gleiche  Excenterarme  ^E,  ^E'  ver- 
mittelst zweier  gleich  langer  Excenterstangen  EH^  E'H'  getrieben, 
die  aber  gekreuzt  sind.  Der  um  die  feste  Axe  ^  yerstellbare 
zweiarmige  Hebel  0H^S  trägt  an  einem  Arme  die  Hängestange 
@t,  die  mit  der  Coulissenmitte  i  drehbar  yerbunden  ist,  und  an 
dem  anderen  die  Hängestange  ^S,  welche  in  5  an  die  Schub- 
stange JK  geschlossen  ist.  Diese  Schubstange  ist  in  K  mit  der 
Schieberstange  Ka  und  in  J  mit  dem  Oleitbacken  gelenkig  yer- 
bunden, der  sich  in  der  Coulisse  yerschiebt  Die  Anordnung  ist 
derart,  dass,  wenn  der  Hebel  0  S  zur  Schubrichtung  4>  a  parallel 
in  die  Lage  Oq^o  gestellt  wird,  die  Gelenkpunkte  t  und  S  sich 
angenähert  in  der  Geraden  4>j  bewegen.  Eine  durch  Drehung 
des  Hebels  bewirkte  Senkung  der  Coulisse  entspricht  einer  Hebung 
der  Schubstange  qebst  Gleitbacken  und  umgekehrt. 

Um  das  Yerhältniss  dieser  Senkung  und  Hebung  zu  bestim- 
men, fällen  wir  yon  ^S  auf  4>(t  die  Senkrechte  SS^  und  bezeichnen 
die  senkrechten  Abstände  der  Punkte  ?,  J  von  4>  a  resp.  mit  ti,  s. 

Dann  ist 

z:SS^^KJ:KS. 

Nehmen  wir  femer  an,  dass  bei  der  Verstellung  des  Hebels  jede 
der  Hängestangen  annähernd  parallel  zu  sich  selbst  verlegt  wird, 
so  ergiebt  sich  auch  angenähert 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  abkürzend  T©  =  a,  ^S  =  ä,  üTJ—  A, 
KS  =  Aj  setzen. 


^)  Reuleaux,  „Die  Allan'sche  Goalisaensteaeruog**.  CmUngenieur.  1857. 
B.  3.  S.  92.  —  Glftrk  and  Colburn,  Recent  Practice  in  the  locomotive  engine, 
1860.  p.  44. 


and  die  constante  Zahl 


gesetzt,  erbalten  wir 
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u         a      X^^ 


Demnach  ändert  sich  der  Abstand  »  proportional  dem  Abstände  u. 
Um  nun  die  Zahl  ix  durch  gegebene  Grössen  annäberongs- 
weise  rechnerisch  zu  bestimmen  und  damit  auch  das  Verhältniss 
b :  a  der  Hebelarme  zu  erhalten,  wollen  wir  fttr  veränderte  Hebel- 
stellnngen  die  Gleichong  des  geometrischen  Ortes  der  Stellungs- 
mitte Jm  des  Punktes  J  ableiten.  Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen 
wir  wieder  die  Länge  der  beiden  gleichen  Excenterarme  mit  ^E^ 
4>£'  mit  Ty  die  beiden  gleichen  Yoreilwinkel  mit  ^,  die  gleichen 
Längen  der  beiden  Excenterstangen  EH^  E'H'  mit  /  und  femer 
die  halbe  Länge  der  Goulisse  HH^  mit  c.  Nehmen  wir  an,  es 
befinde  sich  in  Fig.  723  der  Endpunkt  H'  der  Excenterstange  E'H^ 
bei  den  beiden  in  Fig.  782  gezeichneten  Todtlagen  4>jF;,  <PF^  der 
Kurbel  in  der  Geraden  17^,  die  zu  4>a  in  der  Entfernung  c  parallel 
ist,  so  ist  die  Abscisse  ^^  seiner  Stellungsmitte  A«,  gemessen  von 
der  Ordinatenaxe  ^Y,  gleich  der  Abscisse  ^4  der  Schwingungs- 
mitte im  des  dann  in  4>a  bewegten  Punktes  t;  und  folglich  ist 
nach  der  auf  S.  705  gegebenen  Annäherungsformel 

Da  bei  der  mittleren  Aufhängung  der  Goulisse  die  Punkte  t,  J 
annähernd  gemeinsam  in  der  Geraden  ^a  schwingen,  so  ist  4 
auch  die  Schwingungsmitte  von  J  und  somit  der  Scheitel  jenes 
geometrischen  Ortes.  Diese  Formel  gilt  aber  allgemein  und  liefert 
auch  die  Abscisse  ^  der  Stellungsmitte  Hm  des  Punktes  ^',  wenn 
derselbe  bei  den  beiden  Todtlagen  der  Kurbel  auf  einer  beliebigen 
im  Abstände  c  —  u  zu  4>  a  Parallelen  1;'  sich  befindet  Es  ist  dann, 
indem  wir  anstatt  c  den  Werth  c  —  u  setzen, 

(c  —  i/)'  +  r*  cos*  d 


?'-/- 


2/ 


Hierbei  ist  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Excenterstangen  nur 
kleine  Winkel  mit  4>  a  bilden ;  und  femer  wird  noch  die  Voraus- 
setzung gemacht,  dass  auch  die  beiden  Coulissenstellungen  HH\ 
H^H[^  welche  den  beiden  Todtlagen  der  Kurbel  entsprechen,  bei 
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allen  Abständen  u  sehr  wenig  von  der  zu  ^a  senkrechten  Stel- 
lung abweichen.  Demnach  ist  auch,  wenn  |  die  Abscisse  der 
Stellangsmitte  Hm  des  Punktes  H  bezeichnet ,  weil  dieser  Pnnkt 
bei  jenen  beiden  Stellangen  annähernd  auf  der  im  Abstände  c  +  u 
zu  4>(j  Parallelen  t]  liegt^ 

g_/ 27 

und  hiemach 


Bezeichnet  x  die  Abscisse  der  Stellangsmitte  Jm  des  Punktes  «/, 
die  von  ^a  um  JmJ^^^»  entfernt  ist,  so  gilt,  weil  Jm  auf  der 
Geraden  Hm  HU  liegt,  angenähert  die  Gleichung 

X  — g        c  +  u  +  z 
?-!'"         2c 

Hieraus  folgt  durch  Einsetzung  der  Werthe  fUr  g  und  ^  —  g 

.       i^  +  r^  cos*  ^       j^       tfjg 
^"^  27  *^  2/  "^    /    ' 

und  da  ^  »« iu .  1/  ist,  so  erhalten  wir  mit  Einführung  der  con- 
stanten  Strecke  4>tm  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der 
Stellungsmitte  Jm 

welche  eine  Parabel  darstellt,  deren  Scheitel  im  ist.  Den  in  Be- 
tracht kommenden  Parabelbogen  denken  ?rir  uns  durch  einen 
Ejeisbogen  ersetzt,  der  durch  die  Punkte  im ,  Jm  geht  und  dessen 
Mittelpunkt  K^  auf  ^o  liegt.  Der  Badius  dieses  Kreisbogens 
liefert  dann  die  Länge  X  der  Schubstange  JmK^.  Wir  erhalten 
demnach  . 


^mJäw  ^^^ 


denn,  da  die  Parabel  sehr  flach  ist,  können  wir  anstatt  der  Sehne 
imJm  die  Ordinate  s  setzen  und  somit  ergiebt  sich,  indem  wir  fttr 
die  Strecke  imJa  ihren  aus  obiger  Gleichung  hervorgehenden  Werth 
setzen,  ^^^^  ^ 


2f^U           2A' 
und  hieraus  folgt  die  Zahl  

,.-A(.±l/^)- 
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Von  den  beiden  Werthen  für  (j.  kommt  jedoch  nnr  der  eine  Werth 
zur  Geltang,  dem  das  positive  Vorzeichen  entspricht;  denn  der 
andere  Werth  von  fi  würde  erfordern,  dass  mit  der  Veränderung 
des  Hebels  eine  Bewegung  der  Punkte  t,  J  in  gleichem  Sinne 
erfolge  und  dass  die  beiden  Hängestangen  an  einen  einarmigen 
Hebel  gehängt  werden,  was  in  praktischer  Hinsicht  nicht  zweck- 
mässig ist.  Fttr  diejenige  Aufhängung  der  Goulisse,  bei  welcher 
J  mit  H'  coincidirt,  sind  die  Coordinaten  der  Stellungsmitte  Jm 
leicht  zu  bestimmen;  daher  kann  man  auch  jenen  Slreisbogen 
durch  diese  Stellungsmitte  und  durch  im  ziehen,  und  man  wird 
dann  die  Formel  für  fi  in  einfacherer  Weise  erhalten,  aber  nicht 
zur  Eenntniss  des  geometrischen  Ortes  von  Jm  gelangen. 

Nachdem  die  Zahl  ju  gefunden  ist,  muss  noch  in  Fig.  722  der 
Anschlusspunkt  S  auf  der  Schubstange  JK  zweckmässig  gewählt 
werden;  denn  damit  ist  die  Länge  KS^=  A^  und  durch  die  Glei- 
chung  _J_    1 

^        l^      a 

auch  das  Verhältniss  der  Hebelarme  a,  b  gegeben. 

Behufs  der  Bestimmung  des  Hebels  machen  wir,  wenn  'S  auf 
JK  gewählt  ist,  in  der  Geraden  <Pa  die  Strecke  4i*m  =«»  JS^  er- 
richten in  den  Punkten  t'm,  ^m,  welche  bei  der  mittleren  Aufhängung 
die  Schwingungsmitten  von  i  und  S  sind.  Senkrechte  auf  4>  a  und 
bestimmen  bei  einer  Aufhängung,  die  J  in  die  Nähe  von  H'  bringt, 
auf  diesen  Senkrechten  die  Punkte  0,  2  so,  dass  die  Strecken 
2  0  BS  aSS  die  möglichst  lang  genommenen  gleichen  Hängestangen 
darstellen.  Hierauf  construiren  wir  in  der  Verbindungsgeraden  02 
den  festen  Drehpunkt  4^  des  Hebels  nach  dem  Verhältnisse 

T0:T2  =  a:A. 

Je  näher  der  Anschlusspunkt  S  an  J  gelegt  wird,  desto  grosser 
wird  der  Ausschlag  des  Hebels  werden  und  desto  mehr  werden 
die  Kreisbögen,  welche  die  Punkte  0,  £  beschreiben,  von  jenen 
Senkrechten  ^0,  Sm^  abweichen.  Deshalb  ist  es  zweckmässig, 
den  Punkt  iS  nicht  zu  nahe  an  J  zu  legen ;  dagegen  darf  S  auch 
nicht  zu  weit  von  J  entfernt  sein,  weil  dann  die  Sicherheit  der 
Bewegung  beim  Senken  und  Heben  beeinträchtigt  wird. 

Nachdem  wir  zur  vollständigen  Eenntniss  des  Mechanismus 
der  Allan 'sehen  Steuerung  gelangt  sind,  ist  noch  die  Gonstruction 
des  Diagramms  derselben  auszuführen.  Ftlr  die  Bewegung  der 
geradlinigen  Goulisse  gelten  dieselben  Beziehungen  wie  bei  der 
Stephenson'schen  Steuerung.    Behufs  der  Begründung  der  Con- 


732        X.  Abschnitt.   Mechanismen  bew&hrter  Schiebersteaerongen. 

stmctionen  zeichnen  wir  der  besseren  Uebersicht  wegen  in  der 
abgeänderten  Fig.  734  an  die  Excenterarme  4>£',  <t>£'  die  Senk- 
rechten 

JB  (?  —  £*(?'  =  ry, 

so  dass,  weil  die  Excenterstangen  gekreuzt  sind,  die  Gerade  G  (?, 
welche  4>a  in  P  senkrecht  schneidet,  links  von  EE'  liegt  Auf 
diesen  Senkrechten  machen  wir 

nnd  bestimmen  auf  der  Geraden  GuGi,  deren  Mitte  Pu  in  GG* 
liegt,  den  Punkt  R  nach  dem  Verhältnisse 

P„i2:P„öi  — ti:c; 

dann  ist  4>P,  ?rie  bei  der  Stephenson'schen  Steuerung  bewiesen 
wurde,  der  ideelle  Excenterarm  für  die  Bewegung  des  Schnitt- 
punktes tu  in  der  Geraden  4>  a,  den  diese  Gerade  in  Fig.  722  mit 
HH'  büdet 

Damit  wir  aber  den  ideellen  Excenterarm  4>  9t  für  die  Bewe- 
gung des  Punktes  J  erhalten,  construiren  wir  auf  6r«  GL  den  Punkt  91 
nach  dem  Verhältnisse 

P«9i:P«Öt  — (ii  +  ^):c; 

oder,  weil  z^:^ ii.u  ist,  nach 

PuSRiPuGi  — (/u  +  1)m:c. 

Bei  der  Stephenson'schen  Steuerung  sind  auf  S.  721  für  die 
Coordinaten  des  Punktes  R  die  Werthe 

^  ^  M*rcos*        „„  «rcos* 

^  cl  ^       ^  c 

gefunden.  Hier  bei  der  Allan'schen  Steuerung  wollen  wir  flir 
die  Coordinaten  des  Punktes  9t  zur  Unterscheidung 

5Ry9i_5,       P9ty  =  ^ 

setzen. 

Es  ist  dann 

5 :  ar  ™  P^  {R  :  P^  P  =  (tt  +  ä)  :  tt  —  (^  +  1) :  1 , 

f  —  Oii  +  l)a?, 
oder 

(u  +  l)rcosd    , 

^  cl 

Femer  erhalten  wir 

(l?  +  PP«):(y  +  PPJ  =  P«9l:P«P  — (iu  +  l):l. 
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nnd  hiernach  ist 

l>  — O^  +  Dy  +  ^.PP«. 

Da  nach  Seite  720  die  Strecke 

PP^  SB ,    und  femer    y  — 

i  c 

ist,  so  ergiebt  sich 

rr^  —        j       , 

und  durch  Einsetzung  erhalten  wir 

l?  —  (iu+l  +  ^tan^)y, 


oder 


^  =  jc^  +  1)  008  *  +  -^  sin  ^  I  -^  •  ti. 


Denken  wir  uns  die  Variabele  u  aus  den  beiden  Gleichungen  fttr 
;  und  t)  eliminirty  dann  folgt,  dass  der  geometrische  Ort 
des  Punktes  9i  eine  Parabel  ist,  deren  Scheitel  in  P 
liegt  und  deren  Axe  4>a  ist. 

Wird  in  Fig.  722  der  Abstand  der  beiden  Parallelen  ii^ ,  JJ^ 
mit  Ui  bezeichnet,  so  erhalten  wir 

Dem  gemäss  ist  die  Ordinate  ^  auch  dem  Abstände  tk  propor- 
tional. Wenn  insbesondere  J  mit  H'  coincidirt,  können  wir  an- 
nähernd auch 

setzen;  und  es  ist 

s    .  fie 


Bei  dieser  Aufhängung  der  Coulisse  stimmt  die  Bewegung  von  J 
sehr  annähernd  mit  der  von  H^  ttberein,  und  dem  zufolge  muss 
der  entsprechende  Punkt  Sic  auf  der  Geraden  E'O'  liegen.  Sein 
Abstand  von  E'  ist 

/  /      fi  + 1 

E'^c^E'&' 


Wir  brauchen  hiemach  nur  den  Punkt  91«  der  Parabel  m£  E^& 
zu  bestimmen  und  dann  in  der  bekannten  bequemen  Weise  andere 
Punkte  derselben  zu  construiren.  Um  also  den  Punkt  9t,  dessen 
Ordinate  )^»»X)U  ist,  zu  erhalten,  zeichnen  wir  das  Rechteck 
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P£9ieO,  ziehen  zu  4>a  die  Parallele  U9{,,  za  ÜDO  die  Parallele 
Uq  bis  an  9?«0  und  femer  die  Gerade  qP,  welche  auf  U9ty  den 
Pnnkt  9{  bestimmt.  Ist  also  die  Gonlissenmitte  t  um  die  Strecke  u 
gesenkt,  welche  die  Ordinate  ^  liefert,  dann  bewegt  sich  der  ent- 
sprechende Punkt  J  oder  der  Gelenkpunkt  K  angenähert  wie  die 
auf  <P(J  senkrechte  Projection  des  rotirenden  Punktes  9?;  und 
demnach  ist  ^^  der  entsprechende  ideelle  Excenterarm  für  die 
Schieberbewegung. 

Um  in  Fig.  725  ftlr  das  gezeichnete  Schema  der  Allan 'sehen 
Steuerung  die  betreffenden  Schieberkreise  zu  construiren,  welche 

den  Abständen 

t/i  =  0,    ic,    }c,    |c,    c 

entsprechen ,  ziehen  wir  unter  dem  Yoreilwinkel  gegen  4>  Y  den; 
Excenterarm  4>£  =  r  der  Deutlichkeit  wegen  fünffach  vergrössert, 
errichten  in  E  auf  0£  die  Senkrechte 

Auf  dieser  Senkrechten  machen  wir 

EN'  =  -4-r  EG, 
fi  +  i        ' 

und  wenn  beispielsweise  die  Zahl  ^  «=  3  ist,  EN*  ^=iEG.  Hier- 
auf zeichnen  wir  das  Rechteck  P^N*£i,  theilen  ^N*  in  vier 
gleiche  Theile  und  construiren  zu  den  Theilpunkten  US  Vi%  U'  in  der 
vorhin  angegebenen  einfachen  Weise  die  entsprechenden  Punkte 
N\  N%  N^  der  Parabel,  welche  die  Scheitelcurve  im  Diagramm 
ist.  Wir  erhalten  somit  für  jene  fünf  Werthe  von  w,  die  Durch- 
messer *P,  ^N\  ^N\  *iV',  ^N*  der  zugehörigen  Schieber- 
kreise tD\  ti)*,  n>*,  to',  to%  deren  Mittelpunkte  »i®,  m\  m%  m\  m'  auf 
einer  ähnlichen  Parabel  liegen,  welche  die  Centralcurve  bildet 
Diese  Mittelpunkte  können  wir  aber  auch  wie  jene  Durchmesser- 
endpunkte construiren,  wenn  die  Halbirung  der  Durchmesser  ver- 
mieden werden  soll.  Die  Parabel  ist  hier  flacher  als  bei  der 
Stephenson 'sehen  Steuerung,  und  die  lineare  Voreilung  variirt 
dem  zufolge  bei  der  Allan 'sehen  Steuerung  innerhalb  der  bedeu- 
tend kleineren  Strecke  P^,  die  um  so  kleiner  wird,  je  grösser 
die  Zahl  fi  ist. 

Wenn  die  Allan'sche  Steuerung  offene  Excenterstangen  be- 
sitzt, müssen  wir  der  Grösse  c  in  den  Formeln  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  geben,  und  bei  der  Oonstruction  der  Schieber- 
kreise die  auf  ^E  Senkrechte  EG^  sowie  die  Strecke  EN"^  im 
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entgegengesetzten  Sinne  nehmen.  Die  entsprechende  Parabel  ist 
dann  mit  ihrer  coneaven  Seite  nach  dem  Punkte  4>  gewendet; 
aber  sie  ist  nicht,  wie  bei  der  Stephenson'schen  Stenernng,  der 
Parabel  für  gekreuzte  Excenterstangen  congment. 

Ans  der  All  an 'sehen  Steuerong  geht  als  Specialfall  die 
Hnn  ans 'sehe  StenernngO  mit  geradliniger  Conlisse  hervor,  wenn 
die  gleichen  Voreil winkel  &  =  90®  genommen  werden.  Die  Punkte 
£,  £'  fallen  dann  zusammen,  und  die  beiden  Excenterstangen  bil* 
den  mit  der  Coulisse  ein  starres  Glied ;  daher  ist  nur  ein  Excenter 
und  eine  Excenterstange  nöthig,  welche  in  der  Gonlissenmitte  mit 
der  Coulisse  zu  einem  Gliede  verbunden  ist. 

Wir  haben  bei  allen  bisher  betrachteten  Steuerungen  die 
Schieberwege  nur  annäherungsweise  bestimmt  Um  die  Schieber- 
wege genau  zu  erhalten,  mttsste  man  die  Welle  4>  als  ruhendes 
System  betrachten  und  den  Steuerungsmechanismus  in  demselben 
bewegen;  dann  wird  die  Gerade  4>a  um  den  festen  Punkt  4> 
rotiren,  der  Punkt  K  auf  4>a  gleitend  eine  Gurve  beschreiben, 
die  auf  dem  Fahrstrahl  4>  a  die  Schieber wege  bestimmt  und  somit 
ein  genaues  Diagramm  derselben  liefert  ^).  Da  aber  die  Gonstruc- 
tion  dieser  Gurve  für  jede  Aufhängung  wiederholt  werden  muss 
und  auch  andere  constructive  Schwierigkeiten  wegen  der  Dimen- 
sionen der  Mechanismen  auftreten,  so  ist  die  Zeichnung  dieses 
Diagramms  praktisch  nicht  durchfahrbar.  Zeuner  hat  bei  den 
Schiebersteuerungen  eine  Annäherungsformel  ftir  den  genaueren 
Schieberweg  abgeleitet  3),  und  es  können  danach  die  angenäherten 
Abweichungen  von  der  bisher  betrachteten  vereinfachten  Schieber- 
bewegung berechnet  werden.  Wenn  aber  diese  Abweichungen  so 
gross  sind,  dass  sie  beachtet  werden  müssen,  dann  hat  man  stets 
die  Berechnung  vermieden  und  genauere  Schieberovale,  wie  bei 
der  folgenden  Steuerung,  construirt,  um  ein  richtiges  Bild  von  der 
Dampfvertheilung  zu  erhalten. 

284.  Hackworth-Klug'sche  Steuerung.  Die  in  Fig.  726  in  natttr- 
licher  Grösse  dargestellte  Steuerung  wurde  in  verschiedenen  Gestal- 
tungen zuerst  von  Hack  wort  h^)  und  später  auch  von  mehreren 


>)  Civilingmuur.  1873.  B.  19.  S.  222. 

>)  Gray,  „Qeomotry  of  the  ßUde  Valve".  TheArHzan.  1860.  Vol.  18.  p.  242 
und  265.  --  Civilingenieur.  1861.  B.  7.  S.  859. 

*)  Zeaner,  Die  Sehiehersteuerungen.  4.  Aufl.  1874. 
«)  Hackworth,  Specification  No.  2448  vom  26.  October  1859,  No.  3237 
Yom  10.  November  1869,  ^o.  4246  vom  2.  November  1876. 
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Anderen^)  constmirt;  aber  infolge  einer  von  Ein g^)  ansgeftthrten 
unwesentlichen  Abänderung  hat  diese  Steuerung,  welche  sich  durch 
besondere  Einfachheit  auszeichnet  und  keine  Goulisse  erfordert, 
rasche  Verbreitung  gefunden.  Diese  vermittelst  eines  Excenters 
getriebene  Steuerung,  deren  Dimensionen  beispielsweise  einer  aus- 
geführten kleinen  Schiffsdampfmaschine  entnommen  sind^),  erfor- 
dert die  genaue  Bestimmung  des  Schieberweges,  weil  die  bisher 
befolgte  angenäherte  Bestimmung  desselben  sich  hier  nicht  als 
zweckmässig  erweist.  Der  in  Fig.  726  nicht  gezeichnete  Dampf* 
kolben  bewegt  sich  in  der  yerlängerten  Geraden  ^F^,  der  Ex- 
eenterarm  4>£  liegt  in  der  Kurbel  4>F,  die  yerkürzt  in  1  natür- 
licher OrOsse  gezeichnet  ist;  die  Excenterstange  EL  ist  in  L 
drehbar  mit  der  Hängestange  oder  Schwinge  LA  yerbunden,  die 
um  eine  feststellbare  Axe  A  schwingt;  und  an  die  verlängerte 
Excenterstange  EL  ist  im  Punkte  J  die  Schubstange  JK  ange- 
schlossen, durch  welche  die  Schieberstange  Ka  in  einer  zu  ^F^ 
Parallelen  Oa  schwingend  bewegt  wird.  Die  weitere  Anordnung 
ist  derart,  dass  bei  den  Todtlagen  ^F^^  ^F^  der  Kurbel  4>jP  oder 
der  beiden  entsprechenden  Excenterstellungen  4>J?o,  ^E^  der  Ge- 
lenkpunkt L  sich  in  einem  Punkte  C  der  auf  4>JPo  senkrechten  Gera- 
den <t>0  befindet.  In  diesem  Punkte  C  ist  die  feste  Axe  eines  ver- 
stellbaren Hebelarmes  Ck  angebracht,  der  die  Axe  A  der  Schwinge 
AL  trägt  Bei  der  gezeichneten  Hebelstellung  schwingt  X  auf 
einem  Kreisbogen  l^).  Mit  der  Verstellung  des  Hebelarmes  Ch 
nebst  der  Axe  A  wird  der  Schwingbogen  des  Punktes  L  verlegt ; 
jeder  Feststellung  von  Ch  entspricht  ein  von  J  beschriebenes 
Oval  und  somit  eine  veränderte  Schieberbewegung.  Auf  diese 
Weise  wird  die  Verschiedenheit  der  Füllung  und  die  Umsteuerung 


1)  Marshall,  Specification  No.  2138  vom  29.  Mai  1879,  No.  4185  vom 
14.  Oct.  1880.  —  Joy,  Specification  No.  929  vom  8.  März  1879.  —  Bremme, 
Specification  Ko.  2037  Yom  22.  Mai  1*^79.  —  Goilmann,  Deutsches  ßeichs- 
patent  Nr.  14437  vom  3.  Oct.  1880.  Fig.  19. 

>)  Klug,  Deutsches  Reichspatent  Kr.  6646  vom  31.  Dec.  1878. 

>)  Leiricki,  Schraubendampfer  „Marie"  im  Civilingenieur.  1881.  B.  27. 
S.  492. 

4)  Die  Anordnung,  bei  welcher  der  Punkt  L  anstatt  auf  einem  Kreisbogen 
in  einer  geradlinigen  verstellbaren  Goulisse  geführt  vrird,  wurde  von  Müller- 
Melchiors  angenähert  untersucht  im  Polfftechnischen  Journal  1876.  B.  219. 
8.  3  und  auch  von  Brauer  behandelt  in  den  Abhandlungen  des  Vereins  zur 
Bef&rderung  des  Gewerhfleisses  in  Preussen.  1877.  Jahrg.  56.  S.  345.  Die  ver- 
schiedenen Anordnungen  dieser  Steuerung  erörtert  Ebbs  in  der  Zeitschrift  des 
Vereines  deutscher  Ingenieure.  1885.  B.  29.  S.  949. 
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bewirkt  Diese  von  Klag  ansgeftthrte  Anordnung  unterscheidet 
sich  von  der  ursprünglichen  Gestaltung,  in  welcher  Hackworth 
diese  Steuerung  angegeben  hat,  nur  allein  dadurch,  dass  Hack- 
worth den  Anschlusspunkt  J  an  der  Ezcenterstange  nicht  ausser- 
halb, sondern  innerhalb  der  Strecke  EL  wählte.  Wie  auch  die 
Axe  A  durch  den  Hebel  gestellt  wird,  bei  den  TodÜagen  4>£'o, 
^E^  coincidirt  dieser  Anordnung  gemäss  der  Punkt  L  stets  mit  C. 
Den  beiden  Todtlagen  entsprechen  also  bei  allen  Hebelstellungen 
resp.  dieselben  in  der  Geraden  Oo  befindlichen  Lagen  J^^  J^  des 
Punktes  «7,  und  dem  zufolge  ist  die  lineare  Voreilung  constant 
Da  die  Schubstange  JK  verhältnissmässig  lang  genommen  wird, 
so  stimmt  die  Schieberbewegung  angenähert  ttberein  mit  der  Be- 
wegung der  auf  Oa  senkrechten  Projection  des  Punktes  J,  und 
die  Mitte  0  der  Strecke  J^J^  ist  die  Stellungsmitte  fttr  diese  Pro- 
jection. 

Um  die  Schieberwege  zu  erhalten,  construiren  wir  z.  B.  ftir 
die  Hebelstellung  CA,  die  mit  der  auf  4>0  senkrechten  Mittellage 
Ch^  nach  links  den  Winkel  von  25  °  bildet,  das  betreffende  Bahn- 
oval JoJiJi .  •  des  Punktes  J,  indem  wir  den  von  E  beschriebenen 
Kreis  etwa  in  12  gleiche  Theile  theilen  und  zu  den  beziehlichen 
12  Excenterstellungen  die  entsprechenden  Lagen  J^yJ^Jt}  *  •  des 
Punktes  J  zeichnen.  Dem  zweiten  Ereistheilpunkte  £,,  mit  wel- 
chem in  unserer  Zeichnung  E  zusammenfällt,  entspricht  der  Punkt 
Ja,  und  dem  diametralen  achten  Ereistheilpunkte  E^  entspricht  der 
Punkt  Jg.  Diese  beiden  Punkte  J,,  J,  befinden  sich  fast  in  den 
grössten  Abständen  von  der  Geraden  4>  0.  Die  von  J«  auf  <I>  0 
gezogene  Senkrechte  J^O^  stellt  die  Abweichung  des  Schiebers 
von  seiner  Stellungsmitte  resp.  den  Schieberweg  dar,  wenn  E  sich 
im  zweiten  Ereistheilpunkte  befindet  Damit  wir  ein  Diagramm 
des  Schieberweges  und  zugleich  ein  Bild  yon  der  Dampfeerthei- 
lung  gewinnen,  wollen  wir,  wie  in  Art  272,  die  Eolbenwege  als 
Abscissen,  die  Schieberwege  als  Ordinaten  betrachten.  Es  ist  des- 
halb in  i  natttrlicher  Grösse  das  bogenförmige  Eolbendiagramm 
gezeichnet,  welches  aus  dem  Eurbelkreise  q>  und  den  beiden  mit 
der  Pleuelstangenlänge  als  Radius  beschriebenen  Ereisbttgen  ^,  K^ 
besteht 

Wir  übertragen  nun  die  Eolbenwege,  die  den  Ereistheilpunkten 
entsprechen,  in  Fig.  7S7  als  Abscissen  auf  w^x^  von  x^  aus  nach 
links,  machen  also  x^x^  t^n  Z^F^^  o^o^t  ™*  ^s^«»  •  *;  setzen  dann 
die  entsprechenden  Schieberwege  von  der  Stellungsmitte  aus  ge- 
messen als  Ordinaten  an,  machen  also  Xf^n^^^OJ^^  x^n^  mmO^J^^ 

Burmeiter,  Kinematik  L  47 
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a?j7ra«a  OjJj,  .  ♦  iF,7r8«=  ^s«^»  ^-  8*  ^'^  ^lod  erhalten  somit  das 
Schieberoyal  p^  welches  der  Hebelstellnng  Ch  entspricht 

Da  der  Kolben  bei  dieser  Dampfinaschine  sich  in  verticaler 
Schubrichtong  bewegt,  so  wirkt  die  Schwere  der  Getriebetheile 
beim  Niedergange  des  Kolbens  in  gleichem ,  beim  Aufgange  in 
entgegengesetztem  Sinne.  Um  die  Ungleichheit  dieses  Einflosses 
zu  mildem,  ist  der  durch  Fig.  728  in  natürlicher  Grösse  gegebene 
Schieber  unsymmetrisch  gestaltet  und  in  seiner  Stellungsmitte 
AB-B'A'  gegen  die  Kanäle  so  gestellt,  dass  die  äusseren  Deck- 
ungen ^r,  MV  symmetrisch  gleich,  die  inneren  Deckungen 
A£,  A'f  aber  unsymmetrisch  gleich  sind.  Der  obere  Schieber- 
lappen AB  iai  also  kürzer  als  der  untere  A'B\  Der  Todtlage 
4>i^o  der  Kurbel  entspricht  die  durch  Gestrichelung  gekennzeich- 
nete Lage  des  Schiebers,  die  von  der  Stellungsmitte  um  die 
Strecke  gleich  OJ^  entfernt  ist. 

Damit  wir  nun  zunächst  ein  Bild  von  der  Dampfströmung 
oberhalb  des  Kolbens  erhalten,  übertragen  wir  die  Strecken  if  F, 
if A  resp.  nach  ixy^  jud  in  Fig.  7S7,  machen  femer  cy^^dd^^AB, 
d.  h.  gleich  der  Länge  des  oberen  Schieberlappens,  und  ziehen 
durch  ;/,  d,  c,  d  Parallele  zu  ^o^e*  Das  im  Diagranun  schraffirte 
Flächenstück  ^o^i^s^k/i  welches  die  DampfeinstrOmung  darstellt, 
zeigt,  dass  bei  der  Todtlage  ^/^o  >  welcher  der  Schieberweg  a^o  ^o 
entspricht,  der  Kanal  yd  schon  ein  wenig  geO£Fnet  ist,  auch  nur 
theilweise  geöffnet  wird,  und  dass  bei  n:yj  die  Expansion  beginnt, 
die  bis  Ttyj^  dauert  Die  Dampfausströmung,  welche  durch  das 
schraffirte  Flächenstück  ^vn^vm^i^u  'dargestellt  wird,  fängt  bei 
TCyjj  an,  erweitert  sich  bis  ^viin  ^^^  gedrosselt  von  fc^  bis  tt^; 
und  bei  TCjf  tritt  eine  kurze  Gompression  ein.  In  gleicher  Weise 
empfangen  wir  eine  Uebersicht  über  die  Damp&trömung  unter- 
halb des  Kolbens,  indem  wir  die  Strecken  JfT',  M'A'  nach  ju'/, 
^'d'  abtragen,  c'/  «=  rfM'  =  A'B'  machen,  und  durch  /,  d',  c',  d^ 
Parallele  zu  ^o^e  ziehen. 

Für  eine  andere  Hebelstellung  Ch^  unter  36^  gegen  Ch^  nach 
links,  bei  welcher  der  Punkt  J  das  Bahnoval  JqJ\JI  . .  beschreibt, 
ist  im  Diagramm  das  entsprechende  Schieberoyal  p'  gezeichnet 
Wird  der  Hebel  Ch  nach  rechts  in  die  Lage  Ch^  unter  den  Winkel 
—  36®  gegen  Ch^  gestellt  und  soll  der  Schieber  sich  in  gleichem 
Sinne  wie  vorhin  bewegen,  so  muss  die  von  ^F^  ausgehende  Kur- 
bel entgegengesetzt  rotiren,  damit  der  Punkt  J  von  Jo  aus  abwärts 
geht  und  das  Bahnoval  J^  J[^  J[q  . .  beschreibt  Uebertragen  wir 
nun  ebenso  wie  vorhin  die  Abstände  der  Punkte  J^j,  «/Toi  •  *  ^^^ 
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4>0  in  das  Diagramm  als  Ordinaten  nach  ^n^n)  ^lo^o)  •  m  ^o 
erhalten  wir  das  entsprechende  Schieberoval  /''',  welches  zur  bes- 
seren Unterscheidnng  von  den  anderen  gestrichelt  gezeichnet  ist. 

Jener  ersten  Drehrichtnng  der  Kurbel  entspricht  der  Vorwärts- 
gang,  dieser  letzteren  der  Rückwärtsgang  des  Schiffes.  Diese  Ver- 
schiedenheit des  Drehnngssinnes  überträgt  sich  aber  nicht  in  das 
Diagramm ;  denn  in  demselben  kommt  nur  die  Bewegung  des  Kol- 
bens, nicht  die  Bewegung  der  Kurbel  in  Betracht,  welche  in  bei- 
den Fällen  den  Schieber  in  gleichem  Sinne  treibt.  Die  beiden 
Schieberovale  p%  p"  für  die  Hebelstellungen  CA"  und  Ch\  welche 
resp.  den  Vorwärts-  und  Bttckwärtsgang  bedingen,  verlaufen  also 
in  gleicher  Weise;  und  die  geringe  Abweichung  dieser  beiden 
Schieberovale  von  einander  zeigt  die  geringe  Verschiedenheit  der 
Dampfvertheilungen  beim  Vorwärts-  und  Rückwärtsgange  j  wenn 
der  Hebel  beziehlich  in  die  Lagen  CK^  CK  gelegt  wird.  Wir 
haben  auch  noch  für.  die  mittlere  Hebelstellung  CK  das  Bahnoval 
des  Punktes  J  strichpunktirt  gezeichnet,  aber  unterlassen  das  ent- 
sprechende Schieberoval,  welches  sehr  schmal  ausfällt,  zu  con- 
struiren;  denn  es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  bei  dieser  Hebel- 
stellnng  fast  gar  keine  Dampfvertheilung  eintreten  kann  und  die 
Haschine  in  Ruhe  bleibt. 

Um  in  Fig.  729  die  Geschwindigkeit  der  Schieberstange  Ka 
resp.  des  Schiebers  zu  bestimmen,  wenn  der  Punkt  E  mit  der 
lothrechten  Geschwindigkeit  E^V  rotirt,  ziehen  wir,  weil  der  Me- 
chanismus dieser  Steuerung  ein  specieller  Stephenson 'scher 
Mechanismus  gemäss  der  in  Art.  190  gegebenen  Polbestimmung, 
durch  den  Pol  $  der  Excenterstange  EJ  die  Gerade  $X  senk- 
recht auf  üTa,  resp.  parallel  zu  ^0  bis  an  die  Schubstange  JK^ 
die  in  der  Zeichnung  vier  mal  kürzer  genommen  ist  als  dem 
natürlichen  Maassverhältnisse  entspricht.  Demnach  bestimmt  die 
Gerade  HE  auf  4>0  den  Pol  V  der  Schieberstange  Kq  gegen  die 
Welle  4>,  und  die  Strecke  ^  V  repräsentirt  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit des  Schiebers.  Bei  ungünstigen  Lagen  kann  man  diese 
Strecke  ^V  auch  durch  die  Proportion  4> F :<!>£— ^1:^$  in 
anderer  Weise  construiren.  Eine  zweite  Bestimmung  dieser  Ge- 
schwindigkeit ergiebt  sich,  indem  wir  die  Normale  $</  an  die 
vom  Punkte  J  beschriebene  Gurve  ziehen,  dann  zu  EJ  die  Pa- 
rallele 4>  Jt)  legen,  welche  $</  in  J«  schneidet,  und  femer  J^Ji^ 
parallel  4>0  bis  an  JK  ziehen.  Denmach  repräsentirt  JJ^  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  von  «7  und  «/»J»  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit des  Schiebers.   Ist  die  Schubstange  JK  verhältniss- 

47* 
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massig  lang,  so  dass  sie  als  nnendlich  lang  betrachtet  werden 
kann,  dann  wird  diese  Schubstange  durch  die  zn  Oa  Parallele 
J&  vertreten.  Fflr  diesen  Fall  ist  in  Fig.  729»  das  örtliche  Ge- 
schwindigkeitsdiagramm D  des  Schiebers  in  doppelter  resp.  nattir- 
licher  Grösse  constmirt,  und  den  12  Theilponkten  0,  1,  2,  . .  des 
Yom  Punkte  E  beschriebenen  Kreises  entsprechen  die  gleich- 
bezeichneten Punkte  dieses  Geschwindigkeitsdiagramms. 

Der  rasflose  Erfindungstrieb  und  das  eifrige  Streben  nach 
Patenten  hat  eine  unsägliche  Fttlle  der  mannig&ltig  gestalteten, 
oft  unwesentlich  yariirenden  Steuerungsmechanismen  in  rasche 
Folge  hervorgebracht,  von  denen  viele  keine  Anwendung  erlangen, 
viele  nur  vorübergehend  Bestand  haben  und  wenige  dauernd  sich 
bewähren.  Erst  durch  die  fördernde  Hülfe  der  kinematischen  For- 
schung, die  uns  zur  tieferen  klaren  Erkenntniss  fUhrt,  wird  diesen 
Mechanismen  ein  höherer  praktischer  Werth  verliehen  und  dem 
Erfiitder  der  Weg  ^u  seinen  Resultaten  geebnet. 


ELFTER  ABSCHNITT. 


Die  Lehre  yon  der  Beschlenni^ng  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Mechanismen. 


Begriff  der  Beschleimigimg. 

285.  Beschleunigung  bei  icrummliniger  Bewegung.  Die  Erkennt- 
niss  der  Beziebimgen  der  Beschleanigang  erfordert  die  Betrachtiing 
der  Oeschwindigkeiten  eines  bewegten  Punktes  in  zwei  auf  ein* 
ander  folgenden  gleichen  Zeitelementen  und  femer  die  in  Art.  2 
dargelegte  Ersetzung  eines  ungleichförmig  bewegten  Punktes  durch 
einen  fingirten  Punkt,  der  sich  in  den  gleichen  Zeitelementen  auf 
den  Bahnelementen  gleichförmig  bewegt,  aber  dieselben  mit  dem 
ungleichförmig  bewegten  Punkte  gleichzeitig  durchläuft.  Wir  neh- 
men an,  dass  in  Fig.  730,  Taf.  XLE^,  ein  stetig  bewegter  mate- 
rieller Punkt  A  auf  seiner  Bahncurye  a  während  zweier  auf  ein- 
ander folgender  gleicher  Zeitelemente,  deren  unendlich  kleine 
Grösse  wir  mit  dt  bezeichnen,  beziehlich  die  Gurvenelemente 
Ä^A^^  A^A^  durchläuft.  Es  sei  A^A\  in  der  Verlängerung  von 
A^A^  die  Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeit  des  bewegten 
Punktes  A  auf  dem  Gurvenelemente  A^A^  und  femer  A^A^l  in  der 
Verlängerung  von  A^A^  die  Grösse  und  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit dieses  Punktes  auf  dem  Gurvenelemente  A^  A^  \  folglich  ist 
filr  eine  kinematische  Zeiteinheit,  die  nach  Art.  2  durch  die  an- 
genommene Einheit  des  Längenmaasses  dargestellt  wird: 

A   A  A   A 

^^^—      dt     '         ^^^v^      dt 

Damit  wir  durch  unsere  Ableitung  zu  Beziehungen  gelangen, 
welche  die  Berechtigung  der  Anwendbarkeit  in  sich  tragen,  stützen 
wir  uns  auf  den  aus  der  Er&hrang  abstrahirten  Grundsatz:  ;,Ein 
materieUer  Punkt  beharrt  in  seinem  Zustande  der  gleichförmigen 
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geradlinigen  Bewegung,  wenn  er  nicht  durch  äussere  Einwirkungen 
gezwungen  wird,  seinen  Zustand  zu  ändern'' 0*  Demnach  würde 
der  bewegte  Punkt  A  im  zweiten  folgenden  Zeitelemente  ohne 
äussere  Einwirkung  mit  der  Geschwindigkeit  A^A\  auf  der  gerad- 
linigen Verlängerung  von  A^A^  die  unendlich  kleine  Strecke  A^M^ 
durchlaufen,  welche  gleich  A^A^  ist  Thatsächlich  gelangt  aber 
der  bewegte  Punkt  im  zweiten  Zeitelemente  auf  der  Bahncurve  a 
nach  dem  Punkte  A^^  und  seine  Geschwindigkeit  wird  in  diesem 
zweiten  Zeitelemente  durch  die  Strecke  A^Al  dargestellt;  dem- 
nach muss  seine  Geschwindigkeit  A^A"^  als  die  Resultante  aus 
der  Geschwindigkeit  A^  A\  und  einer  hinzugekommenen  unendlich 
kleinen  Geschwindigkeit  A^A\^  die  gleich  und  parallel  AJ^A^l  ist, 
hervorgehen.  Diese  unendlich  kleine  Geschwindigkeitscomponente 
A^A\  oder^^^(f,  welche  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  di  wirkt 
und  die  geometrische  Aenderung  A\Al  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  A  erzeugt,  wird  die  Elementarbeschleunigung 
genannt. 

Die  Strecke  A^Aj^  welche  durch  gleichförmiges  Wachsen  aus 
der  Elementarbeschleunigung  ^2^^  auf  der  Verlängerung  derselben 
in  der  gewählten  kinematischen  Zeiteinheit  entsteht,  heisst  die 
Beschleunigung  des  bewegten  Punktes  ^  in  dem  betreffenden 
Zeitmomente,  und  auch  dann,  wenn  die  Geschwindigkeit  A^AJ^^ 
kleiner  als  A^A^  ist,  also  eine  Verzögerung  der  Bewegung  des 
Punktes  A  eintritt.  In  physikalischer  Auffassung  wird,  wenn  in 
dem  bewegten  Punkte  die  Masseneinheit  concentrirt  ist,  durch  die 
Beschleunigung  die  Kraft  dargestellt,  welche  die  Bewegung  yer- 
ändert.  Die  Beschleunigung  ist  der  Ableitung  gemäss  die  geome- 
trische Aenderung  der  Geschwindigkeit  in  der  Zeiteinheit  Der 
Begriff  der  Beschleunigung  stimmt  also  nach  dieser  Definition  mit 
dem  Begriff  der  Geschwindigkeit  überein;  denn  die  Beschleuni- 
gung ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Strecke  A!^  All  oder 
A^  A\  bei  gleichförmiger  Erzeugung  entsteht.  Bezeichnen  wir  die 
Beschleunigung  mit  /,  dann  ist  hiemach : 

A   Ä        -^a-^c        A^A^ 
^  ^    ^  dt  dt 

Da  die  unendlich  kleinen  Strecken  A^A^^  A^A!^  gleich  sind,  so 
ergiebt  sich  gemäss  den  obigen  Gleichungen 


>)  Die  erkenntnisstheoretiBche  Schwierigkeit  dieses  Gnmdsatses  ist  in 
8 tr eint 2,  Die  physikäliscken  Grundlagen  der  Mechanik,  t8S3.  aasfOhrlich 
erörtert. 
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A,A[^  ~  A,A,  "  A,A,  ' 

folglich  ist  ^3^3  parallel  A'^A'J  and  das  Dreieck  A^A'^A^^  dem 
Dreieck  A^A^A'J  ähnlich.    Hiemach  erhalten  wir 

nnd  es  ergiebt  sich  die  Beschlennignng 

^         de 

Denken  wir  nns  auf  der  Geraden  A^Ajy  die  zu  Al^A^l  oder 
A\A^  parallel  ist,  die  Strecke  A^A^^^  A\A^  gemacht^  so  ist  der 
Punkt  All  ^^^  vierte  Eckpnnkt  des  durch  ^|^3^3  bestimmten 
unendlich  kleinen  Parallelogramms  A^^  A^  A^  A^  und  die  Beschleu- 

2 -^j/^/L, 


Die  Grosse  der  Beschleunigung  j  des  Punktes  A  ist  durch  dieses 
Verhältniss,  imd  die  Sichtung  derselben  ist  durch  die  Diagonale 
A^Aii  des  unendlich  kleinen  Parallelogramms  A^\A^An  bestimmt 

Die  Strecke  AI^A^  repräsentirt  die  im  zweiten  Zeitelemente 
auftretende  Abweichung  des  auf  der  Curye  a  bewegten  Punktes  A 
von  jener  gedachten  geradlinigen  Bewegung  auf  der  Verlängerung 
des  Bahnelementes  A^  A^.  Da  die  Diagonale  A^An  des  unendlich 
kleinen  Parallelogramms  A^  A^A^A^  gleich  und  parallel  der  Strecke 
A'^A^  ist,  so  wollen  wir  diese  Diagonale  ^s^l//  die  Deviation 
des  bewegten  Punktes  A  nennen.  Wenn  insbesondere,  wie  bei  der 
geradlinigen  Bewegung,  die  Strecke  A'^A^m  der  Geraden  A^A'^ 
sich  befindet,  das  genannte  Parallelogramm  also  mit  dieser  Gera- 
den zusammenfällt,  dann  liegt  auch  die  Deviation  A^Au  in  der- 
selben. Die  Beschleunigung  eines  bewegten  Punktes  ist  demnach 
seiner  Deviation  proportional  und  gleichgerichtet. 

Bei  der  bisher  üblichen  Ableitung  der  Beschleunigung  eines 
krummlinig  bewegten  Punktes  wird,  ohne  strenge  Beachtung  jener 
als  Grundlage  dienenden  fingirten  gleichförmigen  Bewegung,  die 
durch  den  Punkt  A^  und  die  Mitte,  von  ^3^3  gehende  Gerade  als 
Tangente  an  der  Bahncurve  a  betrachtet  und  die  Strecke  M3A3 
als  Deviation  bezeichnet;  und  ferner  wird  angenommen,  dass  diese 
Strecke  durch  eine  hier  noch  nicht  definirte  gleichmässig  beschleu- 
nigte Bewegung  erzeugt  werde,  die  in  jedem  Zeitelemente  neu 
beginnt.    Demnach  erfordert  diese  Betrachtungsweise  ausser  der 
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gleichförmigen  Bewegung  auch  die  gleichmässig  beschleunigte 
Bewegung  und  die  Annahme ,  dass  dieselbe  mit  jedem  Zeit- 
elemente neu  beginne  0- 

Bei  stetiger  Bewegung  des  betrachteten  Punktes  A  kann  die 
im  zweiten  Zeitelemente  wirkende  Geschwindigkeitscomponente 
A[A*^  nur  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  sein;  dem- 
nach ist  die  Strecke  A'^A^  oder  die  ihr  gleiche  Deriation  A^Aji^ 
die  zur  Strecke  A[  A'^  im  Verhältnisse  dt :  1  steht,  eine  unendlich 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung.  Nehmen  wir  an,  die  Bewegung 
des  Punktes  A  sei  eine  unstetige,  das  Bahnelement  A^A^y  welches 
der  Punkt  A  im  zweiten  Zeitelemente  durchläuft,  weiche  um  einen 
endlichen  Winkel  von  dem  im  ersten  Zeitelemente  zurilckgelegten 
Bahnelemente  A^A^  ab,  dann  mttsste  auch  die  Geschwindigkeits- 
componente oder  Elementarbeschleunigung  A'^A^^  eine  endliche 
Grösse  und  folglich  die  Beschleunigung  unendlich  gross  sein. 

Bei  diesen  Erörterungen  sind  wir  von  der  Annahme  ausge- 
gangen, dass  der  Punkt  A  im  ersten  Zeitelemente  eine  Geschwin- 
digkeit besitzt;  ist  aber  dieser  Punkt  im  ersten  Zeitelemente  m 
Ruhe,  so  ist  auch  die  betrachtete  Strecke  A^A^  im  Gebiete  des 
Unendlich -Kleinen  gleich  Null,  und  die  Deviation  A^Ajj  als  die 
Diagonale  des  durch  A^A^A^  bestimmten  Parallelogramms  ist 
dann  mit  der  im  zweiten  Zeitelemente  durchschrittenen  Bahn- 
strecke A^A^  identisch.  Diese  Strecke  ist  aber  in  diesem  Falle 
eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung;  denn  bei  der 
stetigen  Bewegung  kann  die  Geschwindigkeit,  welche  hier  im 
ersten  Zeitelemente  gleich  Null  ist,  im  zweiten  nur  eine  mit  der 
entsprechenden  Elementarbeschleimigung  A^A^*  identische  unend- 
lich kleine  Grösse  erster  Ordnung  sein,  und  da 

A  A 

^*^'—  dt 

ist,  so  folgt  die  BescUennigang 

deren  Richtung  bei  dem  Beginn  der  Bewegung  des  Punktes  A 
mit  der  geradlinigen  Verlängerung  von  A^A^^  also  mit  der  Tan- 
gente an  der  Bahncurre  desselben  zusammenfällt 


1)  Yergl.  D'Alembert,  Trait^  de  dynamxque,  1743.  p.  20.  —  Duhamel, 
Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik^  deutsch  yon  Seh  10 milch.  1861.  B.  I. 
S.  237.  —  Resal,  Traitd  de  cinämatigue  pure.  1862.  p.  24.  —  Bour,  Cours 
de  mecanique  et  machines,  Fas.  I.  Glnämatiqae.  1865.  p.  65. 
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Denken  wir  uns  durch  die  drei  nnendlich  nahen  Punkte  A^ , 
A^j  A^  der  Bahncurve  a  den  Erttmmungskreis  beschrieben,  dessen 
Mittelpunkt  wir  mit  A  und  dessen  Radius  wir  mit  q  bezeichnen, 
und  beachten  wir,  dass  bei  der  stetigen  Bewegung  des  Punktes  A 
die  in  den  beiden  gleichen  Zeitelementen  durchschrittenen  Curven- 
demente  A^A^^A^A^  in  ihrer  Länge  nur  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  d^s  verschieden  sind,  weil  die  endlichen 
Strecken  Aj^A'^^  A^A'^  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster 
Ordnung  differiren:  so  sind  auch  die  Winkel  A^AA^  und  ^^A^, 
als  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  nur  um  eine  gegen 
diese  verschwindend  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  verschieden. 
Diese  Winkel  können  demnach  als  gleich  angesehen  werden  und 
sind  somit  auch  gleich  dem  Winkel  A[A^A['.  Denken  wir  uns 
femer  durch  den  Endpunkt  ^^  der  Elementarbeschleunigung  ^2^^ 
zur  Geraden  A^A^J  die  Parallele  gezogen,  die  Au!^^  in  ^^  und 
die  Verlängerung  von  A^A^  in  Q  trifft,  so  ist  das  Dreieck  QA^Al 
dem  Dreieck  A^A[A'J  congruent  und  das  Dreieck  QA^A^  mit 
Bttcksicht  auf  jene  genannten  gleichen  Winkel  dem  gleichschenke- 
ligen  Dreieck  A^,^^  oder  AA^A^  ähnlich.   Hiemach  ergiebt  sich 

A,Al  ^  QA, 

Bezeichnen  wir  mit  v^  die  Geschwindigkeit  A^A'^^  die  gleich  QA^ 
ist,  mit  v,  die  Geschwindigkeit  A^A'^y  welche  gleich  QA^  ist,  und 
ziehen  wir  von  A[  zu  AA^  die  Parallele  AIA\  bis  an  die  Gerade 
A^A'^y  so  folgt 

A^Al  =-^^j^,, 

A^A[  =  A'Ai  ~v,-v,=  ^^^z-AA  _  ^. 

Da  der  Winkel  bei  A  in  dem  gleichschenkeligen  Dreieck 
A^AA^  unendlich  klein  ist,  so  können  wir  in  demselben  den  Win- 
kel bei  A^  als  einen  Rechten  betrachten  und  das  unendlich  kleine 
Parallelogramm  A^A^A^^A^  als  ein  Bechteck  ansehen.  Denken 
wir  uns  zu  diesem  Bechteck  durch  Verlängerang  der  unendlich 
kleinen  Seiten  A^Aj^^  A^A\y  welche  im  Bezug  auf  die  Geraden 
JjA,  A^A^l  die  senkrechten  Projectionen  der  Elementarbeschleu- 
nigung ^a^^  sind,  das  ähnliche  Bechteck  il,u4tt^>il<  so  bestimmt, 
dass  die  homologen  Seiten  sich  wie  dt :  1  verhalten,  und  bezeichnen 
wir  die  Seiten  ^3  ^n,  A^Ai^  welche  die  senkrechten  Projectionen 
von  A^A)  auf  A^A  und  A^A"^  sind,  resp.  mit  y„,  jr^  dann  ergiebt 
sich,  weil 
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ist, 


"•^  dt 


^»-^^- — Jt — T'-A — 7' 

•  A     A    _   ^'^J    _    <'*' 

und  ferner  ist  nach  der  obigen  Ableitung  die  Besehlennigong 

-• A   A •"»•"ii  Adü.. 

J—A^A,—     ^     -     ^^    . 

Im  Vergleich  mit  endlichen  Strecken  verschwinden  die  un- 
endlich kleinen  Corvenelemente  ^i^s»  A-^si  ^i^d  wir  können  so- 
mit die  Stelle  auf  der  Bahncurve  a,  wo  die  drei  unendlich  nahen 
Punkte  A^^  A^^  J,  sich  befinden,  mit  einem  einzigen  Punkte  Ax 
bezeichnen;  demnach  nennen  wir  auch  die  Strecke  j  die  Be- 
schleunigung des  momentan  in  Ax  befindlichen  bewegten  Punk- 
tes A.  Da  femer  die  Strecken  /, ,  j^  die  senkrechten  Projectionen 
von  der  Beschleunigung  j  auf  die  Normale  und  die  Tangente  der 
Bahncurve  am  Punkte  A»  sind,  so  wird  die  Strecke/^  die  Nor- 
malbeschleunigung und  die  Strecke/,  die  Tangentialbe- 
schleunigung des  momentan  in  Ax  befindlichen  bewegten  Punk- 
tes A  genannt 

Die  Normalbeschleunigung  ist  hiemach  durch  das  Yerhältniss 
v' :  q^  also  durch  die  momentane  Geschwindigkeit  v  des  bewegten 
Punktes  und  durch  den  betreffenden  Krümmungsradius  q  seiner 
Bahncurve  bestimmt,  und  sie  wird  durch  die  Aenderung  der  Ge- 
schwindigkeitsrichtung bedingt  Die  Tangentialbeschleunigung  er- 
giebt  sich  durch  das  Yerhältniss  dU :  dt^^  und  sie  ist  nur  von  der 
Längendifferenz  dU  der  Bahnelemente  abhängig,  welche  der  be- 
wegte Punkt  in  zwei  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeitelementen 
durchschreitet  Wenn  ein  Punkt  sich  mit  constanter  Geschwindig- 
keit V  auf  einem  Kreise  bewegt,  dessen  Radius  q  sein  mOge,  er- 
halten wir  die  einfachste  krummlinige  Bewegung,  welche  eine 
gleichförmige  Kreisbewegung  genannt  wird.  Wegen  der 
Constanten  Geschwindigkeit  v  ist  in  diesem  besonderen  Fall  die 
Tangentialbeschleunigung  y,  gleich  Null,  und  die  Beschleunigung/ 
ist  identisch  mit  der  nach  dem  Kreismittelpunkte  gerichteten  con- 
stanten  Normalbeschleunigung  j^  »»  v* :  ^. 

286.  Beschleunigung  bei  geradliniger  Bewegung.  Betrachten  wir 
in  Fig.  731  die  Bewegung  eines  I^unktes  A  auf  einer  Geraden  a, 
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dann  liegen  jene  Bahnelemente  A^A^,  ^s^si  welche  der  Punkt 
in  zwei  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeitelementen  dt  dnrch- 
Iftnfty  in  dieser  Geraden;  dem  zufolge  befinden  sich  auch  die  zu- 
gehörigen Geschwindigkeiten  A^A[  ^^  v,,  A^A'J  -»  v^^  die  Elemen- 
tarbeschleunigung A^^  A['y  die  Deviation  A^  A^  und  die  Beschleuni- 
gung A^Aj^^jm  der  Geraden  a.  Bei  der  geradlinigen  Bewegung 
ist  die  Normalbeschleunigung  j\  wegen  des  unendlich  grossen 
Krümmungsradius  der  geradlinigen  Bahn  gleich  Null,  und  die  Be- 
schleunigung j  ist  identisch  mit  der  Tangentialbeschleunigung  j\. 
Wenn  wir  in  diesem  besonderen  Falle  die  Differenz  der  Geschwin- 
digkeiten v,,  v^  mit  dv  bezeichnen  und  beachten,  dass  die  Devia- 
tion A^Aii  gleich  der  Differenz  d^s  der  Bahnelemente  ^3^39  A^A^ 
ist,  erhalten  wir 

demnach  ist  die  Beschleunigung  bei  der  geradlinigen  Bewegung 

A',A':         dv 


J~ 


dt  dt 


und  femer  ,, 

du 

J'^'dF' 

Es  sei  fttr  die  Bewegung  des  Punktes  A  auf  der  Geraden  a 
das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t>  gegeben,  bei  welchem 
die  auf  der  Geraden  a  senkrechten  Ordinaten  A^V^^  A^V^  die  Ge- 
schwindigkeiten V) ,  V,  darstellen,  dann  ist  die  auf  A^  V^  senkrechte 
Strecke  F^i?  —  -4, J,  =  v^dt  und  2?^,  —  do.  Femer  sei  an 
den  Punkt  V^  die  Normale  V^S  des  örtlichen  Geschwindigkeits- 
diagramms t)  gezogen,  die  auf  der  Geraden  a  die  Subnormale 
A^S  '^  a  bestimmt,  dann  ist  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke 
F.J9F;,  V,A,S 

dv  a  dv         v^     ^ 

v^dt         v^  dt  »j     ' 

und  weil  die  Geschwindigkeiten  Vi,  v^  nur  um  eine  gegen  end- 
liche Grössen  verschwindende,  unendlich  kleine  Grösse  differiren, 
ergiebt  sich  die  Beschleunigung 

Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  einer  geradlinigen  Bewegung  eines  Punktes 
ist  die  Beschleunigung  desselben  gleich  der  entspre«- 
chenden  Subnormale  des  zugehörigen,  örtlichen  Ge- 
schwindigkeitsdiagramms. 
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^  Betrachten  wir  in  Fig.  782  das  zu  einer  geradlinigen  Bewe- 
gung eines  Punktes  A  gehörende,  zeitliche  orthogonale  Geschwin- 
digkeitsdiagranun  t)),  bei  welchem  die  auf  der  Zeitaxe  T^r  senk* 
rechten  Ordinaten  die  Geschwindigkeiten  des  bewegten  Punktes  A 
in  den  entsprechenden  Zeitmomenten  darstellen ,  so  ergiebt  sich 
durch  die  unendlich  nahen  Ordinaten  T^F^,  7,7,,  deren  Abstand 
V^D  «=  r,  r,  «=a  dt  und  deren  Dififerenz  DV^  =  dv  ist,  wenn  v 
den  Winkel  bezeichnet,  den  die  betreffende  Tangente  an  dem 
zeitlichen  orthogonalen  Geschwindigkeitsdiagramm  mit  der  Zeit- 
axe bildet,  die  Beschleunigung  des  Punktes  A 

dv 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Bei  einer  geradlinigen  Bewegung  eines  Pnnktes 
ist  die  Beschleunigung  desselben  gleich  der  trigono- 
metrischen Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Tan- 
gente an  dem  zugehörigen,  zeitlichen  orthogonalen 
Geschwindigkeitsdiagramm  mit  der  Zeitaxe  bildet 

Wenn  wir  bei  einer  geradlinigen  Bewegung  eines  Punktes  die 
Bahn  desselben  als  Abscissenaxe  betrachten  und  an  diese  in  den 
verschiedenen  Lagen  des  bewegten  Punktes  die  zugehörigen  Be- 
schleunigungen als  rechtwinkelige  Ordinaten  antragen,  erhalten  wir 
eine  Curve,  die  das  örtliche  Beschleunigungsdiagramm 
genannt  wird«  Wenn  wir  femer  die  Zeitaxe  als  Abscissenaxe  und 
an  diese  in  den  entsprechenden  Zeitpunkten  die  zugehörigen  Be- 
schleunigungen als  rechtwinkelige  Ordinaten  zeichnen,  erhalten 
wir  eine  Ourve,  die  das  zeitliche  orthogonale  Beschleuni- 
gungsdiagramm genannt  wird.  Wird  die  Zeit  durch  den  Dreh- 
ungswinkel eines  um  einen  festen  Punkt  gleichförmig  rotirenden 
Fahrstrahles  dargestellt  und  tragen  wir  auf  die  betreffenden  Lagen 
desselben  vom  Drehpunkte  aus  die  zugehörigen  Beschleunigungen 
jenes  geradlinig  bewegten  Punktes  ab,  so  entsteht  eine  Curve, 
welche  wir  das  zeitliche  polare  Beschleunigungsdia- 
gramm nennen. 

287.  Die  Hodographen  der  Bewegung  eines  Punktes  und  Be- 
schleunigungen höherer  Ordnungen.  Betrachten  wir  in  Fig.  733  die 
Geschwindigkeiten  t)^,  v^^  v^y  .  .  als  gegeben,  die  ein  bewegter 
Punkt  A  auf  seiner  Bahncurve  a  in  den  Punkten  ^i,  ^2,  A„  .. 
besitzt,  und  tragen  wir  von  einem  beliebig  angenommenen  Punkte 
Ol  aus  diese  Geschwindigkeiten  nach  Grösse  und  Richtung  ab,  so 
dass  die  Strecke  D,$i  #  «^n  Oi^.  #  ^^f  ^i^s  #  »3,  •  •  ist,  dann 
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bilden  die  Streckenendpnnkte  ^^  ^.^  $>si  •  •  ^u^^  Cnrve  1^,  welche 
der  Hodograph  der  Bewegung  des  Punktes  A  genannt  wird^), 
nnd  den  Punkt  O^  bezeichnen  wir  als  den  Tragpnnkt  des  Hodo- 
grapben  1^.  Wenn  wir  insbesondere  annehmen,  dass  der  bewegte 
Punkt  A  auf  seiner  Bahncurve  a  in  auf  einander  folgenden  glei- 
chen Zeitelementen  in  die  Punkte  A^^  A^^  A^^  .  .  gelange,  die 
unendlich  nahe  liegen,  so  entsprechen  diesen  Punkten  der  Bahn- 
curve a  die  unendlich  nahen  Punkte  C^i,  $)i,  $8i  •  •  als  gleich- 
zeitige Lagen  des  auf  dem  Hodographen  \  bewegten  Strecken- 
endpunktes ^;  und  es  sind  die  Bahnelemente  $i$s»  ^%^ii  •  • 
nach  Grösse  und  Richtung  gleich  den  betreffenden  Elementar- 
beschleunigungen des  bewegten  Punktes  A.  Demnach  repiiüBen- 
tiren  die  Gteschwindigkeiten,  welche  der  Streckenendpunkt  $  in 
verschiedenen  Punkten  auf  dem  Hodographen  1^  besitzt,  nach 
Grosse  und  Richtung  die  Beschleunigungen  des  Punktes  A  auf 
seiner  Bahncurve  a  in  den  entsprechenden  Punkten.  Wiederholen 
wir  dieses  Verfahren,  indem  wir  die  Geschwindigkeiten  t/,,  t?^,  v^,  • . 
des  Streckenendpunktes  ^  von  einem  beliebigen  Punkte  O^  aus 
nach  Grösse  und  Richtung  antragen,  so  dass  die  Strecke  D,^!  #  Kf 
^s3s  #  ^2^  ^s^s  #  ^8»  •  •  i^^j  ^^^^  bilden  die  Streckenendpunkte 
^19  ^si  ^3,  . .  den  Hodographen  t  fllr  die  Bewegung  des  Punktes  S^ 
auf  seiner  Bahncurve  1^.  Dieses  Verfahren  kSnnen  wir  beliebig  oft, 
also  n-mal  wiederholen.  Wir  erhalten  dadurch  die  Gurven  l^i  i|  • ., 
welche  resp.  Hodographen  1^,  2^,  . .  n^  Ordnung  heissen,  und 
die  Geschwindigkeiten  auf  denselben  werden  beziehlich  die  Be- 
schleunigungen 1^',  2^%  ..  n^  Ordnung  der  Bewegung  des 
Punktes  A  genannt  Dem  gemäss  ist  folgerichtig  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  A  auf  seiner  Bahncurve  a  als  die  Beschleu- 
nigung 0^  Ordnung  zu  bezeichnen. 


Bewegung  eines  Punktes  dnreh  gesetzmässig  wirkende 

BescMennignng. 

288.  Bestimmtheit  der  Bewegung  eines  Punktes.  Durchl&uft  in 
Fig.  784  ein  Punkt  A  in  einem  Zeitelemente  dt  das  Bahnelement 
A^A^  und  wirkt  auf  denselben  im  zweiten  folgenden  gleichen 
Zdtelemente  die  Beschleunigung  A^A}\  zu  welcher  die  Deviation 

^)  Der  Hodograph  Btammt  von  Hamilton,  Proeeeäings  ofihe  Royal 
Irish  Academy.  1846—47.  Vol.  m.  p.  345.  —  Hamilton,  Elemente  der  Qua- 
iemianen,  deutsch  Ton  P.  Glan«  1882.  B.  I.  S.  129.  B.  H.  S.  363. 
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Aj^Ajj  -B  A^Ay :  dfi  gehOrt,  dann  legt  der  Pnnkt  das  entsprechende 
Bahnelement  A^  A^  zarttck,  welches  sich  als  eine  Seite  des  durch 
AlJA^A^  bestimmten  unendlich  kleinen  Parallelogramms  A^A^A^Ajj 
ergiebt  Wirkt  hierauf  im  dritten  folgenden  gleichen  Zeitelemente 
die  Beschleunigung  A^Aj"j  zu  welcher  die  Deviation  A^Ajfj  gehört, 
dann  durchschreitet  der  Punkt  A  das  entsprechende  Bahnelement 
A^A^y  welches  als  Seite  des  durch  AjjjA^A^  gegebenen  unendlich 

kleinen  Parallelogranuns  ^2^3  ^4^7/  bestimmt  wird.  Durch  Fort- 
setzung dieses  Verfahrens  erhalten  wir  die  Bahncurye  a  des  Punk- 
tes A.  Da  nun  durch  eine  Lage  ^^  des  bewegten  Punktes  A  und 
durch  die  zugehörige  Geschwindigkeit  A^  A^  -»  ^^  ^4, :  dl  das  Bahn- 
element A^A^^^  A^Ajf.dt  gegeben  ist,  so  folgt: 

Die  Bewegung  eines  Punktes  ist  durch  eine  Lage 
desselben,  durch  die  momentane  zugehörige  Geschwin- 
digkeit und  durch  die  stetig  wirkende  Beschleunigung 
bestimmt.  Wenn  die  Beschleunigung  mit  dieser  Ge- 
schwindigkeit in  einer  festen  Ebene  liegt,  so  befindet 
sich  auch  die  Bahn  des  Punktes  in  dieser  Ebene;  und 
wenn  die  Beschleunigung  beständig  in  einer  festen 
Geraden  liegt,  so  ist  diese  Gerade  die  Bahn  des  Punktes. 

Ist  in  Fig.  735  ftir  die  Lage  A  eines  bewegten  Punktes  auf 
seiner  Bahncurre  a  der  Ertimmungsmittelpunkt  A  und  femer  die 
Beschleunigung  AAj  gegeben;  dann  können  wir,  wenn  der  Sinn 
der  Bewegung  bekannt  ist,  die  auf  ^A  senkrechte,  momentane 
Geschwindigkeit  AA^  durch  den  Ertlmmungsradius  ^A  und  die 
zugehörige  Normalbeschleunigung  AAn  leicht  nach  der  Formel 

AA,^yA/K.AAn 

construiren.  Wir  machen  auf  der  Verlängerung  von  A^  die  Strecke 
A^'^^^  AnA  und  beschreiben  über  ASR  nach  der  Seite  der  Bewe- 
gungsrichtung den  Ebdbkreis  A,  welcher  auf  der  Tangente  die  Ge- 
schwindigkeit AA^  bestimmt.    Hieraus  ergiebt  sich: 

Die  im  bekannten  Sinne  stattfindende  Bewegung 
eines  Punktes  ist  durch  eine  Lage  desselben,  durch 
den  zugehörigen  Erttmmungsmittelpunkt  der  Bahn- 
curve  und  durch  die  stetig  wirkende  Beschleunigung 
bestimmt 

Wenn  die  Geschwindigkeit  AA^^  sowie  der  Erttmmungsmittel- 
punkt A  gegeben  ist,  dann  liefert  die  in  A^  auf  A^,  errichtete 
Senkrechte  ^92  die  Strecke  ^92,  welche  der  Normalbeschleuni- 
gung  AAn  entgegengesetzt  gleich  ist;  und  der  Endpunkt  Aj  der 
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Beschlennignng  AA^  kann  in  der  aof  A^  errichteten  Senkrechten  . 
AnV  noch  beliebig  gewählt  werden.  Wenn  femer  die  Normal- 
beschlennigong  ^4^4«  beziehlich  die  Strecke  A^  nebst  der  Ge- 
schwindigkeit AAj,  bekannt  ist,  dann  wird  durch  die  auf  91^9 
errichtete  Senkrechte  der  Sjrfimmungsmittelpunkt  A  auf  der  Nor- 
malen der  Bahncurve  a  bestimmt  Beschreiben  wir  über  A  ^1  als 
Durchmesser  einen  HalbkreLs  x,  der  die  in  An  auf  A^  errichtete 
Senkrechte  A^  O  im  Punkte  U  schneidet,  so  ist  auch  die  Geschwin- 
digkeit AAv'^  AU.  Ist  diese  Geschwindigkeit  und  der  Ertim- 
mungsmittelpunkt  A  bekannt ,  dann  ergiebt  sich  umgekehrt  auch 
die  Normalbeschleunigung  AAn^  indem  wir  AÜ^^AAj,  machen 
und  auf  A^  die  Senkrechte  UAn  f&llen.  Diese  beiden  letzten 
Constructionen  sind  aber  nur  dann  anwendbar,  wenn  die  Normal- 
bescbleunigung  AAn  kleiner  als  der  Krümmungsradius  ^A  ist 
Femer  erhalten  wir,  wenn  AA^^  AAn  gegeben  sind  und  AAo 
grösser  als  A  An  ist,  hiemach  den  Ejrümmungsmittelpunkt  A  durch 
die  auf  A  U  errichtete  Senkrechte  UK  Ist  die  Bahncurve  a  eines 
bewegten  Punktes  gegeben,  so  können  wir  tlber  die  stetig  wir- 
kende Beschleunigung,  welche  sich  an  der  concaven  Seite  der 
Bahncurve  befindet,  noch  frei  verfügen. 

289.  Parallelprojection  der  Bewegung  eines  Punktes.  Wir  bil- 
den in  Fig.  786  die  Parallelprojection  von  der  Bewegung  eines 
Punktes  A  auf  eine  beliebige  Ebene  E  und  bezeichnen  die  Pro- 
jection  von  .^1  mit  B,  Zu  den  Bahnelementen  A^A^^  A^A^^  die 
der  Punkt  A  in  zwei  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeitelemen- 
ten auf  seiner  Bahncurve  a  durchläuft,  gehören  als  Projectionen 
die  Bahnelemente  B^B^^  ^^B^t  die  der  Punkt  i3  gleichzeitig  auf 
seiner  Bahncurve  ß,  also  auf  der  Projection  von  a  durchschreitet 
Den  Geschwindigkeiten  A^A[y  A^A'^^  welche  der  Punkt  A  in  den 
beiden  Zeitelementen  besitzt,  entsprechen  als  Projectionen  die 
Geschwindigkeiten  B^B[^  B%B*iy  mit  denen  sich  der  Punkt  B  be- 
wegt Zu  dem  durch  die  Gurvenelemente  A^A^^  A^A^  bestimmten 
Parallelogramm  A^A^A^Ajj  gehOrt  als  Projection  das  durch  die 
Gurvenelemente  B^B^j  B^B^  bestimmte  Parallelogramm  B^B^B^B^ 
und  der  Deviation  A^Ajj  entspricht  als  Projection  die  Deviation 
B^Bjj.  Demnach  ist  auch  die  zur  Beschleunigung  A^Aj  des  Punk- 
tes A  gehörende  Projection  B^Bj  die  Beschleunigung  des  Punk- 
tes £,  und  hieraus  folgt  der  Satz: 

Wird  von  der  Bewegung  eines  Punktes  eine  Paral- 
lelprojection auf  eine  Ebene  gebildet,  so  repr&sentirt 
die  Projection  von  seiner  Geschwindigkeit  und  seiner 
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Beschleanignog  beziehlich  die  Gesohwindigkeit  and 
Beschlennigang  der  Projection  des  bewegten  Punktes. 

Wenn  insbesondere  die  Bahncnnre  a  eine  ebene  Gorve  ist,  so 
können  wir  auch  umgekehrt  die  Bewegung  von  A  als  die  Parallel^ 
projection  von  der  Bewegung  des  Punktes  B  betrachten,  und  in 
diesem  Falle  werden  die  beiden  Bewegungen  auch  als  ebene 
affine  Bewegungen  bezeichnet 

290.  Gleichmassig  geänderte  geradiinige  Bewegung  eines  Punk- 
tes. Verticaie  Faii-  und  Wurf  bewegung.  Wirkt  auf  einen  Punkt  eine 
constante  Beschleunigung^  die  sich  in  einer  festen  Geraden  befindet, 
so  bewegt  sich  derselbe  auf  dieser  Geraden ;  und  diese  Bewegung 
des  Punktes  wird  eine  gleichmässig  ge&nderte  geradlinige 
Bewegung  genannt.  Je  nachdem  die  Beschleunigung  mit  der 
Geschwindigkeit  gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtung  hat,  heisst 
die  Bewegung  eine  gleichmässig  beschleunigte  gerad- 
linige Bewegung  oder  eine  gleichmässig  verzögerte 
geradlinige  Bewegung;  denn  im  ersten  Falle  nimmt  die  Ge- 
schwindigkeit proportional  der  Zeit  zu,  im  zweiten  Falle  nimmt 
sie  proportional  der  Zeit  ab. 

Betrachten  wir  in  Fig.  737  einen  Punkt  A^  der  sich  in  der 
Buhelage  A^  befindet  und  auf  den  die  in  der  festen  Geraden  a 
liegende  constante  Beschleunigung  A^Aj  »^y  wirkt,  dann  vollzieht 
der  Punkt  A  eine  in  Aq  beginnende,  gleichmässig  beschleunigte 
Bewegung  auf  der  Geraden  a.  Behufe  der  Untersuchung  dieser 
Bewegung  ziehen  wir  in  A^^  auf  a  die  senkrechte  Gerade  A^t, 
die  wir  als  Zeitaxe  betrachten,  und  ziehen  femer  durch  A^  die 
Gerade  b^,  deren  mit  A^t  gebildeter  Winkel  v  durch  tany««/ 
bestimmt  ist;  demnach  ist  diese  Gerade  ^  das  zeitliche  orthogo- 
nale Geschwindigkeitsdiagramm  fdr  die  Bewegung  des  Punktes  A. 
Die  als  Einheit  des  Längenmaasses  gewählte  Strecke  T^T^^  die 
von  ^0  AUS  auf  die  Zeitaxe  abgetragen  ist,  repräsentirt  diejenige 
Zeiteinheit,  welche  bei  der  Bestimmung  der  gegebenen  Beschleu- 
nigung j  zu  Grunde  gelegt  wurde.  Wenn  auf  der  Zeitaxe  durch 
die  positive  Abscisse  7o  ^s  die  verfliessende  Zeit  /  und  durch  die 
zugehörige  Ordinate  T^  V^  die  entsprechende  Geschwindigkeit  v 
als  positiv  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  A^Aj  dargestellt 

wird,  so  ist 

v-^j.t 1) 

die  Gleichung  der  Geraden  t>^.  Ferner  ergiebt  sich,  da  nach  Art  2 
gemäss  der  gewählten  Zeiteinheit  die  Weglänge  s  gleich  dem  In- 
halte des  Dreiecks  7;rrist, 
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s^^ 2); 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

t>  =  V2H 3), 

*— *y«* 4). 

Die  Gleichung  4)  repräsentirti  wenn  wir  auf  der  Zeitaxe  T^  T^ 
die  Zeit  t  als  Abscisse  und  die  Weglänge  s  als  senkrechte  Ordi- 
nate betrachten  y  das  orthogonale  Wegdiagramm  ti),  welches  eine 
Parabel  ist,  deren  Axe  in  a  und  deren  Scheitel  in  A^  liegt.  Für 
die  Abscisse  T^T,  =  t^\  ist  die  Wegltoge  s^A^A,^T, W, 
=  iy  =  J  Ti  F;  .  Der  Brennpunkt  ^  fHr  die  Parabel  ti>,  deren  Halb- 
parameter gleich  dem  reciproken  Werthe  von  j  ist,  wird  erhalten, 
wenn  wir  auf  A^T^  die  Senkrechte  T^R  bis  an  a  ziehen,  denn 
dann  ist  A^R^^lij  und  die  Strecke  A5  ™  i-^^Ä. 

Den  Zeiten  T^T,^\,  7; 7;  =  2,  T^T^-=-i,  .  .  entsprechen 
die  Weglangen  T,  W,,  1\W^,  T^W^, . .  und  die  Lagen  A,,  A^,  A^^ . . 
des  auf  der  Geraden  a  bewegten  Punktes  A^  dessen  Bewegung  in 
Aq  beginnt.  Für  eine  beliebige  Zeit  ^  =  To  ^a  ergiebt  sich  auch 
gemäss  der  Gleichung  4)  die  entsprechende  Lage  A^  des  Punktes  A^ 
wenn  wir  auf  a  die  Strecke  -4^0  gleich  dem  Parameter  2.AqR 
machen  und  auf  &T^  die  Senkrechte  T^A^  ziehen. 

Die  Gleichung  3)  repräsentirt,  wenn  wir  auf  der  Geraden  a 
von  Aq  aus  die  Weglängen  s  als  Abscissen  und  die  Geschwindig- 
keiten V  als  senkrechte  Ordinaten  betrachten,  z.  B.  A^  ^^  =  T^  Fj 
machen,  das  Ortliche  Geschwindigkeitsdiagramm  D,  welches  eine 
Parabel  ist,  deren  Axe  in  a  und  deren  Scheitel  in  A^  liegt.  Die 
constante  Subnormale  dieser  Parabel  ist  nach  dem  Satze  auf  S.  747 
gleich  der  Beschleunigung  /;  der  Punkt  A^  ist  demnach  der  Brenn- 
punkt und  der  Halbparameter  A^  $  ist  somit  auch  gleich  j\ 

Nehmen  wir  an,  der  bewegte  Punkt  A  besitze  eine  mit  der 
Beschleunigung  gleichgerichtete  Geschwindigkeit  Vq»  die  wir  als 
Anfangsgeschwindigkeit  bezeichnen  und  beispielsweise  gleich  T^  V^ 
sei,  so  ist  A^  die  entsprechende  Lage  dieses  Punktes.  Der  Bewe- 
gungsvorgang  wird  veranschaulicht,  wenn  wir  den  Punkt  T^  als 
Anfangspunkt  der  Zeit  t  betrachten.   Demnach  ist  in  diesem  Falle 

v^v^+jt D 

die  Gleichung  der  Geraden  lo^,  die  das  zeitliche  orthogonale  Ge- 
schwindigkeitsdiagramm  ist  Da  die  von  der  Geraden  ^t'  aus 
gemessene  Weglänge  T^ W^  fttr  eine  Zeit  ^  —  T^T^  gleich  dem 
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Inhalte  des  Trapezes  T^V^V^T^  ist,  dessen  parallele  Seiten  T^V^^ 
^3^3  gleich  den  Geschwindigkeiten  »o,  v  sind,  so  folgt: 

>-^t n). 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

V  =  yy's  +  vi III), 

s^v^t  +  kjf IV). 

Die  Gleichung  IV)  repräsentirt  die  Parabel  tx>  im  Bezng  auf  die 
Coordinatenaxen  W^&y  W^%\  Die  Gleichung  III)  repräsentirt  die 
Parabel  t)  im  Bezug  auf  die  Coordinatenaxen  ^^t',  A^a. 

Nehmen  wir  an,  der  bewegte  Punkt  A  besitze  eine  der  Be- 
schleunigung entgegengerichtete  Anfangsgeschwindigkeit  t^oi  ^^ 
beispielsweise  gleich  7}/  Vji  sei  und  das  negative  Vorzeichen  er- 
halten muss,  so  ist  A^  die  entsprechende  Lage  des  Punktes  A^ 
der  nun  in  der  Richtung  A^A^  eine  gleichmässig  verzögerte  Be- 
wegung auf  der  Geraden  a  vollzieht;  und  femer  ist  7}/  der  An- 
fangspunkt der  auf  der  Zeitaxe  7),r  dargestellten  Zeit  t.  Dem- 
nach ergeben  sich  die  Formeln: 

»■=  — t^o  +y' V\ 

s  =  ^^^t HO, 

V  —  yys  +  vi ni'). 

s t\t  +  kjf IV'). 

Während  der  Zeit  T^T^  bewegt  sich  der  Punkt  A  in  der 
Richtung  A^A^  gleichmässig  verzögert  aufwärts  bis  A^^  wo  die 
Geschwindigkeit  v  gleich  Null  ist,  und  von  A^  an  bewegt  sich 
dieser  Punkt  in  der  folgenden  Zeit  gleichmässig  beschleunigt  ab- 
wärts. In  der  Zeit  T^  Tj  hat  der  Punkt  A  die  Weglänge  von  der 
Grösse  T{Wj  nach  aufwärts  zurückgelegt,  und  in  der  Zeit  TuT^ 
ist  er  wieder  in  seine  Anfangslage  A^  zurückgekehrt. 

Wirkt  auf  den  in  einer  verticalen  Geraden  bewegten  Punkt 
die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  der  Erde,  so  pflegt  man  diese 
Beschleunigung,  welche  wegen  der  ellipsoidischen  Gestalt  der  Erde 
und  wegen  der  Verschiedenheit  der  Centrifugalkraft  auf  derselben 
mit  dem  Breitengrade  sich  verändert,  mit  g  zu  bezeichnen,  und  es 
ist  für  eine  Zeitsecunde  unter  dem  45**'^  Breitengrade  g  =  9,806 
Meter.  Wird  bei  unseren  obigen  Darlegungen  flir  j  diese  Grösse 
und  als  Zeiteinheit  die  Secunde  eingeführt,  dann  erhalten  wir  die 
verticale  Fallbewegung,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  mit  der 
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Beschlennigung  gleichgerichtet  oder  gleich  Null  ist,  und  die  verti- 
cale,  in  eine  Fallbewegung  übergehende  Wurfbewegungi  wenn  die 
Anfangsgeschwindigkeit  der  Beschleunigung  entgegengerichtet  ist. 

291.  Parabolische  Bewegung  eines  Punictes.  Scliräge  Wuif- 
bewegung.  Wir  nehmen  an,  es  bewege  sich  in  Fig.  788  ein  Punkt  A 
so  auf  einer  Parabel  er,  dass  die  Beschleunigung  desselben  bestän- 
dig der  Parabelaxe  K  Y  parallel  ist.  Es  seien  A^  Ay^  zwei  unend- 
lich nahe  Lagen  des  bewegten  Punktes,  denen  die  unendlich  kleine 
Zeit  dt  entpricht ;  ferner  seien  B^  B^  die  senkrechten  Projectionen 
von  den  Punkten  A^  A^  auf  die  Leitlinie  ß  der  Parabel  a.  Auf  die 
Tangenten  an  den  Punkten  A^  A^  der  Parabel  fällen  wir  vom 
Brennpunkte  F  Senkrechte,  die  bekanntlich  die  Leitlinie  beziehlich 
in  den  Punkten  B^  B^  treffen,  und  machen  auf  diesen  Senkrechten 
FB,  FB,  die  Strecken  F^^  F^,  beziehlich  gleich  deü  Geschwin- 
digkeiten AAvy  A^A^y  die  der  bewegte  Punkt  A  an  den  Bahn- 
stellen  A^  A^  besitzt;  dann  ist  die  unendlich  kleine  Strecke  ^^^ 
gleich  der  Elementarbeschleunigung  und  steht  senkrecht  auf  der 
Parabelaxe,  weil  die  Beschleunigung  zu  derselben  parallel  ist» 
Die  so  bestimmten  Punkte  $,  C^u  •  •  bilden  den  nm  einen  rechten 
Winkel  gedrehten  Hodographen,  der  also  eine  zur  Parabelaxe 
senkrechte  Gerade  ^^^^  ist,  deren  Abstand  jP$^  von  dem  Brenn- 
punkte F  wir  mit  r^  bezeichnen.  Hiemach  ist  die  senkrechte  Pro- 
jection  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  A  im  Bezug 
auf  eine  zur  Parabelaxe  rechtwinkelige  Gerade  gleich  der  con- 
stauten  Grösse  Vj^ ;  und  folglich  bewegt  sich  die  Projection  B  des 
Punktes  A  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  v^  auf  der  Leit- 
linie ß.  Ziehen  wir  auf  die  Parabelaxe  KY  die  Senkrechte  AD 
und  auf  diese  die  Senkrechte  A^E,  so  ist  von  den  beiden  recht- 
winkeligen Gomponenten  der  Geschwindigkeit  A  Ao  des  Punktes  A 
die  zur  Parabelaxe  senkrechte  Gomponente  ^jE?  «s  r»  constant. 

Bezeichnen  wir  den  Abstand  FL  der  Leitlinie  ß  von  dem 
Brennpunkte  F^  also  den  Halbparameter  der  Parabel  o,  mit  p  und 
die  Geschwindigkeit  AAp  mit  v,  so  ist 

BB^  _^  Vh_       J^^       _Hi. 
AA,  ™    V  '       BB,  "  p 
und  folglich 

AA, 
Femer  erhalten  wir,  weil 

AA, 

' IT' 

48* 


v% 

pv 

• 

dt 

756  XI.  Abschnitt.  Die  Lehre  von  der  Beschleiiiiigiing. 

ist,  die  Beschleunigang 

•^        P 
und  somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Wenn  die  Beschleunigung  eines  auf  einer  Parabel 
bewegten  Punktes  beständig  der  Parabelaxe  parallel 
isty  so  ist  diese  Beschleunigung  constant  und  gleich 
dem  Quadrate  der  constanten  zur  Parabelaxe  senk- 
rechten Geschwindigkeitscomponente  v^  dividirt  dnrch 
den  Halbparameter  p  der  Parabel. 

Die  constructive  Bestimmung  dieser  constanten  Beschleunigang 
j  ^=^  AAj  kffiQU,  wenn  in  Fig.  788  die  Geschwindigkeit  AA^  und 
die  Lage  der  Parabelaxe  l^Y  bekannt  ist,  leicht  in  folgender 
Weise  ausgeführt  werden.  Wir  ziehen  vom  Punkte  I)  auf  AA^ 
die  Senkrechte  B  (7,  welche  die  zur  Parabelaxe  parallele  Gerade 
AAj  in  G  trifft,  bilden  die  auf  AB  senkrechte  Projection  E  des 
Punktes  A^  und  errichten  auf  GE  die  Senkrechte  EAj^  welche 
die  Beschleunigung  AAj  bestimmt;  denn  weil  -46?  =  FL  =  f 
und  -4jB  =  t)^  ist,  folgt  aus  dieser  Construction  -44/  =  »^i;?.  Ist 
dagegen  die  Beschleunigung  AAj^  ferner  die  Lage  der  Parabelaxe 
KY  und  die  Parabeltangente  -4^^  am  Punkte  -4  gegeben,  dann 
wird  durch  die  auf  AA^  Senkrechte  BG  der  Punkt  G  erhalten, 
durch  einen  über  GAj  als  Durchmesser  beschriebenen  Halbkreis 
der  Punkt  E  bestimmt,  und  durch  die  zur  Parabelaxe  parallele 
Gerade  £-4«  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  AA^. 

Um  zu  beweisen,  dass  jener  abgeleitete  Satz  auch  umgekehrt 
gilt,  nehmen  wir  an,  es  wirke  in  Fig.  738  auf  einen  bewegten 
Pnnükt  -4,  dessen  momentane  Geschwindigkeit  -4-4„ ««  v  ist,  eine 
Beschleunigung  AAj  ^=^  j  von  constanter  Grösse  und  Richtung, 
und  es  sei  AE^=^v^  die  senkrechte  Projection  von  AA^  auf  die 
zur  Beschleunigung  senkrechte  Gerade  -4  B,  Betrachten  wir  nun 
?  =  ^A  *^  ^  Halbparameter  einer  die  Gerade  -4  -4»  im  Punkte  A 
berührenden  Parabel  a,  deren  Axe  der  Beschleunigung  -4-4/  pa- 
rallel ist,  dann  ist  diese  Parabel  bestimmt  Um  dieselbe  zu  con- 
struiren,  errichten  wir  auf  AjE  die  Senkrechte  -EG,  welche  AAj 
in  G  schneidet,  und  ziehen  auf  -4-4«  die  Senkrechte  GB^  die  AE 
in  B  trifft;  dann  ist  die  zu  AAj  parallele  Gerade  BY  die  Axe 
der  Parabel  a,  und  die  Mitte  K  der  Strecke  BJ^  welche  die  Ge- 
raden AE^  AA„  auf  dieser  Axe  zwischen  sich  fassen,  ist  bekannt- 
lich der  Parabelscheitel.  Nehmen  wir  nun  an,  es  bewege  sich  auf 
der  so  bestimmten  Parabel  a  ein  mit  der  Geschwindigkeit  -4-4, 
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von  A  ausgehender  gedachter  Punkt ,  dessen  Beschlennigong  der 
Parabelaxe  parallel  ist,  so  besitzt  dieser  Punkt  an  der  Stelle  A 
auch  die  constante  Beschleunigung  ^4/»  welche  nach  der  obigen 
Darlegung  gleich  AE  xf  ist.  Da  nun  dieser  gedachte  bewegte 
Punkt  an  der  Stelle  A  dieselben  Bedingungen  erfttUt,  wie  der  be- 
trachtete Punkt  A^  dessen  ganze  Bewegung  nach  dem  ersten  Satze 
S.  570  bestimmt  ist,  so  muss  demnach  die  Bewegung  des  gedachten 
Punktes  mit  der  Bewegung  des  Punktes  A  identisch  sein,  imd  folg- 
lich erhalten  wir  den  Satz: 

Wirkt  auf  einen  Punkt  eine  constante  Beschleuni- 
gung in  unveränderlicher  Richtung,  die  nicht  mit  der 
Geraden  der  Bewegungsrichtung  zusammenfällt,  so 
bewegt  sich  dieser  Punkt  auf  einer  Parabel,  deren 
Axe  der  Beschleunigung  parallel  ist. 

Diese  Bewegung  vollzieht,  wenn  der  Luftwiderstand  nicht 
vorhanden  wäre,  ein  schräg  geworfener  Körper,  auf  den  die  con- 
stante Beschleunigung  der  Schwere  vertical  abwärts  gerichtet 
wirkt,  und  sie  wird  deshalb  auch  die  schräge  Wurfbewegung 
genannt 

Da  der  Punkt  B  als  senkrechte  Projection  von  A  auf  KY 
gemäss  dem  Satze  auf  S.  751  dieselbe  constante  Beschleunigung  j 
besitzt,  so  ist  die  Bewegung  dieser  Projection  eine  gleichmässig 
beschleunigte,  sie  stimmt  also  mit  der  verticalen  Wurf-  und  Fall- 
bewegung ttberein,  und  es  gelten  fttr  sie  die  in  Art.  290  abgelei- 
teten Formeln. 

Die  horizontale  Wurfstrecke  AF  ergiebt  sich  aus  den  ähn- 
lichen Dreiecken  GAD^  AEA^,]  denn  es  ist,  wenn  wir  die  ver- 
ticale  Componente  EA^  der  Anfangsgeschwindigkeit  AA^  mit  v^ 

bezeichnen,  ^  ^ 

ADip^^^v^iVhi 

und  hieraus  folgt,  weil  vl=^j.p  ist, 

J 

Wird  ein  Punkt  in  Fig.  788  von  A  aus  mit  verschiedenen 
Geschwindigkeiten  in  der  constanten  Richtung  AJ  geworfen,  so 
ist,  weil  der  zugehörige  Parabelscheitel  K  in  der  Mitte  der  entspre- 
chenden Strecke  DJ  liegt  und  diese  Strecke  sich  parallel  verlegt, 
der  geometrische  Ort  des  Parabelscheitels  eine  Gerade  AK. 

Aus  der  Gleichung 

DA  —  y2p .  KD 
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der  Parabel  a  ergiebt  sieh  die  Scheitelhöhe 


2p 
und  weil  , 

i8t|  erhalten  wir  ^ 

Da  ferner  der  Abstand  KL  der  Leitlinie  ß  vom  Scheitel  K  gleich 
kp  ist,  so  ergiebt  sich  die  Hohe  der  Leitlinie 

I)L^nK+KL  =  -^  +  -~—^. ^, 

und  auch  der  Abstand  des  Brennpunktes  F  von  dem  Ausgangs- 
punkte A.  also  .,s 

V 
Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

AlleParabeln,  die  von  demselben  Ausgangspunkte 
aus  durch  einen  mit  gleicher^  aber  verschieden  gerich- 
teter Geschwindigkeit  v  geworfenen  Punkt  beschrie- 
ben werden,  haben  eine  gemeinsame  Leitlinie,  und  ihre 
Brennpunkte  liegen  auf  einem  um  den  Ausgangspunkt 
beschriebenen  Kreise,  dessen  Radius  gleich  v*:2j  ist 
und  der  die  Leitlinie  berührt 

Beschreiben  wir  in  Fig.  739  um  den  Ausgangspunkt  A  mit 
dem  Radius  v^ :  2j  den  Kreis  Ar,  der  die  Leitlinie  ß  in  F^  berührt, 
und  nehmen  wir  an,  es  sei  ein  Punkt  Z  gegeben,  der  von  dem 
mit  der  Geschwindigkeit  v  von  A  aus  geworfenen  Punkte  A  ge- 
troffen werden  soll,  so  ziehen  wir  um  Z  den  die  Leitlinie  ß  be- 
rührenden Kreis  x;  dann  sind  die  beiden  Schnittpunkte  Fj^  Fju 
welche  derselbe  mit  dem  Kreise  k  bildet,  die  Brennpunkte  zweier 
Parabeln  a^,  a/j,  die  durch  A  und  Z  gehen.  Die  Geschwindigkeit 
vi^AA[9lB  Tangente  an  der  Parabel  oj  halbirt  den  Winkel  F^AFj] 
und  ebenso  halbirt  die  Geschwindigkeit  v^^AAjf  als  Tangente  an 
der  Parabel  ojj  den  Winkel  F^AFjj. 

Um  auf  der  Geraden  A  Z  bei  gegebener  Geschwindigkeit  v 
die  grOsste  Wurfstrecke  und  die  entsprechende  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit zu  bestimmen,  suchen  wir  auf  A  Z  den  Mittelpunkt 
Zm  des  Kreises  xm,  der  die  Leitlinie  /}  in  S  und  den  Kreis  k  in 
Fm  berührt,  dann  ist  AZm  die  grösste  Wurfttrecke  auf  u4^  und 
Ffn  der  Brennpunkt  der  Parabel  am,  die  den  Punkt  Zm  trifft;  und 
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die  Halbirnngsgerade  AA"^  des  Winkels  F^AFm  liefert  als  Tan- 
gente an  dieser  Parabel  die  entsprechende  Bichtung  der  Geschwin* 
digkeit  v  »»  AA^.  Verlängern  wir  die  auf  der  Leitlinie  senkrechte 
Gerade  Z^S,  so  dass  S.W  ^=^  AFm  ist,  nnd  ziehen  wir  die  Gerade 
T  }p  parallel  der  Leitlinie  ß ;  dann  hat  Zm  von  A  nnd  der  Gera- 
den ^ip  gleichen  Abstand,  und  daraus  folgt,  wenn  wir  uns  die 
Gerade  AZm  um  A  gedreht  denken,  dass  die  entsprechenden  End- 
punkte Zm  der  grössten  Wnrfstrecken  auf  einer  Parabel  ^  liegen, 
deren  Brennpunkt  der  Ausgangspunkt  A  und  deren  Leitlinie  xfj  ist. 
Die  Tangente  in  Z^  an  dieser  Parabel  ^,  sowie  die  Tangente  in 
Zm  an  jener  Parabel  a«  halbirt  den  Winkel  FmZm^;  folglich  be- 
rühren sich  diese  beiden  Parabeln  im  Punkte  Zm,  Hiemach  wer- 
den alle  Parabeln,  welche  ein  unter  verschiedenen  Sichtungen  mit 
derselben  Geschwindigkeit  v  von  A  aus  geworfener  Punkt  durch- 
fliegt, von  der  Parabel  ^  umhüllt  und  in  je  zwei  Punkten  berührt, 
welche  auf  der  durch  A  und  den  entsprechenden  Brennpunkt 
gehenden  Geraden  liegen^). 

Für  die  Parabel,  durch  welche  auf  der  horizontalen  Geraden 
A  Zm  die  grösste  Entfernung  A  ZU  erreicht  wird,  ist  der  in  dieser 
Geraden  liegende  Brennpunkt  mit  FU  bezeichnet.  Denmach  ist  die 
grösste  horizontale  Entfernung  -4Z4  =  2-4/^i,  —  »' :/,  und  die 
Bichtung  der  zugehörigen  Geschwindigkeit  v  liegt  in  der  Halbi- 
rungsgeraden  des  rechten  Winkels  F^AFIn.  Wenn  insbesondere 
die  Geschwindigkeit  v  vertical  aufwärts  gerichtet  ist,  geht  die 
entsprechende  Parabel  in  die  Gerade  AF^  über,  und  der  gewor- 
fene Punkt  steigt  bis  F^,  Diese  Ergebnisse  haben  nur  theoreti- 
sches Interesse;  denn  die  erhaltenen  paraboliBchen  Bahnen,  welche 
nur  für  die  Bewegung  im  luftleeren  Baume  gelten,  weichen  von 
den  Bahnen  der  Geschosse  im  lufterfttUten  Baume  durch  die  Ein- 
wirkung des  Luftwiderstandes  sehr  bedeutend  ab^). 

292.  Allgemeine  Beziehungen  bei  der  Centralbewegung.  Die 
Bewegung  eines  Punktes  wird  eine  Centralbewegung  genannt, 
wenn  die  Gerade,  welche  die  Beschleunigung  des  Punktes  enthält, 
beständig  durch  einen  festen  Centralpnnkt  geht;  dabei  kann 
die  Beschleunigung  entweder  nach  dem  Centralpunkte  hin  gerichtet 


<)  Siehe  Schell,  Theorie  der  Bewegungen  und  der  Kräfte.  1879.  B.  1. 
S.  366. 

')  Yergl.  E.  £.  Kummer,  „Ueher  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes*'. 
Abhandlungen  der  königL  Aeademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin.  1875.  S.  1 
und  1876.  S.  1.  —  Haupt,  Mathematische  Theorie  der  Flugbahnen  gezogener 
Geschosse.  1876.  —  Mieg,  Theoretische  äussere  BalUstik,  1884. 
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oder  von  demselben  weg  gerichtet  sein.  Wird  von  einer  solchen 
Bewegung  die  Parallelprojection  anf  eine  beliebige  Ebene  gebildet^ 
so  folgt  nach  Art  289,  dass  auch  die  Bewegung  der  Projection 
des  Punktes  eine  Gentralbewegnng  ist. 

Betrachten  wir  in  Fig.  740  einen  in  Centralbewegung  befind- 
lichen Punkt  A^  nehmen  wir  an,  derselbe  durchschreite  auf  seiner 
Bahncurye  a  in  einem  Zeitelemente  das  Bahnelement  A^A^  und 
im  folgenden  gleichen  Zeitelemente  das  Bahnelement  A^A^^  dann 
liegt  die  Deviation  A^Ajj  in  der  durch  den  Centralpunkt  C  gehenden 
Geraden  A^  C.  Demnach  befindet  sich  der  vierte  Eckpunkt  A^  des 
durch  \A^A^  bestimmten  Parallelogramms  auf  der  Geraden  A^C^ 
und  die  Bahncurve  a  liegt  in  einer  durch  den  Centralpunkt  C  gehen- 
den Ebene.  Da  also  A^A^  gleich  und  parallel  AjiA^  ist,  so  sind 
auch  die  H()hen  der  beiden  Dreiecke  A^A^C^  A^A^C^  welche  die 
gemeinsame  Basis  A^  C  besitzen,  gleich,  und  folglich  haben  diese 
beiden  Dreiecke  gleichen  Inhalt.    Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bei  der  Centralbewegung  eines  Punktes  liegt  die 
Bahncurve  in  einer  den  Centralpunkt  enthaltenden 
Ebene,  und  der  vom  Centralpunkte  nach  dem  bewegten 
Punkte  gehende  Fahrstrahl  beschreibt  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Flächenräume. 

Bewegt  sich  in  Fig.  740  ein  Punkt  A  auf  einer  ebenen  Curve  a, 
so  dass  die  in  der  Curvenebene  liegenden  unendlich  schmalen  Drei- 
ecke CA^A^y  CA^A^j . .,  die  gleichen  Zeitelementen  entsprechen, 
gleichen  Inhalt  haben,  und  denken  wir  uns  das  Parallelogramm 
AiA^A^Ajj  construirt;  so  liegt  der  vierte  Eckpunkt  Ajj  desselben 
auf  der  Geraden  CA^.    Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  ebenen  Curve,  so 
dass  der  von  einem  in  der  Curvenebene  liegenden  festen 
Punkte  nach  dem  bewegten  Punkte  gehende  Fahrstrahl 
in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume  beschreibt; 
dann  liegt  die  Beschleunigung  in  dem  betreffenden 
Fahrstrahle,  und  diese  Bewegung  ist  eine  Centralbe- 
wegung. 

Wenn  der  Fahrstrahl  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenränme 
beschreibt,  die  beschriebene  Sectorfläche  also  proportional  der  Zeit 
wächst,  so  ist  die  Sectorgeschwindigkeit,  die  wir  mit  c  bezeichnen, 
constant  Fällen  wir  in  Fig.  740  von  dem  Centralpunkte  C  auf  die 
Richtung  der  Geschwindigkeit  ^43^0 »»  ^  die  Senkrechte  CH^^tj^ 
dann  erhalten  wir  den  Flächeninhalt  des  unendlich  schmalen  Drei* 
ecks  oder  Sectors,  der  in  einem  Zeitelemente  dt  entsteht, 
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C^l^2  *^ 


__  tj  .A^A^ 


2 


} 


demnach  ergiebt  sich  die  constante  Sectorgeschwindigkeit 

CA^A^  iy      A^A^        f]  .V 

^  ^      Jt  T '     dt     ""     2    ' 

und  die  Geschwindigkeit 

^  2c 

Hieraus  folgt: 

Bei  der  Centralbewegung  eines  Punktes  ist  die 
Geschwindigkeit  desselben  der  vom  Centralpunkte 
auf  die  Geschwindigkeitsrichtung  gefällten  Senk- 
rechten umgekehrt  proportional. 

Errichten  wir  auf  CH  die  Senkrechte  CJ ™  yjc  und  auf  HJ 
die  Senkrechte  J^^  die  HC  im  Punkte  $  triflft,  so  ist  C^  «=  v. 
Wenn  wir  so  für  verschiedene  Lagen  des  bewegten  Punktes  die 
zugehörige  Geschwindigkeit  construiren,  dann  bilden  die  Punkte  $ 
den  um  einen  rechten  Winkel  gedrehten  Hodographen  1^,  dessen 
Tragponkt  C  ist,  und  die  Punkte  H  die  Fusspunktencurve  h  der 
Bahncurye  a  im  Bezug  auf  C  als  Lothpunkt.  Dem  zufolge  ist  der 
Hodograph  1^  die  inyerse  Gurve  von  der  Fusspunktencurve  h^  und 
die  Tangente  im  Punkte  $  an  dem  Hodographen  steht  auf  dem 
Fahrstrahle  CA^  senkrecht.  Wenn  insbesondere  die  Geschwindig- 
keit in  der  durch  den  Centralpunkt  gehenden  Geraden  liegt ,  ist 
die  Centralbewegung  geradlinig,  und  demnach  ist  der  Hodograph 
eine  Gerade. 

Bezeichnet  cu  die  Drehgeschwindigkeit  des  Fahrstrahles  CA^^ 
dessen  Länge  r  ist,  und  denken  wir  uns  auf  CA^  die  unendlich 
kleine  Senkrechte  A^E  gefällt ,  dann  ist  wegen  der  ähnlichen 
Dreiecke  A^A^E,  A^CH 

A^A^         r 

Da  A^E^^  CE  .iodt  und  CA^^^^^r  von  CE  nur  um  eine  ver- 
schwindende unendlich  kleine  Grösse  verschieden  ist,  so  folgt 

r .(adt         rj  rjv  2c 

A,A^    "7"'        ^~  r»    "7^5 

und  demnach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bei  der  Centralbewegnng  ist  die  Drehgeschwin- 
digkeit des  Fahrstrahles  dem  Quadrate  seiner  Länge 
umgekehrt  proportional. 
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293.  Newton'sche  Centraibewegung.  Planetenbewegung.  Bewegt 
sich  in  Fig.  741  ein  Punkt  A  so  auf  einem  Kegelschnitt  a ,  dass 
die  Beschleunigung  beständig  nach  dem  einen  Brennpunkte  C  des- 
selben gerichtet  ist,  dann  beschreibt  bei  dieser  Centraibewegung 
der  von  diesem  Brennpunkte  aus  gehende  Fahrstrahl  des  bewegten 
Punktes  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume,  und  die  Sector- 
geschwindigkeit  c  ist  constant.  Wir  nehmen  an,  der  Punkt  A  be- 
wege sich  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  di  von  A\yiA  A^^  es  seien 
V,  r,  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten.  Fällen  wir  nun  vom 
Centralpunkte  (7  auf  die  Bahntangenten  AH^  A^H^  die  Senkrechten 
CH^  CH^^  welche  wir  mit  ij,  iji  bezeichnen,  dann  ist: 

2c  2c 


n  Vi 

Machen  wir  auf  den  Senkrechten  in  der  oben  angegebenen  Weise 

C^  =  ^,      CC).  =  — , 
V  Vi 

so  bilden  die  Punkte  $,  ^^  den  um  einen  rechten  Winkel  ge- 
drehten Hodographen  1^,  dessen  Tragpunkt  C  ist;  und  die  unend- 
lich kleine  Strecke  $  $i ,  welche  die  Elementarbeschleunigung  dar- 
stellt, steht  senkrecht  auf  dem  Fahrstrahle  CA,  weil  die  Beschleu- 
nigung nach  dem  Centralpunkte  C  gerichtet  ist.  Da  bei  einem 
Kegelschnitt  die  Fusspunkte  H,  H^  nach  S.  129  auf  dem  über 
der  Hauptaxe  desselben  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  h 
liegen,  so  ist  der  Hodograph  1^  als  die  zu  diesem  Kreise  gehörende 
inverse  Curve  nach  S.  566  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  Wl  auf 
der  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  a  liegt,  und  der  Radius  äR$  ist 
dem  entsprechenden  Fahrstrahle  CA  parallel. 

Wir  bezeichnen  die  halbe  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  a, 
dessen  Mittelpunkt  M  ist,  mit  a,  die  halbe  Nebenaxe  mit  b  und 
den  halben  Parameter,  der  gleich  dem  Verhältnisse  &' :  a  ist,  mit  p- 
Befindet  sich  nun  der  bewegte  Punkt  A  auf  der  in  Fig.  741  dar- 
gestellten Ellipse  a  im  Scheitel  A^  der  Nebenaxe,  dann  ist  die  auf 
die  entsprechende  Tangente  ^»H»  gefällte  Senkrechte  CHt  »=  b, 
der  Fahrstrahl  CAh »»  a  und  die  zugehörige  Geschwindigkeit  Vh  «» 
C^h »»  2c;  &.  Da  der  Hodographenradius  Wl^tj  den  wir  mit  x  be- 
zeichnen, parallel  A^C  ist,  so  sind  die  rechtwinkeligen  Dreiecke 
(74)6 SW,  Ht^CAb  ähnlich,  und  es  ist: 

m^tiC^^=-Ai,C:CHt] 

2c  . 

also  t :  -r-  =  a :  ^, 
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_  2ca  _  2c 


Ä*  p 

Femer  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Abstand  90?  C  des  Mittelpunktes 
Wl  von  dem  Centralpnnkte  C  mit  m  und  das  Yerhältniss  CM:  CAbj 
welches  gleich  der  numerischen  Excentricität  des  Kegelschnitts  a 
ist,  mit  €  bezeichnen: 

m:x=  CMiCAi^e] 

und  demnach  ist  der  Abstand 

2cfi 
nt  =  re  = • 

P 

Ist  der  betrachtete  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  dann  ergiebt 
sich,  wenn  wir  den  bewegten  Punkt  A  auf  einem  Hyperbelast  im 
Unendlichen  annehmen,  in  analoger  Weise  dasselbe  Hesnltat.  Ist 
dagegen  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  dann  liegen  die  Fusspunkte 
H^  E^^  . .  auf  der  Scheiteltangente  und  der  entsprechende  Kreis- 
hodograph  1^  geht  durch  den  Brennpunkt  der  Parabel;  denn  ftlr 
die  Parabel  ist  €  =  1,  und  folglich  r  =  m  =  SWC 

Mit  Hülfe  des  Kreishodographen  ^  kann  die  Geschwindigkeit 
des  bewegten  Punktes  A  an  jeder  beliebigen  Stelle  des  Kegel- 
schnitts a  leicht  bestimmt  werden;  denn  ziehen  wir  z.  B.  den 
Radius  9)2$)  parallel  zu  dem  Fahrstrahle  AC^  so  ist  die  Strecke 
C$  gleich  der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  A  und  senkrecht 
zu  derselben.  Femer  ersieht  man,  dass  in  dem  Endpunkte  Aa  der 
Hauptaxe,  der  in  der  Nähe  des  Centralpunktes  C  liegt,  die  Ge- 
schwindigkeit am  grössten  und  in  dem  anderen  Endpunkte  Aa 
am  kleinsten  ist. 

Nach  den  allgemeinen  Darlegungen  in  Art  292  ist,  wenn  wir 
mit  r  den  veränderlichen  Fahrstrahl  CA  bezeichnen,  die  Dreh- 
geschwindigkeit desselben 

2e 


ii) 


. 


M«        ' 


und  da  der  parallele  Radius  9R$)  des  Kreishodographen  ^  dieselbe 
Drehgeschwindigkeit  besitzt,  so  ist  die  Elementarbeschleunigung 

5$i  =^X(üdt. 

Demnach  ist  die  Beschleunigung  des  Punktes  A 

^  dt  pr" 

Hieraus  ergiebt  sich  der  wichtige  Satz: 

Ist  die  Beschleunigung  eines  Punktes,  der  sich  auf 
einem  Kegelschnitt  bewegt,  beständig  nach  dem  einen 
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Brennpunkte  desselben  gerichtet,  so  ist  diese  Be- 
schlennigang dem  Qnadrate  des  Abstandes  des  be- 
wegten Punktes  von  diesem  Brennpunkte  umgekehrt 
proportional. 

Um  auch  femer  zu  beweisen,  dass  umgekehrt,  wenn  in  Fig.  742 
auf  einen  bewegten  Punkt  A  eine  nach  dem  Centralpunkte  C  ge- 
richtete Beschleunigung  AAj  wirkt,  die  dem  Quadrate  seines  Ab- 
standes A  C  von  C  umgekehrt  proportional  ist,  der  Punkt  A  sich 
auf  einem  Kegelschnitt  a  bewegt,  für  welchen  C  ein  Brennpunkt 
ist,  verfahren  wir  in  folgender  Weise.  Wir  betrachten  die  Ge- 
schwindigkeit A  A^  des  Punktes  ^4,  welche  die  Tangente  in  A  an 
der  zu  bestimmenden  Bahncurve  a  ist,  als  gegeben,  ziehen  AAn 
senkrecht  und  AjAn  parallel  zu  AA^*^  dann  stellt  AAn  die  Normal- 
beschleunigung des  Punktes  A  dar.  Construiren  wir  nun,  wie 
S.  751  angegeben  wurde,  auf  der  Normalen  AAn  der  Bahncurve 
die  Strecke  Af^^^  AA^iAAny  dann  ist  A  der  Erümmungsmittel- 
punkt  für  den  Punkt  A  der  zu  bestimmenden  Bahncurve  a.  Be- 
trachten wir  C  als  einen  Brennpunkt  eines  durch  A  gehenden 
Kegelschnitts,  für  welchen  A  der  zu  A  gehörende  Krttmmungs- 
mittelpunkt  ist,  so  ist  dieser  Kegelschnitt  bestimmt;  denn  der 
zweite  Brennpunkt  F  desselben  ergiebt  sich  nach  den  S.  129 
(Fig.  147)  abgeleiteten  Beziehungen.  Zu  dem  Zwecke  ziehen  wir 
die  Gerade  AT^  so  dass  der  Winkel  A-4r  =  CAfK  ist,  fällen 
auf  CA  die  Senkrechte  AB  und  auf  fKA  die  Senkrechte  BA; 
dann  ist  der  Schnittpunkt  F,  den  die  Geraden  CA,  ^F  bilden, 
der  zweite  Brennpunkt. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  bewege  sich  auf  dem  so  bestimmten 
Kegelschnitt  ein  mit  der  Geschwindigkeit  A  A^  von  A  aus  gehen- 
der gedachter  Punkt,  dessen  Beschleunigung  beständig  nach  dem 
Brennpunkte  C  gerichtet  ist,  so  besitzt  dieser  Punkt  an  der  Stelle 
A  auch  die  Beschleunigung  AAj^  welche  auf  CA  durch  die  Ge- 
schwindigkeit AAv  und  den  Krümmungsradius  ^A  bestimmt  wird; 
und  es  ist  nach  dem  vorhin  abgeleiteten  Satze  die  nach  dem 
Brennpunkte  C  gerichtete  Beschleunigung  dem  Quadrate  des  Ab- 
standes des  gedachten  Punktes  von  C  umgekehrt  proportional. 
Da  nun  dieser  gedachte  bewegte  Punkt  auch  an  der  betrachteten 
Stelle  A  dieselben  Bedingungen  erfüllt,  wie  der  bewegte  Punkt  A^ 
dessen  Bewegung  vollkommen  bestimmt  ist,  so  muss  hiemach  die 
Bewegung  des  gedachten  Punktes  auf  jenem  Kegelschnitt  mit 
der  Bewegung  des  Punktes  A  identisch  sein,  und  wir  erhalten  den 
fundamentalen  Satz: 
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Wirkt  auf  einen  Punkt  eine  Beschlennigung,  die 
nach  einem  festen  Gentralpnnkte  gerichtet  und  dem 
Quadrate  des  Abstandes  dieser  Punkte  umgekehrt 
proportional  ist,  so  bewegt  sich  der  Punkt  auf  einem 
Kegelschnitt,  dessen  einer  Brennpunkt  der  Gentral- 
punkt  ist 

EepplerO  hat  aus  den  Beobachtungen  von  Tycho  Brahe 
die  Gesetze  erkannt:  1)  ,, Jeder  Planet  bewegt  sich  in  einer  El- 
lipse,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne  steht'^  2)  ,,Die  von 
den  Fahrstrahlen  in  gleichen  Zeiten  beschriebenen  Flächen  sind 
gleich'^  Und  Newton  hat  aus  diesen  Gesetzen  die  oben  er- 
haltenen ergebnissreichen  Resultate  abgeleitet,  durch  welche  er 
in  seinem  berühmten  Werke  2}  der  Welt  das  Gravitationsgesetz 
übergab. 

Der  Kegelschnitt  a,  den  der  bewegte  Punkt  durchläuft,  ist 

eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  je  nachdem  in  Fig.  742  der 

Punkt  A  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Strecke  Cr  liegt,  oder 

die  Geraden  (7A,  Ar  parallel  sind.    Ziehen  wir  durch  C  zu  AT 

die  Parallele  C0,  die  ^A  in  0  trifft,  dann  treten  diese  Fälle 

auch  ein,  je  nachdem 

A^^A& 

ist.   Bezeichnen  wir  den  Winkel  CA  A  mit  Xj  so  ist  nach  der  Gon- 
struction  des  Punktes  A  die  Strecke 

u4A  =  AA  cos*x; 
und  da  a 

ist,  erhalten  wir  ^  , 

In  dem  Dreiecke  ^C0  ist  auch  der  Winkel  an  der  Ecke  0  gleich  x^ 

und  demnach  ist  ^^ 

^0  =  2^C.cosx. 

Durch  Einsetzung  der  erhaltenen  Werthe  für  ^A  und  ^0  ergiebt 

sich  s 

AA^  ^2AC.AAj. 

Die  Bahn  des  Punktes  A  ist  also  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel,  je  nachdem  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  ^^v  des- 

')  Eeppler,  Astranomia  nova  de  motibus  stellae  Mortis  ex  observationi' 
Jms  Tychonis  Brahe,  Pragae  1609. 

')  Newton,  Philosophiae  naturalis  prmdpia  maihem.  1886.  Lib.I.  §  37. 
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selben  kleiner,  grösser  oder  ebenso  gross  ist  als  der  doppelte  In- 
halt des  BechteekSi  welches  ans  dem  Abstände  A  C  und  der  Be- 
schleonignng  AAj  gebildet  wird. 

294.  Harmonische  Bewegung  eines  Punictes.  Bewegt  sich  in 
Fig.  743  ein  Pnnkt  A'  mit  constanter  Geschwindigkeit  v*  anf  einem 
Kreise  a\  dessen  Mittelpunkt  C  und  dessen  Badins  r'  ist,  so  folgt, 
weil  in  gleichen  Zeiten  von  dem  Badins  gleiche  Sectoren  be- 
schrieben werden,  dass  die  Beschlennignng  j'  stets  nach  dem 
Mittelpunkte  C  gerichtet  und  die  Tangentialbeschleunigung  gleich 
Null  ist  Demnach  ergiebt  sich,  da  die  Beschleunigung  mit  der 
Normalbeschleunigung  zusammenfällt,  nach  S.  746 


r 

Bezeichnen  wir  mit  m  die  Drehgeschwindigkeit  des  Badius,  dann 

folgt,  weil  ü'  =  r'  w  ist, 

f  =  r'  a>*. 

Ist  insbesondere  die  Drehgeschwindigkeit  o^  »»  1  oder  die  Ge- 
schwindigkeit v'  «=  r',  also  gleich  dem  Badius  des  Kreises,  so  ist 
auch  die  Beschleunigung  /  gleich  diesem  Badius. 

Stellen  wir  die  Grösse  co  nicht  durch  eine  gerade  Strecke, 
sondern  auf  dem  Kreise  Yom  Badius  1  durch  den  Bogen  io  dar, 
den  der  Endpunkt  dieses  mit  CA'  gleichbewegten  Badius  in 
der  Zeiteinheit  durchläuft,  und  bezeichnen  wir  mit  1%  die  Zeit,  in 
welcher  dieser  Endpunkt  oder  der  Punkt  A'  einen  Umlauf  voll- 
endet, so  ist:  (V 

0)  =  1 

t 
und  .,       An^   , 

Diese  Beschleunigung  ist  also  dem  Kreisradius  direct  und  dem 
Quadrate  der  Umlaufszeit  umgekehrt  proportional. 

Der  Hodograph  fUr  die  gleichförmige  Bewegung  des  Punktes 
A'  auf  dem  Kreise  a'  ist  ein  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  v' 
als  Badius  beschriebener  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  zugehörige 
Tragpunkt  ist. 

Bilden  wir  in  Fig.  743  von  der  Bewegung  des  Punktes  A\ 
der  sich  gleichförmig  auf  dem  Kreise  c/  bewegt  und  dessen  nach 
dem  Kreismittelpunkte  C  gerichtete  constante  Beschleunigung/ 
ist,  eine  Parallelprojection  auf  eine  Ebene  E]  dann  wird  die  Be- 
wegung der  Projection  ^  von  ^'  eine  harmonische  Bewegung 
genannt,  und  die  Bahn  a  des  Punktes  A  ist  als  Parallelprojection 
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vom  Kreise  a'  eine  Ellipse,  nach  deren  Mittelpunkt  C  die  Be- 
schleunigung j  des  Punktes  A  als  Projection  von  f  gerichtet  ist. 
Bezeichnen  wir  wie  vorhin  mit  r'  den  Radius  des  Kreises  a' 
und  ferner  mit  r  den  Abstand  des  Punktes  A  von  dem  Ellipsen- 
mittelpunkte Cj  so  ergiebt  sich  die  Beschleunigung  j  des  Punk- 
tes A  auf  der  Ellipse  a  aus  der  Proportion 

/:/  — ^:r', 

J        r' 
Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  der  harmonischen  Bewegung  eines  Punktes  ist 
die  Bahn  desselben  eine  Ellipse;  die  Beschleunigung 
dieses  Punktes  ist  nach  dem  Ellipsenmittelpunkte 
gerichtet  und  seinem  Abstände  von  demselben  pro- 
portional. 

Da  die  Umlaufszeit  tu  für  die  Kreisbewegung  und  für  die 
entsprechende  Projectionsbewegung  dieselbe  ist,  so  folgt  für  die 
harmonische  Bewegung  durch  Einsetzung  des  obigen  Werthes  von 
y  die  Beschleunigung 

tu 

Bei  der  harmonischen  Bewegung,  die  also  eine  Gentralbewegung 
ist,  beschreibt  der  von  dem  Ellipsenmittelpunkte  C  aus  gehende 
Fahrstrahl  CA  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume,  und  be- 
zeichnen wir  mit  c  die  constante  Sectorgeschwindigkeit,  mit  a,  b 
die  Halbaxen  der  Ellipse  a;  dann  ist  der  Inhalt  derselben 

abn  =^  c  ,tu 
und  folglich  .  j 

Wenn  a  =  &  ist,  geht  die  harmonische  Bewegung  in  die  gleich- 
förmige Kreisbewegung  ttber. 

Denken  wir  uns  den  Hodographen  erster  Ordnung  der  gleich- 
förmigen Kreisbewegung,  deren  Projection  diese  harmonische  Be- 
wegung ist,  in  gleicher  Weise  projicirt,  dann  erhalten  wir,  da 
derselbe  ein  Kreis  ist^  als  Projection  eine  Ellipse;  somit  folgt, 
dass  der  Hodograph  erster  Ordnung  der  harmonischen  Bewegung 
eine  der  Ellipse  a  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipse  ist,  in 
deren  Mittelpunkte  der  zugehörige  Tragpunkt  liegt,  und  dass  sich 
der  entsprechende  Punkt  auf  dem  Hodographen  auch  harmonisch 
bewegt   Demnach  sind  bei  der  harmonischen  Bewegung  die  Hodo- 
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graphen  aller  Ordnungen  Ellipsen  ^  welche  der  Ellipse  a  ähnlieh 
sind  nnd  mit  derselben  ähnliche  Lage  haben. 

Ist  insbesondere  die  Beschleunigung  des  harmonisch  bewegten 
Punktes  A  in  Fig.  748  gleich  dem  Abstände  desselben  von  dem 
Mittelpunkte  C  seiner  elliptischen  Bahn  a,  dann  ist  für  den  Punkt 
A',  der  sich  auf  dem  Kreise  a'  gleichförmig  bewegt,  die  Beschleu- 
nigung und  die  Geschwindigkeit  gleich  dem  Radius  dieses  Kreises. 
Demnach  sind  die  Hodographen  aller  Ordnungen  bei  dieser  Kreis- 
bewegung dem  Kreise  a!  congruent;  folglich  sind  auch  die  Hodo- 
graphen aller  Ordnungen  bei  dieser  harmonischen  Bewegung  der 
Ellipse  a  congruent.  In  diesem  besonderen  Falle  repräsentirt  also 
in  Fig.  744  bei  der  harmonischen  Bewegung  des  Punktes  A  auf  der 
Ellipse  a  der  zu  CA  gehörende  conjugirte  Halbmesser  C^  die  Ge- 
schwindigkeit A  V  des  Punktes  A,  Hieraus  ergiebt  sich  eine  ein- 
fache Gonstruction  des  Krttmmungsmittelpunktes  A  für  einen  Punkt 
A  der  Ellipse  a,  deren  conjugirte  Halbmesser  CAj  C^  gegeben 
sind.  Wir  ziehen  auf  C$  die  Senkrechte  AP^  machen  auf  dieser 
AIlzssz  PA  und  auf  der  zu  C^  parallelen  Ellipsentangente  A V 
«=  C$,  dann  trifft  die  in  V  auf  VTl  errichtete  Senkrechte  VA  die 
Ellipsennormale  ^P  in  dem  Krümmungsmittelpunkte  A;  denn  weil 
A  P  die  Normalbeschleunigung  und  A  V  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  A  ist,  ergiebt  sich  nach  dieser  Gonstruction  der  Krüm- 
mungsradius AA  =  AV  :AP.  Umgekehrt  können  wir  hiemach, 
wenn  der  Mittelpunkt  C  der  Ellipse  or,  der  Punkt  A  derselben  und 
der  entsprechende  Krümmungsmittelpunkt  A  gegeben  ist,  auch  den 
zu  CA  gehörenden  conjugirten  Halbmesser  (7$)  ^^^AV  leicht  ver- 
mittelst des  über  Au  als  Durchmesser  beschriebenen  Halbkreises 
bestimmen,  und  demnach  die  Ellipse  a  construiren. 

Wenn  sich  ein  Punkt  so  auf  einer  Ellipse  bewegt,  dass  die 
Beschleunigung  desselben  nach  dem  Ellipsenmittelpunkte  gerichtet 
ist,  dann  beschreibt  der  vom  Ellipsenmittelpunkte  aus  gehende 
Fahrstrahl  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume.  Denken  wir 
uns  diese  Bewegung  so  auf  eine  Ebene  projicirt,  dass  die  Projec- 
tion  der  Ellipse  ein  Kreis  wird,  dann  erhalten  wir,  weil  die  Pro- 
jectionen  Yon  gleichen  Flächenräumen  wieder  gleich  sind,  in  der 
Projectionsebene  eine  gleichförmige  Kreisbewegung,  und  folglich 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  die  Beschleunigung  eines  Punktes,  der  sich 
auf  einer  Ellipse  bewegt,  beständig  nach  dem  Mittel- 
punkte derselben  gerichtet,  so  ist  die  Beschleuni- 
gung dem  Abstände  des  bewegten  Punktes  von  dem 
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Ellipsenmittelpunkte  proportional,  nnd  die  Bewegung 
ist  harmonisch. 

Um  hiemach  auch  zu  beweisen ,  dass  umgekehrt ,  wenn  in 
Fig.  744  auf  einen  bewegten  Punkt  A  eine  nach  dem  Central- 
punkte  C  gerichtete  Beschleunigung  AAj  wirkt,  die  dem  Abstände 
AC  proportional  ist,  der  Punkt  A  sich  auf  einer  Ellipse  a  mit 
dem  Mittelpunkte  C  bewegt  und  somit  eine  harmonische  Bewe- 
gung vollzieht,  verfahren  wir  in  folgender  Weise.  Wir  betrachten 
die  Geschwindigkeit  AAx,  des  Punktes  A^  welche  die  Tangente  in 
A  an  der  zu  bestimmenden  Bahncurve  a  ist,  als  gegeben,  ziehen 
AA^  senkrecht  und  AjAn  parallel  AA^\  dann  repräsentirt  AA^ 
die  Normalbeschleunigung  des  Punktes  A.  Construiren  wir  nun, 
wie  S.  750  angegeben  wurde,  auf  der  Normalen  AA^  der  Bahn- 
curve a  die  Strecke  AlK=^  AA^xAA^^  indem  wir  auf  dieser  Nor- 
malen AN ^=^  A^A  machen  und  w^«A  senkrecht  A^N  ziehen,  dann 
ist  A  der  Erttmmungsmittelpunkt  fUr  den  Punkt  A  der  zu  bestim- 
menden Bahncurve.  Betrachten  wir  nun  C  als  Mittelpunkt  einer 
durch  A  gehenden  Ellipse,  fUr  welche  A  der  zu  A  gehörende 
Erttmmungsmittelpunkt  ist,  so  ist  die  Ellipse  bestimmt;  denn  der 
zu  CA  gehörende  conjugirte  Halbmesser  C$,  der  zu  AA^  parallel 
ist  und  AAn  in  P  trifft,  wird  nach  der  obigen  Darlegung  con- 
struirt  Wir  machen  auf  -4A  die  Strecke  -411  =  P^  und  be- 
schreiben ttber  An  einen  Halbkreis,  der  mit  AA^  den  Schnitt- 
punkt V  liefert,  dann  ist  AV  die  Grösse  des  zu  CA  gehörenden 
conjugirten  Halbmessers  C$;  und  vermittelst  dieser  beiden  con- 
jugirten  Halbmesser  kann  man  die  Ellipse  leicht  in  bekannter 
Weise  construiren. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  bewege  sich  auf  dieser  Ellipse  ein 
mit  der  Geschwindigkeit  AAj^  von  A  aus  gehender  gedachter 
Punkt,  dessen  Beschleunigung  beständig  nach  dem  Ellipsenmittel- 
punkte C  gerichtet  ist:  so  besitzt  dieser  Punkt  an  der  Stelle  A 
auch  die  Beschleunigung  AAj^  welche  auf  CA  durch  die  Ge- 
schwindigkeit AAj,  und  den  Krümmungsradius  ^A  bestimmt  vrird; 
und  es  ist  nach  dem  vorhergehenden  Satze  die  nach  C  gerichtete 
Beschleunigung  dem  Abstände  des  gedachten  Punktes  von  dem 
Ellipsenmittelpunkte  C  proportional.  Da  nun  dieser  gedachte  be- 
wegte Punkt  auch  an  der  betrachteten  Stelle  A  dieselben  Be- 
dingungen erfallt,  wie  der  bewegte  Punkt  A^  dessen  Bewegung 
vollkommen  bestimmt  ist,  so  muss  hiemach  die  Bewegung  des 
gedachten  Punktes  auf  jener  Ellipse  mit  der  Bewegung  des  Punk- 
tes A  identisch  sein,  und  es  folgt  der  Satz : 

BnrmeBter,  KinematUc  L  ^^ 
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Wirkt  auf  einen  Pnnkt  eine  Besohlennignng,  die 
nach  einem  festen  Gentralpnnkte  gerichtet  und  dem  Ab- 
stände dieser  Pnnkte  proportional  ist,  so  bewegt  sich 
der  Pnnkt  harmonisch  anf  einer  Ellipse,  deren  Mittel- 
punkt der  Centralpnnkt  ist. 

Diese  Ellipse  a  kann  also ,  wenn  in  Fig.  744  ftlr  die  Aus- 
gangslage  des  bewegten  Punktes  A  die  Geschwindigkeit  A  Aj,  und 
die  Beschleunigung  AAj  desselben  gegeben  ist,  wie  wir  gezeigt 
haben,  leicht  construirt  werden.  Ist  insbesondere  die  Beschleuni- 
gung gleich  dem  Abstände  CA^  dann  ist  der  zu  CA  gehörende 
conjugirte  Halbmesser  C^  der  Ellipse  a  nach  Richtung  und  Grösse 
gleich  der  Geschwindigkeit  A  V  des  bewegten  Punktes. 

Bezeichnen  wir  die  Beschleunigung,  welche  im  Abstände 
gleich  der  Längeneinheit  auf  den  Pnnkt  A  wirkt,  mit  i,  so  er- 
giebt  sich,  weil  die  Beschleunigung 


ist, 


und  die  Umlaufszeit 


AAj  =  ^'CA 


CA  tl 

27t 


Liegt  die  Geschwindigkeit  AA^  des  Punktes  A  insbesondere 
in  der  Geraden  CA^  dann  geht  die  Ellipse  a  in  eine  gerade  Strecke 
mit  der  Mitte  C  und  die  elliptische  harmonische  Bewegung  des 
Punktes  A  in  eine  geradlinige  harmonische  Bewegung 
über.  Und  diese  wird,  wie  schon  in  Art.  144  erörtert  wurde,  auch 
erhalten,  wenn  wir  von  einem  gleichförmig  auf  einem  Kreise  be- 
wegten Punkte  die  Parallelprojection  auf  eine  in  der  Ebene  dieses 
Kreises  liegende  Gerade  bilden.  In  diesem  besonderen  Falle  ist 
jene  Umlaufszeit  tu  die  Schwingungszeit,  in  welcher  der  Punkt 
auf  seiner  geraden  Bahnstrecke^ einen  Hin-  und  Hergang,  d.h. 
eine  ganze  Schwingung  vollendet  Die  Beschleunigung,  welche 
dem  Abstände  des  bewegten  Punktes  von  der  Mitte  seiner  Bahn 
proportional  ist,  wird  gleich  Null  im  Momente  des  Durchganges 
des  Punktes  durch  diese  Mitte. 
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295.  Parallelogramm  der  Beschleunigungen.  Wir  betrachten  in 
Fig.  746  zwei  gleichzeitige  Bewegungen  eines  Punktes  A^  die  wir 
der  Unterscheidung  wegen  mit  g^  h  bezeichnen,  in  zwei  anf  ein- 
ander folgenden  gleichen  Zeitelementen  tU  nnd  nehmen  an,  der 
Punkt  A  durchschreite  im  ersten  Zeitelemente  infolge  der  Bewe- 
gung g  die  Strecke  A\  A{  und  infolge  der  Bewegung  h  die  Strecke 
A\A^^^  so  wird  der  Punkt  A  nach  Art  4  durch  beide  gleichzeitige 
Bewegungen  während  des  ersten  Zeitelementes  längs  der  Diagonale 
A[A^i  des  durch  A{A\A^^  bestimmten  Parallelogramms  bewegt. 
Im  zweiten  Zeitelemente  wird  der  Punkt  A  durch  die  Bewegung  g 
die  Strecke  A^^A^^  und  durch  die  Bewegung  h  die  Strecke  A'JAJI^ 
zurücklegen,  also  infolge  der  beiden  gleichzeitigen  Bewegungen 
im  zweiten  Zeitelemente  die  Diagonale  A{'A'J^  des  durch  Al^A[^A^^' 
bestimmten  Parallelogramms  durchlaufen.  Sind  AI  und  A[^  resp. 
die  vierten  Eckpunkte  der  durch  A[A^jA{'  und  durch  A'/A^'A'^^ 
bestimmten  Parallelogramme,  dann  durchschreitet  der  Punkt  A  in- 
folge der  einzelnen  Bewegung  g  während  der  beiden  Zeitelemente 
die  Bahnelemente  A{  A[ ,  A{Alf  welche  beziehlich  gleich  und  pa- 
rallel A['A[^^  A[^A[^  sind,  und  infolge  der  einzelnen  Bewegung  h 
die  Bahnelemente  A{  A['^  A{^A{'^y  welche  resp.  gleich  und  parallel 
A[Ai!,  ^i^f  sind.  Repräsentiren  ^JMJ,  A'JAjf  die  Geschwindig- 
keiten, welche  der  Bewegung  g  in  den  beiden  Zeitelementen  an- 
gehören, ferner  ^^MJ,  A'JAl  die  der  Bewegung  A  entsprechenden 
Geschwindigkeiten,  so  stellen  die  Diagonalen  A['A[^  A}^A!j  der 
beiden  beziehlich  aus  -4JMJ,  A^^A],  sowie  aus  A^A^j^  A^^Al  ge- 
bildeten Parallelogramme  die  Geschwindigkeiten  dar,  welche  der 
resultirenden  Bewegung  des  Punktes  A  in  den  beiden  Zeitelementen 
angehören.  Demnach  repräsentiren  die  Strecken  A\A^^  und  AI  AI 
resp.  die  Elementarbeschleunigungen  der  Bewegung  g  und  A,  und 
die  Strecke  A'^A'^  stellt  die  Elementarbeschleunigung  der  resul- 
tirenden Bewegung  dar.  Ziehen  wir  A[A%  #  AlAl^  dann  ist  auch 
die  Strecke  AiA['  #  A^A^^;  folglich  ist  die  Elementarbeschleuni- 
gung AiAv  der  resultirenden  Bewegung  gleich  der  geometrischen 
Summe  der  Elementarbeschleunigungen  A^A^J^  AlAi  der  Bewe- 
gungen g  und  h.  Da  die  Beschleunigung  eines  bewegten  Punktes 
der  Elementarbeschleunigung  parallel  ist  und  sich  zu  derselben 
wie  1 :  dt  verhält,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Darlegung,  dass  die 
Beschleunigung  A{^A^  der  resultirenden  Bewegung,  welche  der 

49* 
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Funkt  Ä  auf  einer  Bahncarve  a  vollzieht,  gleich  ist  der  geome- 
trischen Samme  der  Beschleunigungen  A^IA^.^  A^%Aj  der  beiden 
Bewegungen  g  und  A,  oder  gleich  ist  der  Diagonale  A{^A^  des 
aus  A[^Aj,  A{^A}  gebildeten  Parallelogramms. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  wirken  auf  den  betrachteten  Punkt  A 
die  gegebenen  Beschleunigungen  A[fAj^  A^^Aj^  so  sind  damit  auch 
die  zugehörigen  Elementarbeschleunigungen  A[A'Jy  ^lAl  nach 
Grösse  und  Richtung  gegeben;  aber  wir  können  diesen  beiden 
Elementarbeschleunigungen  y  die  beziehlich  den  gegebenen  Be- 
schleunigungen parallel  sind,  noch  eine  beliebige  Lage  im  Baume 
oder  auch  in  der  durch  jene  Beschleunigungen  gelegten  Ebene 
zuweisen.  Denken  wir  uns  dann  den  Punkt  A{^^  in  welchem  sich 
der  bewegte  Punkt  A  am  Ende  des  betrachteten  ersten  Zeitele- 
mentes befindet,  mit  den  Punkten  -4J,  A^^  und  ^J,  A^  verbunden, 
so  repräsentiren  ^i'^J ,  A{'A['  die  Geschwindigkeiten  einer  Bewe- 
gung g  und  A[^Alf  -4JMJ  die  Geschwindigkeiten  einer  Bewegung  A 
in  zwei  auf  einander  folgenden  Zeitelementen.  Wirken  also  auf 
einen  Punkt  zwei  Beschleunigungen,  so  können  wir  die  dadurch 
entstehende  Bewegung  desselben  als  eine  resultirende  Bewegung 
betrachten,  welche  infolge  zweier  in  mannigfacher  Weise  auftreten- 
den gleichzeitigen  Bewegungen  g  und  h  erzeugt  wird.  Hieraus 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Werden  einem  Punkte  A{'  gleichzeitig  zwei  Be- 
schleunigungen von  der  Grösse  und  Richtung  der 
Strecken  A{^Ajy  A^^Aj  ertheilt,  so  repräsentirt  die  Dia- 
gonale A[^A^  des  durch  AjA[^AJ  bestimmten  Parallelo- 
gramms die  resultirende  Beschleunigung  des  bewegten 
Punktes  nach  Grösse  und  Richtung. 

Wir  können  hiemach,  wenn  einem  Punkte  zwei  oder  mehrere 
Beschleunigungen  ertheilt  werden,  dieselben  ebenso  wie  die  Ge- 
schwindigkeiten zu  einer  resultirenden  Beschleunigung  zusammen- 
setzen, die  gleich  der  geometrischen  Summe  jener  Beschleuni- 
gungen ist ;  oder  wir  können  auch  eine  gegebene  Beschleunigung 
in  zwei  oder  mehrere  Beschleunigungen  zerlegen,  die  der  ge- 
gebenen gleichwirkend  sind.  Das  in  dem  abgeleiteten  Satze  ent- 
haltene Gesetz  wird  das  Parallelogramm  der  Znsammensetzung 
und  Zerlegung  der  Beschleunigungen  oder  kurz  das  Parallelo- 
gramm der  Beschleunigungen  genannt 

Die  in  Fig.  746  erhaltene  resultirende  Bewegung  des  Punktes  A 
wird  auch  erzeugt,  wenn  der  Punkt  A  in  zwei  auf  einander  fol- 
genden gleichen  Zeitelementen  die  Elemente  A[A{j  A[A[  einer 
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Gurve  g  durchläuft^  welche  gleichzeitig  eine  Parallelbewegung  in 
einem  festen  System  S  vollzieht,  so  dass  diese  Gurvenelemente 
parallel  zu  sich  selbst  im  ersten  Zeitelemente  nach  A[^Ail^  A{'A[' 
und  im  zweiten  Zeitelemente  nach  ^('MJf',  A^J^A^^'  gelangen;  dann 
durchschreitet  der  Punkt  A  infolge  der  beiden  gleichzeitigen  Bewe- 
gungen in  den  beiden  Zeitelementen  die  Elemente  A{Al^^  A{^A'j^ 
einer  Bahncurve  a  und  besitzt  auf  derselben  die  Beschleunigung 
A['A^.  Alle  Punkte  der  parallel  bewegten  Curve  g  beschreiben 
im  festen  System  S  mit  gleicher  Beschleunigung  A'JAj  congruente 
Bahncurven ;  der  Punkt  A[  der  Curve  g  legt  demnach  in  den  bei- 
den Zeitelementen  die  Elemente  A{  A{^j  A['A["  einer  Bahncurve  h 
zurück  und  hat  auf  derselben  die  Beschleunigung  AljAj ,  während 
gleichzeitig  der  Punkt  A  auf  der  parallel  bewegten  Curve  g  die 
Beschleunigung  A'JAj  besitzt.  In  analoger  Weise  kann  die  resul- 
tirende  Bewegung  auch  hervorgebracht  werden,  indem  der  Punkt  A 
auf  der  parallel  bewegten  Curve  h  fortschreitet,  deren  Punkt  A{ 
sich  auf  der  Curve  g  bewegt.    Demnach  erhalten  wir  die  Sätze: 

Die  resultirende  Beschleunigung,  die  durch  zwei 
auf  einen  Punkt  wirkende  Beschleunigungen  erzeugt 
wird,  kann  auch  dadurch  hervorgebracht  werden,  dass 
der  Punkt  sich  mit  der  einen  dieser  Beschleunigun- 
gen auf  einer  parallel  bewegten  Curve  bewegt,  deren 
Punkte  die  andere  dieser  Beschleunigungen  besitzen. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  mit  einer  Beschleunigung 
A'JAj  auf  einer  parallel  bewegten  Curve  gr,  deren  Punkte 
eine  Beschleunigung  ^^M^^  besitzen,  so  repräsentirt  die 
Diagonale  A{^Aj  des  durch  AjA[^Aj  bestimmten  Paral- 
lelogramms die  rO'Sultirende  Beschleunigung  des 
Punktes  auf  seiner  durch  die  beiden  gleichzeitigen 
Bewegungen  erzeugten  Bahncurve  er. 

Ist  in  der  Fig.  746  die  Geschwindigkeit  A'^Ai,  und  die  Be- 
schleunigung A{^Aj  eines  Punktes  A  gegeben,  der  sich  in  der 
Lage  A[^  befindet,  so  ist  die  Bewegung  desselben  während  zweier 
auf  einander  folgender  gleicher  Zeitelemente  dt  bestimmt.  Denn 
denken  wir  uns  die  Elementarbeschleunigung  A[,Av^=A{^A^dt  pa- 
rallel A[^A^  construirt,  und  auf  die  Geraden  der  Geschwindigkeiten 
A[^Ai^  A\lA^i  resp.  die  unendlich  kleinen  Strecken  A\  A'J  =  -4 JMJ,  dty 
A[^A'J^  =  Al^Avdt  aufgetragen,  dann  erhalten  wir  dadurch  die  Ele- 
mente A{  A[^,  A{'A^j^j  die  der  bewegte  Punkt  A  in  den  beiden  Zeit- 
elementen auf  der  Curve  a  zurücklegt.  Zerlegen  wir  nun  die  Ge- 
schwindigkeit A^^A'v  in  zwei  beliebige  Componenten  A'^A^^  A^Al 
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und  ebenso  die  Beschleunigung  A^^A^  in  zwei  beliebige  Gompo- 
nenten  Al^A^,^  ^"Aj^  oder  nehmen  wir  an,  es  wirken  auf  den 
Punkt  A  zwei  gegebene  «Geschwindigkeiten  -4JMJ,  Af^Al  und 
zwei  gegebene  Beschleunigungen  A^^Aj^  Aj/Aj'^  dann  können  wir 
die  Bewegung  des  Punktes  A  auf  der  Gurre  a  während  der  bei- 
den Zeitelemente  als  eine  resultirende  Bewegung  betrachten,  die 
dadurch  erzeugt  wird,  dass  der  Punkt  A  sich  auf  einer  parallel 
bewegten  Curve  g  bewegt.  Wir  denken  uns  die  Elementarbe- 
schleunigung -4J^{/  — ^J^^^(A  parallel  A'JAj  und  die  Elementar- 
beschleunigung AI  A^  ^^  A^' Aj  dt  parallel  A^'AJ  construirt;  dann 
sind  auf  den  Geraden  der  Geschwindigkeiten -4 ?^J,  A'JA^  die  unend- 
lich kleinen  Strecken  A[Uit  =  Ai' A^dt,  A^^ A'J  =  Ai' A^J dt  die  be- 
nachbarten  Elemente  der  Curve  g^  die  auf  derselben  der  Tunkt  A 
in  den  beiden  Zeitelementen  durchschreitet,  und  femer  sind  auf  den 
Geraden  der  Geschwindigkeiten  A{'Alj  A^jAf,  die  unendlich  kleinen 
Strecken  AiA{'^  AH  AI  dt,  Ai' A^,"  ~  A^' A^  dt  die  benachbarten 
Elemente  der  Curve  A,  die  der  mit  A['  coincidirende  Punkt  der 
parallel  bewegten  Curve  g  zurttcklegt  Demnach  ist  die  Bewegung 
des  Punktes  A  auf  g  sowie  die  Bewegung  der  parallel  bewegten 
Curve  g  während  zweier  Zeitelemente  und  damit  auch  die  resul- 
tirende Bewegung  nebst  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
auf  der  Bahncurve  a  bestimmt. 

Wird  insbesondere  in  Fig.  746  die  Geschwindigkeit  A['A'^  und 
die  Beschleunigung  A{^A?^  eines  Punktes  A,  der  sich  in  der  Lage 
A^  befindet,  derart  in  zwei  Componenten  zerlegt,  dass  je  eine 
Geschwindigkeits-  und  Beschleunigungscomponente  in  einer  Gera- 
den zusammenfallen,  oder  wirken  auf  einen  Punkt  A  zwei  Ge- 
schwindigkeiten und  zwei  Beschleunigungen,  so  dass  eine  Ge- 
schwindigkeit und  eine  Beschleunigung  in  je  einer  der  Geraden  g 
und  A  liegen;  dann  erhalten  wir  den  besonderen  Fall  der  Zer- 
legung und  Zusammensetzung,  der  vorzugsweise  bei  der  analyti- 
schen Behandlung  angewendet  wird  und  in  welchem  die  Elementar- 
beschleunigungen A^A^,  -^l^v  '®^P'  ^  ^®^  Geraden  j,  h  liegen. 
Auf  der  Geraden  g  werden  in  der  angegebenen  Weise  die  Elemente 
A['Ai',  Ai'A'J  und  auf  der  Geraden  h  die  Elemente  A{A[',  ^JMf 
bestimmt.  Demnach  wird  in  diesem  Falle  die  Bewegung  des 
Punktes  A  auf  der  Bahncurve  a  auch  als  resultirende  Bewegung 
dadurch  erzeugt,  dass  dieser  Punkt  die  erstgenannten  Elemente  auf 
der  parallel  bewegten  Geraden  g  durchschreitet,  während  gleich- 
zeitig ein  Punkt  dieser  Geraden  die  letztgenannten  Elemente  auf 
der  Geraden  h  zurttcklegt. 
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Zerlegen  wir  insbesondere  in  Fig.  747  nur  die  gegebene  Be- 
schlennignng  A^^A^  eines  in  A^^  befindlichen  Punktes  Aj  so  dass 
die  eine  Gomponente  A^^A^.  in  der  gegebenen  Geschwindigkeit 
A^lA'v  dieses  Pnnktes,  also  in  der  Tangente  seiner  Bahncnrve  a 
liegt,  nnd  die  andere  Componente  A^lA^.  auf  A^^A^  senkrecht  steht, 
oder  nehmen  wir  an,  es  sei  ausser  der  Geschwindigkeit  A^^A'^  die 
in  ihrer  Bichtnng  liegende  Beschleunigung  A^j[Al  und  die  auf  ihr 
senkrechte  Beschleunigung  A^^A^  gegeben ;  dann  erhalten  wir  den 
wichtigen  speciellen  Fall,  in  welchem  die  beiden  Gomponenten  der 
Beschleunigung  A^^A^.^  ^"^)  resp.  mit  der  Tangente  und  Normalen 
der  Bahncurve  a  zusammenfallen  und  die,  wie  schon  S.  746  er- 
wähnt, beziehlich  Tangential-  und  Normalbeschleunigung  genannt 
werden.  Es  liegt  die  Elementarbeschleunigung  ^(.^f,  bei  welcher 
die  Punkte  ^^,  AI  coincidiren,  in  der  Tangente  oder  in  der  Ge- 
raden gy  auf  der  die  Elemente  A{'A{'y  A['A{^  wie  vorhin  bestimmt 
sind;  femer  folgt,  da  in  der  Normalen  der  Bahncurve  a  oder  in 
der  Geraden  h  nur  die  Beschleunigung  A[^AJ  wirkt  und  jene  Ge- 
schwindigkeitscomponente  A{^Al  gleich  Null  ist,  dass  die  Gerade  g 
sich  während  des  ersten  Zeitelementes  in  Buhe  befindet  Dagegen 
erhält  im  zweiten  Zeitelemente  jeder  Punkt  dieser  Geraden  eine 
unendlich  kleine  Geschwindigkeit  A^JAl^  welche  mit  der  in  der 
Normalen  liegenden  Elementarbeschleunigung  A{'Ai  identisch  ist 
Demnach  wird  der  Punkt  Ajl  der  parallel  bewegten  Geraden  g  im 
zweiten  Zeitelemente  nur  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  AIJA^^^ 
zweiter  Ordnung  in  der  Normalen  bewegt.  Die  Bewegung  des 
Punktes  A  auf  der  Bahncurve  a  wird  also  in  diesem  speciellen 
Falle  auch  als  resultirende  Bewegung  dadurch  erzeugt,  dass  dieser 
Punkt  in  den  beiden  Zeitelementen  auf  der  Geraden  g  die  Ele- 
mente A[^A[^y  A{'A[^  durchschreitet,  während  diese  Gerade  im 
ersten  Zeitelemente  ruht  und  im  zweiten  Zeitelemente  senkrecht 
zu  sich  selbst  eine  Parallelbewegung  vollzieht,  bei  welcher  ihr 
'  Punkt  A'J  auf  der  Geraden  h  nach  A^^^  gelangt.  Die  Tangential- 
beschleunigung A'^Aj  und  die  Normalbeschleunigung  A^^AJ^  welche 
wir  S.  746  resp.  als  die  senkrechten  Projectionen  der  Beschleuni- 
gung A[^A^  auf  die  Tangente  und  auf  die  Normale  der  Bahncurve 
des  bewegten  Punktes  definirten,  bringen,  wie  hierdurch  bewiesen 
ist,  vereint  die  resultirende  Beschleunigung  A{^A^  hervor,  deren 
Projectionen  sie  sind. 

In  Fig.  748  wollen  wir  schliesslich  noch  den  speciellen  Fall 
betrachten,  bei  welchem  wir  nur  die  Geschwindigkeit  A^JA'^  des 
sich  in  A[^  befindenden  Punktes  A  zerlegen,  so  dass  die  eine 
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Gomponente  A^Al  in  einer  Geraden  g  und  die  andere  Componente 
A'^Ai  in  der  Geraden  h  liegt ,  welche  die  Beschleonignng  Af/A" 
des  Punktes  A  enthält;  oder  wir  nehmen  an,  es  wirken  auf  den 
Punkt  A  die  beiden  Geschwindigkeiten  A[^Al^  A^'A^  und  die  Be- 
schleunigung A[^Af  in  der  Sichtung  A'^A^.  In  diesem  speciellen 
Falle  wird  die  Bewegung  des  Punktes  A  auf  der  Bahncurve  a 
dadurch  als  resultirende  erzeugt ,  dass  dieser  Punkt  sich  gleich- 
förmig auf  der  Geraden  g  bewegt  und  diese  Gerade  eine  Parallel- 
bewegung vollzieht,  bei  welcher  ein  Punkt  derselben  sich  auf  der 
Geraden  h  mit  der  Beschleunigung  A{'A^  bewegt.  Dieser  Beschleu- 
nigung entspricht  in  der  Geraden  h  die  Aenderung  AI  AI  der  Ge- 
schwindigkeit A'JAl;  demnach  ergiebt  sich  aus  der  Geschwindig- 
keit A{^A'Jy  die  mit  A^'A^  identisch  ist,  und  aus  der  Geschwindig- 
keit A[^Al  die  resultirende  Geschwindigkeit  A^^A'^  des  Punktes  A 
auf  der  Bahncurve  a  im  zweiten  Zeitelemente. 

296.  Coriolis'sche  Zuaammenaetzung  der  Beschleunigungen.  Um 
zu  den  allgemeinsten  Beziehungen  der  Zusammensetzung  der  Be- 
schleunigungen zu  gelangen,  betrachten  wir  die  resultirende  Be- 
wegung eines  Punktes,  welche  entsteht,  wenn  dieser  Punkt  sich 
auf  einer  beliebig  bewegten  Gurve  bewegt  Zu  diesem  Zwecke 
stutzen  wir  uns  auf  das  Parallelogramm  der  Beschleunigungen  und 
auf  die  Beziehungen  der  Deviationen.  Wir  nehmen  daher  in  Fig.  749 
zunächst  an,  ein  Punkt  A  durchschreite  auf  einer  in  einem  festen 
System  S  parallel  bewegten  Curve  g  die  beiden  Elemente  A{A[f 
A{A{  in  zwei  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeitelementen  dt^ 
und  es  seien  diese  Elemente  in  diesen  Zeitelementen  also  parallel 
zu  sich  selbst  beziehlich  nach  ^f-^J',  A^^A^^  und  nach  A^l^A^l\ 
A'^^A[^^  gelangt;  dann  hat  der  Punkt  A[  der  Curve  g  die  Elemente 
A{Alfy  A[^A^^^  einer  Curve  k  im  System  S  zurückgelegt  und  der 
Punkt  A  hat  infolge  der  beiden  gleichzeitigen  Bewegungen  die 
Elemente  A[Ally  A^JA'j'  seiner  Bahncurve  a  im  System  2  durch- 
schritten. Demnach  repräsentiren  die  Diagonalen  A[^A^^  A!JA\ 
A[fA%  welche  den  durch  ^{MJ^JJ^,  ^J^JMi",  ^i^i^i"  bestimm- 
ten  Parallelogrammen  angehören,  beziehlich  die  Deviation  des  auf 
g  bewegten  Punktes  A^  die  Deviation  des  auf  h  bewegten  Punktes 
A^^  der  Curve  g  und  die  Deviation  des  auf  der  resultir enden  Bahn- 
curve a  bewegten  Punktes  A.  Da  die  Deviation  der  entsprechen- 
den Beschleunigung  gleichgerichtet  ist  und  sich  zu  derselben  wie 
dt^ :  1  verhält,  so  muss  nach  dem  Parallelogramm  der  Beschleuni- 
gungen die  Deviation  AljA"^  auch  die  Diagonale  des  durch  A^A"A^ 
bestimmten  Parallelogramms  bilden  und  gleich  der  geometrischen 
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Snmme  der  beiden  Deviationen  AiJA^^  A{^A^  sein.   Dieses  Besnltat 
lässt  sich  auch  leicht  direct  ableiten. 

Durchschreitet  in  Fig.  750  ein  Pankt  A  anf  einer  in  einem 
festen  System  S  beliebig  bewegten  Carve  g  in  zwei  auf  einander 
folgenden  gleichen  Zeitelementen  dt  die  Elemente  A{A{^  A[A[^ 
und  gelangen  diese  Elemente  im  ersten  Zeitelemente  nach  A['A{^^ 
A^^A^^y  im  zweiten  Zeitelemente  nach  A^l^A^}^  A^l^A^l^\  dann  hat 
der  Curvenpunkt  A{  die  Elemente  A{A^i^  A^^A^^^  seiner  Bahn- 
curve  h  im  System  S  durchlaufen  und  der  Punkt  A  hat  infolge 
der  beiden  gleichzeitigen  Bewegungen  die  Elemente  A[A^^^  A^^A^l^ 
der  resultirenden  Bahncurve  a  im  System  S  zurückgelegt.  Die 
Diagonale  A^^A^*  des  durch  A[  A^^A^l^  bestimmten  Parallelogramms 
ist  dann  die  Deviation  des  auf  der  resultirenden  Bahncurve  a  be- 
wegten Punktes -4.  Machen  wir  die  Strecke  A^^^  A^l^  #  A[A[  und 
beachten  wir,  dass  die  Bichtung  der  Deviation  A\IA^  des  auf  der 
Gurve  g  bewegten  Punktes  A  sich  mit  der  Drehung  dieser  Gurve 
nur  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  dreht,  der  gegen  endliche 
Winkelgrössen  verschwindet,  so  ist  die  Diagonale  A^IA"^  des  Pa- 
rallelogramms A[A^iA'l^A'^  nach  der  vorhergehenden  Ableitung 
gleich  der  geometrischen  Summe  der  Deviation  A^^A^  des  auf  g 
bewegten  Punktes  A  und  der  Deviation  A^^A^  des  auf  h  bewegten 
Gurvenpunktes  A{ .  Ferner  ist  wegen  der  congruenten  und  parallel 
gelegenen  Dreiecke  -4{-4M«,  ^i'^'/MJ«  die  Strecke  A''A''#A'i'Af, 
und  folglich  ergiebt  sich  die  geometrische  Summe 


A^iA''  =  A^^A^  +  A^iA^  4-  A'A^ 

Die  bewegte  Gurve  g  hat  sich  in  den  beiden  gleichen  Zeit- 
elementen um  zwei  unendlich  kleine  Winkel  gedreht,  deren  Summe 
bei  der  Bewegung  in  der  Ebene  gleich  dem  unendlich  kleinen 
Winkel  ^'/MJ^MJ'^  ist,  und  bei  der  Bewegung  im  Baume  von 
diesem  Winkel  um  eine  verschwindende  unendlich  kleine  Grösse 
zweiter  Ordnung  abweicht;  demnach  hat  die  Gurve  g  während 
der  Zeit  2  dt  eine  unendlich  kleine  Drehung  gleich  dem  unendlich 
kleinen  Winkel  A'l'A^^^A^^^  vollzogen.  Bezeichnen  wir  die  Dreh- 
geschwindigkeit, welche  die  Gurve  g  im  ersten  Zeitelemente  be- 
sitzt, mit  w^  und  beachten  wir,  dass  die  Aenderung,  welche  die 
endliche  Grösse  u)  im  zweiten  Zeitelemente  erleidet,  unendlich 
klein  ist,  also  gegen  u)  verschwindet,  so  ist,  da  wir  für  den  um 
A^i^  beschriebenen  unendlich  kleinen  Kreisbogen  A'i'A^^^  die  Sehne 
A'i'A^^i  setzen  können, 

A'l^A[^i  =  2.A^i^A^i^.iodt. 
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Die  Oeschwindigkeit  -4J^J  =  »p,  welche  der  Punkt  A  auf 
der  Garve  g  im  ersten  Zeitelemente  besitzt,  ändert  sich  im  zweiten 
Zeitelemente  nur  um  eine  gegen  Vg  verschwindende  unendlich 
kleine  Grösse,  daher  können  wir  auch  Vg  als  die  Geschwindigkeit 
betrachten,  mit  welcher  der  Punkt  A  das  nach  A^^^A^^^  gelangte 
Gurvenelement  durchläuft;  demnach  ist 

^/// J///  =   Vgdt, 

und 

Um  die  Richtung  der  unendlich  kleinen  Strecke  A'^A^  zweiter 
Ordnung  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  die  Geschwindigkeit  A[Al^ 
welche  der  Punkt  A  auf  g  besitzt,  um  den  momentanen  Ort  des 
Punktes  A  im  System  2  der  Bewegung  der  Gurre  g  entsprechend 
gedreht,  dann  ist  die  Strecke  A^  A"^  gleichgerichtet  mit  der  momen- 
tanen Bewegung  des  Endpunktes  AI  der  Geschwindigkeit  A{A\. 

Bezeichnen  wir  die  resultirende  Beschleunigung  A^^A^  des 
Punktes  A  auf  der  entstandenen  Bahncurve  a  mit  /„ ,  die  Beschleu- 
nigung -4J^4J  des  Punktes  A  auf  der  bewegten  Gurve  g  mit  j^  und 
die  Beschleunigung  desjenigen  Punktes  der  bewegten  Gurve  </,  der 
mit  A  momentan  coincidirt  und  sich  auf  der  Bahncurve  A  bewegt, 
mity,,  so  ist: 

All  Ä^ f      =r  '  I 

A^'A^ 

AllJ^:=^i   =—1—-, 
^a  ^y  —3g  —      ^A      ' 


^U]  -h  - 


dt» 


Wenn  wir  nun  in  die  vorhin  erhaltene  Gleichung  der  geome- 
trischen Summe  den  Werth  2,Vg(odt^  flir^''^'^  setzen  und  diese 
Gleichung  durch  d(^  dividiren,  oder  wenn  wir  nun  in  Fig.  750  das 
Punktgebilde  -4  JMM*-4"  im  Verhältnisse  dl* :  1  ähnliqh  vergrössem, 
so  dass  das  Punktgebilde  A^^A^A^Aj  entsteht 4  dann  ergiebt  sich 
die  geometrische  Summe 


ie- 5?-  +  -i?-  +  2^^^' 

und  hieraus  folgt 

oder  _        _       _      

Demnach  erhalten  wir  den  folgenden  fundamentalen  Satz,  welchen 
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OoriolisO  i^  sehr  umständlicher  Weise  zuerst  anal3rti8ch  abge- 
leitet hat: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  A  mit  der  Geschwindigkeit  Vg 
und  der  Beschleunigung  j^  auf  einer  in  einem  festen 
System  beliebig  bewegten  Curve  9,  deren  mit  A  coin- 
cidirender  Punkt  auf  seiner  Bahncurye  k  die  Beschleu- 
nigung j\  besitzt;  und  ist  w  die  momentane  Drehge- 
schwindigkeit der  bewegten  Curve  9,  so  ist  die  resul- 
tirende  Beschleunigungy„  des  Punktes  A  auf  der  durch 
beide  gleichzeitigen  Bewegungen  entstehenden  Bahn- 
curye a  gleich  der  geometrischen  Summe  aus  den  bei- 
den Beschleunigungen  j^j  j\  und  aus  der  durch  das 
Product  2vgW  repräsentirten  Strecke,  die  senkrecht 
auf  der  Geschwindigkeit  Vg  steht  und  mit  der  um  den 
Ort  von  A  im  Sinne  von  (o  gedachten  momentanen 
Drehung  derselben  gleichgerichtet  ist. 

Die  resultirende  Beschleunigung  jay  mit  welcher  der  Punkt  A 
sich  auf  der  Bahncurye  a  im  festen  System  S  bewegt,  heisst  auch 
die  absolute  Beschleunigung  dieses  Punktes;  die  Beschleu- 
nigung jg  des  Punktes  A  auf  der  bewegten  Cunre  g  wird  die 
relatiye  Beschleunigung  genannt;  und  die  Beschleunigung y^, 
welche  der  mit  dem  Punkte  A  momentan  coincidirende  Punkt  der 
im  festen  System  bewegten  oder  geführten  Curye  g  auf  seiner 
Bahncurye  h  besitzt,  nennen  wir  die  Ftthrungsbeschleuni- 
gung.  Bei  einer  Parallel bewegung  der  Curye  g  ist  die  Drehge- 
scbwindigkeit  cj  »=  0,  und  es  yerschwindet  das  Product  2  Vg  ta. 
Für  diesen  speciellen  Fall,  der  sich  durch  die  Anwendbarkeit  des 
Parallelogramms  der  Beschleunigungen  auszeichnet,  ist  also  die 
absolute  Beschleunigung  gleich  der  geometrischen  Summe  der 
relatiyen  Beschleunigung  und  der  Ftthrungsbeschleunigung.  Bei 
der  allgemeinen  Bewegung  der  Curye  g  ist  aber  noch  die  Zusetzung 
der  Strecke  IvgVj  zu  dieser  geometrischen  Summe  erforderlich, 
und  deshalb  wollen  wir  die  Strecke  ^Vgio  die  Zusatzbeschleu- 
nigung nennen;  denn  die  bisher  gebräuchliche  Benennung  „zu- 
sammengesetzte Centripetalbeschleunigung^^  fttr  diese  Strecke  ist 
sehr  unpassend  und  daher  yerwerflich.    Analog  heisst  auch  die 

>)  Goriolis,  ,,Sar  les  ^quations  du  mouvement  rdatif  des  systörnes  de 
Corps''.  Journal  VEcole  polytecknigue.  1825.  Gah.  24.  p.  142.  —  Femer  in 
Goriolis,  Trait^  de  la  mdcanique.  1849.  2«  6d.  §  29.  —  Einen  kurzen  ana- 
lytischen Beweis  des  Gorioli Besehen  Satzes  gab  Grübler.  Zeitschrift  der 
Mathematik  und  Physik.  1884.  B.  29.  S.  313. 
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Geschwindigkeit  AjjAv  =«  v„ ,  mit  welcher  der  Pankt  A  sich  anf 
der  Bahncnrre  a  im  festen  System  bewegt ,  die  absolate  Ge- 
schwindigkeit dieses  Punktes;  femer  wird  die  Geschwindig- 
keit A['Al  B»  Vg  dieses  Punktes  A  anf  der  bewegten  Cnrve  g  die 
relative  Geschwindigkeit  genannt;  und  die  Geschwindigkeit 
A{'A^  BB  v^ ,  die  der  mit  dem  Punkte  A  momentan  coincidirende 
Punkt  der  im  festen  System  geführten  Gurve  g  auf  seiner  Bahn- 
curre  h  besitzt,  nennen  wir  die  Ftlhrungsgeschwindigkeit 
Diese  adjectivischen  Bezeichnungen  ,,ab8olute''  und  „relative'^  sind 
jedoch  entbehrlich,  wenn  wir  des  bestimmteren  Ausdruckes  wegen 
stets  hinzufügen,  auf  welche  Bahn  oder  auf  welches  System  die 
Beschleunigung  und  die  Geschwindigkeit  sich  bezieht.  Wir  wer- 
den den  erhaltenen  Gor iolis'schen  Satz,  aus  dem  viele  wichtige 
Beziehungen  der  Beschleunigungen  bei  zusammengesetzten  Bewe- 
gungen hervorgehen,  im  Folgenden  auf  mannigfache  interessante 
Beispiele  anwenden. 

GonBtmction  der  BeBchleanigiing  ZTLsammengesetzter 

Bewegnngen. 

297.  Tilgung  einer  Bewegung  durcii  eine  andere  Bewegung. 
Wir  betrachten  in  Fig.  761,  Taf.  L,  einen  Punkt  A,  der  sich  im 
Sinne  ^^^  mit  der  Beschleunigung  ^^J  =7^  auf  einer  zu  einem 
System  S  gehörenden  Curve  g  bewegt,  fttr  welche  ^A  der  be- 
treffende Erttnunungsradius  ist  Die  entsprechende  Geschwindig- 
keit AAl'^Vff  wird  erhalten,  indem  wir  auf  ^A  die  Strecke  AZ 
gleich  der  Normalbesohleunigung  AAn  machen  und  über  4>S  als 
Durchmesser  einen  Kreis  beschreiben,  der  die  Geschwindigkeit 
AAl  auf  der  Gurventangente  bestimmt  Um  diese  Bewegung  zu 
tilgen,  erth  eilen  wir  dem  ebenen  System  S  mit  der  Curve  g  eine 
unendlich  kleine  entgegengesetzte  Drehung  um  den  Krttmmungs- 
mittelpunkt  4>  im  Bezug  auf  ein  festes  System  S,  so  dass  der 
momentan  mit  dem  bewegten  Punkte  A  coincidirende  Punkt  der 
Curve  g  oder  des  Systems  5  eine  Beschleunigung  AA^  «=y^  er- 
hält, die  gleich  der  Beschleunigung  AA^  ist  und  zu^  dieser  bezüg- 
lich der  Geraden  ^A  symmetrisch  liegt;  dann  ist,  weil  dieser 
Beschleunigung  AA^  dieselbe  Normalbeschleunigung  AAn  ent- 
spricht, die  zugehörige  Geschwindigkeit  A  A^  der  Geschwindigkeit 
AAl  entgegengesetzt  gleich.  Demnach  ergiebt  sich  im  Bezug  auf 
das  feste  System  S  die  Dreh  gesch windigkeit  w  des  um  4>  mit  der 
Curve  g  momentan  rotirenden  Systems  S  durch  das  Verhältniss 
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i  o>^  -       ' 


^A  ^A 

und  die  Znsatzbeschlennigang 


vf 


'  <PA 
Dieselbe  ist  also  gleich  der  doppelten  Normalbeschleuiiiguiig  AAu 
des  auf  g  bewegten  Punktes  A  oder  des  mit  A  coincidirenden  um 
4>  in  Drehung  versetzten  Punktes.  Nach  dem  Coriolis'schen 
Satze  machen  wir  die  Strecke  AjA^^  AA^^  femer  die  Strecke 
Aa  A^j  welche  hier  in  der  Geraden  ^A  liegt  und  dem  Sinne  der 
Drehung  yon  A^  gemäss  nach  A  gerichtet  ist,  gleich  2.AAnf 
und  folglich  erhalten  wir  f&r  die  resultirende  Beschleunigung  AAj 
oder  Ja  des  Punktes  A  im  Bezug  auf  das  feste  System  S  die  geo- 
metrische Summe  

L=Jg+7H  +  ^^  —  ^+  ^j  +  ^571  —  0. 
Hiemach  ist  in  diesem  Falle  die  resultirende  Beschleunigung  y.^ , 
sowie  die  resultirende  Geschwindigkeit  v^  des  Punktes  A  im  Bezug 
auf  das  feste  System  S  gleich  KuU.  Gemäss  unserer  Auffassung 
der  Bewegung  folgt  hieraus,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  A 
auf  der  Gurve  g  durch  jene  hinzugefügte  Drehung  während  zweier 
gleicher  Zeitelemente  getilgt  ist  und  der  Punkt  A  sich  also  im 
Bezug  auf  das  feste  System  S  in  Buhe  befindet.  Denn,  wenn  nur 
die  resultirende  Geschwindigkeit  v^^  gleich  Null  ist  und  noch  eine 
resultirende  Beschleunigung  Ja  vorhanden  ist,  so  befindet  sich  der 
Punkt  A  im  ersten  Zeitelemente  in  Ruhe,  aber  im  zweiten  Zeit- 
elemente beginnt  er  eine  Bewegung  infolge  der  wirkenden  Be- 
schleunigung Ja . 

In  anderer  Weise  wird  die  Bewegung  des  Punktes  A  auch  ge- 
tilgt, wenn  wir  dem  System  «S  mit  der  Ourve  g  im  festen  System  S 
eine  Parallelbewegung  ertheilen,  so  dass  die  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  der  Punkte  desselben  resp.  def*  Geschwindigkeit 
und  der  Beschleunigung  des  Punktes  A  auf  der  Gurve  g  entgegen- 
gesetzt gleich  sind. 

298.  Zusammensetzung  einer  bestimmten  Bewegung  eines  Punlc- 
tes  auf  einer  Curve  und  einer  gleicliförmigen  Dreliung  derselben. 
In  Fig.  752  bewegt  sich  ein  Punkt  A  im  Sinne  A  AS^  auf  einer 
zu  einem  ebenen  System  S  gehörenden  Curve  g  mit  der  Beschleu- 
nigung-4 -4j=y^,  und  gleichzeitig  dreht  sich  das  System  5  mit 
der  Curve  g  gleichförmig  um  den  festen  Punkt  4>  in  einem  festen 
System  S.  Wir  nehmen  an,  es  sei  AAl^^^^v^^  die  auf  ^A  senk- 
rechte Geschwindigkeit  des  mit  A  momentan  coincidirenden  Punktes 
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der  Carve  g  oder  des  Systems  S  im  Bezug  auf  das  feste  System  Z, 
die  wir  auch  die  Führungsgeschwindigkeit  genannt  haben;  dann 
bestimmt  die  auf  ^A\  errichtete  Senkrechte  ^^S  in  der  Geraden 
^A  die  Strecke  S-4,  welche  die  nach  4>  gerichtete  Beschleuni- 
gung j\  dieses  gleichförmig  um  4>  rotirenden  Systempunktes,  also 
die  Führungsbeschleunigung  darstellt.  Denn  gemäss  dieser  Con- 
struction  ist  2 


<PA 

Bezeichnen  wir  mit  F  den  zu  A  gehörenden  Erttmmungsmittel- 
punkt  der  Curve  g  und  mit  A^  den  Fusspunkt  der  von  A^  auf 
FA  gefällten  Senkrechten,  dann  erhalten  wir  in  bekannter  Weise 
die  auf  FA  senkrechte  Geschwindigkeit  AA^^^Vg  des  Punktes  A 
auf  gy  indem  wir  über  FA  als  Durchmesser  einen  Halbkreis  be- 
schreiben, der  A^Aj  in  i7  trifft,  und  4-4^  = -4/7  machen.  Die  Dia- 
gonale AA"  des  aus  AA'^^  AA^  gebildeten  Parallelogramms  re- 
präsentirt  die  Geschwindigkeit  v^^  mit  welcher  sich  der  Punkt  A 
auf  der  resultirenden  Bahncurve  a  im  festen  System  bewegt. 

Behufs  der  Gonstruction  der  Zusatzbeschleunigung  machen  wir 
auf  4>.4  die  Strecke  AD^^  AAl  und  ziehen  zu  4>-4*  die  Parallele 
DA  his  aji  AA^]  Bo  folgt,  weil  die  constante  Drehgeschwindig- 
keit (o  des  Systems  S  durch 

AA^„         AA         AA 


(O 


^A         DA  Vg 

bestimmt  wird,  dass  die  Zusatzbeschleunigung 

2t?j,w  =  2.  i4A 

ist.  Wenn  wir  nun  nach  dem  G er iolis 'sehen  Satze  ^J^a#S^ 
machen,  und  femer  AaAj  =  2,AA  gleichgerichtet  mit  der  um  A 
im  Sinne  w  gedachten  Drehung  von  AA^  senkrecht  auf  AA^ 
ziehen,  so  repräsentirt  AA?  die  Beschleunigung  von  A  auf  der 
resultirenden  Bahncurve  a  im  Bezug  auf  das  feste  System.  Ver- 
mittelst der  Geschwindigkeit  AA"  und  der  Beschleunigung  AA^ 
kann  man  auch  leicht  in  bekannter  Weise  den  Ertlmmungsmittel- 
punkt  A  dieser  Bahncurve  a  bestimmen.  Wir  fällen  von  Aj  auf 
die  Normale  A^  der  Bahncurve  a  die  Senkrechte  A^A^^^  machen 
auf  A^  die  Strecke  ^11  =  A^A  und  errichten  in  4"  auf  A"n  die 
Senkrechte  ^^A,  welche  A^  im  Erümmungsmittelpunkte  A  triffiL 
In  Fig.  753  ist  die  Gonstruction  der  Beschleunigung  AA^  Üix 
den  besonderen  Fall  ausgeführt,  wenn  der  Punkt  A  sich  auf  einem 
Kreise  g  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  AA^  bewegt,  die 
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gleich  dem  Radius  FA  dieses  Kreises  ist,  und  dieser  Kreis  gleich- 
förmig um  einen  festen  Punkt  4>  rotirt.  Der  Badius  AF  reprä- 
sentirt  hier  die  Beschleunigung  AA^^  und  demnach  ergiebt  sich, 
indem  wir  auf  den  yerlängerten  Badius  die  Strecke  AjAa'^2.A^ 
und  AaAj#  EA  ziehen,  die  Beschleunigung  AA^, 

Wenn,  wie  in  Fig.  764,  der  Punkt  A  sich  auf  einer  gleich- 
förmig um  den  festen  Punkt  ^  rotirenden  Geraden  g  bewegt, 
liegt  die  Geschwindigkeit  AAl  und  die  Beschleunigung  AAj  in 
dieser  Geraden.  Die  Beschleunigung  A  Af  wird  in  der  angegebenen 
Weise  bestimmt,  indem  wir  A^Aa^EA  machen  und  AaAj'==^2.A^ 
senkrecht  auf  g  im  Drehungssinne  von  A^  ziehen.  Ebenso  ist  in 
Fig.  766,  wenn  insbesondere  der  feste  Drehpunkt  ^  in  der  Gera- 
den g  liegt,  die  Beschleunigung  AA^  construirt 

299.  Die  trochoidische  Bewegung  eines  Punictes  als  Erzeugniss 
zweier  gleicilfSrmiger  Dreliungen.  Wenn  in  Fig.  766  ein  Punkt  A 
sich  auf  einem  flreise  g  gleichförmig  bewegt  und  dieser  Kreis  in 
einem  festen  ebenen  System  £  gleichförmig  um  den  festen  Punkt  ^ 
rotirt,  so  ist  die  resultirende  Bahncurve  a  dieses  Punktes  A  nach 
Art.  57  und  58  eine  Trochoide.  Nehmen  wir  an,  dass  während 
einer  Umdrehung  des  Kreises  g  um  ^  der  Punkt  A  den  Kreis  g^ 
dessen  Mittelpunkt  F  ist,  n-mal  in  gleichem  oder  entgegensetztem 
Sinne  durchläuft,  wobei  n  eine  beliebige  Zahl  mit  resp.  positiven 
oder  negativen  Vorzeichen  sein  kann,  und  dass  die  Drehgeschwin- 
digkeit (o^  mit  welcher  der  Kreis  ^  um  4>  im  festen  System  rotirt, 
gleich  der  Einheit  sei ;  dann  ist  die  auf  ^A  senkrechte  Geschwin- 
digkeit AA^  för  den  mit  A  coincidirenden  Punkt  des  Kreises  g  gleich 
A^  und  die  Geschwindigkeit  AAl  des  Punktes  A  auf  g  gleich 
n.AF.  Die  Diagonale  AA"^  des  aus  AA^^  AA^  gebildeten  Pa- 
rallelogramms stellt  die  Geschwindigkeit  dar,  welche  der  Punkt  A 
auf  der  Trochoide  a  besitzt.  Construiren  wir  das  Parallelogramm 
<PFAF\  dessen  Seiten  ^F,  4>F'  von  der  auf  AA"^  senkrechten 
Normalen  A^  der  Trochoide  a  in  den  Punkten  %  $'  getroffen 
werden,  und  beschreiben  wir  um  4>,  F  die  sich  in  $  berührenden 
Kreise  tt,  p^  femer  um  ^,  F'  die  sich  in  $'  berührenden  Kreise 
7i/,  /?';  dann  sind  dies  die  beiden  Bollkreispaare  für  die  durch 
zweifache  BoUung  entstehende  Trochoide  a.  Denn  der  mit  dem 
auf  7t  rollenden  Kreise  p  verbundene  Punkt  A  beschreibt  die  Tro- 
choide er,  und  ebenso  erzeugt  der  auf  n'  rollende  Ejreis  p'  durch 
den  mit  ihm  verbundenen  Punkt  A  dieselbe  Trochoide  a.  Diese 
Trochoide  ist  für  w  =-  —  2  eine  Ellipse,  für  n  =  1  eine  Pascal- 
sche  Gurve. 
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Die  Dreiecke  ^4>Sß',  AA^A^  sind  congraent,  weil  A^  —  AA^ 
ist,  und  die  entsprechenden  Seiten  senkrecht  auf  einander  stehen; 
folglich  repräsentirt  A^'  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  auf 
der  Trochoide  a  bewegten  Punktes  A^  und  der  mit  dem  Badins 
<P^'  =  AAl  um  4>  beschriebene  Polbahnkreis  tt'  ist  der  geome- 
trische Ort  des  mit  dem  Pol  ^'  coincidirenden  Endpunktes  dieser 
lothrechten  Geschwindigkeit.  Die  constante  Beschlemiigang  AA^.^ 
mit  welcher  sich  der  Punkt  A  auf  dem  Kreise  g  bewegt,  liegt  in 
A  F  und  ergiebt  sich,  indem  wir  auf  FA  die  Strecke  -4  T  =  FA 
machen  und  auf  ^A^  die  Senkrechte  A^Aj  bis  an  FA  ziehen; 
denn  nach  dieser  Gonstruction  ist 


AA^.  = 


•2 


V  FA 

Um  nun  die  Beschleunigung  AA^  des  auf  a  bewegten  Punktes  A 
zu  erhalten,  machen  wir,  weil  die  Drehgeschwindigkeit  co  =  l 
genommen  wurde  und  demnach  die  Beschleunigung  AA^  mit  A^ 
identisch  ist,  in  der  auf  AA^  senkrechten  Geraden  <t>^'  gleich- 
gerichtet mit  der  um  ^  im  Sinne  co  gedachten  Drehung  yon  AAl 
die  Strecke  ^Aa  =  2 .  ^-4J  =  2.4>^',  und  ferner  ^«.4«  —  AA^. 
Hiemach  ist,  da  diese  beiden  Strecken  constant  sind,  der  geome- 
trische Ort  des  Endpunktes  A"  der  Beschleunigung  AA^  ein  um 
4>  mit  dem  Radius  ^A^  beschriebener  Kreis. 

Durch  das  aus  starren  Seiten  gebildete  Gelenkparallelogramm 
^FAF'^  dessen  Eckpunkt  A  die  Trochoide  a  beschreibt,  ist  die 
Bewegung  eines  affin -veränderlichen  ebenen  Systems  bestimmt; 
und  alle  Punkte  desselben  beschreiben  nach  Art  69  Trochoiden, 
welche  ftlr  die  auf  den  Systemgeraden  4>i^,  4^F^  liegenden  Punkte  in 
concentrische  ^eise  tibergehen.  Ziehen  wir  4>5)#4¥',  ^3#-4  Afj 
dann  sind  auch  $,  3  Punkte  dieses  affin-veränderlichen  Systems; 
folglich  ist  die  vom  Punkte  $  beschriebene  Trochoide  1^  der  um 
einen  rechten  Winkel  gedrehte  auf  ^  als  Tragpunkt  bezogene 
Hodograph  erster  Ordnung  und  die  vom  Punkte  3  erzeugte  Tro- 
choide t  der  auf  4>  als  Tragpunkt  bezogene  Hodograph  zweiter 
Ordnung  fllr  die  Bewegung  des  Punktes  A  auf  der  Trochoide  er. 

Wird  die  Drehgeschwindigkeit  w  nicht  gleich  der  Einheit 
genommen,  dann  ist  fttr  die  Bewegung  von  A  auf  a  die  entspre- 
chende lothrechte  Geschwindigkeit  gleich  cj .  <t>$  und  die  zuge- 
hörige Beschleunigung  gleich  co' .  <t>3.  Demnach  sind  für  diesen 
allgemeinen  Fall,  weil  die  Richtungen  unverändert  bleiben,  die  be- 
treffenden Hodographen  beziehlich  jenen  Hodographen  1^,  t  ähnlich; 
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und  da  diese  Hodographen  in  gleicher  Weise  wie  die  Trochoide  a 
durch  Ponkte  jenes  affin-veränderlichen  Systems  erzengt  werden, 
so  erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  der  Erzeugung  einer  Trochoide  durch  zwei 
gleichförmige  Drehungen  sind  für  die  Bewegung  des 
erzeugenden  Punktes  die  auf  den  Mittelpunkt  dieser 
Trochoide  als  Tragpunkt  bezogenen  Hodographen 
aller  Ordnungen  solche  Trochoiden,  die  durch  Punkte 
eines  entsprechenden  affin-veränderlichen  ebenen 
Systems  beschrieben  werden. 

Denken  wir  uns  vom  Punkte  A  aus  auf  A  $'  die  entspre- 
chende lothrechte  Geschwindigkeit  gleich  ia,A^\  und  auf  AA^ 
die  entsprechende  Beschleunigung  ta^.AAJ  des  auf  a  bewegten 
Punktes  A  abgetragen,  so  sind  die  betreffenden  Endpunkte,  welche 
beziehlich  die  Strecken  A^\  AA^  in  oonstanten  Verhältnissen 
theilen,  Punkte  jenes  affin-veränderlichen  Systems.  Hieraus  folgt, 
dass  fbr  diesen  allgemeinen  Fall  bei  der  betrachteten  Bewegung 
des  Punktes  A  auf  der  Trochoide  a  der  geometrische  Ort  des 
Endpunktes  der  lothrechten  Geschwindigkeit,  sowie  der  geome- 
trische Ort  des  Endpunktes  der  Beschleunigung  Trochoiden  sind, 
die  durch  Punkte  jenes  affin  -  veränderlichen  Systems  erzeugt 
werden. 

300.  Die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  aligemeinen  Kreis- 
evolvente als  Erzeugniss  einer  gleicliförmigen  Bewegung  auf  einer 
Geraden  und  einer  gieicliförmigen  Dreliung  derseiben.  Durchläuft 
in  Fig.  757  ein  Punkt  A  mit  constanter  Geschwindigkeit  und  dem- 
nach mit  der  Beschleunigung  Null  eine  Strecke  A^A,  auf  der 
um  4>  im  festen  System  gleichförmig  rotirenden  Geraden  g  wäh- 
rend einer  Umdrehung  derselben,  dann  ist  die  Bahncurve  a  des 
Punktes  A  eine  allgemeine  Ereisevolvente,  deren  Polbahn  der  um 
4>  mit  dem  Radius  <t>$  »»  A^Az :  2 .  3,141 . .  beschriebene  Ejreis  n 
ist.  Denn  rollt  auf  diesem  Kreise  die  zu  g  parallele  Tangente  ^p^ 
so  beschreibt  der  an  derselben  befestigte  Punkt  A  die  Bahncurve  a. 
Wenn  wir  die  Drehgeschwindigkeit  co  der  um  4>  rotirenden  Ge- 
raden g  gleich  der  Einheit  annehmen,  so  ist  die  Geschwindigkeit 
A  A^  des  Punktes  A  auf  der  Geraden  g  gleich  jenem  Badius  ^  $ 
und  die  Geschwindigkeit  AA^^  welche  der  mit  A  coincidirende 
Punkt  der  Geraden  g  im  festem  System  besitzt,  gleich  il<t>;  und 
dem  gemäss  wird  die  entsprechende  Beschleunigung  AA^  desselben 
durch  A^  dargestellt  Machen  wir  senkrecht  auf  g  gleichgerichtet 
mit  der  um  A  im  Sinne  oi  gedachten  Drehung  von  AAl  die  Strecke 
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4>-4"=  2.-4^^,  dann  reprftsentirt  AAJ  die  Beschlennigong  des 
Pnnktes  A  auf  der  allgemeinen  Ereisevolvente  a,  and  der  geome- 
trische Ort  des  Endpunktes  Aj  dieser  Beschlennigang  ist  ein  um 
<I>  mit  dem  Radius  2.^^^  =  2.4>$  beschriebener  Kreis.  Die 
zugehörige  Geschwindigkeit  A  A^  ist  die  Resultante  aus  den  bei- 
den Geschwindigkeiten  AA^^  AA^^.  Wegen  der  congruenten  Drei- 
ecke -ä4>^,  AA^A''^  repräsentirt  A^  die  lothrechte  Geschwin- 
digkeit des  auf  a  bewegten  Punktes  A^  und  folglich  ist  der 
Polbahnkreis  n  der  geometrische  Ort  des  mit  den^  Pol  $  coinci- 
direnden  Endpunktes  dieser  lothrechten  Geschwindigkeit  Wir 
ziehen  ^^  #  A%  ^^  #  AAf,  femer  an  den  Kreis  n  die  zweite 
zu  g  parallele  Tangente  q  und  denken  uns  mit  derselben  die 
Punkte  $y  3  fest  verbunden.  Lassen  wir  diese  Tangente  q  auf 
dem  Kreise  n  rollen,  dann  beschreibt  der  Punkt  $  den  um  einen 
rechten  Winkel  gedrehten  Hodographen  1^  erster  Ordnung  und  der 
Punkt  3  den  Hodographen  t  zweiter  Ordnung ,  und  diese  auf  4> 
als  Tragpunkt  bezogenen  Hodographen  sind  demnach  allgemeine 
Kreisevolventen. 

Wird  die  constante  Drehgeschwindigkeit  w  der  um  4>  roti- 
renden  Geraden  g  nicht  gleich  der  Einheit  genommen ,  dann  ist 
fUr  die  Bewegung  des  Punktes  A  auf  der  allgemeinen  KreiscTol- 
vente  a  die  Geschwindigkeit  w  »AA^^  die  Beschleunigung  w^.AA^] 
da  die  Richtungen  sich  nicht  ändern,  so  sind  die  entsprechenden 
Hodographen  beziehlich  jenen  Hodographen  1^,  t  ähnlich,  und  die 
betreffenden  Punkte  bewegen  sich  auf  dem  Hodographen  in  ana- 
loger Weise  wie  der  Punkt  A  auf  der  allgemeinen  Kreiseyolyente  a. 
Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  der  Erzeugung  einer  allgemeinen  Kreisevol- 
vente  durch  eine  gleichförmige  geradlinige  Bewegung 
und  eine  gleichförmige  Drehung  sind  für  die  Bewe- 
gung des  erzeugenden  Punktes  die  Hodographen  aller 
Ordnungen  allgemeine  Kreisevolventen. 

Wenn  insbesondere  die  Gerade  g  mit  der  rollenden  Tangente  p 
zusammenfällt,  dann  bewegt  sich  der  Punkt  A  auf  einer  gespitzten 
Kreisevolvente.  In  Fig.  768  geht  die  Gerade  g  durch  den  festen 
Drehpunkt  <t>,  und  in  diesem  besonderen  Falle  ist  die  Bahncurve  a 
des  Punktes  A  nach  S.  156  eine  Archimedische  Spirale. 

301.  Die  cycloidische  Bewegung  eines  Punktes  als  Erzeugniss 
einer  gleichförmigen  Drehung  und  einer  gleichförmigen  geradlinigen 
Parallelbewegung.  Bewegt  sich  in  Fig.  769  ein  Punkt  A  gleich- 
förmig auf  einem  Kreise  9,  der  eine  gleichförmige  geradlinige 
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Parallelbewegang  in  einem  festen  System  vollzieht,  so  ist  die 
resoltirende  Bahncurve  a  dieses  Pnnktes  A  nach  Art.  64  eine  all- 
gemeine Cycloide.  Nehmen  wir  an,  dass  während  eines  Umlaufes 
des  Punktes  A  auf  dem  Kreise  g  der  Mittelpunkt  F  desselben  die 
Strecke  F^^Ft  zurückgelegt  hat,  dann  ist  der  um  F  mit  dem  Radius 
F9^  «s  J^^jF;  :  2 . 3,141  • .  beschriebene  Kreis  p  der  Rollkreis;  denn 
indem  dieser  Kreis  p  auf  der  zu  F^Fz  parallelen  festen  Tangente  tc 
rollt,  erzeugt  der  mit  ihm  verbundene  Punkt  A  die  allgemeine 
Cycloide  a.  Wenn  wir  zunächst  der  Einfachheit  wegen  die  Ge- 
schwindigkeit AAlf  welche  der  Punkt  A  auf  dem  Kreise  g  besitzt, 
gleich  dem  Radius  AF  desselben  annehmen,  so  ist  AF  die  zuge- 
hörige Beschleunigung  AA^  und  die  Geschwindigkeit  AA^  der 
Parallelbewegung  gleich  dem  Radius  F^  des  Kreises  p. 

Die  aus  AA^,  AA^  resultirende  Geschwindigkeit  AA"  des 
Punktes  A  auf  der  allgemeinen  Cycloide  a  ist  gleich  der  Normale 
AS(i  derselben,  weil  die  Dreiecke  AA^A^^  AFS^  congruent  sind. 
Der  Endpunkt  der  entsprechenden  lothrechten  Geschwindigkeit 
des  auf  a  bewegten  Punktes  A  coincidirt  also  mit  dem  jeweiligen 
Pol  %  und  der  geometrische  Ort  dieses  Endpunktes  ist  demnach 
die  geradlinige  Polbahn  /r.  Verlegen  wir  das  Dreieck  A  A^A^  in 
paralleler  Lage  nach  0$@  und  beschreiben  wir  um  6  mit  dem 
Radius  (S$  den  Kreis  1^,  so  ist  dieser  Kreis  der  auf  den  Trag- 
punkt  O  bezogene  Hodograph  erster  Ordnung  ftir  die  Bewegung 
des  Pnnktes  A  auf  er;  und  dieser  Hodograph  ist  dem  Kreise  g 
congruent. 

Wegen  der  gleichförmigen  geradlinigen  Parallelbewegung  ist  die 
Führungsbeschleunigung  und  die  Zusatzbeschleunigung  gleich  Null; 
demnach  ist  die  constante  Beschleunigung  A  A%  welche  der  Punkt  A 
auf  dem  Elreise  g  besitzt,  auch  zugleich  die  Beschleunigung  AA^^ 
mit  welcher  derselbe  sich  auf  der  allgemeinen  Cycloide  a  bewegt 
Der  geometrische  Ort  des  mit  F  coincidirenden  Endpunktes  A^ 
dieser  Beschleunigung  ist  die  zu  7t  parallele  Gerade  F^Fg^  auf  der 
sich  der  Kreismittelpunkt  F  bewegt,  und  der  Hodograph  zweiter 
Ordnung  für  den  auf  a  bewegten  Punkt  A  ist  ein  mit  dem  Radius 
von  der  Grösse  FA  beschriebener  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der 
zugehörige  Tragpunkt  ist. 

Wird  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  auf  dem  Kreise  g 
nicht  speciell  gleich  dem  Radius  desselben  genommen,  so  ist  diese 
Geschwindigkeit,  wenn  cu  die  constante  Drehgeschwindigkeit  des 
auf  g  bewegten  Punktes  A  bezeichnet,  gleich  (o.A^  und  die  zu- 
gehörige constante  Beschleunigung  gleich  cul^ .  AF.   Der  Endpunkt 
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der  Zügehörigen  lothrechten  Geschwindigkeit  theilt  also  die  Strecke 
A^  im  Constanten  Verhältnisse  nnd  befindet  sich  demnach  auf 
einem  mit  der  Parallelbewegnng  fortschreitenden  Kreise,  der  im 
Bezng  anf  $  als  Aehnlichkeitspnnkt  zum  Kreise  g  ähnlich  liegt 
Dem  zufolge  ist  in  diesem  allgemeinen  Falle  der  geometrische 
Ort  des  Endpunktes  dieser  lothrechten  Geschwindigkeit  eine  all- 
gemeine Cycloide  nnd  der  entsprechende  Hodograph  erster  Ord- 
nung ist  ein  mit  dem  Radius  cj  .AF  beschriebener  Slreis,  dessen 
Mittelpunkt  vom  zugehörigen  Tragpunkte  um  die  Geschwindigkeit 
0)  •  F^  der  Farallelbewegung  entfernt  ist.  Der  Endpunkt  der  Be- 
schleunigung des  Punktes  A  auf  a  liegt  auf  ^F  in  constanter  Ent- 
fernung von  A;  demnach  ist  der  geometrische  Ort  dieses  End- 
punktes eine  allgemeine  Cycloide  nnd  der  Hodograph  zweiter  Ord- 
nung ein  mit  dem  Radius  w^.AF  beschriebener  Kreis,  dessen 
Hittelpunkt  der  Tragpunkt  ist ;  und  ebenso  sind  alle  Hodographen 
höherer  Ordnung  Kreise  mit  zugehörigem  concentrischem  Trag- 
punkte. Ist  insbesondere  die  Strecke  F^Fg  gleich  dem  Um&nge 
des  parallelbewegten  Kreises  9,  dann  beschreibt  der  Punkt  A  eine 
gespitzte  Cycloide. 

302.  Die  Bewegung  eines  Punictes  auf  einer  sternförmigen 
Troclioide  als  Erzeugniss  einer  liarmonfsGhen  Bewegung  auf  einem 
gleichförmig  um  seinen  Mittelpunict  rotirenden  Kreisdurchmesser. 
Wir  nehmen  an^  es  bewege  sich  in  Fig.  760  ein  Punkt  A  harmo- 
nisch auf  dem  gleichförmig  um  seinen  Mittelpunkt  4>  rotirenden 
Durchmesser  GG^  des  Kreises  e,  so  dass  dieser  Punkt  während 
eines  n^^  Theiles  der  ganzen  Umdrehung  den  Durchmesser  hin- 
und  hergehend  zurücklegt,  also  eine  ganze  Schwingung  vollendet; 
und  wir  denken  uns  auf  dem  Kreise  e,  der  mit  dem  Durchmesser 
GG'  rotirty  zugleich  einen  Punkt  E  gleichförmig  bewegt,  dessen 
auf  diesen  Durchmesser  bezogene  senkrechte  Projection  die  har- 
monische Bewegung  yoUzieht.  Hiemach  können  wir  die  Bahn- 
curve  a  des  yon  der  Anfangslage  6^0  &us  gehenden  Punktes  A^ 
bei  dessen  Bewegung  beispielsweise  die  Zahl  n  «»  4  ist,  in  fol- 
gender Weise  construiren.  Wir  machen  t&r  eine  beliebige  Lage 
GG'  des  rotirenden  Durchmessers  auf  dem  Kreise  e  den  Bogen 

GE~n.G^G  und  fällen  von  E  auf  <1>G  die  Senkrechte  EA, 
so  ist  A  ein  Punkt  der  resultirenden  Bahncurve  a;  denn  es  ist 
GA  der  Weg,  welchen  der  harmonisch  bewegte  Punkt  A  auf 
dem  Durchmesser  G  G'  während  der  Drehung  von  4>  G^  nach  4>  G 
zurückgelegt  hat  Beschreiben  wir  über  ^G^  als  Durchmesser 
einen  Kreis  x,  machen  wir  ferner  auf  e  den  Bogen  GJS^ ^=»n.Gfß 
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und  ziehen  wir  den  Radius  4>^,  der  x  in  6  trifft,  so  ist  bekannt- 
lich auch  die  Strecke  Kk  gleich  jener  Wegstrecke  G-4,  und  wir 
erhalten  die  Lage  von  A^  indem  wir  auf  4>(r  die  Strecke  ^A 
=  4>  Ä  machen. 

Bezeichnen  wir  den  Radius  des  Kreises  e  mit  a,  die  Strecke 
^A  mit  R  und  den  Winkel  G^^G  mit  xp^  so  ergiebt  sich  für  die 
Bahncurve  a  die  Polargleichung 

Rsss  a  cos  n  \py 
die  nach  Art.  62  eine  sternförmige  Trochoide  liefert.    Hiemach 
erhalten  wir  den  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  harmonisch  auf  einem 
gleichförmig  um  seinen  Mittelpunkt  rotirendenEreis- 
durchmesser,  so  beschreibt  der  bewegte  Punkt  eine 
sternförmige  Trochoide. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  ;*  =  1  ist,  geht  diese  Curve 
in  den  Kreis  x  ttben 

Um  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  zu  bestim- 
men, welche  der  Punkt  A  auf  der  sternförmigen  Trochoide  a  be- 
sitzt, nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  jener  Punkt  E 
auf  dem  mit  G  &  rotirenden  Kreise  e  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit gleich  dem  Radius  dieses  Kreises  bewegt;  dann  ist  die  Ge- 
schwindigkeit AA^^  des  Punktes  A  auf  G&  gleich  jener  auf  ^G 
gefällten  Senkrechten  AEy  und  die  Geschwindigkeit  AA^  des  mit 
A  coincidirenden  Punktes  des  rotirenden  Durchmessers  Q  &  gleich 
dem  n^^  Theil  von  4>^.  Hiemach  ist  die  Resultirende  aus  diesen 
beiden  Geschwindigkeiten  -4-4J,  AA^  die  Geschwindigkeit  AA^ 
des  Punktes  A  auf  der  stemförmigen  Trochoide  a. 

Die  zugehörige  Beschleunigung  des  harmonisch  auf  dem  roti- 
renden Durchmesser  bewegten  Punktes  A  ist  gleich  A^.  Die 
auf  ^A^  senkrechte  Gerade  A^S,  bestimmt  auf  ^A  die  Strecke 
S,Ay  welche  die  Beschleunigung  des  mit  A  zusammenliegenden 
Punktes  des  rotirenden  Durchmessers  darstellt,  und  auf  diesem  nach 
4>^a  gelegt  ist.  Ziehen  wir  dann  zu  4>^^  die  Parallele  AlA  bis  an 
A  A^  und  machen  wir  senkrecht  auf  ^A  die  Strecke  AaAj  =  2 .  A  -4 
gleichgerichtet  mit  der  um  A  im  Drehungssinne  gedachten  Drehung 
von  AA^y  so  ist  AA^  die  Beschleunigung  des  Punktes  A  auf  der 
stemförmigen  Trochoide  a. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  A  innerhalb  einer  bestimmten  Strecke 
von  der  Grösse  2  a  harmonisch  hin-  und  herschwingend  auf  einer 
Geraden,  die  gleichförmig  um  einen  festen  Punkt  4>  rotirt,  und 
bezeichnen  wir  mit  b  den  Abstand  der  Mitte  dieser  Strecke  von  4>y 
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Bo  ist,  wenn  A  einen  Hin-  nnd  Hergang  während  eines  vf^  Theiles 

der  Ümdrehnng  der  Geraden  vollendet,  die  Polargleichnng  der 

Bahncnrve  von  A  in  Hinsicht  auf  die  Gleichung  fUr  den  obigen 

besonderen  Fall 

iZ  BS  6  4-  a  cos  n  t//. 

Die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung,  mit  denen  sich  A  auf 
seiner  Bahncurve  bewegt,  kann  in  diesem  allgemeinen  Falle  in 
gleicher  Weise,  wie  oben  gezeigt  wurde,  bestimmt  werden. 

303.  Zusammensetzung  einer  geradlinigen  harmonischen  Bewe- 
gung eines  Punictes  und  einer  gleichmässig  beschleunigten  gerad- 
linigen Paraiieibewegung.  Wir  nehmen  in  Fig.  761  an,  es  bewege 
sich  ein  Punkt  A  harmonisch  auf  einer  Strecke  GG*^  welche  in 
der  auf  ihr  senkrechten  Richtung  M^Mg  eine  gleichmässig  be- 
schleunigte geradlinige  Parallelbewegung  vollzieht;  und  es  sei 
diese  Strecke  von  G^  G[  aus  gehend  während  einer  ganzen  in  G^ 
beginnenden  Schwingung  des  harmonisch  bewegten  Punktes  A  bis 
G^  G'^ ,  die  Streckenmitte  M  von  M^  bis  M^  gelangt.  Um  die  resul- 
tirende  Bahncurve  a  des  Punktes  A  zu  construiren,  müssen  wir 
die  gleichzeitigen  Lagen  des  Punktes  A  und  der  Strecke  G  G'  be- 
stinmien.  lieber  einer  beliebigen  Lage  Gg  Gi  der  parallel  bewegten 
Strecke  GG'  beschreiben  wir  als  Durchmesser  einen  Kreis  s  und 
denken  uns  auf  diesem  einen  Punkt  E  gleichförmig  bewegt^  dessen 
auf  GgG's  senkrechte  Projection  die  harmonische  Bewegung  des 
Punktes  A  bildet,  und  theilen  diesen  Kreis  in  eine  Anzahl  gleicher 
Theile.  Femer  theilen  wir  eine  auf  G^  6f  J  beliebig  angenommene 
Strecke  M^  T^  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile,  und  setzen  diese 
Theilung  über  T^  hinaus  fort.  Auf  M^  T^  ziehen  wir,  wie  S.  753 
(Fig.  787}  dargelegt  wurde,  die  Senkrechte  T^®  bis  an  A/o'^n  ^^^ 
femer  errichten  wir  auf  den  von  0  nach  den  Theilpunkten  gehen- 
den Geraden  in  diesen  Theilpunkten  Senkrechte,  welche  auf  M^Mg 
die  entsprechenden  Lagen  von  M  bestimmen.  Betrachten  wir  nun 
M^Mg  als  Abscissenaxe,  so  bilden  diese  Lagen  die  Abscissenpunkte, 
zu  denen  die  entsprechenden  Abstände  des  harmonisch  bewegten 
Punktes  A  von  M^Mg  die  senkrechten  Ordinaten  der  Bahncurve  a 
sind.  Zum  Punkte  M  gehört  z.  B.  die  Ordinate  MA  «>  MgA^^ 
welche  der  Lage  E^  des  Punktes  E  entspricht,  der  nach  zwei- 
maligem Umlauf  auf  dem  Kreise  e  in  Fortsetzung  den  Bogen  GgE^^ 
zurückgelegt  hat 

Um  die  Beschleunigung  A  A^  und  die  Geschwindigkeit  A  Af 
zu  bestimmen,  mit  denen  sich  der  Punkt  A  auf  der  Bahncurve  a 
bewegt,  nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  der  Punkt  E 
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sich  auf  dem  Kreise  e  mit  der  Geschwindigkeit  gleich  dem  Ba- 
diüs  MgGg  desselben  bewegt;  demnach  ist  die  Beschlemiigung /^ 
des  Pnnktes  A  auf  GG'  gleich  dem  Abstände  AM  und  die  Ge- 
schwindigkeit Vg  gleich  der  Strecke  AiE^.  Bezeichnen  wir  mit  tu 
die  Zeit  einer  ganzen  harmonischen  Schwingung  des  Pnnktes  A 
resp.  eines  Umlaufes  des  Punktes  Ey  dann  ergiebt  sich  nach  S.  767 
die  Beschleunigung 

und  es  ist  also  bei  jener  besonderen  Annahme  hier  ^v  «»  27r.  Femer 
folgt  nach  S.  753,  wenn  wir  die  constante  Beschleunigung  der  Pa- 
rallelbewegung mit  j\  und  die  Geschwindigkeit  derselben  mit  v^ 

bezeichnen 

.  ^  2.M^M,  _  M^M, 

•^^  tl  27r*   ' 

Vh  =  VW^KM  =  ^  yM,M,.M,M. 

Ans  der  Beschleunigung  y^«=A/l^  die  im  betrachteten  Falle  ver- 
hältnissmässig  klein  ist,  und  der  Beschleunigung  jg  ^^  AAj=AMy 
ergiebt  sich  die  resnltirende  Beschlennigung  AA^  des  Punktes  A 
auf  seiner  Bahncurve  a.  Ebenso  erhalten  wir  aus  der  Geschwin- 
digkeit Vg^='  A^E^=^AAl  ^°^  ^®^  Geschwindigkeit  v^^^AA^^ 
die  nach  obiger  Formel  leicht  construirt  werden  kann,  die  resnl- 
tirende Geschwindigkeit  AA^  des  Punktes  A  auf  a. 

Auf  der  Zusammensetzung  dieser  beiden  betrachteten  Bewe- 
gungen beruht  der  bekannte  Fallapparat,  welcher  von  Laborde^) 
zuerst  angegeben,  von  Lippich 2)  und  Anderen 3)  in  verschiedener 
Weise  ausgeführt  wurde. 

304.  Die  8inoidi8che  Weilenbewegung  eines  Punictes  als  Erzeug- 
niss  einer  geradlinigen  harmonischen  Bewegung  und  einer  gleich- 
förmigen geradlinigen  Parallelbewegung.  In  Fig.  762  bewegt  sich 
ein  Punkt  A  harmonisch  auf  einer  Strecke  (rG^,  die  eine  gleich- 
förmige geradlinige  Parallelbewegung  vollzieht,  so  dass  der  Mittel- 
punkt M  dieser  von  G^&q  aus  gehenden  Strecke  während  einer 

^)  Cosmos,  Revue  encyclopädique  hebdomadaire  des  progres  des  sciences. 
1860.  T.  17.  p.  156. 

')  Sitzungsberichte  der  mathematisch-naturfvissenschaftUchen  Classe  der 
kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  1866.  B.  LII.  Abth.  II. 
S.  549. 

*}  Müller-Poaill6t*B  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  9.  Aufl. 
1886.  B.  1.  8. 117. 
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ganzen  harmonischen  Schwingung  des  Punktes  A  die  Strecke 
M^Mg  durchläuft,  die  mit  GG'  einen  bestimmten  Winkel  bildeL 
Um  die  resultirende  Bahncurre  a  des  Punktes  A  zu  construirea 
und  die  Geschwindigkeit  sowie  die  Beschleunigung  dieses  Punktes 
auf  derselben  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  es  bewege  sich  auf 
dem  über  G^G^^  sia  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  e  ein 
Punkt  E^  gleichförmig  mit  der  Qeschwindigkeit  gleich  dem  Ra- 
dius dieses  Kreises,  und  es  sei  die  Bewegung  der  auf  (zo  ä^  senk- 
rechten Projection  A^  yon  E^  übereinstimmend  mit  der  harmo- 
nischen Bewegung  des  Punktes  A.  Wir  theilen  den  Kreis  e  und 
die  Strecke  M^Mg  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile,  fällen  von 
einem  Kreistheilpunkte  E^  auf  G^G'^  die  Senkrechte  E^A^  und 
construiren  auf  der  zum  entsprechenden  Theilpunkte  M  der  Strecke 
M^Mg  gehörenden  Lage  GG^  der  parallel  bewegten  Strecke  den 
Punkt  A  der  Bahncurve  a,  so  dass  MA  =  M^A^  ist  Diese  Bahn- 
curre a  ist,  wenn  insbesondere,  wie  in  Fig.  763,  die  Gerade  G  G* 
auf  M^Mg  senkrecht  steht,  nach  Art.  144  und  145  eine  Sinoide. 
In  dem  allgemeinen  Falle  in  Fig.  762  können  wir  die  Bahncurve  a 
als  die  affine  Curve  dieser  Sinoide  betrachten,  wobei  die  schief- 
winkeligen Ordinaten  den  rechtwinkeligen  entsprechen;  und  wir 
nennen  daher  diese  allgemeinere  Bahncurve  eine  schiefe  Sinoide. 
Der  Punkt  A  vollzieht  demnach  eine  sinoidische  Wellenbewegung, 
die  sich  in  fortschreitenden  congruenten  Wellenzttgen  wiederholt 
Da  der  Punkt  E^  sich  auf  dem  Kreise  b  mit  der  Geschwin- 
digkeit gleich  dem  Radius  r  desselben  bewegt,  so  ergiebt  sich  die 
Geschwindigkeit  AA^  der  Parallelbewegung  aus  der  Proportion 

AA^ :  r  ==  M^Mg :  Ir^t^ 

Femer  ist  die  Geschwindigkeit  AA^  des  Punktes  4  auf  G  ff' 
gleich  A^E^^  und  wir  erhalten  demnach  durch  Zusammensetzung 
der  Geschwindigkeiten  ^-4J,  AA^  die  resultirende  Geschwindig- 
keit ^-4«,  mit  welcher  der  Punkt  A  sich  auf  der  Bahncurve  o 
bewegt.  Fällen  wir  von  dem  Kreistheilpunkte  E^^  der  dem  Punkte 
E^  um  einen  Viertelkreis  vorausschreitet,  auf  G^  öj  die  Senkrechte 
-Bg^,  und  machen  wir  auf  J^o^*  die  Strecke  Öil/o  =  -4-4J;  dann 
ist  DC)  #  ^^J',  und  die  Strecke  G^G'^  bildet  für  D  als  Tragpunkt 
den  Hodographen  erster  Ordnung  der  Bewegung  des  Punktes  A 
auf  der  schiefen  Sinoide  a.  Da  bei  der  gleichförmigen  gerad- 
linigen Parallelbewegung  die  Beschleunigung  gleich  Null  ist,  so 
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ist  die  in  der  Geraden  G&  liegende  Beschleunigung  AAf  des 
Punktes  A  auf  a  gleich  der  Strecke  A^M^^  und  der  Endpunkt  A^ 
dieser  Beschleunigung  befindet  sich  stets  in  der  Geraden  M^M^, 
Dieselben  Beziehungen  gelten  bei  dem  in  Fig.  763  dargestellten 
speciellen  Falle,  der  in  der  Physik  für  die  Lehre  von  der  Wellen- 
bewegung die  Grundlage  bildet. 

305.  Die  interferirende  Wellenbewegung  eines  Punktes  als  Er- 
zeugniss  zweier  harmonischer  Bewegungen  in  einer  Geraden  und 
einer  gleichförmigen  geradlinigen  Parallelbewegung.  Bewegt  sich 
in  Fig.  764,  Taf.  LI,  ein  Punkt  A  in  einer  Geraden  g  harmonisch 
auf  der  Strecke  G&y  deren  Mitte  M  ist,  und  nehmen  wir  an, 
auch  diese  Strecke  werde  in  der  Geraden  g  harmonisch  bewegt, 
so  dass  die  Mitte  M  auf  der  Strecke  ®®'  harmonisch  schwingt 
jfoA  in  der  betrachteten  Lage  mit  der  Mitte  4>  von  ®  &  coincidirt; 
dann  können  wir  die  resultirende  Bewegung  des  Punktes  A  in 
folgender  Weise  bestimmen.  Der  ersten  harmonischen  Bewegung 
entspricht  eine  gleichförmige  Bewegung  eines  Punktes  F  auf  dem 
ttber  G  G'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  q>  und  der  zweiten 
eine  gleichförmige  Bewegung  eines  Punktes  F'  auf  dem  ttber  ®  ©' 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  (p\  Wir  nehmen  nun  an, 
dass  während  eines  Umlaufes  von  F  auf  cp  der  Punkt  F^  eine  An- 
zahl n  Umläufe  auf  qp'  yoUendet,  die  in  gleichem  oder  entgegen- 
gesetztem Sinne  mit  F  erfolgen,  je  nachdem  n  positiv  oder  negativ 
ist  Femer  setzen  wir  voraus,  dass  in  dem  Momente,  wenn  der 
Punkt  A  auf  g  den  Punkt  4>  tiberschreitet,  die  Punkte  F^  F'  sich 
beziehlich  in  den  Lagen  F^ ,  jP^  befinden,  deren  Verbindungsgerade 
F^F^  in  4>  auf  der  Geraden  g  senkrecht  steht.    Hat  der  Punkt  F 

auf  dem  Kreise  q)  den  Bogen  F^Fj  durchlaufen,  und  bezeichnen 
wir  mit  K  den  Schnitt  von  ^Fj  und  g)\  dann  ist  der  gleichzeitig 

vom  Punkte  F'  auf  (p'  zurückgelegte  Bogen  F;^F}=^n.  f[K]  und 
hier  haben  wir  beispielsweise  »  =  +  i  genommen.  Wir  con- 
struiren  alsdann  das  durch  die  rotirenden  Badien  ^i^/,  ^Ff  be- 
stimmte Gelenkparallelogramm  ^FjEfFI  und  bezeichnen  auf  der 
Geraden  g  die  senkrechten  Projectionen  von  den  Ecken  Fj^  Fj^  F} 
desselben  beziehlich  mit  Aj^  5^,  Bj.  Demnach  ist  <I>-4; = <1>J?^ + <i>J5J 
der  entsprechende  Weg,  den  der  Punkt  A  auf  der  Geraden  g  von 
4>  aus  zurückgelegt  hat.  Denn  durch  die  eine  harmonische  Bewe- 
gung allein  wird  der  Punkt  A  von  ^  nach  Bj  und  durch  die  an- 
dere allein  von  ^  nach  B'i  getrieben.  Der  Eckpunkt  Ej  des  Ge- 
lenkparallelogramms,  dessen  Seiten  ^Fj,  <PFl  sich  gleichförmig 
um  den  festen  Punkt  <t>  drehen,  beschreibt  nach  Art.  57  und  58 
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eine  Trochoide.  Somit  ist  die  ans  den  beiden  harmonischen  Be- 
wegungen auf  der  Geraden  g  resnltirende  Bewegung  des  Punktes  A 
identisch  mit  der  Bewegung  der  auf  g  senkrechten  Projection  Aj 
von  dem  auf  dieser  Trochoide  bewegten  Punkte  Ej. 

Dieselbe  resnltirende  Bewegung  des  Punktes  A  wird  auch 
erhalten,  wenn  in  Fig.  766  die  Punkte  F^  F'  entgegengesetzt  roti- 
rend  resp.  von  den  Punkten  F^^  Fi  aus  gehen,  welche  zu  beiden 
Seiten  von  ^  in  jener  auf  g  senkrechten  Geraden  liegen.  Denn 
wird  auf  dem  Kreise  q>^  der  Bogen,  der  dem  Winkel  F^^Fj  angehört, 

mit  KqK  bezeichnet,  femer  für  n  =  —  i  auf  diesem  Kreise  der 

Bogen  F^Fj  =^n.KQK  gemacht  und  der  vierte  Eckpunkt Ej  des 
durch  4>Fj,  4>F/  bestimmten  Gelenkparallelogramms  ^FjEjFl 
senkrecht  auf  die  Gerade  g  projicirt,  so  vollzieht  auch  in  diesem 
Falle  die  Projection  A^  die  Bewegung  des  Punktes  A^  welche 
aus  jenen  beiden  harmonischen  Bewegungen  resultirt.  Der  Eck- 
punkt Ej  des  Gelenkparallelogramms,  dessen  Seiten  *jF),  ^Fl 
entgegengesetzt  gleichförmig  um  4>  rotiren,  erzeugt  hier  eine  an- 
dere Trochoide  als  die,  welche  bei  den  gleichsinnigen  Drehungen 
auftritt. 

Wenn  wir  in  Fig.  764  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Fj  auf  dem  Kreise  (p  gleich  dem 
Badius  /^/4>  desselben  ist,  dann  repräsentirt  BiFj  die  Geschwin- 
digkeit von  Bi  und  die  Strecke  £y4>  die  Beschleunigung  von  jB/. 
Femer  ergiebt  sich  hiemach  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B[ 
gleich  n .  jB/F/  und  die  zugehörige  Beschleunigung  gleich  n* .  5f  4>. 
Dem  zufolge  bewegt  sich  der  Punkt  Aj  auf  der  Geraden  g  mit  der 
Geschwindigkeit  AjA^^^=^  BjFj  +  n.  BjFI  und  mit  der  Beschleu- 
nigung   Aj  A]  =  £;4>  +  «'  .  ^^. 

Wenn  wir  nun  in  Fig.  766  der  Geraden  g  mit  den  auf  ihr 
bewegten  Punkten  Bj^  B'i^  Aj  eine  gleichförmige  Parallelbewegung 
ertheilen,  so  dass  der  Punkt  4>  während  zweier  Umläufe  des  von 
Fq  aus  gehenden  Punktes  Fj  die  auf  g  senkrechte  Strecke  4>o4>r 
durchschreitet,  so  entsprechen  den  beiden  auf  g  harmonisch  be- 
wegten Punkten  Bj^  B\  als  resnltirende  Bahncurven  resp.  die  Si- 
noiden  /?,  ß* ;  und  dem  auf  g  bewegten  Punkte  Aj  entspricht  die 
Bahncurve  oder  Schwingungscurve  a,  die  durch  Interferenz  aus 
den  beiden  Sinoiden  /?,  ß'  hervorgeht.  Den  gezeichneten  Lagen 
Fy,  F{  entspricht  auf  der  Strecke  4>o4>,  der  Theilpunkt  ^^  mit 
der  Ordinaten  4>j  A^  «=  ^Aj  der  Schwingungscurve  a ;  und  diese 
Ordinate  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  zugehörigen  Ordi- 
naten ^i^i,  ^i-B'i  jener  Sinoiden. 
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Die  constante  Geschwindigkeit  A^A'^  der  Parallelbewegnng 
ergiebt  sich,  weil  die  Geschwindigkeit  von  F^  gleich  dem  Radius 
4>jP;  angenommen  ist,  ans  der  Proportion 

^ ,  ^ J :  <l>Fj  =  <l>o  4>, :  2  . 2  TT .  4>i^, , 

A     Ah  ^0^* 

Femer  ist  die  Geschwindigkeit  A^A^,  welche  der  Punkt  -äj  in 
senkrechter  Richtung  zu  ^o^^  besitzt,  gleich  der  ans  den  beiden 
harmonischen  Bewegungen  resnltirenden  Geschwindigkeit  AjA^. 
Somit  erhalten  wir  durch  Zusammensetzung  der  Gechwindigkeiten 
A^A^y  A^Al  die  resultirende  Geschwindigkeit -^j -4",  mit  welcher 
sich  der  Punkt  A^  auf  der  Schwingungscurve  a  bewegt.  Da  die 
Parallelbewegung  keine  Beschleunigung  besitzt,  so  ist  die  Beschleu- 
nigung  A^AJ^  von  A^  auf  a  stets  senkrecht  auf  ^o*«  gerichtet  und 
gleich  der  algebraischen  Summe  aus  den  Beschleunigungen  der 
harmonisch  bewegten  Punkte  Bj^  B\. 

Da  die  Strecke  ^^^t  zwei  Wellenzttge  der  Sinoide  ^  enthält 
und  n  »»  ^  genommen  wurde,  so  enthält  diese  Strecke  einen  Wellen- 
zug von  der  Sinoide  /?',  und  hieraus  resultirt  demnach  ein  von  den 
Punkten  4>o,  ^z  begrenzter  Wellenzug  der  Schwingungscurve  a, 
die  in  Art.  225  (Fig.  560)  auch  durch  den  dort  behandelten 
Interferenzmechanismus  erzeugt  wird.  Der  resultirende  Wellen- 
zug schneidet  die  Gerade  4>o,  <I>^,  wenn  der  Ausgangspunkt  4>o 
nicht  gerechnet  wird,  in  eben  so  vielen  Punkten  als  diese  Gerade 
mit  der  Trochoide  €  gemeinsam  hat;  und  die  Anzahl  seiner  höch- 
sten und  tiefsten  Punkte  ist  gleich  der  Anzahl  der  Tangenten,  die 
parallel  zu  <E>o<l>,  an  die  Trochoide  b  gelegt  werden  können. 

Die  Trochoide  e  wird  nach  Art  57  auf  zweierlei  Weise  durch 
Rollung  erzeugt;  und  weil  im  betrachteten  Falle  die  Drehgeschwin- 
digkeiten von  ^Fiy  ^F{  beziehlich  gleich  1  und  n  sind,  so  ist  der 
Pol  ^  auf  ^Fj  durch  das  Verhäliniss  F;$ :  jp;4>  =  1 : «,  femer 
der  Pol  $'  auf  4>i^/  durch  das  Verhältniss  i?^' : Fj^  =  n:l  be- 
stimmt Die  beziehlich  um  4>,  F/  beschriebenen  Kreise  ti/,  p', 
welche  sich  im  Pol  $'  berühren,  sind  in  Fig.  766  gleich,  weil 
n  =  i  ist;  demnach  ist  die  Trochoide  «,  welche  von  dem  am 
rollenden  Kreise  p'  befestigten  Punkte  Ej  erzeugt  wird,  eine 
PascaTsche  Curve.  Beschreiben  wir  anderseits  resp.  um  <t>,  Fj 
die  sich  in  $  berührenden  Kreise  ^,  Py  dann  fällt,  weil  U'^^ 
ist,  der  feste  Kreis  tt  mit  dem  Kreise  q)  zusammen.  Der  grössere 
nmschliessende  Kreis  p  rollt  auf  ft,  und  der  mit  p  verbunden 
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gedachte  Punkt  Ej  erzeugt  dieselbe  Trochoide  oder  Pascarsche 
Cnrve  e. 

Die  analogen  Beziehungen  ergeben  sich,  wenn  wir  in  Fig.  786* 
den  Ponkt  Aj  auf  der  Geraden  g  als  die  Projection  des  anf  der 
Trochoide  e  bewegten  Eckpunktes  Ej  des  Gelenkparallelogramms 
^FjEjF{  betrachten,  bei  welchem  die  Seiten  <PFj^  ^Fj  sich  im 
entgegengesetzten  Sinne  drehen  and  n^^  —  ^  ist.  Den  Projectionen 
Bj,  B\  der  Punkte  i^/,  F[  entsprechen  wieder  in  Fig.  766  die  Si- 
noiden  ß^  ß'  und  dem  Punkte  Aj  entspricht  die  resultirende  Schwin- 
gungscurve  a.  Die  Pole  %  ^'  werden  auf  den  Geraden  4>jPj,  4>F/ 
resp.  durch  die  Verhältnisse  F;  ^ :  F^  <1>  —  1 : «  und  i^; ^' :  F/  *  =  « :  1 
bestimmt.  Die  Trochoide  b  wird  in  zweierlei  Weise  durch  den 
Punkt  El  erzeugt:  erstens  durch  die  Rollung  des  Kreises  p  in  dem 
Kreise  7t  und  zweitens  durch  die  Rollung  des  Kreises  p^  in  dem 
Kreise  n\ 

Befindet  sich  in  Fig.  767,  wenn  jener  Punkt  F^  auf  der  Gera- 
den 4>o4>x  in  Fl  liegt,  bei  gleichsinnigen  Drehungen  jener  andere 
Punkt  F  in  Fo,  und  bezeichnen  wir  den  Winkel  F^'4>F^  mit  A, 
dann  ist  die  Trochoide  b  hinsichtlich  der  in  Fig.  766  gezeichneten 
congruenten  Trochoide  um  den  Winkel 

n 


e 


1—n 


gedreht ;  und  für  «  =  i  ist  ö  =  —  L  Bei  entgegengesetzter  Dreh- 
ung in  Fig.  767*  und  den  Lagen  F^,  F^  ergiebt  sich,  wenn  wir  mit 
A'  den  Winkel  F^^PFJ^  bezeichnen,  fttr  den  Winkel  ö',  um  welchen 
die  Trochoide  e  gegen  die  congruente  Trochoide  e  in  Fig.  766* 
gedreht  ist 

ö'  — — ^(180^— ;lo. 

Damit  aber  in  beiden  Fällen  dieselben  entsprechenden  Sinoiden 
ßj  ß'  und  dieselbe  resultirende  Schwingungscurre  a  in  Fig.  767 
bei  der  Parallelbewegung  der  Geraden  g  erzeugt  werden,  muss 
A  =  180®  —  i/  sein;  demnach  folgt 

n  +  1    ' 

und  fttr  71  —  i  ist  ö'  =  4  A.  Wenn  wir  fllr  den  Winkel  A  verschie- 
dene Werthe  annehmen,  erhalten  wir  die  zugehörigen  Drehungs- 
winkel 6,  &  jener  beiden  Trochoiden  und  die  entsprechenden 
verschiedenen  Phasendifferenzen  der  beiden  sinoidischen  Wellen- 
bewegungen, aus  denen,  wie  auch  in  Art.  225  erörtert  wurde. 
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durch  Interferenz  die  mannigfach  gestaltete  Schwingangscurve  a 
hervorgeht 

In  Fig.  768  ist  im  Schema  ein  auf  den  abgeleiteten  Beziehun- 
gen gegründeter  Interferenzmechanismus  dargestellt ,  der  für  die 
Annahme  verschiedener  Werthe  von  n  und  X  durch  einen  Schreib- 
stift A  die  entsprechende  Bahncurve  oder  Schwingungscurve  a 
aufzeichnet.  Auf  die  Axe  4>  eines  im  Gliede  S  festen  Zahnrades 
Äj  ist  ein  rotirender  Arm  4>F'  gesetzt,  der  die  Axe  F'  eines  an- 
deren Zahnrades  R^  trägt,  und  in  diese  beiden  Zahnräder  greift 
ein  Zwischehrad  Z^  dessen  Axe  J  in  einem  bogenförmigen  Schlitze 
an  den  rotirenden  Arm  4>jP'  festgeschraubt  ist  An  dem  Rade  R^ 
ist  der  Arm  F'E  befestigt,  dessen  Zapfen  E  in  dem  Querschlitze  e 
der  im  Gliede  'S  verschiebbaren  Stange  s  gleitet  Wenn  der  Arm 
^F'  rotirt,  beschreibt  der  Zapfen  E  eine  Trochoide  in  dem  Gliede  5, 
und  bei  gleichförmiger  Drehung  vollzieht  ein  an  der  Stange  s  be- 
festigter Schreibstift  -4,  sowie  jeder  mit  der  Stange  s  verbundene 
Punkt  eine  geradlinige  Bewegung,  die  als  die  resultirende  Be- 
wegung zweier  geradliniger  harmonischer  Bewegungen  betrachtet 
werden  kann. 

Da  die  Axe  J  des  Zwischenrades  Z  in  dem  Bogenschütze, 
dessen  Mittelpunkt  in  F'  liegt,  verstellbar  ist,  so  kann  das  Rad  R^ 
durch  andere  Räder  ersetzt  werden,  die  verschiedenen  Werthen 
von  n  entsprechen.  Einer  Verstellung  des  Armes  F^E  oder  des 
Rades  i2,  gegen  das  Rad  Z  entspricht  ein  bestimmter  Winkel  ff^ 
um  welchen  die  vom  Zapfen  E  beschriebene  Trochoide  gedreht 
ist  Bei  dem  dargestellten  Mechanismus  erzengt  der  Funkt  E  die 
in  Fig.  766*  gezeichnete  Trochoide  €,  für  welche  w  =  — -  i,  ö'  =  0 
ist;  und  demnach  ist  das  Verhältniss  der  Zähnezahlen  der  beiden 
Räder  R^ ,  R^  gleich  dem  Verhältnisse  3 : 1  der  Radien  jener  Roll- 
kreise tt',  p\  Um  nun  dieselbe  Schwingungscurve  a,  welche  in 
Fig.  766  durch  Interferenz  aus  den  beiden  sinoidischen  Wellen- 
bewegungen hervorgeht,  durch  den  Schreibstift  A  aufzuzeichnen, 
ist  auf  die  Axe  4>  ein  mit  dem  Arme  ^F'  verbundenes  Zahnrad  ü 
gesetzt,  welches  in  eine  feste  zu  4><I>«  parallele  Zahnstange  S  ein- 
greift ;  und  der  Umfang  des  Rollkreises  dieses  Zahnrades  ist  gleich 
jener  Strecke  4>o*'-  Di©  Zahnstange  2  enthält  in  ihrer  Längs- 
richtung einen  Schlitz,  in  welchem  ein  Knaggen  c  des  Gliedes  S 
gleitet  Wenn  dieser  Knaggen  c  in  dem  Schlitze  verschoben  wird, 
zeichnet  der  Schreibstift  A  die  Schwingungscurve  a. 

306.  Zusammensetzung  zweier  geradliniger  harmonischer  Be- 
wegungen.   Erzeugung  der  Lissajous'schen  Curven.   Bewegt  sich  in 
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Fig.  769  ein  Punkt  A  harmonisch  auf  einer  parallel  bewegten  Strecke 
G&j  deren  Mitte  M  harmonisch  auf  der  Strecke  M^Mg  schwingt, 
so  können  wir  die  aus  diesen  beiden  harmonischen  Bewegungen 
herrorgehende  Bewegung  des  Punktes  A  in  folgender  Weise  be- 
stimmen. Wir  beschreiben  um  die  Mitte  4>  von  M^Mg  die  Kreise 
%  q>'y  welche  resp.  die  zu  M^Mg  parallelen  Geraden  G^Ggy  G'^Gi 
und  die  parallelen  Grenzlagen  G^  6r^ ,  GgG'g  der  bewegten  Strecke 
&&  berühren,  und  nehmen  an,  dass  die  Punkte  F^  F'  der  zu 
M^Mgy  GqG'q  parallelen  Geraden  FAy  F'A  auf  diesen  Kreisen  <py  q>' 
beziehlich  die  constanten  Geschwindigkeiten  FF^^  F^Fl  besitzen. 
Wir  construiren  auf  den  Kreisen  qp,  <p'  die  Bögen  FF^y  F'F[y  so 
dass  sie  sich  wie  die  Geschwindigkeiten  FF^y  F'Fi  verhalten  und 
im  Richtungssinne  mit  denselben  übereinstimmen;  femer  ziehen  wir 
zu  FAy  F'A  die  Parallelen  F,A,y  F[A,y  dann  ist  ihr  Schnitt  A^ 
ein  Punkt  der  resultirenden  Bahncurve  Oy  die  der  Punkt  A  be- 
schreibt. In  gleicher  Weise  können  wir  beliebig  viele  Punkte 
dieser  Bahncurve  a  construiren,  welche  eine  Lissajous'sche 
Curve  genannt  wird,  weil  Lissajous  die  durch  zwei  geradlinige 
harmonische  Bewegungen  erzeugten  Curven  bei  der  Untersuchung 
der  Schwingungen  der  Stimmgabeln  behandelt  hat*)* 

Nehmen  wir  an,  der  Punkt  F  habe  den  v^  Theil  des  Kreises  q> 
durchlaufen,  während  der  Punkt  A  auf  60  G^  von  0^  bis  zu  einer 
betrachteten  Ausgangslage  gelangt,  und  jetzt  beginne  die  Parallel- 
bewegung der  Strecke  GG'  von  Öo^o  ausgehend,  so  wird  jener 
v^  Theil  die  Phasendifferenz  genannt.  Die  Lissajous'schen 
Curven ,  welche  einem  bestimmten  Verhältnisse  FF^ :  F'  Fl  der 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  F,  F'  oder  deren  Umlaufszeiten 
entsprechen,  wollen  wir  als  gleichartig  bezeichnen,  wenn  auch  für 
die  verschiedenen  Phasendiflferenzen  die  mannigfidtigsten  Gestal- 
tungen dieser  Curven  auftreten. 

Ziehen  wir  resp.  zu  FAy  F'A  die  Parallelen  F^A^y  F[A)y  die 
sich  in  A^  treffen,  so  ist  ^  J^  die  Geschwindigkeit  von  A  auf  der 
Bahncurve  a,  nämlich  die  Resultante  aus  den  beiden  Geschwindig- 
keiten AA^^y  AA^^y  welche  den  beiden  geradlinigen  harmonischen 
Bewegungen  entsprechen.  Die  Punkte  F,,,  Fi  bewegen  sich  gleich- 
förmig auf  Kreisen,  deren  Radien  4>Fv ,  4>Fp  sind,  und  das  Verhält- 
niss  der  Geschwindigkeiten  auf  diesen  Kreisen  ist  gleich  FFj, :  F'Fl ; 
folglich  ist  nach  dieser  constructiven  Bestimmung  der  geometrische 

^)  Lis 8 a j  0 u B,  „Sar  T^tude  optique  des  mouTements  vibratoires".  Annales 
de  Chemie  et  physique.  1857.  S6r.  EIL  T.  51.  p.  147.  —  Sehr  aasfflhrlich  sind 
diese  Curven  behandelt  in  Melde,  Lehre  von  den  Schwingungscurven,  1864. 
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Ort  des  Endpunktes  A^  der  Geschwindigkeit  AA^  eine  mit  der 
Bahncorve  a  gleichartige  Lissajous'sche  Corve. 

Construiren  wir  anf  den  Radien  4>i?;  <PFf  für  die  Punkte  F,  F' 
die  entsprechenden  Beschleunigungen 

FF.  =  i-£l- ,       F'F'  =      ^  , 

und  ziehen  wir  resp.  zu  FA^  F'A  die  Parallelen  -P}^y,  ^'-4?» 
welche  sich  in  ^j^  schneiden,  so  ist  A  A^  die  Beschleunigung  von 
A  auf  der  Bahncurve  a,  als  Besultante  aus  den  beiden  Beschleu- 
nigungen ^^Ji  AA^^  die  beziehlich  den  beiden  geradlinigen  har- 
monischen Bewegungen  angehören.  Die  Punkte  F.^  Fl  bewegen 
sich  gleichförmig  auf  Kreisen,  deren  Radien  4>F.,  ^F'.  sind,  und 
ihre  Geschwindigkeiten  stehen  in  dem  Verhältnisse  FFj, :  F*Fl ; 
demnach  folgt  aus  dieser  constructiven  Bestimmung,  dass  auch  der 
geometrische  Ort  des  Endpunktes  A^  der  Beschleunigung  AAf 
eine  mit  der  Bahncurve  a  gleichartige  Lissajous'sche  Curve  ist. 

Machen  wir  in  Fig.  769*  die  Strecke  D^  #  jPF^,  femer  die 
Strecke  D$'#F'-Fi,  und  ziehen  wir  die  Geraden  ^^«,  $)'$« 
resp.  parallel  zu  jenen  Geraden  M^M^^  ^o^o»  ^^^^  repräsentirt 
die  Strecke  O^^  i^^h  Grösse  und  Richtung  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  A  auf  der  Bahncurve  a  in  Fig.  769.  Da  die  Punkte 
f),  $'  gemäss  der  Bewegung  jener  Punkte  F,  F'  sich  gleichförmig 
auf  den  um  O  beschriebenen  Kreisen  ^,  1^'  bewegen,  deren  Radien 
DJ),  D$'  sind  und  die  Geschwindigkeiten  sich  wie  FF^,  PFl 
verhalten,  so  folgt,  dass  der  geometrische  Ort  ^a  des  Punktes  ^^ 
oder  der  Hodogräph  erster  Ordnung  für  die  Bewegung  des  Punk- 
tes A  auf  der  Bahncurve  a  eine  mit  dieser  gleichartige  Lissa- 
jo  US 'sehe  Curve  ist  In  gleicher  Weine  ergiebt  sich,  dass  auch 
der  Hodogräph  zweiter  Ordnung  und  jeder  höheren  Ordnung  eine 
der  Bahncurve  a  gleichartige  Lissajous'sche  Curve  ist 

Wenn  in  Fig.  769  die  beiden  Punkte  F,  F'  die  Kreise  y,  (p[ 
in  gleichen  Zeiten  durchlaufen,  dann  können  wir  die  Geschwin- 
digkeiten jPFr,  PFl  resp.  gleich  den  Radien  4>F,  4>F'  annehmen; 
dem  zufolge  liegen  die  Endpunkte  F.^  FJ^  Af  der  betreffenden  Be- 
schleunigungen in  dem  Punkte  4>,  und  A^  repräsentirt  die  Be- 
schleunigung von  A  auf  a.  In  diesem  speciellen  Falle  vollzieht 
der  Punkt  A  nach  Art.  292  eine  harmonische  Bewegung  auf  einer 
Ellipse,  die  auch  insbesondere  zweimal  in  gerade  Strecken  über- 
gehen kann;  und  die  Hodographen  im  Bezug  auf  den  Punkt  4> 
als  Tragpunkt  sind  mit  dieser  Ellipse  identisch. 
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Um  eine  Vorstellang  von  den  mannigfaltigen  Gtestalten  der 
Lissajous'schen  Gurven  zu  gewinnen,  ist  es  zweckmässig,  von 
der  folgenden  speciellen  Bewegongsart  anszugehen.  Wir  nehmen 
an,  es  sei  in  Fig.  770  die  geradlinig  parallel  bewegte  Strecke  ^o^» 
auf  der  sich  ein  Funkt  A  harmonisch  bewegt,  gleich  und  senk- 
recht der  Strecke  M^M^j  auf  der  die  Mitte  von  (tq^o  harmonisch 
schwingt,  lieber  M^M^  beschreiben  wir  als  Durchmesser  einen 
Kreis  a,,  theilen  denselben  in  eine  Anzahl,  z.  B.  24  gleicher 
Theile  und  ziehen  durch  diese  Theilpunkte  Parallele  zu  G^&^ 
und  M^Mg'^  dann  erhalten  wir  durch  das  so  entstandene  getheilte 
Quadrat  Gq  &^  Gz  Ge  ein  Gonstructionsmittel  für  die  typischen  Ge- 
stalten der  Lissajous'schen  Gurren.  Vollenden  beide  harmoni- 
schen Bewegungen  eine  Schwingung  in  gleicher  Zeit  und  befindet 
sich  der  bewegte  Punkt  A  beim  Beginn  der  Parallelbewegung  der 
Geraden  G^G'^  in  dem  Punkte  (r^,  der  auch  mit  0  bezeichnet  ist, 
dann  bewegt  sich  der  Punkt  A  harmonisch  auf  der  Diagonale  a^ , 
welche  die  Schnittpunkte  der  durch  0^  1^  2,3 ..  und  0,  /,  //,  ///. . 
gehenden  Parallelen  enthält.  Liegt  dagegen  der  Punkt  A  beim 
Beginn  jener  Parallelbewegung  im  Punkte  3  auf  ä^o^»  so  bewegt 
sich  der  Punkt  A  harmonisch  auf  der  Ellipse  a^,  welche  durch 
die  betreffenden  Schnittpunkte  der  von  3  nach  4,5..  und  der  von 
0  nach  I,  II ..  auf  einander  folgenden  Parallelen  bestimmt  wird. 

Der  harmonischen  Bewegung  auf  der  Geraden  von  0  bis  3 
entspricht  auf  dem  Kreise  a,  ein  Bogenstück,  welches  gleich  dem 
gten  xheil  dieses  Kreises  ist;  daher  sagt  man,  dass  in  diesem  Falle 
die  Phasendifferenz  der  beiden  harmonischen  Bewegungen  gleich  i 
sei.  Befindet  sich  A  im  Punkte  6,  also  in  der  Mitte  der  Geraden 
Gq  6r(^  i  wenn  ihre  Parallelbewegung  beginnt,  dann  ist  die  Phasen- 
differenz gleich  f ,  und  der  Punkt  A  beschreibt  den  Kreis  a,;  denn 
dieser  trägt  die  Schnittpunkte  der  beziehlich  durch  6,7,8 ..  und 
0, 1,  II . .  gehenden  Parallelen.  Beim  Ausgange  Tom  Punkte  9  ist 
die  Phasendifferenz  }  und  die  entsprechende  Bahn  eine  Ellipse  a^, 
die  zu  der  vorher  betrachteten  Ellipse  a^  im  Bezug  auf  i^if,  sym- 
metrisch ist.  Bei  dem  Ausgange  vom  Punkte  12  und  der  Phasen- 
differenz t  geht  die  Bahn  in  die  zweite  Diagonale  a«  ttber.  Be- 
trachten wir  nun  auf  der  Geraden  G^  6r^  zurückkehrend  dieselben 
Punkte  9,  6,  3,  0  als  Ausgangspunkte  der  Bewegung,  dann  ent- 
sprechen diesen  resp.  die  Phasendifferenzen  t,  f ,  S,  I  und  beziehlich 
dieselben  Bahnen;  aber  von  diesen  werden  die  in  9  berührende 
Ellipse  «3,  der  Kreis  a,,  sowie  die  in  3  berührende  Ellipse  a^  ent- 
gegengesetzt durchlaufen.    Die  Beschleunigung  fttr  die  resultirende 
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BewegaDg  des  Punktes  A  ist  im  betrachteten  Falle  seinem  Ab- 
stände von  dem  Mittelpunkte  des  Quadrats  proportional  und  nach 
diesem  Mittelpunkte  gerichtet. 

Diese  Bewegungsvorgänge  werden  yerallgemeinert,  wenn  wir 
zu  dem  Gebilde  in  Fig.  770  das  gleichbezeichnete  affine  Gebilde 
in  Fig.  771  construiren.  Den  beiden  geradlinigen  Bahnen  für  die 
Phasendifferenzen  0,  i,  den  Diagonalen  jenes  Quadrats,  entsprechen 
in  diesem  allgemeineren  Falle  die  Diagonalen  des  Parallelogramms 
G^oß^o^i^«;  jenen  Ellipsen  für  die  Phasendifferenzen  4/1  entspre- 
chen wieder  Ellipsen  und  jenem  dem  Quadrate  eingeschriebenen 
Kreise  entspricht  eine  Ellipse,  welche  die  Seiten  des  Parallelo- 
gramms in  den  Mitten  berührt. 

Wir  betrachten  wieder  in  Fig.  772  jenes  getheilte  Quadrat; 
aber  wir  wollen  annehmen,  dass  die  Zeiten  der  harmonischen 
Schwingungen  von  A  auf  6?^  G^  und  von  M^  auf  M^  M,  nicht  gleich 
sind,  sondern  sich  z.  B.  wie  2 : 1  verhalten  und  einige  Bahncurven 
zeichnen.  Wenn  der  Punkt  A  sich  beim  Beginn  der  Parallelbe- 
wegung von  (r^  Go  im  Punkte  0  befindet,  die  Phasendifferenz  also 
gleich  Null  ist,  so  wird  die  entsprechende  Bahncurve  a^,  welche  in 
diesem  Falle,  wie  sich  leicht  beweisen  lässt,  ein  Parabelbogen  ist, 
durch  die  betreffenden  Schnittpunkte  der  von  0  nach  J?,  4,  6,8^.. 
und  von  0  nach  J,  //,  ZfZ,  /F,  .  .  auf  einander  folgenden  Paral- 
lelen bestimmt.  Beim  Ausgange  von  dem  Punkte  3^  also  für  die 
Phasendifferenz  i,  ergiebt  sich  die  Bahncurve  »i,  welche  durch 
die  betreffenden  Schnittpunkte  der  von  3  nach  J,  7,  d  . .  und  von  0 
nach  /,  //,  Illy . .  auf  einander  folgenden  Parallelen  geht.  In  ana- 
loger Weise  ist  noch  fdr  den  Ausgang  vom  Punkte  &,  resp.  für  die 
Phasendifferenz  i  die  zugehörige  Bahncurve  a,  gezeichnet;  dieselbe 
geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrats  und  wird  von  beiden 
Mittellinien  des  Quadrats  symmetrisch  getheilt. 

Den  Phasendifferenzen  i,  i  entsprechen  die  Bahncurven,  die 
resp.  denen  fllr  die  Phasendifferenzen  i,  0  bezüglich  M^Mg  symme- 
trisch sind.  Durch  Construction  der  affinen  Gebilde  erhalten  wir 
die  entsprechenden  allgemeineren  Gestalten  dieser  Li ssajous 'sehen 
Gurven.  Vermittelst  grösserer  Anzahl  von  Parallelen  können  ebenso 
für  andere  Verhältnisse  der  Schwingungszeiten  die  betreffenden 
Bahncurven,  die  den  verschiedenen  Phasendifferenzen  entsprechen, 
gezeichnet  werden. 

Wenn  wir  in  Fig.  778,  Taf.  LH,  das  Quadrat  6«  ^o  öJ  G^»  als 
die  Aufrissprojection  eines  auf  dem  Grundriss  stehenden  geraden 
Ereiscylinders  betrachten,  dessen  Grundrissprojection  der  mit  x 

Burmester,  Kinematik  I.  51 
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bezeichnete  Kreis  ist,  so  kOnnen  mr  jede  Lissajons'sche  Carve, 
z.  B.  die  Babncnrye  a^ ,  als  die  Anfrissprojection  einer  auf  dem 
Ereiscylinder  liegenden  Ranmcnrye  ansehen.  Der  abgewickelte 
Mantel  ®o®o®^®'  dieses  Kreiscylinders  ist  ein  Rechteck,  dessen 
Seite  ®o®o  gleich  der  Höhe  G^G'^  des  Ereiscylmders  nnd  dessen 
Seite  @o®g  gleich  dem  Umfange  des  Basiskreises  x  ist  Die  auf 
dem  Mantel  befindliche  mit  abgewickelte  Cnrve  a,  welche  durch 
die  entsprechenden  Theilpnnkte  bestimmt  wird,  ist  eine  Sinoide. 
Gemäss  dem  angenommenen  Verhältnisse  2 : 1  der  Schwingnngs- 
Zeiten  jener  beiden  harmonischen  Bewegungen  enthält  der  Mantel 
zwei  Wellenzttge  der  Sinoide  a ;  nnd  es  treten  n  Wellenztige  auf, 
wenn  dieses  Yerhältniss  n :  1  ist.  Jeder  Phasendifferenz  entspricht 
eine  Verschiebang  der  Sinoide  q  in  der  Längsrichtung;  nnd  dem- 
nach sind  die  Lissajons'schen  Caryen,  welche  bei  einem  be- 
stimmten Verhältnisse  der  Schwingnngszeiten  für  yerschiedene 
Phasendifferenzen  sich  ergeben,  die  Projectionen  yon  einer  aof 
den  Ereiscylinder  gewickelten  Sinoide,  wenn  derselbe  nm  seine 
Axe  in  entsprechende  Lagen  gedreht  auf  eine  zu  dieser  Axe  pa- 
rallele Ebene  projicirt  wird. 

Die  Lissajons'schen  Curyen,  welche  durch  physikalische 
Apparate  in  mannigfacher  Weise  erzeugt  werden,  kann  man  auch 
durch  Mechanismen  aufgezeichnet  erhalten.  In  Fig.  774  ist  ein 
solcher  yon  St  Öhr  er  construirter  Mechanismus  schematisch  dar- 
gestellt 0-  Die  drei  in  einander  greifenden  Zahnräder  22,  Z,  R' 
sind  in  dem  Gestell  4>S4>'S'  gelagert.  An  den  beiden  Rädern 
i?,  R'  sind  die  Eurbelzapfen  F^  F^  befestigt,  und  diese  befinden 
sich  beziehlich  in  den  rechtwinkeligen  Querschlitzen  der  Schab- 
stangen ^,  y,  die  in  den  senkrecht  zu  einander  gestellten  festen 
Hülsen  S,  S'  gleiten.  Die  Schubstange  ^  tiügt  eine  berusste 
Platte  P,  und  an  der  Schubstange  #  ist  ein  Stift  A  befestigt,  wel- 
cher auf  derselben  die  betreffende  Lissajous'sche  Gurye  a  auf- 
zeichnet, wenn  die  Räder  in  Bewegung  gesetzt  werden.  Haben 
die  beiden  Räder  i2,  R'  gleiche  Zähnezahlen,  wie  im  dargestellten 
Falle,  so  beschreibt  der  Stift  A  auf  der  berussten  Platte  P  eine 
der  Phasendifferenz  entsprechende  Ellipse  a.  Um  aber  fttr  andere 
yerschiedene  Verhältnisse  der  Schwingungszeiten  die  betreffende 
Lissajous'sche  Gurye  aufzuzeichnen,  wird  das  Rad  R'  ausge- 
wechselt; und  damit  der  Eingriff  in  das  Zwischenrad  Z  erhalten 

^)  Weinhold,  Physikalische  Demonstrationen.  1881.  S.  241.  —  Ein  an- 
derer nach  Reuleaax*  Angabe  ausgeführter  Mechanismus  befindet  sich  in  dem 
Skizzenbuch  der  angewandten  Kinematik  vom  Verein  „Hüite".  1880.  S.  21. 
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bleibt  y  ist  die  Axe  J  desselben  in  einem  bogenförmigen  Schlitze 
verstellbar,  dessen  Mittelpunkt  in  4>  liegt.  Die  verschiedenen 
Phasendifferenzen  ergeben  sich  durch  gegenseitige  Verstellang  der 
in  das  Zwischenrad  Z  eingreifenden  Bäder  R^  R. 
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307.  Allgemeine  Beziehungen  der  Beschleunigungen  der  Punkte 
des  Gonplan  bewegten  ebenen  Systems.  Um  die  Beziehungen  der 
Beschleunigungen  der  Punkte  eines  starren  ebenen  Systems  Sy 
welches  sich  in  einem  festen  ebenen  System  bewegt,  abzuleiten, 
betrachten  wir  zunächst  in  Fig.  776  die  Drehung  des  Systems  S  um 
einen  Punkt  4>,  der  im  festen  System  während  zweier  gleicher 
Zeitelemente  oder  dauernd  fest  ist.  Bei  dieser  Drehung  vollziehen 
die  Punkte  A^  B^ . .  des  Systems  aS  ähnliche  Bewegungen  im  festen 
System;  dem  gemäss  sind,  wenn  AAj,  BBj^  .  .  die  Beschleuni- 
gungen dieser  Punkte  darstellen,  die  Dreiecke  ^AAj^  ^BBj,  . . 
ähnlich,  und  folglich  ist  auch  das  Dreieck  ^AjBj  dem  Dreieck 
^AB  ähnlich.  Bezeichnen  wir  das  von  den  Endpunkten  Ajj  Bj^ ., 
der  Beschleunigungen  AAj^  BBj, . .  gebildete  ebene  System  mit  £>, 
so  sind  auch  die  Systeme  Sjy  S  ähnlich,  und  der  feste  Drehpunkt  4> 
ist  der  selbstentsprechende  Punkt  oder  Doppelpunkt  derselben. 
Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  der  Punkte 
eines  um  einen  festen  Drehpunkt  conplan  rotirenden 
ebenen  Systems  bilden  ein  ähnliches  ebenes  System, 
und  dieser  feste  Drehpunkt  ist  der  Doppelpunkt  dieser 
beiden  ähnlichen  ebenen  Systeme. 

Der  Beschleunigungszustand  eines  um  einen  festen  Punkt  roti- 
renden ebenen  Systems  ist  hiemach  bestinmit,  wenn  die  Beschleu- 
nigung eines  einzigen  Systempunktes  bekannt  ist ;  denn  es  kann 
dann  für  jeden  anderen  Punkt  des  Systems  die  zugehörige  Be- 
schleunigung leicht  vermittelst  ähnlicher  Dreiecke  construirt  wer- 
den. Die  Beschleunigung  derjenigen  Systempunkte,  welche  von 
dem  festen  Drehpunkte  4>  um  die  Längeneinheit  entfernt  sind, 
wird  die  Drehbeschleunigung  des  Systems  genannt. 

Zerlegen  wir  in  Fig.  775  die  Beschleunigungen  AAj^  ^^jj  •  • 
der  Systempunkte  A^  B,  . .  resp.  in  die  Normal-  und  Tangential- 
beschleunigungen AAn^  AAt^ . .]  BBn^  BBtf . .]  so  sind  auch  die 
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Systeme  4>i4«5«  . .,  ^AtBt..  dem  rotirenden  System  ^AB  .  . 
ähnlich,  and  der  feste  Drehpunkt  4>  ist  der  zugehörige  Doppel- 
punkt 

Bepräsentiren  in  Fig.  776  die  Strecken  AAj^  BBj^  CCj  die 
Beschleunigungen  der  Punkte  Ay  B^  C  eines  ebenen  Systems  S, 
welches  sich  beliebig  in  einem  festen  System  bewegt,  und  denken 
wir  uns  dem  bewegten  System  <S  gleichzeitig  noch  eine  Parallel- 
bewegung ertheilt,  so  dass  alle  Punkte  desselben  dadurch  eine 
hinzutretende  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  erhalten,  die 
beziehlich  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  eines 
Systempunktes I  z.  B.  des  Punktes  A^  entgegengesetzt  gleich  ist; 
dann  wird  dieser  Systempunkt  A  während  zweier  gleicher  Zeit- 
elemente im  Bezug  auf  das  feste  System  in  Buhe  versetzt,  und 
das  System  /S  dreht  sich  während  dieser  beiden,  gleichen  Zeit- 
elemente um  den  festen  Punkt  A.  Durch  die  Parallelbewegung 
kommen  die  Beschleunigungen  AA'j,  BB'.^  CCj  hinzu,  die  der 
Beschleunigung  AAj  entgegengesetzt  gleich  sind;  und  für  den 
Punkt  A  resultirt  aus  den  Beschleunigungen  AA^^  AA^^  die  Be- 
schleunigung Null.  Ferner  ergiebt  sich  aus  der  Zusammensetzung 
der  Beschleunigungen  BB.^  -öJ5j,  indem  wir  B^Sj  jj^  BH.  oder 
A.A  ziehen,  die  resultirende  Beschleunigung  B^^!  vom  Punkte  B 
des  um  A  rotirenden  Systems  &\  und  ebenso  erhalten  wir,  indem 
wir  C.Cj*  #  CCJ  oder  AjA  ziehen,  die  resultirende  Beschleuni- 
gung CCJ^  vom  Punkte  C  des  um  A  rotirenden  Systems  5.  Dieser 
Construction  gemäss  sind  die  Dreiecke  A.B.C.^  AB*^Cj^  congruent 
Da  femer  nach  dem  obigen  Satze  die  Dreiecke  AB^j'C!\  ABC 
ähnlich  sind,  so  folgt  hieraus  auch  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
AjBjCjy  ABC]  und  es  ist  das  von  den  Punkten  Aj^  Bj^  Cj  ge- 
bildete ebene  System  Sj  dem  bewegten  System  S  ähnlich.  Dem- 
nach erhalten  wir  den  wichtigen  Satz: 

Die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  der  Punkte 
eines  conplan  bewegten  ebenen  Systems  bilden  ein 
ähnliches  ebenes  System  0- 

Sind  in  Fig.  776  die  Beschleunigungen  AAj^  BBj  zweier 
Punkte  Ay  B  des  bewegten  ebenen  Systems  S  bekannt,  so  ist  da- 


')  Dieser  Satz  ist  ein  SpeciaUfaU  eines  aUgemeineren  Satzes.  Siehe  Bar- 
mester, „Kinematisch-geometrische  Theorie  der  Bewegung  der  affin- veränder- 
lichen, ähnlich -veränderlichen  und  starren  räumlichen  oder  ebenen  Systeme*'. 
Zeitschrift  für  Mathematik  und  Mt/sik.  1878.  B.  23.  S.  116.  Vergl.  femer  die 
Abhandlungen  von  Rittershaus  im  Gviüngenieur.  1 878.  B.  24.  S.  1 ,  von 
Bnrmester,  daselbst,  S.  145  und  von  Mohr,  daselbst.  1879.  B.  25.  S.  613. 
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durch  der  Besehleonigimgsznstaiid  dieses  Systems  bestimmt ;  denn 
wir  erhalten  die  zu  einem  beliebigen  Systempnnkte  C  gehörende 
Beschlennigung  CCj^  wenn  wir  zn  dem  Dreieck  ABC  m  gleichem 
Sinne  das  ähnliehe  Dreieck  AjBjCj  constrairen.  Zwei  ähnliche 
ebene  Systeme  S^  Sj  haben  nur  einen  einzigen  reellen  selbst- 
entsprechenden Punkt  oder  Doppelpunkt;  denn  gäbe  es  zwei,  so 
würden  diese  Systeme  identisch  sein.  Es  ist  daher  der  mit  diesem 
Doppelpunkte  coincidirende  Punkt  des  Systems  S  der  einzige  Punkt 
desselben,  dessen  Beschleunigung  im  betrachteten  Momente  gleich 
Null  ist,  und  deshalb  wird  dieser  Doppelpunkt  der  Beschleuni- 
gungspol genannt.  Eine  Ausnahme  tritt  ein,  wenn  in  einem 
Momente  die  Beschleunigungen  AAj,  BBj  gleich  und  gleichge- 
richtet sind;  denn  das  System  S  vollzieht  dann  momentan  ein& 
Parallelbewegung,  und  aUe  Systempunkte  bewegen  sich  mit  glei- 
chen und  gleichgerichteten  Beschleunigungen.  Wenn  insbesondere 
die  beiden  Punkte  ^y,  Bj  in  einem  Punkte  coincidiren,  schrumpft 
das  System  Sj  in  diesen  Punkt  zusammen,  und  die  Endpunkte  aller 
Beschleunigungen  vereinen  sich  in  demselben. 

Machen  wir  in  Fig.  776  die  Strecke  AB^# BBj^  ebenso  die 
Strecke  AC^#  CQ^  so  folgt,  weil  dem  gemäss  das  Dreieck  AjBjB^ 
^  B^'AB  und  das  Dreieck  A. C. C,  ^  Cj'A  C  ist,  die  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  AjBjB^j  AjCjC^;  denmach  ist  auch  das  Dreieck -4^ JS^ C^ 
dem  Dreieck  AjBjCj  und  dem  Dreieck  ABC  ähnlich.  Ziehen  wir 
nun  in  Fig.  777  von  einem  beliebigen  Punkte  O  aus  die  Strecken 
D^«,  DJS«,  OC^,  .  .  gleich  und  gleichgerichtet  den  Beschleuni- 
gungen AAj^  BBjf  CCjy . .  der  Punkte  A^  B^C^ ..  eines  bewegten 
ebenen  Systems  /S,  so  bilden  die  Punkte  A^^B^^C^J . .  ein  ebenes 
System  S^^  welches  dem  System  S  ähnlich  ist,  und  somit  ergiebt 
sich  der  Satz : 

Die  Endpunkte  der  von  einem  angenommenen 
Punkte  aus  gezogenen  Strecken,  die  den  Beschleuni- 
gungen der  Punkte  eines  conplan  bewegten  ebenen 
Systems  gleich  und  gleichgerichtet  sind,  bilden  ein 
ebenes  System,  welches  dem  bewegten  ebenen  System 
ähnlich  istO- 

Nach  diesem  Satze  erhalten  wir  in  Fig.  777  den  Beschleuni- 
gungspol 3  des  Systems  >S,  wenn  wir  von  einem  Punkte  D  aus 
die  Strecken  D^f,  OB^  ziehen,  die  den  Beschleunigungen  zweier 


')  Dieser  Satz  wurde  zuerst  mit  Hülfe  der  Grass  man  n'schen  Ausdeh- 
nungslehre Ton  Mehmke  abgeleitet.   Civitingenieur.  18S3.  B.  29.  S.  487. 
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Punkte  A^  B  des  Systems  S  gleich  und  gleichgerichtet  sind,  und 
ferner  das  Dreieck  AB3  constmiren,  welches  dem  Dreieck  A^ B^ O 
ähnlich  ist 

Um  in  Fig.  778  noch  auf  andere  Weise  den  Beschlemiignngs- 
pol  3  resp.  den  Doppelpunkt  der  ähnlichen  Systeme  S^  Sj  zu  con- 
strniren,  welche  durch  die  entsprechenden  Strecken  AB^  AjBj 
bestimmt  sind,  bezeichnen  wir  mit  G  den  Schnittpunkt  der  Be- 
schleunigungsrichtungen AAj^  BBj  und  mit  H  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  A  S,  AjBj^  beschreiben  die  Kreise  ABG  und  AjBjGj 
welche  sich  ausser  im  Punkte  G  im  Doppelpunkte  3  der  beiden 
ähnlichen  Systeme  Sj  Sj  schneiden;  denn  die  Dreiecke  ^^3, 
AjBjQ  sind  ähnlich,  weil  die  Winkel  AB^,  AjBjQ  gleich  dem 
Winkel  ^G3  und  die  Winkel  A^B,  AjQBj  gleich  dem  Winkel 
AGB  sind.  Infolge  dieser  ähnlichen  Dreiecke  sind  femer  die 
Dreiecke  AAj^^  BBjQ  ähnlich;  demnach  mttssen  auch  die  durch 
Aj  Ajj  H  und  B^  Bjj  H  gezogenen  Kreise  sich  in  dem  Doppel- 
punkte 3  schneiden,  und  derselbe  ist  nach  S.  614  der  Brennpunkt 
der  Parabel,  welche  die  vier  Geraden  AB^  AjBj^  AAj^  BBj  be- 
rührt Es  kann  also  der  Beschleunigungspol  3  vermittelst  zweier 
der  vier  gezeichneten  Kreise  construirt  werden. 

Aus  den  Beziehungen  der  ähnlichen  Systeme  «S,  Sj  ergeben 
sich  für  das  conplan  bewegte  ebene  System  «S  die  Sätze: 

Die  Richtungen  der  Beschleunigungen  derPunkte 
eines  ebenen  Systems  bilden  mit  den  von  diesen  Punk- 
ten nach  dem  Beschleunigungspol  gehenden  Geraden 
gleiche  Winkel. 

Die  Richtungen  der  Beschleunigungen  derPunkte 
eines  ebenen  Systems,  die  auf  einem  durch  den  Be- 
schleunigungspol gehenden  Kreise  liegen,  gehen  durch 
einen  Punkt  dieses  Kreises. 

Die  Richtungen  der  Beschleunigungen  derPunkte 
eines  ebenen  Systems,  die  auf  einer  durch  den  Be- 
schleunigungspol gehenden  Geraden  liegen,  sind  pa- 
rallel. 

Die  Beschleunigungen  aller  Punkte  eines  ebenen 
Systems,  welche  auf  einem  um  den  Beschleunigungs- 
pol beschriebenen  Kreise  liegen,  sind  von  gleicher 
Grösse  und  dem  Radius  dieses  Kreises  proportional. 

Sind  in  Fig.  779  die  Richtungen  a,  &,  c  der  Beschleunigungen 
dreier  Punkte  A^  Bj  C  eines  conplan  bewegten  ebenen  Systems  S 
gegeben  und  bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  dieser  Richtungen 
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resp.  mit  a,b^  b.e,  c.a^  so  schneiden  sich  die  drei  Kreise  ABa.b^ 
BCb.c^  CAc.a  in  dem  Beschleunigungspol  S,  und  derselbe  ist 
denmach  dnrch  zwei  dieser  Kreise  bestimmt.  Ist  femer  noch  für 
einen  Systempnnkt,  z.  B.  fttr  J.,  die  Grösse  AA^  d^  Beschleoni- 
gQBS  gegeben,  so  ist  durch  die  homologen  Punkte  Ä^  Aj  mid  den 
Doppelpunkt  3  das  zu  S  ähnliche  System  Sj  and  damit  anch  der 
Beschleunigungszostand  des  Systems  S  bestimmt 

308.  Besondere  Beziehungen  der  Beschleunigungen  der  Punicte 
des  conpian  bewegten  ebenen  Systems.  Ist  in  Fig.  780  der  Pol  $ 
eines  bewegten  ebenen  Systems  S^  der  Beschleunigungspol  3  des- 
selben,  die  Geschwindigkeit  AA„  und  die  Beschleunigung  AA^ 
eines  Systempunktes  A  gegeben;  dann  erhalten  wir  die  auf  $3 
senkrechte  Geschwindigkeit  3  ^v  des  als  Systempunkt  betrachteten 
Beschleunigungspols  3,  indem  wir  zu  dem  rechtwinkeligen  Dreieck 
^AAy  das  ähnliche  Dreieck  $33i;  construiren  oder  das  Dreieck 
$^„30  oo  $  J.3  machen.  Da  der  Beschleunigungspol  3  momentan 
keine  Beschleunigung  besitzt ,  so  bewegt  sich  derselbe  während 
zweier  auf  einander  folgender  Zeitelemente  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit 3  3p  in  gleicher  Richtung.  Die  Beschleunigung  $  % 
des  als  Systempunkt  betrachteten  Pols  %  der  während  eines  Zeit- 
elementes ruht  und  in  dem  folgenden  Zeitelemente  seine  Bewe- 
gung beginnt y  ergiebt  sich,  wenn  wir  entweder  das  Dreieck 
3$^>  fv)  ^AAj  oder  das  Dreieck  ^A^%  oo  3-4?  machen. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  ^AAj^  den  die  Beschleunigung 
AAj  eines  Systempunktes  A  mit  der  Geraden  J.3  bildet,  mit  6^ 
den  Winkel  A^AAj^  welchen  die  Beschleunigung  AAj  und  die 
Geschwindigkeit  AA^  einschliessen,  mit  A;  setzen  wir  ferner  den 
Winkel  ?  J.3  =  a,  den  rechten  Winkel  ?  J.u4,  =  Ä,  so  ist 

X^R  —  S  —  a. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Winkel  X  für  alle  Systempunkte  A  constant 
ist,  die  auf  einem  durch  den  Pol  $  und  den  Beschleunigungspol  3 
gehenden  Kreise  1^  liegen,  der  den  auf  der  Sehne  $  3  stehenden 
Winkel  a  ^^  R  —  6  —  i.  als  Peripheriewinkel  enthält  Demnach 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Punkte  eines  ebenen 
Systems,  deren  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
einen  constanten  Winkel  l  bilden,  ist  ein  durch  den 
Pol  $  und  den  Beschleunigungspol  3  gehender  Kreis. 

Jedem  Winkel  l  entspricht  ein  so  bestimmter  Elreis  k^^  und 
die  Gesamtheit  dieser  Kreise  bilden  ein  Kreisbttschel ,   dessen 
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Gmndpnnkte  %  3  sind.  Je  zwei  dieser  Kreise,  die  zwei  belie- 
bigen Winkeln  X\  A"  entsprechen,  schneiden  sich  nnter  einem 
Winkel,  der  gleich  der  Differenz  l'  —  A"  ist.  Die  Richtungen  der 
Beschlennigangen ,  sowie  die  Richtnngen  der  Geschwindigkeiten 
der  Systempnnkte  eines  solchen  Kreises  A^  treffen  sich  auf  dem- 
selben resp.  in  den  Punkten  J^  und  V^^  yon  denen  der  erste 
in  der  Geraden  Sß%  liegt,  die  mit  $3  den  Winkel  d  bildet, 
und  der  zweite  sich  in  der  auf  $3  senkrechten  Geraden  33, 
befindet 

Für  X  =  0  oder  ISO®  liegen  Geschwindigkeit  und  Beschleu- 
nigung eines  jeden  Systempunktes  des  betreffenden  Kreises  /^  in 
je  einer  Geraden;  demnach  ist  die  Normalbeschleunigung  der 
Systempunkte  dieses  Kreises  gleich  Null  und  dieselben  durch- 
schreiten momentan  Wendepunkte  ihrer  Bahncurven.  Folglich  ist 
der  Kreis  Ar®  der  Wendekreis  des  bewegten  ebenen  Systems  5, 
und  wir  erhalten  den  Satz: 

Der  Wendekreis  enthält  die  Punkte  eines  ebenen 
Systems,  die  momentan  keine  Normalbeschleunigung 
besitzen. 

Die  Punkte  J\  F®,  durch  welche  resp.  die  Richtungen  der 
Beschleunigungen  und  der  Geschwindigkeiten  der  Punkte  des 
Wendekreises  gehen,  coincidiren  in  diesem  Falle  in  dem  Punkte  SB 
des  Wendekreises,  der  dem  Pol  $  diametral  gegenüberliegt  und 
S.  121  der  Wendepol  genannt  wird.  Da  der  Wendekreis  die  Pol- 
bahn berührt,  so  ist  die  Beschleunigung  $$>  des  Pols  $,  die  in 
der  Geraden  ^9B  liegt,  senkrecht  zur  Polbahn.  Für  den  auf  der 
Geraden  SßA  befindlichen  Punkt  B  des  Wendekreises  k^  sind  die 
Geschwindigkeit  BB„  und  die  Beschleunigung  BBj^  die  beide  in 
der  Geraden  B^  liegen,  construirt. 

Für  A  =»  90®  =»  i2  stehen  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
eines  jeden  Systempunktes  des  betreffenden  Kreises  k^  auf  ein- 
ander senkrecht.  Den  Pol  $  müssen  wir  hier  aber  als  System- 
punkt ausgeschlossen  betrachten;  denn  dieser  besitzt  als  solcher 
während  eines  Zeitelements  keine  Geschwindigkeit,  und  seine 
Beschleunigung  ^%  fällt  mit  seiner  im  folgenden  Zeitelemente 
erhaltenen  Bewegungsrichtung  zusammen.  Der  Kreis  k^  enthält 
also  die  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  momentan 
gleich  Null  ist;  jeder  dieser  Systempunkte  durchschreitet  dem- 
nach in  zwei  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeitelementen  zwei 
gleiche  Wegelemente,  und  wegen  dieser  Weggleichen  wollen  wir 
diesen  Kreis  A:^,  der  gemäss  der  obigen  Erörterung  den  Wende- 
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kreis  K*  rechtwinkelig  schneideti  den  Gleichenkreis  nemienO* 
Dem  zufolge  ergiebt  sich  der  Satz: 

Der  Gleichenkreis  enthält  die  Punkte  eines  ebenen 
Systems,  die  momentan  keine  Tangentialbeschleuni- 
gung besitzen. 

Der  Punkt  J^,  durch  den  die  Beschleunigungsrichtungen  der 
Punkte  des  Gleichenkreises  k^  gehen,  fällt  mit  dem  Pol  $  zusam- 
men, und  der  Punkt  F^,  in  dem  sich  die  Geschwindigkeitsrich- 
tungen dieser  Punkte  treffen,  liegt  diesem  Pol  diametral  gegenüber. 
Der  Durchmesser  %  V^  des  Gleichenkreises  steht  auf  dem  Durch- 
messer $SB  des  Wendekreises  senkrecht  und  liegt  also  in  der  Tan- 
gente $  t  der  Polbahn.  Für  den  auf  der  Geraden  $  A  befindlichen 
Punkt  C  des  Gleichenkreises  ist  die  Geschwindigkeit  CC^  sowie 
die  Beschleunigung  CCj  construirt;  und  da  die  Punkte  A^  B^  $,  C 
auf  einer  Geraden  des  Systems  S  liegen,  so  befinden  sich  die  End- 
punkte ^0,  Bvy  $,  Co  der  Geschwindigkeiten  und  die  Endpunkte 
Ajy  Bjf  %,  Cj  der  Beschleunigungen  dieser  Punkte  auf  je  einer 
Geraden,  und  es  ist  A„B„^C^  sowie  AjBj%Cj  ähnlich  AB'^C. 

Wir  betrachten  in  Fig.  781  bei  einem  bewegten  ebenen  Sy- 
stem S  den  Erümmungsmittelpunkt  A  für  die  von  einem  System- 
punkte A  beschriebene  Bahncurve  a  und  den  Pol  $  nebst  der 
Polbahntangente  ^t  als  gegeben;  dann  erhalten  wir  hierdurch 
nach  dem  Satze  S.  98  ein  Aequivalent  für  drei  unendlich  nahe 
Lagen  des  Systems  £,  und  es  ist  die  Bewegung  desselben  wäh- 
rend zweier  Zeitelemente  bestimmt.  Der  auf  der  Geraden  A^ 
liegende  Punkt  B  des  Wendekreises  A®  wird,  wie  in  Art.  49  ge- 

lehrt  wurde,  so  construirt,  dass  AB^=^  A^  :  AA  ist.  Die  in  B 
auf  dieser  Geraden  errichtete  Senkrechte  schneidet  die  Polbahn- 
normale $3B  in  dem  Wendepol  SB,  und  der  über  $2B  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis  A:^,  der  den  Punkt  B  enthält,  ist  der 
Wendekreis.  Zu  jedem  Systempunkte  kann  in  bekannter  Weise 
mit  Hülfe  des  Wendekreises  der  entsprechende  Krümmungsmittel- 
punkt seiner  Bahncurve  construirt  werden. 

Ist  nun  noch  die  Beschleunigung  AAj  des  Systempunktes  A 
gegeben,  so  können  wir  fttr  jeden  Systempunkt  die  Geschwindig- 
keit und  Beschleunigung  ermitteln.  Die  von  Aj  auf  A^  gefällte 
Senkrechte  A^An  liefert  durch  ihren  Fusspunkt  An  die  Normal- 

')  Der  Gleichenkreis  und  der  Beschleunignngspol  als  zweiter  Schnittpunkt 
desselben  mit  dem  Wendekreise  wurde  zuerst  von  Bresse  erkannt.  „Memoire 
sur  un  th^ordme  nouyeau  concemant  les  mouvements  plans  etc.'*  Journal  de 
VEcole  polytechnique.  1853.  Cah.  35.  p.  89. 
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beschlennignug  ÄÄn  des  Systempiinktes  A^  und  hiernach  kann 
die  zu  demselben  gehörende  Geschwindigkeit  ÄÄ„=^  yÄÄn .  ^A 
leicht  in  bekannter  Weise  constmirt  werden. 

Die  Beschleunigung  B  Bj  des  Punktes  B  des  Wendekreises  k^ 
liegt  y  weil  alle  Punkte  dieses  Kreises  nur  Tangentialbeschleuni- 
gung besitzen,  in  der  Geraden  ^SB,  und  die  Beschleunigung  ^% 
des  mit  dem  Pol  $  coincidirenden  Systempunktes  befindet  sich 
in  der  Polbahnnormalen  $993;  folglich  ergeben  sich  die  Endpunkte 
dieser  Beschleunigungen,  indem  wir  durch  A^-  die  Gerade  4;  SjiV 
so  ziehen,  isLBS  AjBj^j  co  ÄB^  ist  Zu  diesem  Zwecke  machen 
wir  auf  AnAjj  welche  ^3Ö  in  n  triflFt,  die  Strecke  w  a  —  -4.$  und  auf 
SSiB  die  Strecke  ^h  =  B%  dann  schneidet  die  Gerade  ab  die  Pol- 
bahnnormale $S3  in  dem  Endpunkte  %-  der  Beschleunigung  ^%] 
denn  auf  der  Geraden  4;$y,  die  9ISB  in  Bj  trifft,  ist  nach  dieser 
Gonstruction  AjBj^co  AB^.  Die  Bestimmung  des  Punktes  %- 
ist  also  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  Aj  auf  der  Geraden 

AnU,  welche,  weil  AAn^^^  AA^iAA  ist,  bei  gegebenem  Krüm- 
mungsmittelpunkte A  durch  die  Geschwindigkeit  AA^  bestinmit 
¥nrd.    Aus  dieser  Darlegung  ergiebt  sich  demnach  der  Satz: 

Die  in  der  Polbahnnormale  liegende  Beschleuni- 
gung des  mit  dem  Pol  coincidirenden  Systempunktes 
eines  bewegten  ebenen  Systems  ist  unabhängig  von 
der  Tangentialbeschleunigung  der  Systempunkte  und 
durch  die  Geschwindigkeit  eines  dieser  Punkte  be- 
stimmt. 

Wird  die  Normalbeschleunigung  AAn  verändert,  also  die  auf 

A^  senkrechte  Gerade  Ann  parallel  yerschoben,   dann  bewegt 

sich^  weil  na  «»  ^$  ist,  der  Punkt  a  auf  einer  zu  $S3  parallelen 

Geraden,  und  die  Gerade  a%-  dreht  sich  um  den  festbleibenden 

Punkt  b;  demnach  entspricht  einer  auf  A^  liegenden  Reihe  yon 

Endpunkten  An  der  Normalbeschleunigungen  eine  ähnliche  Reihe 

von  Endpunkten  %-  der  Beschleunigungen  $$y.    Wenn  An  mit  A 

zusammenfällt,  dann  coincidirt  %•  mit  $;  und  wenn  An  nach  B 

gelangt,  dann  befindet  sich  %-  im  Wendepol  fö.    Demnach  besteht 

die  Proportion 

S^%:^Vä^AAniAB, 

nach  welcher  auch  der  Punkt  %-  leicht  constmirt  werden  kann. 
Hieraus  folgt,  wenn  wir 


ÄA '  Afii 

setzen, 
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Bezeichnen  wir  mit  (o  die  momentane  Drebgeschwindigkeit  des 
Systems  S  nm  den  Pol  "iß  nnd  mit  u  die  Geschwindigkeit  des 
Pols  anf  der  Polbahn ,  so  ergiebt  sich,  weil  die  Geschwindigkeit 
AÄ„  ^^  Ä^ .  (o  nnd  nach  S.  124  der  Wendekreisdnrcbmesser 
^©  =  tf :c(i  ist, 

Somit  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Beschlennignng  des  mit  dem  Pol  coincidiren- 
den  Punktes  eines  ebenen  Systems  ist  gleich  dem  Pro- 
dncte  ans  der  Polgeschwindigkeit  und  der  Drehge- 
schwindigkeit des  Systems. 

Der  durch  %  A  und  den  Schnittpunkt  J^  der  Geraden  $  $y, 
AAj  bestimmte  Kreis  k^  schneidet  den  Wendekreis  A®  in  dem  Be- 
schleunigungspol 3.  Die  auf  $  3  senkrechte  Gerade  SB  3  bestimmt 
auf  der  Polbahntangente  ^i  den  Durchmesser  $F^  des  Gleichen- 
kreises A^.  Fflr  verschiedene  Richtungen  der  Beschleunigung  AAj 
erhalten  wir  verschiedene  zugehörige  Schnittpunkte  J^  derselben 
auf  $93:  jeder  solchen  Richtung  entspricht  demnach  ein  bestimmter 
durch  J^  und  die  festen  Punkte  $,  A  gehender  Kreis  k^^  der  den 
Wendekreis  hl*  in  dem  betreffenden  Beschleunigungspol  schneidet 
Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  Lage  des  Beschleunigungspols  auf  dem  Wende- 
kreise, sowie  die  GrQsse  des  Gleichenkreises  ist  nur 
von  der  Lage  der  Geraden  abhängig,  welche  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  eines  Systempunktes  enthält. 

Die  Grösse  der  Beschleunigung  AAj  hat  also  keinen  Einfluss 
auf  diese  Lage  des  Beschleunigungspols  und  auf  die  Grösse  des 
Gleichenkreises. 

Ist  die  Beschleunigung  AAj  senkrecht  auf  ^$,  dann  liegt  der 
entsprechende  Beschleunigungspol  in  dem  Pol  $,  der  betreffende 
Gleichenkreis  schrumpft  in  den  Pol  $  zu  einem  Punkte  zusammen, 
und  die  Normalbeschleunigungen  sind  nicht  nur  für  die  Punkte 
des  Wendekreises,  sondern  für  alle  Systempunkte  Null.  Dieser 
besondere  Fall  tritt  nur  dann  ein,  wenn  das  System  aus  Ruhe  in 
Bewegung  übergeht  und  umgekehrt;  denn  nur  dann  kann  bei  einer 
krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes  die  Beschleunigung  des- 
selben in  der  Tangente  seiner  Bahncurve  liegen. 

Geht  die  Gerade  AAj  durch  den  Wendepol  333,  so  ist  dieser 
zugleich  der  Beschleunigungspol,  und  die  Richtungsgeraden  der 
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Beschleanigungen  aller  Systempnnkte  gehen  durch  den  Wendepol. 
In  diesem  Falle  befindet  sich  das  System  Sj  der  Endpunkte  der 
Beschleunigungen,  welches  dem  bewegten  System  5  ähnlich  ist, 
mit  diesem  in  ähnlicher  Lage,  fllr  welche  der  Wendepol  der  Aehn- 
lichkeitspunkt  ist.  Der  zugehörige  Oleichenkreis  wird  dann  nn- 
endlich  gross  nnd  geht  also  in  die  Polbahnnormale  Aber.  Liegt 
insbesondei^  der  Endpunkt  Aj  der  Beschlennigong  AAj  in  dem 
Wendepol  SB,  dann  schrumpft  das  System  Sj  in  den  Wendepol  SB 
zusammen.    Denmach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Befindet  sich  der  Endpunkt  der  Beschleunigung 
eines  Systempnnktes  in  dem  Wendepol,  dann  liegen 
die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  aller  System- 
punkte in  dem  Wendepol. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen 
zweier  Systempunkte  in  einem  Punkte  coincidiren,  dann  befinden 
sich  die  Endpunkte  aller  anderen  Beschleunigungen  ebenfalls  in 
diesem  Punkte,  der  zugleich  der  Beschleunigungspol  ist  und  als 
solcher  auf  dem  Wendekreise  liegt.  Demnach  ist  auch  die  in  der 
Polbahnnormale  enthaltene  Beschleunigung,  die  der  momentan  mit 
dem  Pol  zusammenliegende  Systempunkt  besitzt,  gleich  dem  Durch- 
messer des  Wendekreises,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Fallen  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  zweier 
Systempunkte  in  einem  Punkte  zusammen,  so  ist  dieser 
Punkt,  in  welchem  dann  die  Endpunkte  aller  Beschleu- 
nigungen coincidiren,  der  Wendepol  des  bewegten 
Systems. 

Wenn  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  im  Wendepol 
coincidiren,  befinden  sich  die  Endpunkte  der  Normalbeschleuni- 
gungen aller  Systempunkte  auf  dem  Wendekreise.  Die  Geschwin- 
digkeit eines  Systempunktes  A  in  Fig.  781  ist,  weil  A^ «^^yAB.AA 
und  AB  die  Normalbeschleunigung  desselben  darstellt,  gleich  A% 
dem  Abstände  des  Systempunktes  von  dem  Pol,  und  demnach 
liegen  in  diesem  Falle  die  Endpunkte  der  lothrechten  Geschwin- 
digkeiten aller  Systempunkte  in  dem  Pol  $.  Liegt  der  Endpunkt 
der  lothrechten  Geschwindigkeit  eines  einzigen  Systempunktes  in 
dem  Pol,  dann  gilt  dasselbe  ftir  alle  Systempunkte,  und  die  End- 
punkte der  zugehörigen  Normalbeschleunigungen  liegen  auf  dem 
Wendekreise. 

Fällt  die  Beschleunigung  ^4;  ^  die  Gerade  ^¥,  dann  coin- 
cidirt  der  betreffende  Schnittpunkt  J^  der  Geraden  AAj,  ^2B  mit 
dem  Pol  ^  und  der  entsprechende  durch  -4,  ?,  J^  gehende  Kreis  k^ 
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berührt  in  $  die  Polbahnnormale ;  demnach  ist  dieser  Kreis,  weil 
Ä  in  diesem  Falle  keine  Tangentialbeschleonigung  besitzt,  der 
Gleichenkreis. 

Wird  die  Beschlennigong  ÄÄj  parallel  9B$,  resp.  senkrecht 
zur  Polbahntangente  genommen,  so  liegt  der  Schnittpunkt  J^  im 
Unendlichen,  der  Kreis  k^  ist  dann  nnendlich  gross  and  geht  in 
die  Gerade  A^  über;  dem  zufolge  ist  der  Schnittpunkt  £,  den 
A  $  mit  dem  Wendekreise  bildet,  für  diese  Richtung  der  Beschleu- 
nigung AAj  der  Beschleunigungspol.  Rotirt  das  bewegte  ebene 
System  während  zweier  Zeitelemente  um  einen  festen  Punkt,  dann 
ist  dieser  zugleich  der  Beschleunigungspol  und  der  Wendekreis 
sowie  der  Gleichenkreis  schrumpfen  in  diesen  festen  Punkte  zu 
einem  Punkte  zusammen. 


Gonstractiye  Bestimmimgen  der  Beschleunigungen  bei 

einfachen  Mechanismen. 

309.  Construction  der  Beschleunigung  bei  einem  geführten  Ge- 
lenke. Die  Bestimmung  der  Beschleunigung  bei  einem  gefUhrten 
einfachen  Gelenke ,  welches  wir  zunächst  betrachten,  bildet  die 
Grundlage  fllr  die  Gonstructionen  der  Beschleunigungen,  die  bei 
den  einfachen  Mechanismen  auftreten.  In  Fig.  782  sind  durch  die 
Strecken  FLy  NL  zwei  im  Punkte  L  gelenkig  verbundene  ebene 
Systeme  Sj^  Sjj  gegeben,  die  sich  in  einem  festen  ebenen  System 
bewegen,  und  diese  Strecken  vertreten  also  die  Glieder  eines  Ge- 
lenkes. Die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  des  Punktes  F 
sowie  des  Punktes  N  sind  resp.  durch  die  Strecken  FFt,^  FFj 
und  NNtfj  NNj  dargestellt  Hierdurch  ist  während  zweier  Zeit- 
elemente die  Bewegung  der  beiden  Punkte  F^  N  gegeben,  und 
damit  ist  auch  die  entsprechende  Bewegung  des  Gelenkpunktes  L 
und  der  beiden  ebenen  Systeme  /Sy,  Sjj  bestimmt. 

Die  Geschwindigkeit  des  Gelenkpunktes  L  ergiebt  sich  nach 
Art.  29  vermittelst  der  lothrechten  Geschwindigkeiten  der  Punkte 
Fj.N.  Wir  drehen  die  Geschwindigkeiten  i^F»,  NN„  in  gleichem 
Sinne  um  einen  rechten  Winkel  resp.  nach  FF^^  NNt^y  ziehen 
F^L^  II  FL  und  Nx^L^  ||  NL^  dann  ist  der  Schnittpunkt  X),  dieser 
beiden  Parallelen  der  Endpunkt  der  lothrechten  Geschwindigkeit 
X  A  des  Gelenkpunktes  X,  die  in  entsprechender  Weise  um  einen 
rechten  Winkel  gedreht  die  Geschwindigkeit  L  L„  dieses  Punktes 


814  XI.  Abschnitt.  Die  Lehre  von  der  Beschleonigang. 

liefert  Da  FF^^  NNt^^  LL^  beziehlich  die  Normalen  der  Bahn- 
enrven  der  Punkte  F^  N^  L  sind,  so  sind  die  Schnittpunkte  $/,  ^a^ 
welche  resp.  die  beiden  ersten  Normalen  mit  der  letzten  bilden, 
die  Pole  der  Systeme  5/,  Su. 

Um  eine  Gonstrnction  der  Beschleunigong  LLj  des  Panktes  L 
abzuleiten,  denken  wir  uns  den  beiden  bewegten  Systemen  Si^  Su 
des  Gelenkes  noch  eine  Parallelbewegung  ertheilt,  so  dass  alle 
Punkte  dieser  Systeme  eine  FF^,  entgegengesetzt  gleiche  Geschwin- 
digkeit FFl  und  eine  FFj  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigung 
FFJ  erhalten ;  dann  bleibt  der  Punkt  F  während  zweier  Zeitele- 
mente in  Ruhe  und  der  Punkt  L  rotirt  gleichzeitig  um  F  mit  der 
Geschwindigkeit  XS^,  welche  sich  als  Resultante  aus  der  ur- 
sprünglichen Geschwindigkeit  LLv  und  der  hinzugetretenen  mit 
FFi  gleichen  und  gleichgerichteten  Geschwindigkeit  LL^  ergiebt 

Machen  wir  nun  auf  LF  die  Strecke  LLi  =  L^viLF^  so  muss 
die  in  Li  auf  FL  errichtete  Senkrechte  XySy  den  Endpunkt  %• 
der  Beschleunigung  Lij  enthalten,  mit  welcher  L  um  F  rotirt 
Um  diese  Strecke  constructiy  in  einfacher  zweckmässiger  Weise 
zu  bestimmen,  ziehen  wir  zu  L^L  die  Parallele  Fx^Zj  bis  an  die 
Gerade  FL  und  zu  ^iZj  die  Parallele  Ft®i  ebenfalls  bis  an  FL^ 
so  ist  &iF^=  LLi;  denn  aus  den  congruenten  Dreiecken  -F» FZi , 
LoioL  folgt  ZiF=L%  und  aus  den  ähnlichen  Punktgruppen 
LZiF^i,  ZiSiFFr,  ergiebt  sich  die  Proportion 

LF:ZiF=ZiF:eiF, 


Denken  wir  uns  die  unbekannte  ursprüngliche  Beschleunigung 
LLj  des  Punktes  L  mit  der  durch  jene  Parallelbewegung  hinzu- 
gekommenen Beschleunigung  LL'j,  welche  der  Strecke  FFj  gleich 
und  gleichgerichtet  ist,  zusammengesetzt,  so  muss,  wie  schon  er- 
wähnt, der  Endpunkt  %  der  resultirenden  Beschleunigung  L  2f  sich 
in  jener  durch  Li  auf  FL  senkrecht  gezogenen  Geraden  befinden. 
Bezeichnen  wir  mit  ^/,  Bi  resp.  die  Fusspunkte  der  von  Lj^  Fj 
auf  FL  gefällten  Senkrechten,  so  folgt,  weil  %'Lj#FFj  ist, 
Li  Gl  =  FHi'y  und  demnach  ist 

LGi  —  ©ifli,      EiGi  =  ©ii. 

Die  analogen  Beziehungen  treten  auf,  wenn  wir  den  beiden 
bewegten  Systemen  Si ,  Su  des  Gelenkes  eine  Parallelbewegung  er- 
theilt  denken,  so  dass  der  Punkt  N  während  zweier  Zeitelemente 
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in  Buhe  bleibt.  Wir  ziehen  dem  gemäss  zu  Lx^L  die  Parallele 
Nt^Zu  bis  an  die  Gerade  NL  und  zu  ^uZu  die  Parallele  iV»©// 
ebenfalls  bis  an  NL\  dann  ergiebt  sich 


LN  ' 

und  femer  folgt ,  wenn  Hn^  Gu  die  Fusspunkte  der  von  Nj  und 
Lj  auf  NL  gefällten  Senkrechten  bezeichnen, 

LGu  =  ®iiHn,      UnGii  =  0//L. 

Nach  diesen  Darlegungen  erhalten  wir  also,  wenn  für  jeden 
der  Punkte  F^  N  in  Fig.  782  die  lothrechte  Geschwindigkeit  und 
die  Beschleunigung  resp.  durch  FJP»,  FFj  und  iVJV»,  NNj  ge- 
geben sind,  die  folgende  wichtige  Gonstruction  der  Beschleuni- 
gung LLj  des  Gelenkpunktes  Z.  Wir  fällen  von  2^,  Nj  resp.  auf 
FL,  NL  die  Senkrechten  F^Hi,  NjHji,  ziehen  zu  FL,  NL 
die  entsprechenden  Parallelen  Fr^I^,  A^Xd,  welche  durch  ihren 
Schnittpunkt  Lt^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  ZZ«  bestimmen. 
Alsdann  führen  wir  zu  L^L  die  beiden  Parallelen  i^»2/,  N^Zu 
beziehlich  bis  an  die  Geraden  FL,  NL,  femer  zu  %Zi  die  Pa- 
rallele F^&i  bis  an  FL  und  zu  ^uZu  die  Parallele  A^©//  bis 
an  NL.  Hierauf  machen  wir  LGi'^^&iHi,  L  Gn  —  &uHn]  dann 
ist  der  Schnittpunkt  Lj,  den  die  in  Gi  auf  FL  errichtete  Senk- 
rechte und  die  in  Gu  auf  NL  errichtete  Senkrechte  bilden,  der 
Endpunkt  der  Beschleunigung  L  Lj  des  Gelenkpunktes  L.  Da  nun 
die  Beschleunigung  der  beiden  Punkte  F,  L  des  Systems  Si  und 
der  beiden  Punkte  N,  L  des  Systems  Su  bekannt  sind,  so  kann 
die  Beschleunigung  für  jeden  anderen  Punkt  dieser  Systeme,  wie 
in  Art.  307  gelehrt  wurde,  leicht  constmirt  werden. 

Ist  der  Pol  $/  nicht  zugänglich,  so  erhalten  wir  auch  den 
Punkt  ©i,  indem  wir  zu  LF^  die  Parallele  Z/S/  bis  an  FF^,  und 
zu  FtZi  oder  XZ«  die  Parallele  S/©i  bis  an  FL  ziehen;  denn 
es  besteht  wegen  der  ähnlichen  Punktgrappen  LZiFF^,  Zt&iFZi 
die  obige  Proportion 

LF:ZjF=ZiF:&iF. 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  wenn  der  Pol  $//  nicht  zu- 
gänglich ist,  der  Punkt  ©//,  indem  wir  zu  LN^  die  Parallele  ZnSn 
bis  an  NN^  und  zu  N^Zn  oder  LL^,  die  Parallele  S//©//  ziehen. 

Wenn  der  Fall  eintritt,  dass  F^  in  der  Geraden  FL  oder  N^ 
in  der  Geraden  NL  liegt,  dann  können  wir  die  Strecken  ®iF  und 
®uN,  weil  dann  beziehlich  Z^F^LL^  —  FFt,  und  Z//iV  — 
LL^^  NN^  ist,  nach  den  Formeln 
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FL  '         "  NL 

leicht  in  anderer  Weise  confitrairen. 

Durch  die  Geschwindigkeit  and  Nonnalbeschleunigong  eines 
Punktes  ist  der  Krttmmungsmittelpankt  der  Bahncurve  desselben 
bestimmt  Sind  in  Fig.  788  die  Pmikte  F^j  Nn^  Ln  resp.  die  senk- 
rechten Projectionen  von  Fj,  Nj^  Lj  aaf  die  Bahnnormalen  FF^^ 
NN^y  LLo^  und  machen  wir  anf  denselben  die  Strecken 


F^-^.      NH-^_,     LX-^, 

80  sind  4>,  N,  A  die  entsprechenden  Erümmnngsmittelponkte  der 
Bahncnrven. 

Bei  rielen  in  der  Praxis  vorkommenden  Fällen  werden  die 
Erümmongsmittelpunkte  4>,  N  und  die  Normalbeschleunigungen 
FFn^  NNn  bekannt  sein,  dann  sind  die  Geschwindigkeiten  FF^^ 
NNv  durch  die  Formeln 

FF,  «=  yp^.FFn,       NNt,  —  YnWTnK 

bestimmt  und  könnnen  leicht  in  bekannter  Weise  constmirt  wer- 
den; aber  der  Richtungssinn  von  diesen  beziehlich  auf  F^^  NU 
senkrechten  Geschwindigkeiten  muss  noch  gegeben  sein. 

310.  Construction  der  Beschleunigung  bei  einem  conplan  be- 
wegten ebenen  System.  Wir  nehmen  in  Fig.  783  an,  dass  die 
Punkte  Fj  L  einer  starren  Strecke  FL^  durch  welche  ein  ebenes 
System  S  bestimmt  ist,  sich  resp.  auf  den  in  einem  festen  System 
gegebenen  Curven  qp,  l  bewegen,  deren  zugehörige  Krümmungs- 
mittelpunkte  4>,  A  sind,  und  dass  die  Beschleunigung  FFj  des 
Punktes  F  bekannt  sei.  Demnach  können  wir  FL  A  als  ein  Ge- 
lenk betrachten,  bei  welchem  der  Punkt  F  auf  einer  Curve  y  ge- 
führt wird  und  der  Punkt  A  während  zweier  Zeitelemente  in  Buhe 
ist.  In  diesem  wichtigen  Specialfalle  des  bewegten  Gelenkes  FLA 
ergiebt  sich  aus  der  obigen  allgemeinen  Gonstruction  die  folgende 
modificirte  Gonstruction  der  entsprechenden  Beschleunigung  LLj 
des  Punktes  X. 

Um  zunächst  die  erforderliche  Geschwindigkeit  FF^  des  Punk- 
tes F  zu  erhalten,  machen  wir  auf  *F  die  Strecke  FF^  gleich 
der  Normalbeschleunigung  jPF«,  welche  durch  die  auf  ^F  gefällte 
Senkrechte  f}jPn  bestimmt  wird ;  femer  beschreiben  wir  tiber4>Fy 
als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  der  die  Tangente  der  Bahncurve  q) 
in  dem  Endpunkte  J^t  der  Geschwindigkeit  FFr  schneidet,  deren 
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BichtangBsinn  wir  als  gegeben  annehmen.  Wenn  der  Pankt  F« 
innerhalb  des  Krümmongsradias  ^F  liegt,  können  wir  ttber  <t>jP 
als  Darchmesser  einen  Halbkreis  beschreiben,  der  Fj  Fn  im  Punkte  U 
trifft;  dann  ist  anch  FU  gleich  der  Geschwindigkeit  FF^,.  Ziehen 
wir  nnn  durch  den  Endpunkt  F<o  der  zugehörigen  lothrechten  Ge- 
schwindigkeit FF^  —  FF^  zu  FL  die  Parallele  F^I^  bis  an  Ai, 
so  ist  LLx>  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  L.  Die 
zugehörige  Normalbeschleunigung  LLn  =  LLl:  AL  kann  ent- 
weder durch  die  auf  AZ»  senkrechte  Gerade  L^L^^  welche  auf 
A L  die  Strecke  L^L^^  LLn  bestimmt,  oder  auch  zweckmässig 
vermittelst  eines  wechselnden  Parallelenzuges  construirt  werden. 
Wir  ziehen  deshalb  durch  L  eine  beliebige  Gerade  LX  und  durch 
Xv  eine  auf  AL  senkrechte  Gerade,  die  XX  im  Punkte  X  trifft; 
wir  ziehen  femer  zu  AX  die  Parallele  Z|,r  bis  an  i/X  und  zu 
XX),  die  auf  AZ  senkrechte  Parallele  YLny  welche  den  noch  zu 
bestimmenden  Endpunkt  Lj  der  Beschleunigung  L  Lj  enthält.  Ge- 
mäss jener  allgemeinen  Construction  ziehen  wir  F^Z  parallel  AX 
bis  an  FL^  dann  ZS  parallel  Fx^L  bis  an  ^F  und  S0  parallel 
AX  bis  an  FL.  Hierauf  zeichnen  wir  die  auf  FL  senkrechte  Pro- 
jeotion  H  des  Punktes  i^,  machen  auf  der  Geraden  FL  die  Strecke 
LG^=^&H  und  errichten  auf  derselben  in  G  die  Senkrechte  GLjy 
welche  YLn  im  Punkte  Lj  schneidet  und  somit  die  Beschleuni- 
gung LLj  bestimmt. 

Wenn  der  Schnittpunkt  S^  der  Normalen  F%  XA  der  Bahn- 
curven  9,  A,  der  Pol  des  Systems  >S,  zugänglich  ist,  erhalten  wir 
den  Punkt  0  einfacher,  indem  wir  Ft^Z  parallel  AX  und  F^,® 
parallel  $  Z  ziehen.  Da  nun  für  die  Systempunkte  jP,  X  die  Be- 
schleunigungen FFj^  LLj  bekannt  sind,  so  kann  für  jeden  anderen 
Punkt  des  bewegten  Systems  S  die  zugehörige  Beschleunigung 
leicht  in  der  oben  angegebenen  Weise  bestimmt  werden.  Liegt 
insbesondere  der  Endpunkt  Fj  der  gegebenen  Beschleunigung  auf 
der  im  Erttmmungsmittelpunkte  4>  auf  ^F  senkrechten  Geraden, 
dann  repräsentirt  F^  die  zugehörige  Normalbeschleunigung  und 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  F]  und  wir  erhalten 
somit  die  entsprechende  lothrechte  Geschwindigkeit  XX«  des 
Punktes  X  einfach  durch  die  zu  FL  Parallele  4>Xt}. 

Nach  der  ausgeführten  Construction  entspricht  einem  End- 
punkte Fj  einer  beliebig  angenommenen  Beschleunigung  FFj  des 
Punktes  F  eindeutig  ein  Endpunkt  Lj  der  Beschleunigung  LLj  des 
Punktes  X.  Ist  bei  dem  System  'S,  dessen  Punkte  Fy  X  sich  auf 
den  Curyen  %  l  bewegen,  in  einer  auf  4>F  senkrechten  Geraden 
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FnF^  eine  Punktreihe  FjFj . .  gegeben,  deren  Punkte  i^,  ^,  .  . 
wir  als  Endpunkte  verschiedener  angenommener  Beschleunigungen 
des  Punktes  F  betrachten,  und  construiren  wir  die  entsprechenden 
Punkte  Lj^  Zj,  . .  in  der  auf  AL  senkrechten  (Geraden  LnLj^  so 
sind  der  Construction  gemäss  die  Punktreihen  F.F'. . .  und  X^.Z/  .  . 
ähnlich.    Wenn  wir  femer,  wie  in  Art.  55  gelehrt  wurde,  den 
Wendepol  SB  des  Systems  S  construiren,  indem  wir  die  Schnitt- 
punkte, welche  FL  mit  der  Geraden  ^  A  und  der  zu  ihr  Parallelen 
$U  bildet,  mit  Q  und  U  bezeichnen,   und  durch  U  zu  $0  die 
Parallele  U/^»  ziehen,  die  4>i^,  AZ  in  den  Punkten  Z^«»,  I^  trifft, 
so  schneiden  sich  die  in  F^  auf  4>F  und  die  in  Lxo  auf  AL  errich- 
teten Senkrechten  in  dem  Wendepol  SB.    Nehmen  wir  nun  Flu 
als  Beschleunigung  des  Punktes  Fj  dann  ist  nach  dem  Satze  anf 
S.  812  auch  X9B  die  entsprechende  Beschleunigung  des  Punktes  L. 
Einer  Punktreihe  auf  der  Geraden  i^8B  entspricht  eine  ähnliche 
Punktreihe  auf  der  Geraden  X3B;  denn  es  liegen  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  dieser  Geraden  in  Parallelen  zu  FL.   Infolge 
dieser  Beziehungen  sind  die  von  den  Punkten  F.^  Fj^ . .  und  von 
den  entsprechenden  Punkten  Xy,  L/., . .  gebildeten  ebenen  Systeme 
afBn.    Bei  diesem  affinen  System  ist  der  Wendepol  SB  der  im  All- 
gemeinen im  Endlichen  liegende  Doppelpunkt,  und  femer  sind 
F^  L  entsprechende  Punkte.    Betrachten  wir  noch  eine  in  der 
Tangente  der  Bahncurve  <p  liegende  Strecke  FFp  als  Beschleuni- 
gung von  F^  so  folgt  nach  der  angegebenen  Construction  in  diesem 
besonderen  Falle,  der  beim  Beginn  oder  beim  Aufhören  der  Be- 
wegung eintritt,  dass  die  Beschleunigung  von  L  in  der  Tangente 
der  Bahncurve  k  liegt  und  gleich  LL„  ist.    Demnach  sind  auch 
die  Endpunkte  /^«,  Lo  der  betreffenden  Geschwindigkeiten  FF^^ 
LL„  entsprechende  Punkte  der  affinen  Systeme.    Wir  erhalten 
somit  den  Satz: 

Die  Endpunkte  i},  X,  der  Beschleunigungen  zweier 
Punkte  F^  L  eines  conplan  bewegten  ebenen  Systems 
sind  entsprechende  Punkte  zweier  affiner  ebener  Sy- 
steme, in  denen  die  Punkte  i^,X,  sowie  die  Endpunkte 
Fvy  Lv  ihrer  Geschwindigkeiten  entsprechende  Punkte 
sind  und  in  denen  der  momentane  Wendepol  der  Dop- 
pelpunkt ist. 

Als  Endpunkt  einer  Beschleunigung  von  F  kann  aber  nicht 
jeder  beliebige  Punkt,  sondern  nur  ein  solcher  Punkt  angenommen 
werden,  dessen  auf  F4>  senkrechte  Projection  auf  der  in  JP  be- 
grenzten durch  4>  bis  ins  Unendliche  gehenden  Gtoraden  liegt; 
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denn  die  zugehörige  Nonnalbeschlennigong  mnBS  stets  auf  der 
concaven  Seite  der  Bahncarve  9  liegen.  Dasselbe  gilt,  wenn  wir 
die  Beschleonigung  von  L  annehmen,  and  die  entsprechende  Be- 
schleunigung von  F  bestimmen. 

311.  Darstellung  der  Beschleunigung  bei  dem  Kurbelgetriebe. 
Die  abgeleitete  Gonstruction  der  Beschleunigung  bei  dem  conplan 
bewegten  ebenen  System  kOnnen  wir  auch  bei  dem  Kurbelgetriebe 
anwenden.  Denn  nehmen  wir  an,  dass  in  Fig.  784  die  Punkte 
jP,  L  der  starren  Strecke  FL  sich  resp.  auf  den  Kreisen  9,  X 
bewegen,  deren  Mittelpunkte  <E>,  A  sind,  so  wird  durch  4>i^iA 
ein  Kurbelgetriebe  dargestellt,  dessen  Steg  <(>  A  und  dessen  Koppel 
FL  ist.  Betrachten  wir  die  Beschleunigung  FFj  des  Gelenk- 
punktes F  und  den  Bichtungssinn  der  Bewegung  als  gegeben,  so 
ist  zunächst  mit  der  Normalbeschleunigung  FF^  die  Geschwindig- 
keit FF^^  femer  die  Geschwindigkeit  LLv  und  die  Beschleuni- 
gung L  Lj  des  Gelenkpunktes  L  bestimmt.  Wegen  ihrer  Wichtig- 
keit wollen  wir  den  Gang  der  angegebenen  Gonstruction  der  Be- 
schleunigung LLj  nochmals  beschreiben. 

Wir  construiren  zuerst  vermittelst  Kreisziehung  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  FF^  =  ']/F<P.FF^,  ziehen  F^L^  ||  FL  und  be- 
stimmen vermittelst  eines  wechselnden  Parallelenzuges  XLq  YLn , 
bei  dem  i,,y  ||  AX  ist  und  XLoj  YLn  senkrecht  auf  Ai  sind^ 
oder  in  anderer  Weise  die  Strecke  LLn^=  LL^iLA-^  ferner 
fällen  wir  auf  FL  die  Senkrechte  FjHy  ziehen  den  wechselnden 
Parallelenzug  F^ZE®,  bei  welchem  F^Z^  AX,  ZS  ||  ZF»  und 
S0  II  Ai  ist;  dann  machen  wir  LG^^^&H  und  errichten  in  G 
auf  FL  die  Senkrechte  GLj^  welche  LnY  in  dem  Endpunkte  Lj 
der  Beschleunigung  LLj  des  Punktes  L  trifft.  Falls  der  Pol  ^ 
zugänglich  ist,  liefert  die  zu  $Z  Parallele  F^&  den  Punkt  &  in 
ein£GU)herer  Weise. 

In  Fig.  786  ist  bei  dem  Kurbelgetriebe  4>FiA  für  den  wich- 
tigen besonderen  Fall,  wenn  die  Beschleunigung  von  F  durch  F^ 
dargestellt  und  als  constant  betrachtet  wird,  die  Beschleunigung 
LLj  von  L  construirt.  Hier  tritt  eine  wesentliche  Vereinfachung 
ein,  weil  F^  zugleich  die  Normalbeschleunigung  und  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  des  Punktes  F  repräsentirt.  In  diesem 
besonderen  Falle  ist  es  oft  vortheilhaft,  die  Beschleunigung  LLj 
parallel  nach  /4>  zu  verlegen  und  die  Strecke  /4>  direct  zu  con- 
struiren. Wir  machen  zu  diesem  Zwecke  auf  Z<t>  die  Strecke 
/n4>  «a»  ü»y  errichten  in  U  auf  Z4>  die  Senkrechte  Ul  und  in  0 
auf  FL  die  Senkrechte  ®  /,  dann  treffen  sich  diese  beiden  Senk- 
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rechten  in  dem  Pnnkte  /;  denn,  weil  auf  FL  die  Projection  &H 
von  /4>  gleich  der  Projection  Z&  von  LLß  ist,  folgt  dieser  CSon- 
stmction  gemäss,  dass  l^  #  LLj  ist 

Ziehen  wir  zu  4>A  die  Parallele  Z%  bis  an  AZ,  femer  durch 
den  Punkt  $  nnd  den  von  4>Ay  FL  gebildeten  Schnittpunkt  JQ 
die  Gerade  Ol,  so  bestimmt  dieselbe  auf  ^Z  den  Punkt  4;  denn 
nach  dieser  Construction  ist 

/»<P:§A  — Z<I>:ZA, 

und,  weil  ^A  —  Z4>  —  LL^,^  folgt 


LI^ 
LA 


/«<!>  =  ^^-iX«. 


Ist  der  Punkt  Q  aber  nicht  zugänglich,  dann  kann  man  diese 
Strecke  U^j  welche  die  Normalbeschleunigung  ist,  auch  leicht 
in  anderer  Weise  construiren.  Wenn  wir  femer  noch  /|4>  #  /4 
ziehen,  so  repräsentirt  /«4>  die  Tangentialbeschleunigung  i). 

In  diesem  betrachteten  speciellen  Falle,  bei  welchem  in 
Fig.  786  die  Beschleunigung  des  Punktes  F  constant  und  gleich 
jP4>  ist,  können  wir,  weil  F^  zugleich  die  constante  Geschwin- 
digkeit desselben  darstellt,  die  ausgeführte  Construction  der  Be- 
schleunigung /<t>  des  Punktes  L  auch  auf  andere  Weise  ableiten. 
Durch  die  Strecke  Z^  #  LI^  wird  die  lothrechte  Geschwindig- 
keit des  Punktes  L  repräsentirt,  und  folglich  ist  die  vom  Punkte 
Z  erzeugte  Gurve  1^  der  um  einen  rechten  Winkel  gedrehte  Hodo- 
graph  erster  Ordnung  fttr  die  Bewegung  des  Punktes  L.  Da  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  Z  sich  auf  diesem  Hodo- 
graphen  1^  bewegt,  gleich  der  Beschleunigung  des  Punktes  L  ist, 
so  brauchen  wir  nur  diese  Geschwindigkeit  zu  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  mit  Zi  den  Schnittpunkt,  den  Z$  mit  der 
zu  FL  Parallelen  ^Lo  bildet,  dann  repräsentirt  ZZi  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  des  mit  Z  coincidirenden  Punktes  der 
Koppel  FL,  Beachten  wir,  dass  die  beiden  Parallelen  A£,  4>i? 
gleiche  Drehgeschwindigkeit  besitzen,  so  ergiebt  sich  die  loth- 
rechte Geschwindigkeit  ZZÜ  des  mit  Z  zusammenliegenden  Punk- 
tes der  um  4>  rotirenden  Geraden  ^Z  nach  der  Proportion 

ZZa.Z<i}^LLo\LA 

durch  die  Gerade  ZxL^y  die  Z^  in  ZU  trifft    Ziehen  wir  nun 
ZiZt^  senkrecht  FL  und  ZÜZ^^  senkrecht  4>^,  so  ist  ZZt  nach 


*)  Diese  Construction  der  Beschleunigung  hat  Mohr  zuerst  angegeben. 
aviUngemeur.  1879.  B.  25.  S.613. 
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Art  28  die  lothrechte  Oesch windigkeit ,  welche  der  Pnnkt  Z  auf 
dem  um  einen  rechten  Winkel  gedrehten  Hodographen  1^  besitzt, 
und  stellt  somit  anch  die  Beschleonignng  des  Punktes  L  nach 
Grösse  nnd  Richtung  dar  0-  Ferner  ist  in  diesem  besonderen  Falle 
die  lothrechte  Geschwindigkeit  ZZ^  des  mit  Z  coincidirendeu 
Punktes  der  um  4>  rotirenden  Geraden  gleich  der  Normalbeschleu^ 
nigung  des  Punktes  L. 

Aus  dieser  Construction  der  Beschleunigung  von  L  lässt  sich 
die  vorhergehende  leicht  ableiten.  Ziehen  wir  4>0  parallel  ^Z^ 
femer  0/  senkrecht  FL  und  4/  senkrecht  <I>Z,  so  muss,  weil 
4>0  #  ZiZ  und  /i.<l>  —  ZZIi  ist,  die  Strecke  /<!>  #  ZZ^  sein,  also^ 
auch  die  Beschleunigung  von  L  darstellen. 

Von  der  Veränderung  der  Beschleunigung  des  Punktes  £,  die 
der  gleichförmigen  Drehung  des  Punktes  F  entspricht,  gewinnen 
wir  eine  bildliche  Darstellung,  wenn  wir  diese  Beschleunigung  in 
Fig.  787,  Taf.  LIQ,  fllr  verschiedene  Lagen  von  L  construiren  und 
in  die  Normal-  und  Tangentialbeschleunigung  zerlegen.  Um  diese 
Construction  in  Erinnerung  zu  behalten,  wollen  wir  den  Weg  der- 
selben noch  einmal  durchschreiten.  Wir  ziehen  zu  A£  die  Pa- 
rallele <I>Z,  zu  ^Z  die  Parallele  <I>0,  femer  zu  <I>A  die  Parallele 
ZI  bis  an  Ai  und  die  Gerade  Q§,  die  ^Z  in  4  trifft.  Hierauf 
ziehen  wir  0/  senkrecht  FL^  ferner  /«»/  senkrecht  4>Z  und  machen 
It^  #  11%.  Durch  Wiederholung  dieser  Construction  liefern  die 
Punkte  In  die  Curve  n,  welche  ein  polares  Diagramm  der  Normal- 
beschleunigung des  Punktes  L  darstellt;  und  die  Punkte  //  die 
Curve  t,  welche  ein  polares  Diagramm  der  Tangentialbeschleuni- 
gung dieses  Punktes  repräsentirt.  Ausser  diesen  beiden  Curven 
ist  noch  der  vom  Punkte  Z  beschriebene  Hodograph  1^  strich- 
punktirt  gezeichnet,  der  uns  ein  Bild  giebt  von  der  Veränderung 
der  Geschwindigkeit  des  Punktes  L. 

Gelangt  der  auf  dem  Kreise  X  rotirende  Punkt  L  nach  TJ  in 
die  Gerade  4>A  und  der  Punkt  F  auf  dem  Kreise  q)  nach  F'^ 
dann  fällt  der  Construction  gemäss  Z'  sowie  0^  mit  L'  zusammen, 
und  der  Punkt  In  muss  fttr  diese  Lage,  weil  /n4>  die  zugehörige 
Normalbeschleunigung  ist,  auf  £A  so  bestimmt  werden,  dass 


/i4>  = 


•  2 


Z'A 


>)  Diese  YermittelBt  des  Hodographen  unter  Yoraussetzung  gleichförmiger 
Drehung  abgeleitete  Construction  hat  Rittershaus  mitgetheilt  im  Civil- 
ingenieur,  1880.  B.  26.  S.  244. 
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ist  Wird  nun  &/'  senkrecht  4>  A,  femer  L^V  senkrecht  F'i'  ge- 
zogen,  dann  repräsentirt  /'<t>  die  Beschlennigong  nnd  /'&  oder  die 
gleiche  und  parallele  Strecke  l\^  die  Tangentialbeschlennignng 
des  bewegten  Punktes  L  an  der  Stelle  V. 

In  dieser  besonderen  Lage  erkennen  wir,  dass  die  Beschlea- 
nignng  /'4>  sowie  die  Tangentialbeschleonigang  /'4  beständig 
wächst,  wenn  die  Koppel  F^V  des  Kurbelgetriebes  sich  der  Ubige 
der  Strecke  F^H  nähert,  welche  die  beiden  Kreise  9),  A  auf  der 
Geraden  4>A  abschneiden,  und  dass  beide  in  je  ein  Hinimam 
übergehen,  wenn  die  Koppel  F^L\  wie  in  unserer  Figur,  gleich 
der  von  X'  an  den  Kreis  q>  gezogenen  Tangente  ist  Demnach 
wird  im  Allgemeinen,  je  mehr  die  Koppel  sich  der  Länge  der 
Strecke  F^V  nähert,  desto  mehr  die  Ungleichförmigkeit  der  Be- 
wegung des  Punktes  L  yergrOssert. 

Bezeichnet  man  einige  Lagen  von  L  in  Fig.  787  mit  i,  2^^^. . 
und  die  entsprechenden  Punkte  auf  den  Gurren  n,  t  beziehlich  mit 
ifiy  2hj  3n,  . .  und  Ity  2t^  3tj  . .,  so  kann  man  umgekehrt,  wenn 
die  Lage  des  Punktes  L  beliebig  angenommen  wird,  auf  der  zu 
LA  Parallelen  k^  und  Senkrechten  It^  resp.  die  Normal-  und 
Tangentialbeschleunigung  U%  It^  eindeutig  erhalten  und  ans 
diesen  die  entsprechende  Beschleunigung  /4>  als  Resultante  leicht 
bilden. 

312.  Darstellung  der  Beschleunigung  bei  dem  Zwillingskurbel- 
getriebe. In  Fig.  788  ist  bei  dem  Zwillingskurbelgetriebe  ^FL\ 
dessen  Gelenkpunkt  F  mit  der  constanten  Beschleunigung  F^ 
rotirt,  die  Gonstruction  der  von  <t>A  symmetrisch  getheilten,  po- 
laren Diagramme  n,  t  der  Normalbeschleunigung  und  der  Tan- 
gentialbeschleunigung des  Gelenkpunktes  L  in  der  angegebenen 
Weise  ausgeführt  Die  zu  AX  Parallele  ^Z  liefert  durch  ihren 
mit  FL  gebildeten  Schnittpunkt  Z  den  Hodographen  1^,  die  zu 
ZS(i  Parallele  <I>0  bestimmt  auf  FL  den  Punkt  ©,  die  zu  4>A 
Parallele  Z^  giebt  auf  AL  den  Schnittpunkt  ^,  und  durch  die 
Gerade  |0  erhalten  wir  auf  ^Z  den  Punkt  U ;  dann  ergiebt  sich 
durch  den  Schnittpunkt  /  der  in  0  auf  FL  und  der  in  U  auf  4>Z 
errichteten  Senkrechten  die  Beschleunigung  /4>  des  Gelenkpunktes 
L  mit  der  zugehörigen  Normalbeschleunigung  U^  und  Tangential- 
beschleunigung /<4>.  Wenn  die  Koppel  FL  sich  in  den  Lagen 
i^i®,  jF^Z^  auf  der  Geraden  4>A  befindet,  versagt  diese  Gon- 
struction; dann  können  wir  aber,  wie  aus  Art.  135  erkannt  wird, 
die  entsprechenden  lothrechten  Geschwindigkeiten  Z^4>,  Z^<t>  des 
Punktes  L  ebenfalls  leicht  bestimmen. 
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Aus  der  symmetrischen  Oestalt  des  Hodographen  1^  und  ans 
dem  stetigen  UebergaL^e  -^i:  Koypci  FL  C.rj  die  Gcrnde  <PA 
ersehen  wir,  dass  die  Tangenten  an  i!c:iiSc.  :'n  in  den  beiileii 
Punkten  Z^,  Z^  auf  der  Geraden  4>A  senkrecht  stehen;  folglich 
liegen  für  die  in  der  Geraden  <t>  A  befindlichen  Lagen  X®,  X^  des 
Punktes  L  die  entsprechenden  Beschleonignngen  desselben  in 
dieser  Geraden,  nnd  demnach  sind  an  diesen  Stellen  die  Tangen- 
tialbeschlennignngen  gleich  Nnll.  Die  zugehörigen  Normalbeschleu- 
nigungen £4>,  /^<I>  können  wir  nach  den  bekannten  Formeln 

construiren;  und  die  betreffenden  Punkte  0^,  0^,  welche  durch 
die  Formeln  ,  , 

©"i?'^  — — ^V-i      0*i^ 


FL    '  FL 

bestimmt  sind,  mflssen  beziehlich  mit  den  Punkten  (2,  ^  zusammen- 
fallen. 

313.  Darstellung  der  Beachleunigung  bei  dem  Schubkurbel- 
getriebe. Betrachten  wir  bei  dem  in  Fig.  789  dargestellten  ex- 
centrischen  Schubknrbelgetriebe  ^FLA^  die  Beschleunigung  FFj 
des  rotirenden  Gelenkpunktes  F  als  gegeben,  und  führen  wir  jene 
für  das  Kurbelgetriebe  abgeleitete  Construction  der  Beschleunigung 
LLj  des  geradlinig  bewegten  Gelenkpunktes  L  aus,  so  vereinfacht 
sich  diese  Construction,  weil  die  Beschleunigung  L  Lj  in  der  Bahn- 
geraden k  desselben  liegt.  Wir  construiren  zunächst  die  lothrechte 
Geschwindigkeit  FFt^  von  F^  indem  wir  auf  ^F  die  Senkrechte 
FjFn  fallen,  femer,  falls  Fn  innerhalb  ^F  liegt,  über  4>F  als 
Durchmesser  einen  Halbkreis  beschreiben,  der  FjFn  im  Punkte  U 
trifft  und  FFt  ^^  FU  machen.  Hierauf  ziehen  wir  F^^Z  senk- 
recht A,  ferner  ZS  parallel  F^L^  dann  S0  senkrecht  X  und  er- 
richten auf  FL  die  Senkrechte  0d,  welche  auf  der  zu  X  Paral- 
lelen Fj6  die  Beschleunigung  OFj  des  Punktes  L  bestimmt.  Denn 
fällen  wir  auf  FL  die  Senkrechte  Fj  H  und  machen  wir  LG^=^ 
&H^  so  erhalten  wir  durch  die  auf  FL  errichtete  Senkrechte 
GLj  in  der  Geraden  X  die  Beschleunigung  LLj^^  OFj.  Ziehen: 
wir  auch  durch  <t>  zu  A  die  Parallele  h  /,  welche  die  auf  FL  senk- 
rechten Geraden  i7i^,  &0  resp.  in  den  Punkten  A,  /  schneidet,  so 
ist  auch  Ik  SB  LLj.  Wenn  der  Pol  %  der  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden <(>jP,  A.'^L  zugänglich  ist,  wird  der  Punkt  0  einfacher  durch 
die  zu  Z^  Parallele  Fr,®  bestimmt 
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Ist  umgekehrt  die  Beschlennigiing  L  Lj  des  Punktes  L  nebst 
der  lothrechten  Geschwindigkeit  LL^  desselben  gegeben,  so  können 
wir  hiernach  auch  leicht  die  entsprechende  Beschlennignng  FF^  des 
Punktes  F  ermitteln.  Wir  ziehen  7^  F^  parallel  L  F^  beschreiben, 
wenn  Ft>  innerhalb  ^F  liegt,  Aber  <t>F  einen  Halbkreis,  bestimmen 
auf  demselben  den  Punkt  TJ  so,  dass  FZ7—  FF'^  ist,  und  fiUlen 
auf  4>F^ie  Senkrechte  UF^^  oder  wir  machen  in  anderer  Weiae 
FFn  =  FFl :  F*.  Hierauf  construiren  wir  wie  vorhin  den  Punkt 
0,  machen  dann  ®H«^  LG  und  errichten  auf  FL  die  Senkrechte 
HFj^  welche  üFn  im  Punkte  Fj  schneidet  und  die  Beschleunigung 
FFj  des  Punktes  F  bestimmt. 

In  Fig.  790  ist  fttr  den  besonderen  Fall,  wenn  der  Endpunkt  Fj 
der  gegebenen  Beschleunigung  FFj  des  Punktes  F  in  der  auf  ^F 
senkrechten  Geraden  ^Fj  liegt,  die  entsprechende  Beschleunigung 
OFj«^  LLj  des  Punktes  L  in  der  angegebenen  Weise  construirt 
In  diesem  besonderen  Falle  tritt  eine  Vereinfachung  ein,  weil  jene 
Punkte  i<o,  Fn  mit  dem  festen  Axenpunkte  4>  zusammenfallen. 

Vermittelst  dieser  speciellen  Construction  erhalten  wir  auch, 
wenn  allgemein  in  Fig.  790  fUr  den  Punkt  F  die  Beschleunigung 
FFJ^  welche  auf  4>jF}  den  Punkt  Fj  bestimmt,  gegeben  ist,  die 
entsprechende  Beschleunigung  LLj  des  Punktes  X,  indem  wir  zu 
FO  die  Parallele  Fjf  bis  an  i^ö  ziehen.  Nach  dieser  Construc- 
tion ergiebt  sich  ö/=  iZ;,  weil  FFJF.n^  d/Fj  oo  LL^Lj  ist 

Um  in  Fig.  791  für  das  Kurbelgetriebe  aus  der  betrachteten 
Construction  noch  eine  andere  Construction  der  Beschleunigung 
LLj  abzuleiten,  wenn  der  Endpunkt  Fj  der  gegebenen  Beschleu- 
nigung FFj  in  der  auf  4>F  senkrechten  Geraden  4>/^  liegt,  ziehen 
wir  auf  FL  die  Senkrechte  ZR  bis  an  A,  ferner  zu  FR  die  Pa- 
rallele Zn  bis  an  k  und  auf  FL  die  Senkrechte  11 T.  Nach  jener 
Construction  besteht  wegen  der  ähnlichen  Punktgruppen  S®FZ 
und  ^ZFL  die  Proportion 

Z®:LZ=ZF:LF, 

und  nach  dieser  letzteren  Construction  besteht  wegen  der  fthnlichen 
Punktgruppen  UWZL  und  RZFL  die  Proportion 

"VZiLZ^ZFiLF-, 

folglich  ergiebt  sich 

^  ^  TZ  =  Z&. 

Bezeichnen  wir  mit  C  den  Schnittpunkt,  welchen  ZR  mit  der  zn  i. 
Parallelen  Fjd  bildet,  so  ist  Rn  =  6^  und  ferner  die  Beschleu- 
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oder  LLj--^RTl  —  Fj^. 

Demnach  erhalten  wir  die  Beschlennignng  L  Lj  darch  die  folgende 
Constmction.  Wir  ziehen  auf  FL  die  Senkrechte  Z/Z  bis  an  X^ 
femer  zu  FR  die  Parallele  ZIl  bis  an  X  nnd  zu  X  die  Parallele 
-F}^  bis  an  ZR^  dann  ist  die  Beschlennignng  LLj^^RU  —  Fj^^), 

Nehmen  wir  an,  es  rotire  bei  dem  in  Fig.  792  dargestellten 
excentrischen  Schnbknrbelgetriebe  4>i^iA*  der  Enrbelpnnkt  F 
mit  constanter  Geschwindigkeit,  deren  Grösse  gleich  F4>  ist,  dann 
repräsentirt  anch  F4>  die  constante  Beschlennignng  FFj  dieses 
Punktes.  In  diesem  speciellen  Falle  erhalten  wir,  wenn  wir  <^  0 
parallel  Z^  nnd  Qd  senkrecht  FL  ziehen,  die  Beschlennignng 
ö<t>  —  LLj  fttr  den  Punkt  i;  oder  falls  der  Pol  $  nicht  zugäng- 
lich ist,  ziehen  wir  ZS  parallel  <I>.X,  femer  S0  senkrecht  X  und 
©  6  senkrecht  FL.  Machen  wir  ferner  auf  L  A*  die  Strecke  L  i| 
gleich  der  Beschleunigung  d<P  des  Punktes  X,  und  wiederholen 
wir  diese  Constmction  ftir  verschiedene  Lagen,  die  der  Punkt  L 
während  einer  Umdrehung  der  Kurbel  ^F  einiummt,  dann  bilden 
die  erhaltenen  Punkte  L^  das  örtliche  Beschleunigungsdiagramm  j 
des  Punktes  L,  Wenn  die  Kurbel  ^F  sich  im  Sinne  des  Pfeiles  q) 
dreht,  ist  in  der  betrachteten  Lage  die  Beschleunigung  des  Punk- 
tes L  mit  der  Geschwindigkeit  desselben  gleichgerichtet.  Vermit- 
telst der  zu  FL  Parallelen  4>Xtt  wird  die  zugehörige  lothrechte 
Geschwindigkeit  XZx>  nnd  damit  auch  das  örtliche  Geschwindig- 
keitsdiagramm t)  des  Punktes  L  constrairt. 

Fttr  die  Grenzlagen  i",  i^  des  Punktes  L  versagt  diese  Con- 
stmction der  Beschleunigung,  weil  die  entsprechenden  Knrbellagen 
4>i^°,  ^F''  mit  der  Schubstange  Fi  in  je  eine  Gerade  gelangen; 
und  es  ist  dann  die  zu  diesen  beiden  Lagen  gehörende  Strecke 
ZF  gleich  ^F.  Um  für  die  Grenzlagen  i®,  i*  die  entsprechen- 
den Beschleunigungen  L^L?^  L'^LJ  zu  bestimmen,  haben  wir  nur 
zu  beachten,  dass  wegen  der  ähnlichen  Punktgrnppen  Z  P0,  L  FZ 

die  Proportion 

F&:ZF^ZF:FL 

besteht  nnd  sich  fttr  diese  Grenzlagen  die  Strecke 

a 

^F 
F&  =  — — 

^^       FL 


')  Diese  Constmction  wurde  in  dem  spedelleren  Fklle,  wenn  Ff  mt  ^ 
coincidirt,  für  das  centrische  Schnbkarbelgetriebe  zuerst  von  Rittershaus 
angegeben.  CiviUngenieur.  1879.  B.  25.  S.  461  und  Zeitschrift  des  Vereines 
deutscher  Ingenieure.  1883.  B.  27.  8.  283. 


826  XL  Abschnitt   Die  Lehre  von  der  Beschleanigang. 

ergiebt,  deren  Endpunkt  0  bei  der  Grenzlage  X®  auf  der  Verlänge- 
rung Ton  <I>F®  nnd  bei  der  Grenzlage  L'  innerhalb  4>F^  liegt 
Wenn  die  constante  Geschwindigkeit  des  Punktes  F  nicht  speciell 
gleich  F4>y  sondern  allgemein  gleich  n .  i^<t>  genommen  wird,  wo 
n  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet,  so  ist  die  constante  Beschleuni- 
gung des  Punktes  F  gleich  v? .  F^  und  die  zugehörige  Beschleu- 
nigung des  Punktes  L  steht  zu  jener  Beschleunigung  L  Lj  in  dem 
Verhältnisse  n':  1. 

Die  Beschleunigung  LLj  ist  nach  dem  Satze  S.  747  die  be- 
treffende Snbnormale  des  örtlichen  Geschwindigkeitsdiagramms  k> ; 
und  folglich  ist  L^Lj  die  Normale  an  demselben  im  Punkte  L^. 
Das  gezeichnete  örtliche  Beschleunigungsdiagramm  1  schneidet  die 
Bahngerade  l  in  den  zwei  Punkten  Uy  V^\  und  diese  geben  die 
Lagen  des  Punktes  X,  in  denen  die  Beschleunigung  desselben 
gleich  Null  ist  und  die  Geschwindigkeit  ein  Maximum  erreicht 
Demnach  repräsentirt  die  Ordinate  L^L{  des  örtlichen  Geschwin- 
digkeitsdiagramms t>  die  grösste  Geschwindigkeit  von  X,  während 
der  Punkt  F  sich  auf  dem  durch  die  Todtlagen  F^^  F^  begrenzten 
Bogentheil  F^cpF''  bewegt,  und  ebenso  stellt  die  Ordinate  V^L}^ 
die  grösste  Geschwindigkeit  dar,  während  F  den  anderen  Bogen- 
theil durchläuft.  Das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t)  ist 
nach  Art  142  auch  die  Polbahn  eines  entsprechenden  Schub- 
kurbelgetriebes, und  an  derselben  kann  in  bekannter  Weise  die 
Tangente  construirt  werden.  Damit  ist  dann  auch  die  zugehörige 
Subnormale  LLj  bestimmt,  welche  die  Beschleunigung  des  Punk- 
tes L  darstellt  0- 

Im  betrachteten  besonderen  Falle,  wenn  in  Fig.  792  die  Ge- 
schwindigkeit des  Eurbelpunktes  F  constant  gleich  F<t>  ist,  können 
wir  die  Construction  der  Beschleunigung  des  Punktes  L  bei  dem 
Schubkurbelgetriebe  auch  yermittelst  des  Hodographen  leicht  direct 
ableiten.  Da  die  Strecke  ^Z  gleich  und  parallel  der  lothrechten 
Geschwindigkeit  LL^^  des  Punktes  L  ist,  so  beschreibt  der  Punkt  Z 
auf  der  Geraden  4>]^  den  um  einen  rechten  Winkel  gedrehten 
Hodographen  ^  erster  Ordnung  für  die  Bewegung  des  Punktes  X; 
folglich  repräsentirt  die  lothrechte  Geschwindigkeit  ZZ^^  mit  wel- 
cher der  Punkt  Z  sich  auf  der  Geraden  1^  bewegt,  die  Beschleu- 
nigung von  L.  Um  die  Strecke  ZZ^  zu  construiren,  ziehen  wir 
zu  ii^  die  Parallele  ^Z'^  bis  an  die  Gerade  ^2;  femer  auf  FL 

')  Auf  diese  Weise  hat  Taub el es  in  diesem  besonderen  Falle  die  Ck>n- 
struction  der  Beschleunigung  bei  dem  Schubkurbelgetriebe  abgeleitet.  CVtnV- 
ingenieur.  1886.  B.  32.  S.  635. 
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die  Senkrechte  Z^^^^  welche  die  auf  4>Z  senkrechte  Gerade  ZZ^ 
im  Punkte  Z^  trifft.  Nach  dieser  Gonstmction  ist  ZZ^  die  loth? 
rechte  Geschwindigkeit  des  mit  Z  coincidirenden  Puiktes  der  Ge- 
raden FL  nnd  ZZ^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  Z^  resp. 
die  Beschleuugnng  von  L^).  Beachten  wir,  dass  die  Dreiecke 
*e©,  ZZ^Zi  congment  sind,  weil  <I>0  #  Z^Z,  6®  \\  Z^^Z^  und 
04>  II  ZZ^  ist,  so  folgt  d4>  OS  Z2^^  nnd  wir  gelangen  zu  der  obigen 
Constraction,  bei  welcher  4>0  parallel  Z^  gezogen  wird,  oder 
der  Pankt  @  durch  die  zu  4>£  Parallele  ZS  und  durch  die  auf  l 
Senkrechte  S0  bestimmt  wird. 

In  Fig.  798  ist  fttr  ein  centrisches  Schubkurbelgetriebe  <PFBSr, 
dessen  Eurbelpunkt  F  sich  mit  der  constanten  Geschwindigkeit 
gleich  F^  bewegt,  in  der  angegebenen  Weise  vermittelst  der  zu  X 
Parallelen  ZS,  der  auf  X  Senkrechten  S  0  und  der  auf  FL  Senk- 
rechten ®d  die  Beschleunigung  d^^^LLj^^LL^  des  Punktes  L 
bestimmt  und  dadurch  das  örtliche  Beschleunignngsdiagramm  \ 
desselben  construirt  Die  Beschleunigungen  L^L^^^  ^^^J  ^^  ^^^ 
Todtlagen  F^L\  F'^L^^  bei  welchen  diese  Construction  versagt, 
erhalten  wir,  wenn  wir  auf  4>A  die  Strecke  4>r  =  FL  machen, 
femer  auf  OX  den  senkrechten  Radius  ^F'  und  auf  F^T  die 
Senkrechte  F'A  bis  an  4>A  ziehen.  Dann  ist  nach  jener  Formel 
F®  —  ^F\  FL  =  4>A,  und  dem  zufolge  ergiebt  sich  Z'if  =  Ai^^, 
L'^LJ  =»  Ai^^  Das  Ortliche  Beschleunigungsdiagramm  ist  in  die- 
sem besonderen  Falle  eine  von  den  beiden  Punkten  X[,  LJ  be- 
grenzte Curve  i,  die  von  dem  Punkte  Li  während  eines  Hin-  und 
Herganges  des  Punktes  L  in  dem  einen  nnd  dem  anderen  Sinne 
durchlaufen  wird.  Wenn  der  Punkt  L  sich  in  dem  von  j  und  4>  Jl 
gebildeten  Schnittpunkte  U  befindet,  ist  seine  Beschleunigung 
gleich  Null.  Vermittelst  der  zu  FL  Parallelen  4>Z),  wird  auf 
LA^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  LLt>  des  Punktes  L  bestimmt 
und  das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t>  desselben  construirt. 
Die  zum  Punkte  L^  gehörenden  beiden  gleichen  Ordinaten  X^£^, 
L^LJ!  repräsentiren  die  grösste  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt 
L  in  der  Lage  L^  auf  dem  Hin-  und  Hergange  erhält 

314.  Darstellung  der  Beschleunigung  bei  einer  Dampfinaschine. 
Bei  der  Untersuchung  schnellgehender  Dampfmaschinen  ist  es 
wichtig,  die  auftretenden  Bescbleunigungsdrttcke  in  allen  Einzel- 

M  Diese  yon  Seh  ad  will  zuerst  abgeleitete  Gonstraction  war  die  aUer- 
erste  graphische  Bestimmung  der  Beschleunigung  beim  Schubkurbelgetriebe. 
Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen. 
1876.  S.  446. 
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heiten  zn  erkennen;  und  dies  wird  dnroh  die  Bestimmnng  der 
Be8chleanignngen  nnd  die  Ermittelnng  der  betreffenden  bewegten 
Massen  ermöglicht  ^).  Wir  haben  daher  die  obigen  Constmctionen 
desBeschlennignngsdiagramms  nnd  des  Geschwindigkeitsdiagramms 
auch  bei  der  in  Fig.  794  schematisch  dargestellten  Horizontaldampf- 
maschine beispielsweise  ansgeftlhrt.  Unter  der  Annahme,  dass  der 
Ponkt  F  der  Kurbel  ^F  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  F4> 
rotirt,  ist  die  Beschleunigang  LLj^^d^  der  Kolbenstange  LK 
nnd  des  Kolbens  K  vermittelst  der  zn  X  Parallelen  ZS,  der  auf  X 
Senkrechten  S0  nnd  der  auf  FL  Senkrechten  ®d  constrnirt;  nnd 
durch  das  gezeichnete  Beschlennigungsdiagramm  )  sind  die  Be- 
schleunigungen, welche  den  verschiedenen  Lagen  entsprechen, 
dargestellt  Um  femer  für  die  Punkte  A^  B^  Cy  . .  einer  Punkt- 
reihe ABC . .  auf  der  Pleuelstange  FL  die  zugehörigen  Beschleu- 
nigungen AAjy  BBj^'  CCjj  .  .  zu  erhalten,  haben  wir  nur  zu  be- 
achten, dass  die  Punktreihen  4>  Aj  Bj  Q  . .  Lj  und  FABC..L 
ähnlich  sind.  Wenn  wir  diese  Beschleunigungen  zeriegen  in  je 
zwei  Gomponenten,  die  z.  B.  beziehlich  in  der  Geraden  FL  liegen 
und  senkrecht  auf  derselben  stehen,  oder  die  resp.  parallel  und 
senkrecht  4>X  sind,  so  sind  auch  die  Punktreihen,  welche  von 
den  Endpunkten  dieser  Gomponenten  gebildet  werden,  der  Punkt- 
reihe FAB..L  ähnlich.  Wir  erlangen  durch  diese  Beziehungen 
eine  einfache  Construction  dieser  Gomponenten,  welche  bei  der 
weiteren  Behandlung  zur  Bestimmung  der  Beschleunigungsdrttcke 
führt  2). 

315.  Darstellung  der  Beachleunigung  bei  dem  gleichschenke- 
ligen  Schubkurbelgetriebe  und  bei  dem  Kreuzkurbelgetriebe.    In 

Fig.  796  ist  ein  gleichschenkeliges  Schubkurbelgetriebe  ^FL\^ 
gezeichnet,  dessen  Schubstange  FL  also  gleich  der  Kurbel  4>F 
ist.  Wir  nehmen  wieder  an,  dass  der  Kurbelpunkt  F  mit  einer 
constanten  Geschwindigkeit  gleich  F^  rotire ;  dann  vollzieht  der 
auf  der  Geraden  X  bewegte  Pnnkt  L  und  der  drehbar  angeschlos- 

*)  Die  Beachtung  der  BeschleunigangsdrQcke  stammt  von  Porter;  siehe 
„The  Allen  Engine''.  Engineering.  1868.  Vol.  Y.  p.l58.  £ine  weitere  Ausfüh- 
rung gab  Radinger,  „Ueber  Dampfmaschinen  mit  hoher  Kolbengeschwindig- 
keit''. Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur-  u.  Architekten-Vereins.  1869. 
Jahrg.  21.  8. 185.  Aber  von  Radinger  wird  nor  ein  angen&hertes  Beschleu- 
nigungsdiagramm  construirt,  welches  yon  dem  richtigen  Beschleonigungsdia- 
gramm  sehr  beträchtlich  abweicht  und  zn  ungenauen  Resultaten  fohrt. 

*)  Pro  eil,  Versuch  einer  graphischen  Dynamik,  1874.  S.  209,  und  im 
Civilingenieur.  1872.  B.  18.  S.  HO.  ~  Marcus,  „Aufgaben  aus  der  ange- 
wandten Kinematik".  Civilingenieur.  1884.  B.  30.  8.  23. 
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sene  Schlitten  eine  geradlinige  harmaniache  Bewegung.  Die  Be- 
schleunigung des  Punktes  L  oder  des  Schlittens  ergiebt  sich, 
indem  wir  ZH  parallel  A  und  S0  senkrecht  X  ziehen,  weil  die 
Punkte  X,  0  coincidiren,  durch  die  Strecke  £4>;  und  demnach 
erhalten  wir,  wenn  wir  auf  Lh.^  die  Strecke  LLj^^  L^  machen, 
fttr  diese  geradlinige  harmonische  Bewegung  als  örtliches  Beschleu- 
nigungsdiagramm i  eine  von  den  Punkten  £p  LJ  begrenzte  gerade 
Strecke,  welche  durch  4>  geht  und  mit  der  Geraden  A  den  Winkel 
von  45^  bildet  Das  zugehörige  örtliche  Qeschwindigkeitsdiagramm 
ist  ein  über  den  Schwingungsweg  L^L'^  als  Durchmesser  beschrie- 
bener Kreis  k>.  Der  stetige  Uebergang  des  Punktes  L  über  die 
Schwingungsmitte  4>  wird,  wie  in  Art  144  angegeben  ist,  durch 
Eingriffspaarung  vermittelt  Da  die  Endpunkte  der  Beschleuni- 
gungen von  den  Punkten  jP,  L  des  durch  die  Strecke  FL  be- 
stimmten, bewegten  ebenen  Systems  coincidiren,  so  liegen  die 
Endpunkte  aller  Punkte  dieses  Systems  in  4>.  Demnach  bewegen 
sich  die  Punkte,  welche  auf  dem  über  ZZ  als  Durchmesser 
beschriebenen  Systemkreise  p  liegen,  harmonisch  auf  geraden 
Strecken,  und  alle  anderen  Systempunkte,  mit  Ausnahme  des 
Punktes  F,  der  sich  gleichförmig  auf  dem  Kreise  q>  bewegt,  voll- 
ziehen harmonische  elliptische  Bewegungen.  Der  Systemkreis  p 
rollt  bei  dieser  Bewegung  gleichförmig  in  dem  festen  Kreise  t>, 
der  zugleich  die  Polbahn  bildet 

Bei  dem  in  Fig.  796  dargestellten  rechtwinkeligen  Kreuzkurbel- 
getriebe, dessen  Kurbelpunkt  F  mit  der  constanten  Geschwindig- 
keit gleich  F^  rotirt,  vollzieht  das  Schlitzglied  mit  der  Stange  k 
eine  geradlinige  harmonische  Bewegung;  und  die  Beschleunigung 
desselben  erhalten  wir  gemäss  unserer  Construction,  weil  die  Ge- 
rade ZFL^  zur  Längsrichtung  des  Schlitzes  senkrecht  ist,  durch 
den  Abstand  6^  der  Schlitzmitte  d  von  4>.  Wenn  A"^  die  Mitte 
des  Schwingungsweges  A^AJ  eines  Stangenpunktes  A  bezeichnet, 
so  stellt  die  Strecke  AA^  die  Beschleunigung  von  A  dar;  und 
indem  wir  AAi^:^  AA^  machen,  ergiebt  sich  als  örtliches  Be- 
schleunigungsdiagramm \  dieses  Punktes  die  gerade  Strecke  ^| -^p 
welche  durch  A"^  geht  und  mit  l  den  Winkel  von  45^  bildet  Der 
Aber  A^A^  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  k)  ist  das  zuge- 
hörige örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm.  Dieselben  Beziehun- 
gen treten  bei  dem  in  Fig.  797  dargestellten,  schrägen  Kreuz- 
kurbelgetriebe auf  und  sind  wegen  der  gleichartigen  Bezeichnung 
ohne  weitere  Erörterung  verständlich.  Bei  dem  Kreuzkurbelge- 
triebe ergiebt  sich  auch  direct,  wenn  wir  die  Beschleunigung  F<t> 
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des  Eorbelpanktes  F  in  zwei  Componenten  parallel  zur  Gtoraden  k 
und  parallel  zur  ScUitzrichtang  zerlegen,  dorch  die  erste  Gompo- 
nente  die  Beschleonigung  des  Schlitzgliedes  und  durch  die  zweite 
Componente  die  Beschleanignng  des  Schlittens  in  dem  Schlitze. 

316.  Coiratruction  der  Beschleunigungen  bei  dem  Sdiieifioiitei- 
getriebe  mit  gegebener  Beschieunigung  der  Kurbei.  In  Fig.  708, 
Taf.  LIV,  ist  'ein  excentrisches  Schleifkurbelgetriebe  <PFL'^\  ge- 
zeichnet, bei  welchem  die  Stange  Fs^  resp.  die  Oerade  s  des  be- 
wegten Systems  FL* ,  während  der  Drehung  der  Kurbel  4>F  in 
einer  Hülse  an  dem  um  A  beschriebenen  Kreisbogen  A  gleitet. 
Wir  wollen  zuerst  den  Fall  betrachten,  in  welchem  die  Beschlea- 
nigung  der  Kurbel  bekannt  ist  und  die  Darstellung  der  BescUen- 
nigungen  der  beiden  Systeme  oder  Glieder  FX°°,  AL^  ausgeführt 
werden  soll.  Für  das  Glied  FL*  oder  Fs  ist  die  Beschleuni- 
gung sowohl  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  4>A,  welches  das 
Gestell  vertritt,  als  auf  das  Glied  AL"*  zu  bestimmen. 

Um  zunächst  fllr  die  Bahncurve  des  mit  dem  Berührungs- 
punkte coincidirenden  Punktes  D  der  Geraden  s  den  Krttmmungs- 
mittelpunkt  A  in  der  auf  s  senkrechten  Geraden  AL*  zu  con- 
struiren,  ist  zu  beachten,  dass  dem  unendlich  fernen  Punkte  £" 
der  Kreismittelpunkt  A  auch  als  Krttmmungsmittelpunkt  entspricht 
Wir  erhalten  dann  gemäss  den  in  Art.  49  erörterten  Beziehungen, 
wenn  wir  auf  s  die  Senkrechte  4>Z  fällen,  die  zu  AL'*  parallel 
ist,  femer  den  Punkt  Z  mit  dem  Pol  $  durch  die  Gerade  Z^ 
verbinden,  welche  4>A  im  Punkte  X  schneidet,  durch  die  Gerade 
FX  auf  AL'*  den  Krttmmungsmittelpunkt  A. 

Ist  nun  die  Beschleunigung  des  Punktes  F  gegeben,  so  kann 
die  Beschleunigung  des  Stangenpunktes  2>,  wie  in  Art  310  gelehrt 
wurde,  construirt  werden,  und  es  sind  damit  die  Beschleunigungen 
aller  Punkte  des  Systems  FL'*  bestimmt  Nehmen  wir  z.  B.  an, 
es  liege  der  Endpunkt  Fj  der  gegebenen  Beschleunigung  von  F 
in  der  auf  4>F  senkrechten  Geraden  4>2^-,  dann  ergiebt  sich  die 
entsprechende  Beschleunigung  JDDj  des  Punktes  D  durch  die  fol- 
gende Construction.  Wir  fällen  von  Fj  und  4>  auf  s  die  Senk- 
rechten FjH^  <I>Z,  ziehen  zu  OJ?  die  Parallele  ZE  bis  an  4>F 
und  S0  senkrecht  auf  s.  Ferner  ziehen  wir  zu  s  die  Parallele 
4>i>»  bis  an  Ai*,  zu  4>A  die  Parallele  I)^Y  bis  an  ^D  und 
zu  s  die  auf  AL'*  senkrechte  Parallele  YDn^  auf  welcher  der 
Punkt  X>y  durch  Antragung  der  Strecke  Dm  Dj'^&H  bestimmt 
wird.  Denn  es  ist,  wenn  wir  auf  s  die  Strecke  DG  oder  DDt 
gleich  &H  machen,  diese  Strecke  die  senkrechte  Projection  von 
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der  Beschlennigong  DDj  auf  s.  Es  wird  demnach  durch  DDn^^ 
DDl :  D^  die  Normalbeschleimiguiig  und  durch  DDt  =^&H  die 
Tangentialbeschleunigung  des  Punktes  D  dargestellt.  Der  Punkt  0 
kann  auch  durch  die  zu  $Z  parallele  Oerade  4>0  construirt  wer- 
den. Diese  Bestimmung  der  Beschleunigung  .2>i>;'  gilt  auch  allge- 
mein für  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems,  bei  welchem  ein 
Systempunkt  F  sich  auf  einer  Curve  q>  bewegt,  deren  zugehöriger 
Erttmmungsmittelpunkt  4>  ist,  und  eine  Systemgerade  Fs  an  einer 
Curve  l  gleitet,  deren  zugehöriger  Erttmmungsmittelpunkt  A  ist. 
Um  bei  dem  betrachteten  Schleif  kurbelgetriebe  die  Beschleu- 
nigung ftlr  einen  Punkt  des  um  A  rotirenden  Systems  AZ°^,  z.  B. 
fttr  den  mit  F  momentan  coincidirenden  Punkt  E  dieses  Systems 
zu  bestimmen  und  femer  auch  die  Beschleunigung  zu  ermitteln, 
mit  welcher  sich  die  Stange  Fa  in  der  Httlse  des  Gliedes  AL"^ 
verschiebt  oder  das  System  FL'^  im  Bezug  auf  das  System  AL^ 
bewegt,  wenden  wir  den  Coriolis 'sehen  Satz  an.  Angenommen, 
es  sei  die  Strecke  EEj  die  Beschleunigung  des  Punktes  E  im 
Bezug  auf  das  feste  Glied  4>A,  es  sei  femer  die  zu  s  pi^rallele 
Strecke  EjN  die  Beschleunigung  des  Punktes  F  im  Bezug  auf  das 
rotirende  System  AL'^  und  die  auf  s  senkrechte  Strecke  NF)  die 
Zusatzbeschlennigung,  so  ergiebt  sich  fttr  die  Beschleunigung  Fie- 
dle geometrische  Summe 

'       FFj^EEj  +  ^N+NFj. 

Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte,  welche  die  Gerade  EA 
mit  den  auf  s  senkrechten  Geraden  4>Z,  S0  bildet,  resp.  mit 
Ex^j  Enj  so  ist  nach  Art.  148  die  Strecke  EE^  die  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  E  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  ^A 
und  die  Strecke  Et,^  gleich  der  lothrechten  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  der  Punkt  F  nebst  der  Geraden  s  sich  in  dem  Gliede 
Ai*  bewegt.  Femer  folgt,  weil  F&  —  FZ^i  FD  ist,  dass  auch 
EEn'^  EEiiEA  ist  und  somit  die  Normalbeschleunigung  des 
Punktes  E  darstellt  Demnach  muss  der  Punkt  Ej  in  der  auf  EA 
senkrechten  Geraden  En  Ej  liegen.  Bezeichnet  cu  die  Drehgeschwin- 
digkeit des  Systems  A  L^  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  4>  A,  so  ist 

EE^ 
und  die  Znsatzbeschleimigang 

Hiemach  ergiebt  sich  infolge  der  Proportionen 
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JK,S :  je;*  —  ©S  :  Z<t>  «I  EZi  ED  —  EEt, :  £ A 

E^^.EE,, 

^''-        E\       ' 
nnd  ferner 

Tragen  wir  nan  auf  die  zu  s  senkrechte  Geraade  Fj  H  die  Znsatz- 
beschleunigung  NFj  »i  2 .  JE^iS  in  dem  dnrch  die  Drehrichtnng  des 
Punktes  F  bestimmten  Sinne  ab,  nnd  ziehen  wir  durch  N  zvl  s  die 
Parallele  NE,  bis  an  E^Ej^  dann  ist  EEj  die  Beschleunigung  des 
zum  System  A  L^  gehörenden  Punktes  E  im  Bezug  auf  das  feste 
Glied  4>A,  und  femer  ist  EjN  die  Beschleunigung,  mit  welcher 
sich  der  Punkt  F  nebst  der  Geraden  s  in  dem  System  AZ"*  bewegt 

Bei  diesen  Gonstructionen  der  Beschleunigungen  haben  wir 
die  gegebene  Beschleunigung  FFj  des  Punktes  F  so  angenonunen, 
dass  der  Endpunkt  der  zugehörigen  Normalbeschleunigung  in  dem 
festen  Axenpunkte  4>  liegt  und  damit  auch  der  Endpunkt  der  zu- 
gehörigen lothrecbten  Geschwindigkeit  sich  in  demselben  befindet 
Wenn  wir  aber  allgemein  eine  beliebige  Beschleunigung  des  Punk- 
tes F  annehmen,  so  können  wir  stets  nach  den  abgeleiteten  Gon- 
structionen verfahren  und  dann  durch  Proportionalität  die  entspre- 
chenden Beschleunigungen  bestimmen. 

Die  Gonstructionen  der  Beschleunigungen  yereinfachen  sich 
sehr  bei  dem  in  Fig.  799  gezeichneten  centrischen  Schleif  kurbel- 
getriebe ^FL^\  weil  die  Stange  Fs  durch  den  festen  Axen- 
punkt  A  geht.  Wir  wollen  den  für  die  Praxis  wichtigen  Fall 
betrachten,  in  welchem  die  Kurbel  4>F  sich  gleichförmig  dreht, 
und  annehmen,  dass  die  constante  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
Eurbelpunktes  F  gleich  F4>  ist;  dann  ist  auch  die  constante  Be- 
schleunigung desselben  gleich  ^F.  Behufs  der  Gonstrnction  der 
Tangentialbeschleunigung  DDt  des  momentan  mit  A  coincidiren- 
den  Punktes  D  der  Stange  Fs  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  4>  A 
ziehen  wir  auf  s  die  Senkrechte  4>Z,  zu  4>A  die  Parallele  ZH 
bis  an  <I>i^,  auf  s  die  Senkrechte  S0  und  machen  DDf^^&Z. 
Um  femer  die  zugehörige  Normalbeschleunigung  DDn  zu  erhalten, 
beachten  wir,  dass  der  Erflmmungsmittelpunkt  A  der  vom  Punkte  D 
beschriebenen  Curve  in  der  Mitte  von  $  IJ  liegt,  weil  in  dem  voll- 
ständigen Viereck  ^FZX^  dessen  Seite  FX  den  Krttmmungsmittel- 
punkt  A  auf  $i>  bestimmt,  die  Seite  <PZ  parallel  $i>  ist  Da 
nun  die  Normalbeschleunigung 


DDn  =  2^^^^  =  2 


D^  D^ 
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folgt,  so  ergiebt  sich: 

Aus  den  beiden  so  erhaltenen  Gomponenten  DDt,  DDh  bilden 
wir  dann  als  Besnltante  die  Beschleunignng  i>i>y  des  Punktes  i>; 
und  darch  die  Beschleunigungen  jP4>,  DDj  der  Punkte  F,  D  des 
Systems  FL^  sind  die  Beschleunigungen  aller  Punkte  desselben 
im  Bezug  auf  das  feste  Glied  4>A  bestimmt. 

Die  Tangentialbeschleunigung  DDi^^&Z  des  Stangenpunk- 
tes JO  repräsentirt,  weil  dieser  Punkt  D  momentan  mit  dem  festen 
Axenpunkte  A  coincidirt,  auch  zugleich  die  Beschleunigung,  mit 
welcher  die  Stange  Fs  sich  in  der  Htllse  des  Systems  AX"^^ 
verschiebt  oder  der  Punkt  F  sich  im  Bezug  auf  dieses  System 
bewegt. 

Um  die  Beschleunigung  EEj  des  mit  F  coincidirenden  Punk- 
tes E  des  Systems  AL^  zu  construiren,  deren  Endpunkt  E^  bei 
dem  centrischen  Schleifkurbelgetriebe  in  der  auf  FA  senkrechten 
Geraden  0  S  liegt,  beachten  wir,  dass  in  diesem  besonderen  Falle 
die  Zusatzbeschleunigung 

A^a>  =  2.0S  =  2?i?„ 

ist.  Wir  tragen  auf  4>Z  die  Zusatzbeschleunigung  A^<1>  •=  2 .  0S 
oder  gleich  der  Normalbeschleunigung  DVn  in  dem  durch  die 
Drehrichtung  des  Punktes  F  bestimmten  Sinne  ab  und  ziehen 
durch  A"  zu  «  die  Parallele  NEj  bis  an  0S.  Hiemach  ist  die 
Strecke  Ej<P  #  DDj\  und  diese  Beziehung  erhalten  wir  auch, 
wenn  wir  uns  dem  ganzen  Mechanismus  eine  momentane  Parallel- 
bewegung ertheilt  denken,  durch  welche  der  Stangenpunkt  D  in 
Ruhe  versetzt  wird  und  allen  Punkten  eine  DDj  entgegengesetzt 
gleiche  Beschleunigung  hinzugefügt  wird. 

Diese  ausgeführte  Construction  ergiebt  sich  auch  ohne  Ab- 
leitung aus  der  allgemeinen  Beziehung,  wenn  wir  beachten,  dass 
bei  dem  centrischen  Schleifkurbelgrtriebe  die  Strecke  EZ  die 
lothrechte  Geschwindigkeit  von  E  im  Bezug  auf  das  feste  Glied 
*  A  und  Z^  die  lothrechte  Geschwindigkeit  von  F  im  Bezug  auf 
das  Glied  AL^  darstellt.    Demnach  ist  die  Zusatzbeschleunigung 

. , .        ^  Z<P.  EZ 
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nnd  ferner  ergiebt  sich  infolge  der  Proportion 

JV4>  — 2.0S. 

Wenn  nnn  die  BescUennignng  EEj  des  Punktes  E  des  am  den 
festen  Axenpunkt  A  drehbaren  Systems  AZ"^  bestimmt  ist,  so  er- 
halten wir  zu  jedem  Punkte  dieses  Systems  die  zugehörige  Be- 
schleunigung in  bekannter  Weise. 

317.  Darstellung  der  Beschleunigungen  bei  der  Dampfinaschine 
mit  schwingendem  Cyllnder  und  bei  der  Morey'schen  Dampfinaschine 
mit  rotirendem  Cyllnder.   In  Fig.  800  ist  eine  Dampfmaschine  mit 
schwingendem  Cylinder  schematisch  gezeichnet,  die  aus  einem  cen- 
trischen  schwingenden  Schleif kurbelgetriebe  besteht.    Der  Dampf- 
cylinder,  in  welchem  der  Kolben  K  nebst  der  Schubstange  s  gleitet, 
schwingt  um  die  feste  Axe  A,  und  vermittelst  der  Schubstange  s 
wird  die  Kurbel  ^F  um  die  feste  Axe  <t>  gedreht  ^).    Behuft  der 
Darstellung  der  Beschleunigungen  nehmen  wir  an,  dass  der  Kurbel- 
punkt  F  gleichf[5rmig  mit  der  constanten  lothrechten  Geschwindig- 
keit F^  rotirt  und  dem  gemäss  auch  die  constante  Beschleuni- 
gung F^  besitzt    Um  zunächst  den  Beschleunigungszustand  für 
die  Schubstange  s  und  den  Kolben  K  in  der  gezeichneten  Lage  zu 
bestimmen,  Qonstruiren  wir  die  Beschleunigung  DDj  des  mit  A  coin- 
cidirenden  Punktes  D  des  Systems  FK^  indem  wir  ^Z  senkrecht 
auf  5,  femer  ZE  parallel  zu  4>A  und  S0  senkrecht  auf  s  ziehen; 
dann  erhalten  wir  in  der  Geraden  s  die  Tangentialbeschleunigung 
DDi=^®Z  und  senkrecht  auf  s  die  Normalbeschleunigung  DDn 
=  2 . 0  S,  aus  welchen  die  Beschleunigung  DDj  resultirt  Durch 
die  Beschleunigungen  F*,  DDj  der  Punkte  jP,  D  des  Systems 
oder  Gliedes  FK  sind  die  Beschleunigungen  aller  Punkte  des- 
selben bestimmt 

Ftlr  mehrere  Lagen,  in  welche  das  Glied  FK  gelangt,  wenn 
der  Kurbelpunkt  F  den  Halbkreis  F^'F^F'^  durchläuft,  sind  die 
entsprechenden  Componenten  der  Beschleunigung  des  jeweilig  mit 
A  coincidirenden  Punktes  D  des  Systems  FK  construirt.  Dadurch 
erhalten  wir  die  entsprechenden  Hälften  des  polaren  Diagramms  t 
für  die  Tangentialbeschleunigung  und  des  polaren  Diagramms  n 
für  die  Normalbeschleunigung  des  Punktes  i>,  weil  diese  beiden 
Diagramme  von  der  Geraden  4>A  symmetrisch  getheilt  werden. 


*)  Diese  Dampfmaschine  mit  schwingendem  Cylinder  wurde  zuerst  von 
Murdock  im  Jahre  1 785  ausgeftlhrt  Muirhead,  Mechanical  Inventions  of 
James  Watt  1855.  Vol.  TU,  Plate  34. 
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Befindet  sich  der  Eurbelpnnkt  F  in  den  Bertthrnngsponkten  F^^  F'' 
der  von  A  an  den  Earbelkreis  q>  gehenden  Tangenten,  dann  fallen 
die  Punkte  F^  Z  zosammen ;  dem  zufolge  ist  für  diese  Lagen  so- 
wohl die  Tangential-  als  die  Normalbeschleunignng  des  mit  A 
coincidirenden  Punktes  D  gleich  Null.  Die  Oerade  Fs  schneidet 
den  Kreis  (p  in  dem  zweiten  Punkte  F'\  und  wenn  der  Eurbel- 
pnnkt F  sich  in  F'  befindet,  erhalten  wir,  indem  wir  zu  4>A  die 
Parallele  ZSJ  bis  an  4>i^'  und  SJ&  senkrecht  auf  s  ziehen,  die 
entsprechende  Tangentialbeschleunigung  DD\  ^=  &Z  und  die  Nor- 
malbeschleunigung Z>27!,  =  2 .  0'S',  aus  denen  die  Beschleunigung 
DD^j  resultirt  Dieser  Construction  gemäss  liegen  die  beiden  Be- 
schleunigungen DDj^  DDj  in  einer  Geraden. 

In  den  Todtlagen  des  Oliedes  FK^  denen  die  auf  <t>A  befind- 
lichen Lagen  F^^  F''  des  Eurbelpunktes  F  entsprechen,  sind  die 
zugehörigen  Normalbeschleunigungen  des  Punktes  D  gleich  Null ; 
und  die  in  der  Geraden  4>A  liegenden  zugehörigen  Tangential- 
beschleunigungen l>Dn  ^^]  können,  weil  jene  Construction  in 
diesen  Todtlagen  versagt,  nach  der  Proportion 

F®\FZ^FZiF\ 

bestimmt  werden.    Hieraus  ergiebt  sich ,  weil  dann  FZ  =  ^F 
und  FA  resp.  gleich  i^A,  F'A  ist. 


DDi  =  ^F  + 


i^^A  "■      /^A 


^F         4>F  ^A 
DD^  =  <PF—  — —  =  •  . 

^^i       ^^       F'^A  F^A 

Die  Tangentialbeschleunigung  DDt  repräsentirt  auch  die  Be- 
schleunigung, mit  welcher  das  Glied  FK  sich  in  dem  schwingen- 
den Gylinder  bewegt;  und  demnach  ist  die  Curve  t  auch  ein  polares 
Beschleunigungsdiagramm  für  die  Bewegung  des  Eolbens  und  der 
Eolbenstange  im  Bezug  auf  den  Gylinder.  Um  aber  das  fttr  diese 
Bewegung  anschaulichere,  örtliche  Beschleunigungsdiagramm  |  zu 
erhalten,  ziehen  wir  zum  Gylinder  eine  Parallele  o^  welche  wir 
uns  mit  demselben  verbunden  denken,  und  tragen  auf  die  durch 
den  Eolbenmittelpunkt  K  zu  o  senkrecht  gezogene  Gerade  KO 
die  Strecke  OKi=^®Z=DDt  ab.  Den  Todtlagen  des  Gliedes 
FK  entsprechen  die  Punkte  K^y  K^^  welche  durch  Antragung  der 
auf  ö  senkrechten  Strecken  O'^K^^DD^  a^ÄJ^=i?2?7  bestimmt 
werden.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  das  mit  dem  Gylinder  ver- 
bunden gedachte,  örtliche  Beschleunigungsdiagramm  j,   welches 

53* 
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aus  einer  durch  die  Punkte  K^^  K^  begrenzten  Gurve  besteht. 
Den  Lagen  des  Punktes  F  in  den  Berührungspunkten  F'^  F^^  der 
von  A  an  den  Eurbelkreis  q>  gehenden  Tangenten  entspricht  der 
Schnittpunkt,  den  dieses  Beschleunigungsdiagramm  mit  der  Gera- 
den 0  bildet  Femer  ist  auch  das  zugehörige  örtliche  G^chwin- 
digkeitsdiagramm  t)  construirt,  indem  wir  auf  der  Geraden  KO 
die  Strecke  OK^  gleich  der  auf  s  gefällten  Senkrechten  4>2r 
machen,  welche  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Gliedes  FK 
im  Bezug  auf  den  Cylinder  ist.  Diese  Geschwindigkeit  wird  am 
grössten  gleich  der  Kurbel  4>Fy  wenn  der  Punkt  F  sich  in  jenen 
Bertthrungspunkten  F\  F^'  befindet.  Die  Fusspunkte  Z  der  von  4> 
auf  s  gefällten  Senkrechten  liegen  auf  dem  Kreisbogen  F^^F"^ 
für  welchen  4>A  ein  Durchmesser  ist. 

Behufs  der  Gonstruction  der  Beschleunigung  EEj  des  mit  F 
coincidirenden  und  mit  dem  Cylinder  verbunden  gedachten  Punk- 
tes -E,  machen  wir  auf  ^Z  die  Strecke  N<P  =  2 . 0  S  und  ziehen 
zu  s  die  Parallele  NEj  bis  an  0S;  und  als  Gontrole  zeigt  sich, 
dass  £>4>  #  DDj  ist  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  die  Beschleu- 
nigung E^E'j  des  mit  F^  coincidirenden  und  mit  dem  Cylinder 
verbunden  gedachten  Punktes  E\  wenn  wir  auf  4>Z  die  Strecke 
iV'4>  =  2 . 0'S'  machen  und  zu  s  die  Parallele  N*Ej  bis  an  0'S' 
ziehen;  und  als  Controle  beachten  wir,  dass  Ej^^DD^  ist 
Wenn  der  Kurbelpunkt  F  sich  in  den  Berührungspunkten  F'^  F" 
befindet,  wird  die  entsprechende  Beschleunigung  beziehlich  durch 
die  Radien  F^<P,  F"<P  dargestellt 

Bei  den  Todtlagen  befinden  sich  die  zugehörigen  Beschleu- 
nigungen E'^Ejf  El' ET  in  der  Geraden  4>A,  und  infolge  der  Pro- 
portion 

FQ:FZ=FZ:Ffs. 
ergeben  sich  ^  

^^^^'  ==  'WK'     ^^^  ^  F^A  ' 

Soll  nun  in  der  gezeichneten  Lage  des  Cylinders,  bei  welcher  sich 
die  Kurbel  in  4>F  befindet,  fQr  einen  bestimmten  Punkt  A  des 
Cylinders,  der  beispielsweise  auf  der  geometrischen  Cylinderaxe 
liegt,  die  Beschleunigung  AAj  bestimmt  werden,  so  ziehen  wir 
zu  EEj  die  Parallele  AAj  bis  an  die  Gerade  Ejh..  In  gleicher 
Weise  erhalten  wir  die  entsprechende  Beschleunigung  AAj  des 
Punktes  A^  wenn  die  Kurbel  nach  4>F'  gelangt  und  der  Cylinder 
dieselbe  Lage  einnimmt.  Dieselben  Constructionen  der  Beschleuni- 
gungen, welche  wir  hier  ausgeführt  haben,  können  auch  bei  dem 
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Schmid 'sehen  Motor  angewendet  werden,  der  in  Art.  150  be- 
trachtet wnrde. 

In  Fig.  801  ist  die  Morey'sche  Dampfinaschine  mit  rotiren- 
dem  Cylinder  schematisch  gezeichnet,  welche  ein  centrisches  roti- 
rendes  Schleifkarbeigetriebe  bildet  0*  Dieselbe  unterscheidet  sich 
von  der  vorhergehenden  Dampfmaschine,  bei  welcher  der  feste 
Axenpnnkt  A  des  Cylinders  ausserhalb  des  Enrbelkreises  (p  liegt, 
in  geometrischer  Beziehung  nur  dadurch,  dass  dieser  Axenpunkt  A 
innerhalb  des  Enrbelkreises  q)  liegt.  Die  Gonstruction  der  Be- 
schleunigungen DI^j^  DDj^  welche  den  Lagen  <I>F,  4>7^'  der  Kurbel 
entsprechen^  sind  in  der  angegebenen  Weise,  wie  durch  die  über- 
einstimmende Bezeichnung  erkenntlich  ist,  vermittelst  der  Tangen- 
tial- und  Normalbeschleunigungen  DDt^  DDn  und  i?i?{,  DDn 
construirt.  Von  dem  polaren  Diagramm  t  der  Tangentialbeschleu- 
nigung, sowie  von  dem  polaren  Diagramm  n  der  Normalbeschleu- 
nigung ist  der  besseren  Uebersichtlichkeit  wegen  die  eine  Hälfte 
ausgezogen  und  die  andere  Hälfte  punktirt.  Femer  ist  auch  ebenso 
wie  vorhin  das  örtliche  Beschleunigungsdiagramm  \  und  das  ört- 
liche Geschwindigkeitsdiagramm  b  ftlr  die  Bewegung  des  Gliedes 
FK  im  Bezug  auf  den  rotirenden  Cylinder  gezeichnet.  Wenn  die 
Kurbel  sich  in  den  Lagen  ^-F',  4>i^^'  befindet,  bei  welchen  die 
Kolbenstange  s  senkrecht  auf  4>A  steht,  dann  fällt  der  Fuss- 
punkt  Z  der  von  4>  auf  s  gefällten  Senkrechten  4>Z  mit  A  zu- 
sammen; folglich  wird  fllr  diese  Lagen,  da,  ^Z  gleich  der  Ge- 
schwindigkeit des  Gliedes  FK  im  Bezug  auf  den  Cylinder  ist, 
diese  Geschwindigkeit  am  grössten  gleich  4>  A  und  die  zugehörige 
Beschleunigung  gleich  Null.  Ftlr  einen  Cylinderpunkt  A^  der  bei- 
spielsweise in  der  geometrischen  Axe  des  Cylinders  liegt,  sind 
auch  in  bekannter  Weise  durch  die  Beschleunigungen  FEj^  E'Fj 
die  entsprechenden  Beschleunigungen  ÄAj^  AA)  construirt. 

318.  Constniction  der  Beschlbunigungen  bei  dem  Schleif  kurbel- 
getriebe  mit  gegebener  Besctiieunigung  des  festaxigen  Sclileifglledes. 
In  Fig.  802  ist  ein  excentrisches  Schleif  kurbelgetriebe  4>/^'iA  ge- 
zeichnet, bei  dem  wir  das  um  die  feste  Axe  4>  rotirende  Glied 
^F^  das  festaxige  Schleifglied  nennen  wollen.    In  dem  gerad- 


')  Diese  Dampfmaschine  mit  rotirendem  Cylinder  stammt  too  Morey  aus 
dem  Jahre  1819.  Abhandlungen  der  K(fmglichen  Technischen  Deputation  für 
Gewerbe.  1826.  I.  Tbl.  S.  HO.  Dieselbe  wurde  sp&ter  von  Ward,  Polytech- 
nisches Journal.  1822.  B.  9.  S.  291,  und  mit  drei  Gylindem  auch  von  Cramer 
ansgeffihrt.  London  Journal  of  Arts  and  Sciences.  Conjoined  Series.  1842. 
Vol.  XX.  p.  454. 
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linigen  Schlitze  dieses  Gliedes  gleitet  ein  Schlitten,  der  das  Glied 
LF"  vertritt,  und  der  Gelenkpankt  L  der  am  die  feste  Axe  4> 
rotirenden  Kurbel  4>Z   bewegt  sich   auf  der  Mittellinie  g  des 
Schlitzes.    Wir  nehmen  an,  dass  für  den  mit  L  momentan  coinci- 
direnden  Punkt  J  des  festaxigen  Schleifgliedes  oder  Systems  4>F* 
die  Beschleunigung  JJj  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  <^  A  gegeben 
ist  und  dass  der  Punkt  Jj  in  der  auf  J4>  senkrechten  Geraden 
^Jj  liegt.    Um  die  Beschleunigung  LLj^  mit  welcher  sich  der 
Punkt  L  auf  seinem  Bahnkreise  X  bewegt,  und  die  Beschleuni- 
gung, welche  der  Punkt  L  auf  der  Geraden  g  besitzt,  zu  bestim- 
men, benutzen  wir  wieder  den  Gor iolis 'sehen  Satz.  Angenommen, 
es  sei  die  auf  g  senkrechte  Strecke  NJj  die  Zusatzbeschleunignng 
und  die  zu  g  parallele  Strecke  NLj  die  Beschleunigung  des  Punk- 
tes L  auf  der  Geraden  9,  so  ergiebt  sich  ftlr  L  Lj  die  geometrische 

Summe  

LLj  ^JJj  +  JjN+  NLj. 

Der  Punkt  J  besitzt  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  4>  A  die  loth- 
rechte  Geschwindigkeit  J4>,  und  demnach  ist  die  Drehgeschwin- 
digkeit des  Systems  ^g  gleich  der  Einheit  Die  znLF^  parallele 
oder  auf  g  senkrechte  Gerade  4>$  bestimmt  auf  LA  die  loth- 
rechte  Geschwindigkeit  £$,  mit  welcher  sich  der  Punkt  L  im 
Bezug  auf  das  feste  Glied  4>A  bewegt  Femer  ist  4>$  gleich 
der  lothrechten  Geschwindigkeit  des  Punktes  L  auf  der  Gera- 
den g]  und  da  die  Drehgeschwindigkeit  des  Systems  ^g  gleich 
der  Einheit  ist,  so  ist  die  Zusatzbeschleunigung  JjN^=^2.<P% 
Ziehen  wir  auf  AL  die  Senkrechte  $X  bis  9,  femer  zu  AX  die 
Parallele  ^Y  bis  an  g  und  auf  AL  die  Senkrechte  YLn^  so  ist 
LLn^=L^^:LA  die  Normalbeschleunigung  für  den  Punkt  i,  und 
die  Senkrechte  YLn  enthält  den  Pankt  Lj.  Machen  wir  nun  auf 
der  zu  g  Senkrechten  Jj  N  in  dem  durch  die  Drehrichtung  des  Glie- 
des 4>9  bestimmten  Sinne  die  Zusatzbeschleunigung  JjN^=2,^% 
und  ziehen  wir  zu  g  die  Parallele  NJj  bis  an  YLn^  dann  reprä- 
sentirt  die  Strecke  LLj  die  Beschleunigung  des  Punktes  X,  im 
Bezug  auf  das  feste  Glied  4>  A  und  die  Strecke  A^Lj  die  Beschleu- 
nigung, mit  welcher  sich  der  Punkt  L  auf  der  Geraden  g  bewegt 
Um  den  Beschleunigungszustand  des  durch  den  Schlitten  ver- 
tretenen Systems  LF^  zn  bestimmen,  müssen  wir  ausser  der  Be- 
schleunigang  LLj  des  Punktes  L  noch  fdr  einen  anderen  Punkt 
dieses  Systems,  z.  B.  fDr  den  Punkt  C  desselben,  der  mit  dem 
Fasspunkte  A  der  auf  g  gerällten  Senkrechten  ^A  coincidirt,  die 
Beschleunigung  CQ  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  4>A  construiren. 
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Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  auf  ^A  die  Senkrechte  ^Aj^ 
welche  jene  auf  g  senkrechte  Gerade  JjN  im  Punkte  Aj  trifft; 
dann  sind  die  Dreiecke  ^AAjy  <PJJj  ähnlich,  nnd  AAj  ist 
die  Beschleunigung  des  zum  Gliede  ^g  gehörenden  Punktes  A, 
Machen  wir  nun  nach  dem  Goriolis 'sehen  Satze  auf  AjN  die 
Strecke  AjNc  =  2.^'^  und  NcCj#NLj,  so  erhalten  wir  die 
gesuchte  Beschleunigung  CQ.  Die  Endpunkte  der  Beschleuni- 
gungen von  allen  Punkten  der  mit  g  zusammenliegenden  Geraden 
des  Systems  LF"^  befinden  sich  hiemach  in  einer  auf  g  senk- 
rechten Geraden  QXy.  Durch  die  beiden  Beschleunigungen  CCj^ 
L  Lj  ist  der  Beschleunigungszustand  des  Systems  LF"^  im  Bezug 
auf  das  feste  Glied  4>£  bestimmt.  Da  der  Endpunkt  $  der  loth- 
rechten  Gesch windigheit  X$  des  Punktes  L  im  betrachteten  Falle 
identisch  ist  mit  dem  Pol  $  des  Systems  L  F"^  im  Bezug  auf  das 
feste  Glied  <I>A,  so  liegen  die  Endpunkte  von  allen  lothrechten 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  dieses  Systems  in  dem  Pol  %  und 
dem  zufolge  befinden  sich  nach  S.  812  die  Endpunkte  ihrer  Nor- 
malbeschlennigungen  auf  dem  zugehörigen  Wendekreise  w.  Die 
von  den  Punkten  Q-,  Lj^ . .  resp.  auf  C%  X$, . .  gefällten  Senk- 
rechten CjCn^  LjLn^  .  .,  welche  die  entsprechenden  Normalbe- 
schleunigungen CCnj  LLn^  . .  bestimmen,  schneiden  sich  demnach 
in  dem  Wendepol  SB,  und  der  Wendekreis  w  geht  durch  die 
Punkte  $,  SB,  C„,  i„. 

Ist  insbesondere  die  Beschleunigung  JJj  «»  J<t>,  fällt  also  der 
Endpunkt  Jj  dieser  Beschleunigung  mit  dein  festen  Drehpunkte  4> 
zusammen,  dann  befinden  sich  die  Endpunkte  von  allen  Beschleu- 
nigungen der  Punkte  des  Systems  ^g  im  Punkte  4^,  und  die  bei- 
den Punkte  N^  Ne  coincidiren  in  dem  Punkte  C»  des  Wendekreises  w. 
Demnach  liegen  die  Endpunkte  Q,  Lj  der  Beschleunigungen  in  dem 
Wendepol  SB  und  CnSB  stellt  die  Beschleunigung  dar,  mit  welcher 
der  Punkt  L  sich  auf  der  Geraden  g  oder  der  Schlitten  sich  in 
dem  Schlitze  des  Gliedes  ^g  bewegt. 

Um  bei  dem  betrachteten  Schleifkurbelgetriebe  in  Fig.  803 
noch  eine  andere  Construction  für  die  Beschleunigungen  abzuleiten, 
denken  wir  uns  dem  ganzen  Mechanismus  eine  momentane  Dreh- 
ung um  4>  ertheilt,  durch  welche  das  Glied  ^g  während  zweier 
gleicher  Zeitelemente  in  Ruhe  versetzt  wird.  Zu  der  gegebenen 
Beschleunigung  JJj  des  mit  L  coincidirenden  Punktes  J  des  Glie- 
des 4>^  tritt  dann  die  bezüglich  der  Geraden  4>Z  symmetrisch 
gelegene,  gleiche  Beschleunigung  JJJ  hinzu.  Dem  zufolge  ergiebt 
sich  die  Beschleunigung  AA;  des  jetzt  im  Bezug  auf  das  feste 
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Glied  4>9  rotirenden  Pankt  A,  indem  wir  zu  dem  rechtwinkeligen 
Dreieck  ^JJj  das  ähnliche  Dreieck  <t>AAy  constmiren,  und  dann 
ist  die  Gerade  Jjl^j  senkrecht  aaf  A£.   Wir  können  nnn  das  Glied 
^g  als  Steg  eines  excentrischen  Schabknrbelgetriebes  ansehen,  bei 
welchem  der  Endpunkt  Ay  der  Beschleunigung  AA,  des  Kurbel- 
punktes A  in  der  auf  XA  senkrechten  Geraden  AAy  liegt.    Dem- 
nach erhalten  wir,  wie  S.  824  angegeben  wurde,  die  Beschleuni- 
gung dA;,  mit  welcher  sich  der  Funkt  L  auf  der  jetzt  festen 
Geraden  g  bewegt,  wenn  wir  zu  i4>  die  Parallele  $S  bis  an 
^A,  ferner  auf  g  die  Senkrechte  S0  bis  LK  und  auf  XA  die 
Senkrechte  ®d  ziehen,  welche  die  zu  g  Parallele  Ayd  im  Punkte  0 
trifft.   Betrachten  wir  nun  wieder  das  Glied  4>  A  als  fest,  und  rer- 
setzen  wir  wieder  das  Glied  ^P^  in  die  ursprüngliche  Drehung, 
so  ergiebt  sich,  indem  wir  die  Strecke  4>  J/  entgegengesetzt  gleich 
^Jj  machen,  auf  AX  die  Senkrechte  Jjh  bis  an  g  ziehen  und 
jenen  Linienzug  $S0d  ausführen,  dessen  Gerade  ®6  mit  g  den 
Schnittpunkt  /  bildet,  die  Beschleunigung  Ih  «s  0  A/,  mit  welcher 
sich  der  Punkt  L  auf  der  Geraden  g  bewegt,  und  die  Bestimmung 
des  Punktes  Ay  ist  nicht  erforderlich.    Machen  wir  femer  in  der 
auf  g  senkrechten  Geraden  JjN  die  Strecke  JJiV=2.4>^  und 
die  zu  g  parallele  Strecke  NLj  »=  /A,  dann  repräsentirt  LLj  die 
Beschleunigung,  welche  der  Eurbelpunkt  L  im  Bezug  auf  das  feste 
Glied  AX  besitzt.    Wenn  wir  allgemein  eine  beliebige  Beschleu- 
nigung des  Punktes  J  annehmen ,  deren  Endpunkt  nicht  in  der 
auf  X  4>  senkrechten  Geraden  liegt,  so  können  wir  stets  nach  den 
abgeleiteten  Gonstructionen  verfahren  und  durch  Proportionalität 
die  entsprechenden  Beschleunigungen  bestimmen. 

Bei  dem  in  Fig.  804  dargestellten  centrischen  Schleifkurbel- 
getriebe wollen  wir  den  für  die  Praxis  wichtigen  Fall  betrachten, 
in  welchem  das  festaxige  Schleifglied  4>^  sich  gleichförmig  dreht, 
und  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  desselben  in  dem  festen 
Axenpunkte  4^  coincidiren.  Demnach  ist  J4>  die  Beschleunigung 
des  mit  dem  Gelenkpunkte  X  coincidirenden  Punktes  J  des  Sy- 
stems 4>^  im  Bezug  auf  das  feste  Glied  4>A.  Gemäss  der  vorhin 
abgeleiteten  ersten  Construction  der  Beschleunigungen  ziehen  wir 
auf  g  die  Senkrechte  <I>  $  bis  A  X,  und  auf  A  X  die  Senkrechte 
$  X  bis  an  ^,  ferner  zu  A  X  die  Parallele  $  Y  bis  an  g  und  auf 
AX  die  Senkrechte  FX«.  Hierauf  machen  wir  4>A"=2.4>$ 
und  ziehen  zu  g  die  Parallele  NLj  bis  an  YX»;  dann  repräsen- 
tirt NLj  die  Beschleunigung,  mit  welcher  sich  der  Punkt  X  auf 
der  Geraden  g  bewegt,  und  XXy  die  Beschleunigung  von  X  im 
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Bezug  anf  das  feste  Glied  OA.  Der  Pankt  Lj  coincidirt  in  diesem 
besonderen  Falle  mit  dem  entsprechenden  Wendepol  SB,  nnd  dem 
zufolge  fallen  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  aller  Punkte 
des  Systems  LF'  in  dem  jeweiligen  Wendepunkte  zusammen. 
Weil  $  in  der  Mitte  von  ^N  liegt,  ergiebt  sich  in  diesem  beson- 
deren Falle,  wenn  wir.  auf  der  Geraden  g  die  Strecke  Xa  =  ^X 
machen,  dass  die  Strecke  aY=NLj  ist;  und  folglich  repräsentirt 
auch  die  Strecke  oY  die  Beschleunigung,  welche  der  Punkt  L  auf 
der  Geraden  g  besitzt.  Ziehen  wir  nun  NL^  #  a  F,  so  erhalten 
wir  ohne  jene  Gerade  YLn  die  Beschleunigung  LLj.  Gemäss  der 
vorhin  abgeleiteten  zweiten  Gonstruction  ziehen  wir  zu  g  die  Pa- 
rallele $S  bis  an  <t>A,  auf  g  die  Senkrechte  H0  bis  an  A/>  und 
auf  AZ  die  Senkrechte  Od  bis  an  9;  dann  ist  dO  die  Beschleu- 
nigung, mit  welcher  sich  der  Punkt  L  auf  der  Geraden  g  bewegt. 
Machen  wir  femer  <l>  A'  =  2 .  *^  und  die  Strecke  NLj  #  ö*,  so 
ergiebt  sich  die  Beschleunigung  LLj  oder  Z9B. 

Wenn  der  Punkt  L  sich  in  einer  der  Durchschlagslagen,  z.  B. 
in  X°  auf  der  Geraden  4>A  befindet,  versagen  die  ausgeführten 
Constructionen.  Die  in  der  Geraden  <I>  A  liegende,  entsprechende 
Beschleunigung  L^Lj  kann  dann,  weil  LLn  =  Z^'^-.iA  ist  und 

$  mit  4>  zusammenfällt,  nach  der  Formel 

2 

^^"^ — TAT 

leicht  construirt  werden.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  ent- 
sprechende Beschleunigung  ftlr  die  andere  Durchschlagslage. 

319.  Darstellung  der  Beschleunigungen  bei  der  Schneider'schen 
Dampfmaschine  mit  rotirendem  Cylinder.  Die  in  Fig.  805  schema- 
tisch gezeichnete  Schneider'sche  Dampfmaschine  mit  rotirendem 
Cylinder  bildet  ein  centrisches  rotirendes  Schleifkurbelgetriebe. 
Der  Cylinder  ist  an  dem  durch  einen  Kreis  dargestellten  Schwung- 
rade 'S  befestigt,  welches  mit  der  Triebwelle  um  die  feste  Axe  4> 
rotirt.  Die  Kolbenstange  L  K^  die  in  der  am  Schwungrade  «S  festen 
Htllse  q  gleitet,  ist  im  Punkte  L  drehbar  an  den  um  die  feste 
Axe  A  rotirenden  Rahmen  iZ  geschlossen  0*  Diese  Schneider- 
sehe  Dampfmaschine  stimmt  kinematisch  mit  der  Morey 'sehen 
Dampfmaschine  ttberein,  und  ein  Unterschied  besteht  nur  darin, 
dass  bei  der  ersten  der  Cylinder,  bei  der  letzten  die  Kurbel  mit 
der  Triebwelle  einstttckig  verbunden  ist.  Nehmen  wir  nun  an, 
dass  das  Schwungrad  ^S  mit  dem  Cylinder  resp.  das  Glied  4><S 

*)  Polytechnisches  Journal  1862.  B.  163.  S.  401. 
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gleichförmig  um  die  feste  Axe  4>  rotirt  und  dass  die  Endpunkte 
aller  Beschleunigungen  der  Punkte  desselben  in  4>  sieh  befinden, 
so  können  wir  die  Beschleunigung,  mit  welcher  der  Kolben  K 
oder  die  Kolbenstange  KL  in  dem  rotirenden  Cylinder  gleitet, 
sowie  die  Beschleunigungen,  welche  die  Punkte  des  Gliedes  KL 
im  Bezug  auf  das  feste  Gestell  4>A  besitzen,  in  der  vorhin  an- 
gegebenen Weise  construiren.  Wir  ziehen  nach  jener  ersten  Gon- 
struction  auf  die  Gerade  4>X  die  Senkrechte  4>$  bis  an  die  Ge- 
rade A£,  femer  auf  A£  die  Senkrechte  $X,  die  4>£  in  X  trifft, 
zu  AX  die  Parallele  %Y  bis  an  die  Gerade  4>£  und  machen  in 
dieser  Geraden  die  Strecke  Xa  «s  4>X;  dann  repräsentirt  aY  die 
Beschleunigung  des  Gliedes  LK  im  Cylinder  und  $4>  die  zuge- 
hörige lothrechte  Geschwindigkeit  Machen  wir  femer  auf  der 
Verlängerung  von  O^  die  Strecke  ^iV  =  4>^  und  die  auf  ^N 
Senkrechte  iVfö  «»  a  Y,  so  coincidiren  die  Endpunkte  aller  Be- 
schleunigungen der  Punkte  des  Gliedes  KL  im  Bezug  auf  4>A 
in  dem  zugehörigen  Wendepol  SQ.  Es  repräsentiren  demnach  z.  B. 
die  Strecken  £SB,  JLSB  die  Beschleunigungen  der  Punkte  £,  L\ 
und  durch  die  Beschleunigung  L!{B  sind  die  Beschleunigungen 
aller  Punkte  des  um  A  rotirenden  Gliedes  KLR  bestimmt. 

Um  das  örtliche  Beschleunigungsdiagramm  und  das  örtliche 
Geschwindigkeitsdiagramm  für  die  Bewegung  des  Gliedes  KL  in 
dem  rotirenden  Cylinder  zu  construiren,  denken  wir  uns  den  Cy- 
linder in  einer  Liage,  z.  B.  in  der  Symmetrallage  ^L^  festgehalten 
und  nehmen  an,  dass  das  Glied  4>A  um  den  festen  Punkt  4> 
gleichförmig  rotire,  so  dass  A<I>  die  constante  Beschleunigung  des 
Punktes  A  sei,  und  bestimmen  bei  dem  so  entstandenen  Schub- 
kurbelgetriebe in  bekannter  Weise  die  Beschleunigung  und  Ge- 
schwindigkeit des  Gliedes  K^L^  in  dem  jetzt  ruhenden  Cylinder. 
Wir  ziehen  demnach  flir  die  gezeichnete  Lage  4>A^Z^,  welche 
beispielsweise  jener  Lage  <1>AX  entspricht,  auf  4>i*'  die  Senk- 
rechte 4>Z^  bis  an  A'Z^,  zu  ^L^  die  Parallele  ^S',  die  4>A'^ 
in  S**"  trifft;  wir  ziehen  femer  von  S^  auf  ^L^^  die  Senkrechte  E*^©"" 
bis  an  M'L'  und  auf  A^i^  die  Senkrechte  GF^'  bis  an  4>'i'; 
dann  ist  ff^^  die  Beschleunigung  und  Z^^  die  Geschwindigkeit 
des  Gliedes  K'^L^  im  Bezug  auf  den  Cylinder.  Machen  wir  nun 
in  der  auf  ^K'^  errichteten  Senkrechten  K'^L^  die  Strecke  K'L] 
^0^^  und  K'^Ll  =  Z*<I>,  so  erhalten  wir  durch  Wiederholung 
dieser  Construction  das  örtliche  Beschleunigungsdiagramm  [*  und 
das  örtliche  Geschwindigkeitsdiagramm  t)^  in  der  gewählten  Lage 
des  Cylinders.    Denken  wir  uns  das  Beschleunigungsdiagramm  i' 


Constructive  BestimmungeQ  der  Besdüeonigungen  einfacher  Mechanismen.   848 

« 

mit  dem  rotirenden  Cylinder  yerbanden  und  mit  diesem  in  die 
Lage  ji  gelangt,  dann  repi^entirt  die  auf  KL  senkrechte  Ordi- 
nate KKi  die  Beschleunigong  des  Gliedes  KL  in  dem  rotirenden 
Cylinder  an  der  betreffenden  Stelle. 

Dnrch  die  Bestimmung  der  Beschlennignngen  aller  Glieder 
einer  entworfenen  Maschine  erlangen  wir  erst  eine  tiefere  Einsicht 
in  ihre  dynamischen  Beziehungen  und  eine  klarere  Erkenntniss 
ihres  praktischen  Werthes.  Deshalb  wird  auch  die  Anwendung 
der  Kinematik  in  der  theoretischen  Maschinenlehre  ein  fruchtbares 
Untersuchungsfeld  eröffnen  und  für  den  Maschinenbau  grossen 
Nutzen  bringen. 

320.  Darstellung  der  Beschleunigungen  bei  dem  gleichechen- 
Iceligen  Schleif  kurbelgetriebe.  Bei  dem  in  Fig.  806  gezeichneten 
gleichschenkeligen  Schleif kurbelgetriebe  ^FL'^A  ist  die  Kurbel 
^F  gleich  dem  Steg  4>A  und  der  von  dem  Kurbelpunkte  F  be- 
schriebene Kreis  g>  geht  demnach  durch  den  Azenpunkt  A,  um 
welchen  das  festaxige  Schleifglied  AL"^  oder  Ag  rotirt  Die 
Stetigkeit  der  Bewegung  bei  dem  üebergange  des  Punktes  F  über 
die  Axe  A  kann,  wie  in  Art.  152  (Fig.  408)  angegeben  wurde, 
durch  Eingriffspaarung  bewirkt  werden.  In  diesem  besonderen 
Falle  sind  die  Bewegungsvorgänge  sehr  einfach;  denn  bei  gleich- 
förmiger Drehung  der  Kurbel  ^F  dreht  sich  auch  das  festaxige 
Schleifglied  A^  gleichförmig  und  macht  eine  halbe  Umdrehung, 
wenn  die  Kurbel  eine  ganze  vollendet  hat  Dem  zufolge  vollzieht 
der  Schlitten,  welcher  das  Glied  FL"^  vertritt,  in  dem  rotirenden 
festaxigen  Schleifgliede  A^  eine  harmonische  Bewegung.  Wir 
nehmen  nun  zunächst  an,  dass  die  constante  Beschleunigung  des 
gleichförmig  rotirenden  Kurbelpunktes  F  gleich  F^  ist,  und  be- 
stimmen nach  den  S.  832  für  das  centrische  Schleif  kurbelgetriebe 
abgeleiteten  Gonstructionen  die  Beschleunigungen.  Wir  ziehen 
also  ^Z  senkrecht  AF,  femer  ZS,  parallel  <t>A  und  S0  senk- 
recht AF.  Dem  gemäss  ergiebt  sich  ftlr  den  mit  A  momentan 
coincidirenden  Punkt  D  des  Gliedes  FL"^  die  auf  FB  senkrechte 
Normalbeschleunigung  i>i>n  «»  2 .  0S  >»  Z4>,  und  der  Endpunkt 
Dj  der  Beschleunigung  DDj  des  Punktes  D  im  Bezug  auf  <t>  A  liegt 
in  der  zu  FA  Parallelen  ^Bj,  Es  ist  hiemacli  das  polare  Diagramm 
dieser  Normalbeschleunigung  ein  über  4>A  als  Durchmesser  be- 
schriebener Elreis  tt.  Nach  dieser  Oonstruction  ist  die  zugehörige 
in  der  Geraden  g  liegende  Tangentialbeschleunigung  DDt^^  ®Z 
=  F®  =  i  FA,  und  das  polare  Diagramm  derselben  ist  ein  über 
A2>J^  =  |AF^  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis  t    Die  aus 
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den  Gomponenten  DDn^  DDt  resultirende  Beschlennignng  DDj 
ist  gleich  und  parallel  der  Strecke  0  4> ;  und  da  der  geometrische 
Ort  des  Punktes  0  ein  Kreis  ist,  so  befindet  sich  der  Punkt  Dj 
auf  einem  über  4>i>^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise.  Die 
Beschleunigungen  aller  Punkte  des  kardioidisch  bewegten  Gliedes 
FL^  sind  durch  die  Beschleunigungen  jP<>,  DDj  der  Punkte  F,  D 
desselben  bestimmt ;  und  da  die  Gerade  ^Dj  zu  FD  parallel  ist^ 
so  sind  alle  diese  Beschleunigungen  nach  dem  zugehörigen  Wende- 
pol SB  gerichtet,  der  auf  dem  um  4>  mit  dem  Radius  3 .  4>  A  be- 
schriebenen Kreise  liegt  und  zugleich  der  Beschleunigungspol  ist. 

Die  Strecke  i^0  =  2?i?i  =  ii^A  stellt  auch  die  Beschleuni- 
gung dar,  mit  welcher  sich  der  Punkt  F  in  dem  Schleifgliede  A^ 
bewegt ;  und  demnach  erhalten  wir,  wenn  wir  zu  g  die  Parallele 
0*  0^  ziehen,  welche  den  Weg  des  Punktes  F  auf  der  Geraden  g 
vertritt,  und  in  der  auf  ihr  senkrechten  Geraden  FO  die  Strecke 
OFi  =  \  FA  machen ,  das  geradlinige  örtliche  Beschleunignngs- 
diagramm  ji  fttr  die  harmonische  Bewegung  des  Schlittens  in  dem 
Gliede  A^,  Die  grössten  Beschleunigungen  O^Ffy  OfFi^  welche 
in  den  Grenzlagen  des  Punktes  F  auftreten,  sind  gleich  i4>A. 
Die  Strecke  Z^  repräsentirt  die  entsprechende  lothrechte  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  Punkt  F  oder  das  Glied  FU"  in  dem 
Gliede  Ag  besitzt,  und  indem  wir  auf  jener  Geraden  FO  die  Or- 
dinate OFti  =  Z<1>  machen,  erhalten  wir  einen  Punkt  i^v>  des  zu- 
gehörigen örtlichen  Geschwindigkeitsdiagramms  t),  welches  eine 
Ellipse  ist,  deren  Halbaxen  beziehlich  gleich  dem  Durchmesser 
und  dem  Radius  des  Kreises  (p  sind. 

Nehmen  wir  noch  an,  dass  für  das  gleichförmig  rotirende 
Schleifglied  h.g  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  aller  Punkte 
desselben  in  dem  Punkte  A  coincidiren,  so  sind  alle  Beschleuni- 
gungen viermal  grösser  als  vorhin.  In  diesem  Falle  bildet  das 
entsprechende  geradlinige  Beschleunignngsdiagramm  \  mit  der  Ge- 
raden 0°0^  einen  Winkel  von  45°,  das  Geschwindigkeitsdiagramm  ö 
wird  dann  durch  einen  über  0^0^  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreis  vertreten  und  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  aller 
Punkte  des  kardioidisch  bewegten  Gliedes  FL*"  vereinigen  sich 
in  dem  Wendepol  2B. 

321.  Construction  der  Beschleunigungen  bei  dreigliederigen  ein- 
fachen Mechanismen  mit  zwei  niederen  Paarungen  und  einer  höheren 
Paarung.  Bei  dem  in  Fig.  807  schematisch  dargestellten  dreiglie- 
derigen einfachen  Mechanismus  drehen  sich  die  beiden  Glieder 
<I>jP,  A  L  resp.  um  die  festen  Axen  <I>,  A  und  sind  also  mit  dem 
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Steg  4>A  darch  je  eine  Drehpaarnng  yerbunden.  Femer  sind  die 
beiden  Glieder  ^F^  KL  unter  sich  durch  eine  höhere  Paarung 
zwangläufig  verbunden,  welches  durch  die  ihnen  beziehlich  ange- 
hörenden BoUcurven  py  n  geometrisch  vertreten  wird.  Für  diese 
BoUcurven  Py  n^  die  sich  in  dem  auf  der  Geraden  4>  A  liegenden, 
momentanen  Pol  O  der  beiden  Glieder  4>i^,  KL  berühren,  sei 
O  g  die  gemeinsame  Normale  und  O  t  die  gemeinsame  Tangente. 
Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Beschleunigung  FFj  eines  Punktes  F 
des  Gliedes  4>i^  im  Bezug  auf  den  Steg  4>A  gegeben  sei,  und 
wollen  die  entsprechende  Beschleunigung  LLj  eines  Punktes  L 
des  anderen  Gliedes  AZ  im  Bezug  auf  den  Steg  ^K  bestimmen. 
Für  den  mit  dem  Pol  O  momentan  coincidirenden  Punkt  des 
Gliedes  oder  Systems  ^F  ergiebt  sich  die  Beschleunigung  OOy, 
indem  wir  das  Dreieck  4>QQ^  ähnlich  dem  Dreieck  ^FFj  machen; 
und  die  auf  4>A  gefällte  Senkrechte  Oy  O^  bestimmt  die  zuge- 
hörige Normalbeschleunigung  OO^.  Da  der  mit  dem  Pol  O  mo- 
mentan coincidirende  Punkt  des  Gliedes  oder  Systems  AJL  in  dem 
anderen  System  4>jP  während  eines  Zeitelementes  ruht,  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  Vg  in  demselben  gleich  Null,  und  seine  Beschleu- 
nigung in  diesem  System,  die  durch  OOJ  dargestellt  sein  möge, 
liegt  in  der  gemeinsamen  Normalen  ZXg  der  BoUcurven  oder  steht 
senkrecht  auf  der  gemeinsamen  Tangente  O  t  derselben.  Nach  dem 
Goriolis'schen  Satze  ergiebt  sich  dann  die  Beschleunigung  OQj' 
des  mit  O  momentan  coincidirenden  Punktes  des  Systems  AJL  im 
Bezug  auf  den  Steg  <I>A  als  Besultante  der  beiden  Beschleuni- 
gungen OCly,  OOJ,  weil  die  betreffende  Zusatzbeschleunigung 
gleich  Null  ist.  Die  beiden  mit  O  momentan  zusammenliegenden 
Punkte  der  Systeme  4>i^,  KL  haben  im  Bezug  auf  den  Steg  4>  A 
dieselbe  in  O  auf  4>A  senkrechte  Geschwindigkeit  Vh\  demnach 
sind  die  zugehörigen  Normalbeschleunigungen 

2  ä 

^^n  <|>Q'  ^*-^«  AQ 

und  stehen  also  in  dem  Verhältnisse 

nach  welchem  die  Normalbeschleunigung  S^Zl*^  leicht  construirt 
werden  kann.  Ziehen  wir  durch  den  Punkt  O  eine  beliebige 
Gerade  O^,  welche  auch  mit  einer  Geraden  O9,  Qt,  0£)^  zu- 
sammenfallen kann,  und  die  Gerade  O^O^  im  Punkte  x  schneidet, 
ziehen  wir  ferner  zu  Kx  die  Parallele  4>y  bis  an  Qa?  und  auf 
*A  die  Senkrechte  yO";  dann  erhalten  wir  die  Normalbeschleu- 
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nignng  OO^',  aod  durch  die  zu  Ot  senkrechte,  oder  zu  £lg  pa- 
rallele Gerade  D^^Q",  welche  Q^y  in  dem  Punkte  Q"  trifft,  er- 
giebt  sich  die  Beschleunigung  QOj*.  Wird  nun  zu  dem  Dreieck 
AOOj*  das  ähnliche  Dreieck  h.LLj  construirt,  so  repräsentirt 
LLj  die  Beschleunigung,  die  der  Punkt  L  des  Gliedes  AZ  im 
Bezug  auf  den  Steg  4>  A  besitzt.  Die  auf  4>A  senkrechte  Gerade 
yS^l  wird,  falls  die  Gerade  OO^  günstig  liegt,  am  einfetchsten 
bestimmt,  indem  wir  zu  AO^  die  Parallele  ^x  ziehen^  welche 
QQ^  in  dem  Punkte  x  der  Geraden  yO^  trifft.  Nehmen  wir  ins- 
besondere an,  dass  die  Bewegung  erst  beginnt,  dann  liegt  die  Be- 
schleunigung des  momentan  mit  O  coincidirenden  Punktes  des 
Systems  ^F^  die  durch  ZxC^  gegeben  sein  möge,  in  der  auf  4>A 
senkrechten  Geraden  Oz^a;  und  die  entsprechende  Beschleunigung 
£1<^  des  momentan  mit  Q  coincidirenden  Punktes  des  Systems 
A  X  ist  mit  O  Qj  identisch,  weil  die  zugehörigen  Normalbeschleu- 
nigungen beide  gleich  Null  sind.  Wenn  wir  verschiedene  Punkte 
Of,  Qjy  . .  annehmen  und  die  entsprechenden  Punkte  Oj*,  C^^  . . 
construiren,  so  folgt  ans  dieser  Construction ,  dass  die  Punkte 
Oy,  Q?,  .  •  und  Q",  C^j  .  .  affine  Systeme  bilden,  deren  entspre- 
chende Punkte  in  Parallelen  zur  Normale  g  der  RoUcurven  liegen 
und  deren  Afifinitätsaxe  die  in  O  auf  4>A  senkrechte  Gerade 
£lVh  ist.  Femer  entsprechen  sich  in  den  beiden  affinen  Systemen 
Q*Ö* . .  und  07  Q?  . .  die  auf  4>A  senkrechten  Geraden  Q?QJ, 
QJ",  Q",  und  die  auf  4>A  resp.  in  A,  <P  senkrechten  Gteraden. 
Es  sind  somit  auch  die  von  den  entsprechenden  Punkten  /^, . . 
und  Ljy . ,  gebildeten  Systeme  affin. 

Ist  die  Beschleunigung  LLj  gegeben,  so  erhalten  wir  umge- 
kehrt die  entsprechende  Beschleunigung  FFj^  indem  wir  jenen 
Gonstructionsweg  in  umgewendeter  Richtung  verfolgen.  Der  be- 
trachtete dreigliederige  Mechanismus  tritt  insbesondere  bei  dem 
unrunden  Bäderpaar  auf;  und  die  Construction  der  Beschleuni- 
gungen ist  bei  demselben  ausführbar,  wenn  die  Normalen  oder 
Tangenten  an  den  zugehörigen  RoUcurven  bestimmt  werden  können. 
Aber  auch  in  vielen  anderen  wichtigen  Fällen  kann  die  abgeleitete 
Construction  der  Beschleunigungen  angewendet  werden. 

In  Fig.  808  sind  bei  dem  betrachteten  dreigliederigen  einfachen 
Mechanismus  die  beiden  Glieder  4>/,  AI  durch  Drehpaarungen  in 
4>,  A  mit  dem  Steg  <I>A  und  unter  sich  durch  eine  höhere  Paa- 
rung zwangläufig  verbunden,  welches  durch  die  beiden  Gleitcurven 
/,  /  vertreten  wird.  Für  diese  Gleitcurven  /,  /  sind  die  zu  ihrem 
Bertlhrungspunkte  gehörenden  Erttmmungsmittelpunkte  F^  L  auf 
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der  gemeinsamen  Normalen  gegeben.  Dieser  Mechanismus  kann 
dann  während  zweier  Zeitelemente  durch  ein  Gelenkviereck  <t>FZA 
ersetzt  werden;  und  der  Schnittpunkt  O  der  Geraden  4>A,  FL 
ist  der  momentane  Pol  der  beiden  Glieder  4>/,  A  /.  Demnach  er- 
giebt  sich,  wie  aus  Art.  30  bekannt  ist,  die  gemeinsame  Tangente 
der  zugehörigen  BoUcurven,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  $  der 
Geraden  4>F,  A.L  mit  O  verbinden  und  den  Winkel  <l>Ot  ent- 
gegengesetzt gleich  dem  Winkel  jPO$  machen.  Wir  betrachten 
nun  beispielsweise  die  Beschleunigung  FF^  des  zum  Gliede  oder 
System  4>/  gehörenden  Punktes  F  als  gegeben  und  wollen  ffir 
einen  Punkt  des  Gliedes  oder  Systems  A/,  z.  B.  für  X,  die  ent- 
sprechende Beschleunigung  LLj  construiren.  Wir  machen  das 
Dreieck  <I>DQ*  ähnlich  dem  Dreieck  ^FFj^  ziehen  auf  4>A  die 
Senkrechte  O^O^,  welche  eine  durch  IQ  gehende  Gerade,  z.B. 
die  Gerade  OX,  im  Punkte  x  schneidet,  femer  ziehen  wir  zu  Ao? 
die  Parallele  ^y  bis  an  OX,  auf  4>A  die  Senkrechte  yO^,  auf 
Ot  die  Senkrechte  O^^O?  bis  an  yZi^  und  zeichnen  zu  dem  Drei- 
eck AOQJ  das  ähnliche  Dreieck  AXZy. 

Bei  dem  in  Fig.  809  gegebenen  besonderen  Falle  des  betrach- 
teten Mechanismus  ist  das  Glied  A*^/  durch  eine  Richtpaarung  mit 
dem  Steg  ^A.^  verbunden;  und  wir  wollen  annehmen,  dass  die 
Endpunkte  aller  Beschleunigungen  des  Gliedes  ^f  in  dem  festen' 
Axenpunkte  4>  coincidiren.  In  diesem  besonderen  Falle  verein- 
facht sich  die  Gonstruction  der  Beschleunigung  des  geradlinig 
parallel  bewegten  Gliedes  A"^/,  welche  gleich  JQOj*  ist  und  senk- 
recht auf  4>A"°  steht  oder  parallel  zur  Geraden  A  ist;  denn  wir 
erhalten  diese  Beschleunigung  gemäss  der  obigen  Gonstruction, 
wenn  wir  den  Winkel  4>Ot  entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel 
i^Q$  machen  und  auf  Ot  die  Senkrechte  4>Qf  bis  an  OOf 
ziehen.  Wenn  wir  hier  die  Gonstruction  des  entgegengesetzt  glei- 
chen Winkels  vermeiden  wollen,  können  wir  auch  zu  FL  die 
Parallele  <1>Q»  bis  an  ?Q  und  auf  <I>Oö  die  Senkrechte  QtoOJ' 
ziehen,  welche  ebenfalls  die  auf  4>  A"^  senkrechte  Beschleunigung 
QOJ  bestimmt;  denn  infolge  dieser  Gonstruction  sind  die  Winkel 
Q4>jQ;,  QQ^Dj',  tQQj*  gleich,  und  demnach  steht  die  Verbin- 
dungsgerade 4>Oy  auf  Ot  senkrecht  Dieser  Mechanismus  kann 
während  zweier  Zeitelemente  durch  ein  excentrisches  Schubkurbel- 
getriebe ^FLts^  ersetzt  werden;  und  diese  letzte  Gonstruction  der 
Beschleunigung  Q DJ', des  Gliedes  iA*  ist  dieselbe,  welche  wir 
S.  826  vermittelst  des  Hodographen  abgeleitet  haben.  Aus  dieser 
Gonstruction  ergiebt  sich,  wie  dort  gezeigt  wurde,  die  bekannte 
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Constraction  der  BeschleamgOBg  04>  =  OD?,  bei  welcher  Q  S 
parallel  4>i,  H0  senkrecht  l  und  0Ö  senkrecht  FL  gezogen  wird. 

322.  Constniction  der  Beschleunigungen  bei  dem  Anicergange 
in  einer  Ulir.  In  Fig.  810,  Taf.  LY^  ist  behufs  der  Gonstruction 
der  Beschleunigungen  bei  dem  Ankergange  in  einer  Uhr  das  Steig- 
rady  welches  sich  um  die  feste  Axe  <^  dreht  und  der  Anker,  der 
um  die  feste  Axe  A  schwingt,  nach  den  Angaben  der  Praxis  ge- 
zeichnet^). Die  Zahnspitze  F  gleitet  an  der  Hebefläche  ab;  und 
dieselbe  ist  durch  die  Strecke  ab  einer  Geraden  /  dargestellt, 
welche  den  um  A  beschriebenen  Kreis  A  berührt.  Dieser  drei- 
gliederige  Mechanismus  kann  als  ein  excentrisches  schwingendes 
Schleifkurbelgetriebe  betrachtet  werden,  dessen  längs  der  Oera- 
den  /  gleitendes  Glied  weggemindert  ist. 

Wir  nehmen  zunächst  die  Beschleunigung  FFj  der  Zahn- 
spitze F  als  gegeben  an,  dann  können  wir  die  Beschleunigung 
ÄAj  eines  Punktes  A  des  Ankers  durch  die  vorhin  in  Art  321 
abgeleitete  Gonstruction  bestimmen.  Die  auf  /  senkrechte  Gerade 
FZi  schneidet  die  Gerade  4>A  in  dem  Pol  O  des  Ankers  und 
des  Steigrades.  Durch  den  Schnittpunkt  $,  den  die  auf  /  senk- 
rechte Gerade  A^  mit  der  Geraden  ^F  bildet,  wird  die  Gerade 
0$  bestimmt.  Da  aber  der  Punkt  $  im  betrachteten  Falle  nicht 
zugänglich  ist,  so  erhalten  wir  diese  Gerade,  weilFO,  A$  auf  / 
senkrecht  stehen  und  parallel  sind,  indem  wir  durch  <I>  auf  /  die 
senkrechte  Gerade  4>e  bis  an  Ai^  ziehen  und  in  derselben  4>ij  =  c* 
machen;  dann  ist  rj  ein  Punkt  der  Geraden  0$.  Wenn  wir  nun 
den  Winkel  4>Ot  entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel  FQrj  machen, 
so  ergiebt  sich  die  gemeinsame  Tangente  Ot  an  den  RoUcurven 
des  Steigrades  und  des  Ankers.  Hierauf  construiren  wir  zu  dem 
Dreieck  <PFFj  das  ähnliche  Dreieck  *QO*,  ziehen. zu  AOJ  die 
Parallele  <I>»  bis  an  QDj,  ferner  auf  <1>A  die  Senkrechte  »£ij 
und  auf  Qt  die  Senkrechte  0*0/»  welche  sich  im  Punkte  Oj' 
schneiden;  dann  ergiebt  sich,  indem  wir  das  Dreieck  AA  Aj  ähn- 
lich dem  Dreieck  AOO^  machen,  die  Beschleunigung  AAj  des 
Ankerpunktes  A.  Wenn  bei  ungttnstigen  Lagenverhältnissen  der 
Paukt  Q;*  als  Schnitt  der  Geraden  äDj',  OJQJ'  nicht  hinreichend 
genau  bestimmt  wird,  so  kann  man  denselben  durch  die  S.  846 
erkannte  Affinität  sicherer  ermitteln.  Ist  FFv  die  gegebene  Ge- 
schwindigkeit der  Zahnspitze  F^  und  ziehen  wir  zu  /  die  Pa- 
rallele Ft,Er,  bis  an  die  auf  A-P  Senkrechte  FE^j  so  repräsentirt 


*)  MartenSy  Hemmungen  der  höheren  Uhrmacher kunst.  1858.  S.  11. 


Constnictive  Bestimmangen  der  BeBchleanigongen  einfacher  Mechanismen.    849 

FE^  die  Geschwindigkeit  des  mit  F  momentan  coincidirenden 
Ankerpunktes;  und  demnach  kann  die  Geschwindigkeit  eines  be- 
liebigen Ankerpunktes  A  leicht  bestimmt  werden. 

Wir  haben  im  betrachteten  Momente  die  Zahnspitze  F  in  der 
Mitte  der  Hebefläche  ab  liegend  angenommen.  Um  aber  eine  Vor- 
stellung von  der  Veränderung  der  Beschleunigung  eines  Anker- 
punktes A  zu  erlangen,  muss  die  Beschleunigung  desselben  filr 
verschiedene  Lagen  der  Zahnspitze  F  an  der  Hebefläche  ab  con- 
struirt  werden.  Da  aber  die  Bewegung  der  Zahnspitze  F  an  der 
Kante  a  der  Hebefläche  beginnt  und  sich  längs  derselben  mit  ver- 
änderlicher Beschleunigung  FFj  vollzieht,  so  muss  diese  Beschleu- 
nigung für  die  verschiedenen  Lagen  der  Zahnspitze  F  bestimmt 
werden.  Durch  das  Gesetz  der  Veränderung  der  treibenden  Be- 
schleunigung des  Uhrwerkes  ist  die  Tangentialbeschleunigung  FFt 
und  die  Geschwindigkeit  FF^,  der  Zahnspitze  bestimmbar.  Durch 
diese  Geschwindigkeit  erhalten  wir  die  zugehörige  Normalbeschleu- 
nigung jPi^»  =  FjP?:<1>jF;  und  somit  ergiebt  sich  die  resultirende 
Beschleunigung  FFj.  Wenn  so  für  verschiedene  Lagen  von  F  die 
Beschleunigungen  FFj  ermittelt  sind,  können  wir  die  entsprechen- 
den Beschleunigungen  AAj  eines  Ankerpunktes  A  in  der  ange- 
gebenen Weise  construiren.  Ebenso  erhalten  wir  auch  anderseits 
beim  Gleiten  der  betreffenden  Zahnspitze  an  der  Hebefläche  a'b' 
die  Beschleunigungen. 

Ohne  Eenntniss  der  Uebertragung  der  Beschleunigung  von 
dem  Steigrade  auf  den  Anker  sind  die  Hemmungen  bei  den  Uhr- 
werken in  mannigfaltigen  Gestalten  nach  praktischem  Ermessen 
ausgefELhrt  worden  0*  Durch  die  gegebene  Bestimmung  der  Be- 
schleunigungen wird  aber  bei  diesen  Hemmungen  eine  tiefere 
theoretische  Einsicht  gewonnen,  welche  zu  wissenschaftlich  stren- 
geren Constructionen  dieser  Mechanismen  fährt.  Es  würde  daher 
eine  interessante  Aufgabe  sein,  wenn  man  nach  dem  Gesetze  der 
Veränderung  der  treibenden  Beschleunigung  bei  den  verschiedenen 
Hemmungen,  welche  sich  in  der  Praxis  bewährt  haben,  die  Be- 
schleunigungen in  der  angegebenen  Weise  construirte,  und  auf 
dieser  wissenschaftlichen  Grundlage  untersuchte. 


*)  M.  üroBsmann,  Der  freie  Ankergang  für  Uhren,  1866. 
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Gonstrnctiye  Bestimmnng  der  Beschleanigimgen  bei 
zusammengesetzten  Mechanismen. 

323.  Allgemeine  AuefDhrungen  der  Conetnictionen  der  Beschleu- 
nigungen bei  zusammengeeetzten  Mechanismen.  Bei  den  zusammen- 
gesetzten Mechanismen  sind  die  Constractionen  der  Beschleuni- 
gungen meist  sehr  umständlich  und  in  vielen  Fällen  noch  unans- 
ftlhrbar.  Wenn  bei  dem  in  Fig.  811  dargestellten  Watt 'sehen 
Mechanismus  die  Beschleunigung  FFj  des  Gelenkpunktes  F  im 
Bezug  auf  den  Steg  4>A  gegeben  ist,  so  können  wir,  wie  in 
Art  311  gelehrt  wurde,  an  dem  Oelenkviereck  ^FLK  die  Be- 
schleunigung LLj  des  Gelenkpunktes  L  im  Bezug  auf  den  Steg 
4>A  construiren.  Damit  sind  ftlr  die  Gelenkpunkte  J,  (7  die  Be- 
schleunigungen AAj^  CCj  gegeben;  und  wir  können  weiter  nach 
Art.  310  die  Beschleunigung  BBj  des  Gelenkpunktes  B  construiren. 
Wir  erhalten  demnach  die  Beschleunigungen  der  Punkte  aller  Glie- 
der im  Bezug  auf  den  Steg  4>  A.  In  analoger  Weise  sind  die  Be- 
schleunigungen der  Punkte  aller  Glieder  des  Watt 'sehen  Mecha- 
nismus bestimmbar,  wenn  ein  anderes  Glied  desselben  als  Steg 
betrachtet  wird. 

Bei  dem  in  Fig.  812  dargestellten  Stephenson'schen  Mecha- 
nismus, dessen  Glied  4>A  der  Steg  sein  möge,  verfahren  wir 
ebenso.  Wenn  die  Beschleunigung  FFj  des  Gelenkpunktes  F  ge- 
geben ist,  construiren  wir  die  Beschleunigung  LLj  des  Gelenk- 
punktes L\  und  femer  erhalten  wir  vermittelst  der  hierdurch  be- 
stünmten  Beschleunigungen  AAj^  CQ  der  Gtelenkpunkte  A^  C  die 
Beschleunigung  BBj  für  den  Gtelenkpunkt  B.  Wird  aber  bei  dem 
St ephenson 'sehen  Mechanismus  eines  der  Glieder  ^£,  BC  bIb 
Steg  genommen,  so  sind  die  Gonstructionen  der  Beschleunigungen 
sehr  schwierig  und  für  die  praktische  Ausführung  zu  umständlich ; 
denn  sie  werden  theoretisch  erst  ermöglicht,  wenn  wir  eines  von 
den  Gliedern  des  Gelenkvierecks  ^FL  A  durch  Hinzufbgung  einer 
Bewegung  des  gesamten  Mechanismus  in  Buhe  versetzen. 

324.  Constniction  der  Beschleunigungen  bei  einem  speciellen 
Watt'schen  Mechanismus  mit  einer  Richtpaarung.  Der  in  Fig.  813 
dargestellte  specielle  Watt 'sehe  Mechanismus  besteht  ans  dem 
Kurbelgetriebe  <PFLA  mit  dem  Steg  oder  Gestell  4>A  und  aas 
den  gelenkig  angeschlossenen  Gliedern  AB,  Bb,  von  denen  das 
Glied  Bb  in  der  festen  Hülse  ß  des  St^es  gleitet.  Wenn  wir 
annehmen,  dass  der  Gelenkpunkt  F  der  Kurbel  ^F  mit  der  con- 
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stanten  lothrechten  Geschwindigkeit  F<P^  also  auch  mit  der  con- 
stanten  Beschleanignng  F^  rotirt,  so  können  wir  in  diesem  be- 
sonderen, aber  wichtigen  Falle  die  Beschleunigung  des  geradlinig 
parallel  bewegten  Gliedes  Bb  vermittelst  des  Hodographen  be- 
stimmen. 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  der  Geraden  FLy  OA  mit 
Q,  femer  den  Schnittpunkt  der  auf  Bb  Senkrechten  AC"*  und 
der  Geraden  A  B  mit  SR,  und  ziehen  wir  die  Gerade  9?  £1,  welche 
die  auf  Bb  Senkrechte  4>]^  in  dem  Punkte  ^  schneidet ,  so  ist 
nach  Art.  186  der  Punkt  $  der  Pol  der  Glieder  Bb^  <PF  und 
die  Strecke  $^  repräsentirt  die  lothrechte  Geschwindigkeit  des 
parallel  bewegten  Gliedes  Bb  im  Bezug  auf  das  Gestell  4>A. 
Demnach  wird  während  der  gleichförmigen  Drehung  der  Kurbel 
^F  von  dem  Punkte  ^  auf  der  Geraden  ^tf  der  Hodograph 
fttr  die  Bewegung  des  Gliedes  Bb  beschrieben,  und  die  zu  be- 
stimmende Geschwindigkeit  |)$v  des  Punktes  $)  repräsentirt  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommen  um  einen  rechten  Winkel  ge- 
dreht die  Beschleunigung  dieses  Gliedes  Bb. 

Um  auf  dem  Hodographen  4>]^  die  Geschwindigkeit  ^f)p  zu 
construiren,  müssen  wir  zunächst  die  Geschwindigkeiten  bestim- 
men, mit  denen  sich  die  Schnittpunkte  O,  9t  resp.  auf  den  festen 
Geraden  <I>A,  AC*  bewegen.  Wir  verbinden  den  Pol  %  welchen 
das  Glied  FL  im  Bezug  auf  das  Gestell  besitzt,  mit  dem  Punkte  Q, 
ziehen  zu  FL  die  Parallele  4>Qt)  bis  an  0$  und  drehen  die  Strecke 
lQQt>  in  dem  Sinne,  welcher  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  FF^, 
des  Eurbelpunktes  F  entspricht,  um  einen  rechten  Winkel  in  die 
Lage  OQv ;  dann  repräsentirt  ClQv  die  Geschwindigkeit  des  mit  £1 
momentan  coincidirenden  Punktes  des  Gliedes  FL^  und  die  zu  FL 
Parallele  QoCiv  bestimmt  auf  der  festen  Geraden  4>  A  die  Geschwin- 
digkeit ClSXoy  die  der  Schnittpunkte  auf  dieser  Geraden  besitzt. 
Femer  machen  wir  in  der  auf  Bb  senkrechten  Geraden  BC^^ 
welche  A  ^  in  dem  auf  das  Gestell  bezogenen  Pol  $'  des  Gliedes 
AB  trifft,  die  Strecke  BB^  gleich  der  lothrechten  Geschwindig- 
keit ^4>  des  Punktes  B^  ziehen  zu  BA  die  Parallele  BtR\>  bis 
an  die  Gerade  ^'9t  und  'drehen  die  Strecke  dlR\,  im  entsprechen- 
den Sinne  um  einen  rechten  Winkel  in  die  Lage  9ti2i,;  dann  re- 
präsentirt 9t  Rv  die  Geschwindigkeit  des  mit  9t  momentan  coinci- 
direnden Punktes  des  Gliedes  AB^  und  die  zu  BA  Parallele  Rv^v 
bestimmt  auf  der  festen  Geraden  AC"*  die  Geschwindigkeit  9t9tp 
des  Schnittpunktes  9t  auf  dieser  Geraden.  Diese  Geschwindigkeit 
9t9tD  ergiebt  sich  auch,  indem  wir  senkrecht  auf  AC  die  Strecke 
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9{X==$<1>  machen,  zn  AB  die  Senkrechte  IRv  ziehen,  welche 
die  auf  $'9i  errichtete  Senkrechte  ^Ro  im  Punkte  Rv  trifft,  und 
dann  zu  BA  die  Parallele  Rv9iv  bis  an  AC^  führen.  Ziehen  wir 
nun  zu  <t>l^,  9iO  resp.  die  Parallelen  DU,  O^U,  die  sich  in  dem 
Punkte  U  schneiden,  und  dann  die  Gerade  SI^U,  welche  mit  4>]^ 
den  Schnittpunkt  ^v  bildet,  so  wird  gemäss  den  Darlegungen  in 
Art  33,  b)  durch  die  Strecke  ^^c  die  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes ^  auf  dem  Hodographen  4>]^  und  als  solche  zugleich  die  Be- 
schleunigung des  Gliedes  Bb  dargestellt.  Da  aber  $4>  die  loth- 
rechte  Geschwindigkeit  dieses  Gliedes  in  zugehöriger  Richtung 
darstellt,  so  wird  durch  ^^^  die  entsprechende  lothrechte  Be- 
schleunigung repräsentirt. 

Machen  wir  in  der  BxifBb  senkrechten  Geraden  BC^^  welche 
schon  die  lothrechte  Geschwindigkeit  BB^  des  Punktes  B  ent- 
hält, die  Strecke  ££j  «=$<,$,  also  gleich  der  Beschleunigung 
dieses  Punktes,  und  wiederholen  wir  diese  Construction  ftlr  yer- 
schiedene  Lagen  des  Punktes  By  dann  erhalten  wir  durch  die 
Punkte  Bi  das  Ortliche  Beschleunigungsdiagramm  und  durch  die 
Punkte  B^  das  Ortliche  Geschwindigkeitsdiagramm  des  Punktes  B 
oder  des  Gliedes  Bb.  Wenn  bei  der  abgeleiteten  Construction  der 
Beschleunigung  der  Fall  eintritt,  dass  die  Pole  %  $'  nicht  zu- 
gänglich sind,  so  kann  man  jene  Punkte  O«),  jR»  auch  leicht  durch 
Proportionalität  bestimmen,  indem  man  z.  B.  auf  der  zu  FL  Pa- 
rallelen <I>I/ö  die  zur  Punktgruppe  FOL  ähnliche  Punk^uppe 
^Q^Lü  bildet.  Im  Folgenden  wollen  wir  diese  Construction  auf 
speciellere  Mechanismen  dieser  Art  anwenden. 

325.  Darstellung  der  Beschleunigungen  bei  der  Watt'soben 
Dampfmaschine.  Der  Mechanismus  der  in  Fig.  814  schematisch 
gezeichneten  Watt 'sehen  Dampfmaschine  unterscheidet  sich  von 
dem  vorher  betrachteten  Mechanismus  nur  dadurch,  dass  die 
Gelenkpunkte  Z,  A,  A  in  einer  Geraden  liegen,  die  den  Balancier 
vertritt.  Um  die  Beschleunigung  für  den  Kolben  K  nebst  Kolben- 
stange Bb  in  der  angegebenen  Weise  zu  construiren,  nehmen  wir 
an,  dass  der  Kurbelpunkt  F  mit  der  constanten  lothrechten  Ge- 
schwindigkeit F4>  im  Sinne  des  Pfeiles  q)  rotirt.  Wir  ziehen  dem 
gemäss  die  Gerade  {RjQ,  die  auf  4>]^  die  lothrechte  Geschwindig- 
keit $<I>  des  Gliedes  BK  bestimmt,  femer  zu  FL  die  Parallele 
4>Qk)  bis  an  0$  und  drehen  QQo  im  entsprechenden  Sinne  um 
einen  rechten  Winkel  in  die  Lage  £iQv.  Hierauf  ziehen  wir  zu 
FL  die  Parallele  QvOv  bis  an  4>A,  zu  D«  die  Parallele  O.U, 
welche  die  zu  4>]^  parallele  oder  auf  Bb  senkrechte  Gerade  DU 


GonstractiTe  Bestimmung  d.  Beschleunig,  zusammengesetzter  Mechanismen.   853 

im  Punkte  U  trifft.  Wir  machen  dann  senkrecht  anf  AC"^  die 
Strecke  9iX«=s$^,  ziehen  auf  AB  die  Senkrechte  URv  bis  an 
die  auf  '^'SR  errichtete  Senkrechte  8t Ä,  zu  AB  die  Parallele 
Rv^v  bis  an  AC°°  und  schliesslich  die  Gerade  StcU,  welche  auf 
<I>]^  die  Beschleunigung  f>of)  des  Gliedes  BK  bestimmt.  Machen 
wir  nun  in  der  auf  Bb  senkrechten  Geraden  -BC*  die  Strecke 
55j[  =  $v§i  femer  die  Strecke  £5ü  =  $„4>,  und  wiederholen 
wir  diese  Gonstruction  Air  yerschiedene  Lagen  des  Gliedes  BK^ 
so  ergiebt  sich  durch  die  Punkte  ^j  das  örtliche  Beschleunigungs- 
diagramm i  und  durch  die  Punkte  B^  das  örtliche  Geschwindig- 
keitsdiagramm t)  für  die  Bewegung  des  Gliedes  BK. 

Bei  der  unteren  Grenzlage  B^  des  Punktes  B  gelangen  die 
Punkte  A^  L  resp.  in  die  Lagen  A^^  U  und  der  Punkt  F  in  die 
Lage  i^^  welche  sich  mit  ^^  I?  in  einer  Geraden  befindet.  In 
diesem  Momente  ruht  der  Schnittpunkt  8t^  der  Geraden  AlB^^  A  C% 
und  der  mit  4>  coincidirende  Schnittpunkt  ^  der  Geraden  F^U^ 
4>A  bewegt  sich  mit  einer  Geschwindigkeit  Q^OS  auf  der  Gera- 
den 4>  A.  Um  diese  Geschwindigkeit  zu  construiren,  machen  wir 
im  Sinne  der  Drehung  von  F  senkrecht  auf  4>F®  die  Strecke 
F'^FS  =  i^*^*,  ziehen  die  Gerade  i°J^?,  welche  die  auf  ^U  er- 
richtete Senkrechte  4>Q;  im  Punkte  QS  schneidet;  dann  ist  £l°QS 
die  Geschwindigkeit  des  mit  O®  oder  4>  coincidirenden  Punktes  der 
Geraden  i^i^^  und  die  zu  UF""  parallel  gezogene  Gerade  QSQS 
bestimmt  auf  *A  die  Geschwindigkeit  Q'^QS.  Die  Gerade  W^ 
schneidet  die  Gerade  4>  1^  in  dem  mit  4>  coincidirenden  Punkte  $^, 
und  auch  hieraus  ei^ebt  sich,  dass  die  Geschwindigkeit  des 
Gliedes  BK  gleich  Null  ist  Wir  erhalten  nun  die  entsprechende 
Geschwindigkeit  $°$?  des  Schnittpunktes  $^  auf  dem  Hodographen 
4>1^,  weil  der  Punkt  W  ruht,  einfach,  indem  wir  zu  D^SR**  die  Pa- 
rallele jQ;$;  bis  an  4>^  ziehen.  Die  Strecke  ^S^""  oder  $;<!>  re- 
präsentirt  demnach  die  Beschleunigung  des  Punktes  B  in  der 
Grenzlage  B  oder  die  Beschleunigung  des  Gliedes  BKm  seiner 
tiefsten  Lage.  Machen  wir  senkrecht  auf  Bb  die  Strecke  BB\ 
s»$v4>,  so  ist  B\  der  entsprechende  Punkt  des  örtlichen  Be- 
schleunigungsdiagramms i ;  und  in  gleicher  Weise  erhalten  wir  für 
die  obere  Grenzlage  E'  des  Punktes  B  die  zugehörige  Beschleu- 
nigung B^B^^.  Dem  Aufgange  des  Gliedes  BK  entspricht  der  eine 
Gurventheil  B?B^BT  und  dem  Niedergange  der  andere  Gurventheil 
BTB'^B^  des  Beschleunigungsdiagramms  j.  In  den  beiden  Schnitt- 
punkten B\  B"f  welche  das  Beschleunigungsdiagramm  j  mit  der 
Geraden  b  bildet,  ist  die  Beschleunigung  des  Punktes  B  oder  des 
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Gliedes  BK  gleich  Null;  und  in  diesen  Punkten  sind  die  ent- 
sprechenden Geschwindigkeiten  -B'5J,  B^^Bl^  am  grössten. 

Um  die  Beschleunigungen  der  Pleuelstange  FL  und  des  Ba- 
lancier ZA^  zu  construiren,  können  wir,  wie  beim  Kurbelgetriebe 
in  Art.  311  angegeben  wurde,  verfahren;  und  damit  erhalten  wir 
auch  die  Beschleunigungen  des  Gliedes  AB.  Wenn  aber  die  Be- 
schleunigung des  Punktes  B  noch  nicht  wie  vorhin  construirt  ist, 
so  ergiebt  sich  dieselbe  auch  vermittelst  der  in  Art.  313  beim 
Schubkurbelgetriebe  ausgeführten  Gonstruction. 

326.  Darstellung  der  Beschleunigungen  bei  der  Whitworth- 
schen  Metallhobelmaschine  mit  angenähert  gleichförmigem  Kurbel- 
schub und  raschem  ROckgang.  Die  in  Fig.  815  gezeichnete  Whit- 
worth'sche  Metallhobelmaschine  oder  Stanzmaschine  besteht  aus 
dem  rotirenden  Schleif kurbelgetriebe  4>Fi*A  mit  dem  auf  AF 
rechtwinkelig  an  dem  Schleifgliede  !i.L^  befestigten  Eurbelarme 
^PA^  durch  welchen  vermittelst  der  Schubstange  AB  der  Schlittens 
bewegt  wird.  Die  beispielsweise  aus  der  Praxis  entnommenen 
Verhältnisse  der  Dimensionen  dieses  Mechanismus  0  sind  nicht  so 
günstig,  wie  sie  nach  der  Angabe  in  Art.  187  b)  behufs  Erzeugung 
eines  angenähert  gleichförmigen  Eurbelschubes  ermittelt  werden 
können.  Dieser  Mechanismus  ist  ein  specieller  Watt 'scher  Mecha- 
nismus mit  zwei  Richtpaarungen  und  geht  durch  Specialisirung 
aus  dem  vorhin  betrachteten  Mechanismus  der  Watt'schen  Dampf- 
maschine hervor,  wenn  wir  dort  die  Drehpaarung  der  beiden 
Glieder  FL^  KL  durch  eine  Richtpaarung  ersetzen  und  die  bei- 
den festen  Axen  4>,  A  in  die  Schubgerade  b  legen.  Die  Gon- 
struction der  Beschleunigung  des  Punktes  B  oder  des  Schlittens  s 
kann  daher,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  Kurbel  ^F  mit  der 
Constanten  lothrechten  Geschwindigkeit  F^  rotirt,  ebenso  wie  bei 
der  Watt 'sehen  Dampfmaschine  ausgeführt  werden,  und  wir  wollen 
diese  Gonstruction  der  Einübung  wegen  mit  gleicher  Bezeichnung 
nochmal  wiederholen. 

Wir  ziehen  auf  KF  die  Senkrechte  i*F,  welche  die  Gerade 
4>  A  oder  £  im  Punkte  O  trifft,  verlängern  BA\Ab  zum  Schnitt- 
punkte 9t  der  auf  b  senkrechten  Geraden  AC  und  ziehen  die 
Gerade  Q9?,  welche  die  auf  b  senkrechte  Gerade  4>C*  oder  4>^ 
im  Punkte  ^  trifft;  dann  repräsentirt  $4>  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  B^  und  indem  wir  in  der  auf  b  Senkrechten  BC^ 
die  Strecke  5Öö  =  $<I>  machen,  erhalten  wir  einen  Punkt  -B» 
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des  örtlichen  Geschwindigkeitsdiagramms  t>  des  Punktes  B  oder 
des  Schlittens  s.  Den  Pol'^  des  Gliedes  FL^^  der  sich  als  Schnitt- 
ponkt  der  Geraden  4>/^,  A-4  ergiebt,  verbinden  wir  mit  Q.  Hier- 
auf ziehen  wir  zu  L!^F  die  Parallele  OQ»  bis  an  ^O,  machen 
senkrecht  auf  ^O  die  Strecke  OQ^^^OQ»,  ziehen  femer  zu 
FL^  die  Parallele  Q«0.  bis  an  <1>A  und  zu  910  die  Parallele 
OoUy  welche  die  auf  b  Senkrechte  ClU  im  Punkte  U  schneidet 
Wir  machen  senkrecht  auf  AC*  die  Strecke  9i3£  =  $*,  ziehen 
die  Gerade  TüRv  senkrecht  auf  ^^  bis  an  die  Gerade  VtRv^  welche 
auf  der  von  8?  nach  dem  Schnittpunkte  $'  von  A^,  BC^  ge- 
zogenen Geraden  9t  $'  senkrecht  steht,  femer  zu  ^^5  die  Parallele 
RMv  bis  an  AC^""  und  schliesslich  die  Gerade  9t«  U,  die  4>]^  im 
Punkte  $v  trifft;  dann  repräsentirt  die  Strecke  $«$  die  Beschleu- 
nigung des  Punktes  Bj  und  indem  wir  auf  BCT  die  Strecke 
BBi^=^r>^  machen,  erhalten  wir  einen  Punkt  B^  des  örtlichen 
Beschleunigungsdiagramms  \  für  die  Bewegung  des  Punktes  B 
oder  des  Schlittens  s. 

Wenn  sich  der  Punkt  B  in  der  Grenzlage  B^  befindet,  ist  der 
Punkt  F  nach  i^**,  der  Punkt  A  nach  A^  in  die  Gerade  4>A  ge- 
langt Der  entsprechende  Punkt  O^  liegt  demnach  im  Unendlichen 
auf  der  Geraden  4>  A,  der  entsprechende  Punkt  9i^  coincidirt  mit 
A,  und  die  auf  ^^A  senkrechte  Geschwindigkeit  A^A%  des  in  der 
Lage  A^  befindlichen  Punktes  A  ist  gleich  ^^A.  Ziehen  wir  nun 
die  Gerade  ^?^,  welche  die  Gerade  AC*  im  Punkte  9iJ  trifft, 
so  ist  9{^9tS  die  Geschwindigkeit  des  in  der  Lage  ^  befindlichen 
Punktes  9i  auf  der  Geraden  ACT*,  und  diese  Geschwindigkeit  im 
Sinne  9t?  9?^  repräsentirt  zugleich  die  Beschleunigung  des  Punktes  B 
in  der  Grenzlage  B^\  denn  gemäss  jener  Construction  des  Punktes  U 
liegt  hier  der  zugehörige  Punkt  U°  auf  der  Geraden  4>  A  im  Un- 
endlichen. Hiemach  erhalten  wir,  indem  wir  senkrecht  auf  b  die 
Strecke  -B**-B|"  =  9tS9t®  machen,  den  der  Grenzlage  B^  entsprechen- 
den Punkt  Bl  des  Beschleunigungsdiagramms  |;  und  in  gleicher 
einfacher  Weise  ergiebt  sich  für  die  andere  Grenzlage  B^  des 
Punktes  B  die  zugehörige  Beschleunigung  B^B^.  Die  Construction 
der  Beschleunigung  des  Punktes  B  vereinfacht  sich  auch  für  die 
beiden  Lagen,  bei  denen  der  Punkt  F  sich  in  der  Geraden  <I>A 
befindet,  weil  dann  der  entsprechende  Punkt  Cl  mit  F  coincidirt 
und  momentan  in  Ruhe  ist 

Den  Schnittpunkten  B^^  B''^  welche  das  Beschleunigungsdia- 
gramm i  mit  der  Geraden  b  bildet,  entsprechen  die  grössten  Ge- 
schwindigkeiten B^B^j  B"Bj^.   Die  angenähert  gleichförmige  Be- 
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wegung  des  Schlittens  s  erfolgt  bei  diesem  Mechanismas ,  wenn 
die  Enrbel  4>jP  sich  im^  Sinne  des  Pfeiles  q)  dreht,  in  der  Rich- 
tung von  B^  nach  ^,  und  dieser  Bewegung  entspricht  der  Curven- 
theil  ^^j  ^l  des  Beschleunignngsdiagramms  ji.  Dieser  Gurventhell 
würde  bei  vollkommen  gleicfafBrmiger  Bewegung  mit  der  geraden 
Strecke  B'B^  identisch  sein,  und  durch  diese  Abweichung  von 
dieser  Strecke  wird  wie  durch  den  Curventheil  JB^B^^B^  des  Ge- 
schwindigkeitsdiagramms t)  die  Abweichung  dieser  Bewegung  von 
der  Gleichförmigkeit  veranschaulicht 

327.  Darstellung  der  Beschleunigung  bei  dem  Kreuzkurbel- 
getriebe mit  focalaxigen  elliptischen  Rädern.  Bei  dem  in  Fig.  8lft 
gezeichneten  rechtwinkeligen  Ereuzkurbelgetriebe  AAK  mit  den 
elliptischen  Bädern  ^F^  AZ,  welche  sich  um  die  in  den  Brenn- 
punkten 4>y  A  befindlichen  festen  Axen  drehen,  können  die  beiden 
elliptischen  Bäder  nach  Art.  219  durch  das  Zwillingskurbelgetriebe 
4>FiA  ersetzt  werden,  dessen  Koppel  FL  die  beiden  anderen 
Brennpunkte  Fy  L  verbindet.  Dann  ist  der  Mechanismus  ein  spe- 
cieller  Watt'scher  Mechanismus  mit  zwei  Bichtpaarungen,  und  die 
Beschleunigung  des  Schlitzgliedes  kann,  wenn  wir  annehmen,  dass 
die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  aller  Punkte  des  gleichfi)rmig 
rotirenden  elliptischen  Bades  ^F  im  Punkte  4>  coincidiren,  in  der 
angegebenen  Weise  mit  Beachtung  der  vereinfachenden  speciellen 
Beziehungen  construirt  werden.  Die  auf  dem  Schlitz  senkrechte, 
oder  zur  Schubstange  b  parallele  Gerade  AB^  schneidet  die  auf  b 
Senkrechte  A  C  im  Punkte  8?.  Der  Schnittpunkt  Q,  welchen  die 
Gerade  FL  mit  <1>A  bildet,  ist  auch  der  Bertlhrungspunkt  der 
Ellipsen;  und  die  Gerade  9iCl  bestimmt  in  der  auf  b  Senkrechten 
4>]^  die  Geschwindigkeit  $<I>  des  Schlitzgliedes,  welche  senkrecht 
auf  b  nach  KK^  übertragen  einen  Punkt  K^  des  örtlichen  Ge- 
schwindigkeitsdiagramms D  des  Punktes  K  oder  des  Schlitzgliedes 
liefert.  Durch  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  $  auf  <I>]^  wtlrde 
sich  die  entsprechende  Beschleunigung  des  Schlitzgliedes  ergeben. 
Wir  wollen  hier  aber  beispielsweise  die  Art.  321  abgeleitete  Con- 
struction  behu&  der  Bestimmung  dieser  Beschleunigung  anwenden. 
Es  ist  im  betrachteten  Falle  die  Strecke  04>  die  Beschleunigung 
des  mit  O  coincidirenden  Punktes  des  elliptischen  Bades  ^F. 
Wir  ziehen  demnach  durch  Q  eine  beliebige  Gerade,  z.  B.  die 
Gerade  -Pi,  welche  die  auf  4>A  Senkrechte  <I>]^  im  Punkte  x 
schneidet,  femer  zu  xh.  die  Parallele  4>y  bis  an  FL  und  die 
Gerade  yO^  senkrecht  auf  4>A  bis  an  die  Gerade  4>X,  die  zu 
der  gemeinsamen  Normale  der  sich  in  O  berührenden  Ellipsen 
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parallel  ist;  hierauf  zeichnen  wir  zu  dem  Dreieck  AQClj^  das 
ähnliche  Dreieök  KAAjy  and  dann  ist  AAj  die  Beschleonigang 
des  Eurbelpunktes  A.  Da  das  Schlitzglied  sich  geradlinig  parallel 
bewegt,  so  ergiebt  sich,  indem  wir  die  Beschleunigung  AAj  zer- 
legeuy  also  auf  AE^  die  Senkrechte  AjAj  fällen ,  durch  die  auf 
dem  Schlitze  senkrechte  Gomponente  AA^  die  Beschleunigung 
des  Schlitzgliedes.  Machen  wir  nun  senkrecht  auf  b  die  Strecke 
KKi  ^==  AAj^  dann  erhalten  wir  einen  Punkt  K^  des  Ortlichen 
Beschleunigungsdiagramms  i  des  Punktes  K  oder  des  Schlitzgliedes. 
Bei  der  Drehung  des  elliptischen  Bades  ^F  im  Sinne  des  Pfeiles  q) 
bewegt  sich  der  Punkt  K  von  K^  bis  K''  angenähert  gleichförmig 
und  ungleichförmig  rasch  zurück.  Den  Grenzlagen  K^^  K''  dieses 
Punktes  entsprechen  die  gleichen  Beschleunigungen  K'^K?^  K^K^. 
Das  centrisch  symmetrische  Beschleunigungsdiagramm  \  schneidet 
die  Gerade  *  in  den  drei  Punkten  K\  K^\  K^^  denen  im  oberen 
Theile  des  symmetrischen  Geschwindigkeitsdiagramms  ))  während 
der  angenähert  gleichförmigen  Bewegung  die  gleichen  grössten 
Geschwindigkeiten  -ff '^/,  K"Kj^^  und  die  in  der  Wegmitte  auftretende 
kleinste  Geschwindigkeit  K^'KI^  entsprechen. 

328.  Constniction  der  Beschleunigungen  bei  einem  Umlauf- 
getriebe. In  Fig.  817  ist  ein  aus  dem  festen  Bade  4>r^y  dem 
Doppelrade  Er'^r^  und  dem  Bade  Fr'^  bestehendes  Umlaufgetriebe 
gezeichnet,  bei  welchem  das  Glied  ^EF  gleichförmig  um  die 
feste  Axe  4>  rotirt;  und  wir  nehmen  an,  dass  F^  die  constante 
Beschleunigung  des  Axenpunktes  F  sei.  Behufs  der  Gonstruction 
der  Beschleunigung  A  A*}  eines  Punktes  A  des  Bades  Fr^^  im  Bezug 
auf  das  feste  Bad  ^r^  bestimmen  wir  zunächst  den  auf  der  Ge- 
raden 4>F  liegenden  Pol  $is  der  Bäder  4>ri,  Fr'^  vermittelst  der 
durch  die  Pole  $12»  $S3  gezogenen  Geraden;  dann  sind  die  resp. 
um  4>,  F  beschriebenen  Kreise  tt,  /?,  welche  sich  im  Pol  $13  be- 
rtthreuy  die  zu  diesen  beiden  Bädern  gehörenden  BoUkreise  oder 
Polkreise.  Wir  ziehen  nun  gemäss  der  in  Art.  299  abgeleiteten 
Gonstruction  zu  FA  die  Parallele  4>^',  welche  die  Gerade  ^13-^ 
im  Punkte  ?'  triffi,  machen  auf  4>^'  die  Strecke  <I>^a  =  2.4>$', 
welche  die  Zusatzbeschleunigung  darstellt,  und  machen  femer, 
weil  das  Glied  ^EF  und  das  Bad  Fr^  sich  entgegengesetzt 
drehen,  auch  in  entgegengesetzter  Bichtung  auf  <!>$'  die  Strecke 

AaA^  =<1>^'  \FA  gleich  der  Beschleunigung  des  Punktes  A  im 
Bezug  auf  das  Glied  ^EF\  dann  repräsentirt  AA^  die  Beschleu- 
nigung des  Punktes  A  im  Bezug  auf  das  feste  Bad  4>rj.  Durch 
die  Beschleunigungen  F4>,  A  Af  der  Punkte  F^  A  des  umlaufenden 
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Bades  Fr'^  sind  die  BeBchleanigungen  aller  Pankte  desselben  be- 
stimmt; und  da  die  entsprechenden  Strecken  FAy  <PA^  parallel 
sind,  so  gehen  die  Richtungen  aller  dieser  Beschlennigongen  durch 
den  zn  den  Bädern  Fr'^^  ^r^  gehörenden  momentanen  Wende- 
pol SBy  der  hier  auch  zugleich  der  Beschleunigungspol  ist.  In 
gleicher  Weise  ergeben  sich  die  Beschleunigungen  für  das  um- 
laufende Doppelrad  Eri^r^. 

Wir  haben  hier  nur  an  wenigen  Beispielen  die  Construction 
der  Beschleunigungen  eines  Gliedes  bei  zusammengesetzten  Mecha- 
nismen gezeigt;  und  der  weiteren  Forschung  ist  die  Aufgabe  zu- 
gewiesen,  auch  in  schwierigeren  Fällen  die  constructive  Bestim- 
mung der  Beschleunigungen  aller  Glieder  bei  zusammengesetzten 
Mechanismen  in  praktisch  zweckmässiger  Weise  auszuführen.  Denn 
durch  die  Erkenntniss  der  Beschleunigungen  aller  Glieder  eines 
zusanmiengesetzten  Mechanismus  erlangen  wir  erst,  wenn  Massen- 
drUcke  in  Betracht  kommen,  ein  Urtheil  über  den  Gang  und  den 
praktischen  Werth  desselben. 


ZWÖLFTER  ABSCHNITT. 

Bewegung  gesetzmässig-yeränderlicher  ebener 
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Allgemeine  Betrachtungen  gesetzmässig-yeränderlicher 

ebener  Systeme. 

329.  Definitionen.  Die  Untersuchnng  gesetzmässig-veränder- 
lieber  Systeme  hat  in  den  letzten  Jahrzehnten  zu  einer  angeahnten 
Fülle  finchtbarer  Ergebnisse  geftthrt,  sie  bildet  eine  wunderbar 
ergiebige  Quelle  mannigfeiltiger  geometrischer  Beziehungen,  aus 
der  die  Forschung  regsam  schöpfen  kann;  und  wir  können  hier 
nur  in  enger  Umgrenzung  die  Grundzttge  darlegen,  um  dadurch 
die  Directive  der  weiteren  mächtigen  Entwickelung  zu  geben.  Ein 
in  einer  festen  Ebene  bewegtes  veränderliches  ebenes  System,  bei 
welchem  die  Veränderlichkeit  mit  der  Bewegung  nach  einem  be- 
stimmten Gesetze  stetig  erfolgt,  nennen  wir  ein  conplan  beweg- 
tes gesetzmässig-veränderliches  ebenes  System.  Ein 
gesetzmässig-yeränderliches  ebenes  System  5  geht  während  einer 
bestimmten  Bewegung  in  einer  festen  Ebene  oder  einem  festen 
ebenen  System  S  in  verschiedene  Zustände  S^J  S^ . .  ttber,  die  wir 
die  Phasen  des  Systems  ^S  oder  auch  die  Systemphasen  des- 
selben nennen.  Jeder  Systempunkt  des  Systems  «S  bewegt  sich 
auf  einer  bestimmten  Bahn  in  dem  festen  System  S ;  und  es  ent- 
spricht jedem  Punkte  in  einer  Systemphase  eindeutig  auf  der  zu- 
gehörigen Bahn  ein  Punkt  in  jeder  anderen  Systemphase.  Wenn 
nun  das  Gesetz  dieses  Entsprechens  als  eine  geometrische  Ver- 
wandtschaft der  Systemphasen  bekannt  ist,  so  ist  die  Veränder- 
lichkeit und  der  Bewegungsvorgang  des  Systems  S  durch  die 
Bewegung  einer  bestimmenden  Anzahl  Systempunkte  und  durch 
deren  in  jedem  Zeitmomente  auftretende  Constellation  gegeben. 
Wir  wollen  hier  nach  kurzer  Erörterung  der  allgemeinen  Beziehun- 
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gen  bei  der  Bewegang  gesetzmässig-yeränderlicher  ebener  Systeme 
nur  die  einfachsten ,  praktisch  und  theoretisch  wichtigen,  gesetz- 
massig- veränderlichen  Systeme  einleitend  behandeln ,  welche  die 
Grundlage  für  die  höhere  Entwickelang  bilden;  und  deshalb  wird 
sich  unsere  Darlegung  nur  auf  die  drei  folgenden  gesetzmässig- 
veränderlichen  ebenen  Systeme  erstrecken:  das  ähnlich-ver- 
änderliche ebene  System,  dessen  Phasen  ähnlich  sind,  das 
affin-veränderliche  ebene  System,  dessen  Phasen  affin 
sind,  und  das  bifocal-veränderliche  ebene  System,  in 
dessen  Phasen  die  Abstände  jedes  Systempunktes  von  zwei  be- 
stimmten, bewegten  Punkten  unverändert  bleiben. 

330.  Zweifache  Erzeugung  der  Hüllbahncurven.  Wir  betrachten 
in  Fig.  818,  Taf.  LVI ,  ein  conplan  bewegtes  gesetzmässig- verän- 
derliches ebenes  System  S  mit  einer  Systemcurve  Ar,  der  in  den 
Systemphasen ^n ^S^, «S,, . .  die Gurven k^^k^^k^^.. entsprechen.  Die 
EinhttUcurve  x,  welche  von  den  Gurven  k^^k^^k^y.,  im  Allgemeinen 
berührt  wird,  heisst  dieHttllbahncurve  der  Systemcurve  k.  Es 
ist  üblich  zu  sagen,  die  Gurven  k^^k^^k^^..  umhüllen  die  EinhüU- 
curve  X,  und  femer  die  EinhüUcurve  x  hüllt  die  Gurven  k^^k^^k^^.. 
ein.  Die  Systempunkte  A^  ßj  C^  ,  .  der  Gurve  k  durchschreiten 
beziehlich  die  Bahncurven  ccjß^yy..^  und  die  zu  A^B^  C, ..  ge- 
hörenden entsprechenden  Punkte -^4 ,  Bj,  C^,  ..;  A^^  B^,  C^,..;  -^3, 
^31  Q?  •  •  liegen  resp.  auf  den  Gurven  Aj,  A-,,  ^3, . .  Befindet  sich  z.  B. 
der  Punkt  A^  momentan  in  dem  Berührungspunkte,  den  die  Gurve  k^ 
mit  der  HüUbahncurve  x  bildet,  so  liegt  die  momentane  Bewegungs- 
richtung des  nach  A^  gelangten  Systempunktes  in  der  gemeinsamen 
Tangente  A^a  der  beiden  Gurven  A-,,  x;  und  folglich  muss  auch 
die  Bahncurve  a  die  HüUbahncurve  x  im  Punkte  A^  berühren. 
Diese  Beziehimg  ergiebt  sich  auch  anschaulich,  wenn  wir  die  in 
der  festen  Ebene  S  liegenden  Gurven  Ati,  Ar,,  A-g, . .  und  a,  /?,  y, . . 
als  die  Projectionen  von  betreffenden  Gurven  einer  Fläche  betrach- 
ten, die  senkrecht  auf  die  Ebene  ^  projicirt  ist ;  denn  es  ist  dem- 
nach die  HüUbahncurve  x  die  Gontour  der  Projection  dieser  Fläche 
und  wird  als  solche  von  den  Gurven  ^n  ^s^  ^3»  •  •  so  ^^  ^on  den 
Bahncurven  a,  ß^y^..  im  Allgemeinen  berührt.  Hiemach  erhalten 
wir  den  SatzO: 


>)  Für  diesen  Satz  hat  Geisenheimer  bei  ebener  Bewegung  und 
P.  Somo  ff  bei  räumlicher  Bewegung  einen  analytischen  Beweis  gegeben.  Zeii- 
Schrift  für  Mathematik  und  Physik  1879.  B.  24.  S.  145  u.  1885.  B.  30.  S.  228. 
Yergl.  femer  die  ursprüngliche  Mittheüung  von  Burmester,  daselbst  1874. 
B.  19.  S.  162  und  1875.  B.  20.  S.  397. 
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Die  von  einer  Systemcurve  eines  conplan  beweg- 
ten gesetzmässig-yeränderlichen  ebenen  Systems 
erzengte^Hüllbahncarye,  welche  die  Phasen  dieser 
Systemcurve  einhüllt,  httllt  auch  die  Bahncnrven  der 
Punkte  dieser  Systemcurve  ein. 

Es  kann  jedoch  der  Fall  eintreten,  dass  nicht  alle  Phasen 
der  Systemcurve  und  nicht  alle  Bahncnrven  bei  der  Berührung 
mit  der  HüUbahncurve  zur  Geltung  kommen,  und  dass  somit  theil- 
weis  imaginäre  Berührungen  stattfinden.  Wenn  wir  die  Phasen 
^19  Kj  ^39  •  •  jeder  Systemcurve  k  erstarrt  als  Bahncnrven  betrach- 
ten, und  wenn  wir  die  Bahncnrven  a,  ß,yy>.  als  Phasen  einer 
Systemcurve  in  einem  gesetzmässig- veränderlichen  ebenen  System 
S  ansehen  können,  so  dass  die  Punkte  dieser  Systemcurve  sich 
auf  den  Gurven  Ar^,  Ar,,  Ar,, . .  bewegen;  dann  ist  die  Bewegung  ver- 
tauschbar, und  wir  nennen  die  Bewegung  des  Systems  S  die  Ye  r  • 
tauschung  der  Bewegung  des  Systems  &  Die  HüUbahncurve  x 
wird  bei  der  Bewegung  des  Systems  S  von  den  Curvenphasen 
A^if  A^2>  A:,, .  .  und  bei  der  Bewegung  des  Systems  2  von  den  Cur- 
venphasen a,  ßjy^ . .  umhüllt,  also  durch  beide  Bewegungen  er- 
zeugt. 

331.  Die  Polbahn  und  die  Poicurve  bei  der  Bewegung  eines 
gesetzmäseig-veränderiichen  ebenen  Syetems.  Ist  durch  eine  ge- 
gebene Verwandtschaft  das  eindeutige  Entsprechen  zweier  System- 
phasen S^ ,  S^  eines  conplan  bewegten  gesetzmässig- veränderlichen 
ebenen  Systems  S  bestimmt,  so  giebt  es  einen  oder  mehrere  selbst- 
entsprechende Punkte  dieser  Systemphasen.  Diese  selbstentspre- 
chenden Punkte,  die  auch  theils  imaginär  sein  können,  nennen  wir 
die  Verwandtschaftspole  der  beiden  Systemphasen  S^^  S^, 
Wenn  die  Systemphasen  /S^,  S^  unendlich  nahe  liegen,  also  gegen 
endliche  Beziehungen  als  eine  Systemphase  betrachtet  werden 
können,  nennen  wir  die  selbstentsprechenden  Punkte  die  Ver- 
wandtschaftspole dieser  Systemphase,  und  dieselben  bleiben  wäh- 
rend der  Bewegung  des  Systems  'S  aus  dieser  Systemphase  in 
eine  unendlich  nahe  benachbarte  Systemphase  in  Ruhe. 

Wir  wollen  bei  der  folgenden  Darlegung  wegen  der  besseren 
Anschaulichkeit  unbeschadet  der  Allgemeinheit  ein  ähnlich-verän- 
derliches ebenes  System  als  Repräsentanten  eines  gesetzmässig- 
veränderlichen  ebenen  Systems  betrachten.  Zwei  in  einer  Ebene 
liegende  ähnliche  ebene  Systeme  haben  stets  einen  reellen  selbst- 
entsprechenden Punkt,  den  wir  den  Aehnlichkeitspol  nennen, 
und  femer  sind  auch  die  beiden  festen,  unendlich  fernen  imaginären 
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Ereispnnkte  selbstentsprecbende  Punkte  derselben,  die  aber  zu- 
nlUshst  unbeachtet  bleiben.  Die  Bewegung  eines  ähnlich-veränder- 
lichen ebenen  Systems  S  in  einem  festen  System  H  ist  in  Fig.  819 
durch  die  Bahncurven  Oy  ß  zweier  Systempunkte  A^  B  und  durch 
die  HttUbahncurve  b  der  Systemgeraden  A  B  bestimmt.  Durch  die 
entsprechenden  Strecken  A^B^^  A^B^^  A^B^^ . .  sind  die  Phasen 
'S,,  Äj,  ;5„ . .  des  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S  ge- 
geben. 

Wenn  wir  nun  annehmen,  dass  für  die  Systemphase  S^  der 
Aehnlichkeitspol  $i  durch  eine  Gonstruction  ermittelt  ist,  die  wir 
in  Art.  333  ableiten  werden,  so  bleibt  dieser  Aehnlichkeitspol  $i 
während  einer  Bewegung  des  Systems  S  aus  der  Systemphase  S^ 
in  eine  unendlich  nahe  Systemphase  fest.  In  gleicher  Weise  den- 
ken wir  uns  für  die  anderen  Systemphasen  aS^,  aS,,  . .  die  zuge- 
hörigen Aehnlichkeitspole  ¥2»  ^a»  •  •  ermittelt;  und  dann  bilden 
die  Aehnlichkeitspole  ¥19  ¥2»  $ay  •  •  ^^^^  Curve  tc  in  dem  festen 
System  S,  die  wir  die  Polbahn  des  ähnlich- veränderlichen  ebenen 
Systems  S  nennen.    Bestimmen  wir  femer  die  Punkte  $1,  $2)  ¥sy  •  - 

so,  dass 

A,B,%c^A,B,% 

A,B,%csjA,B,^^ 

A,B,^',cK,A,B,% 

ist,  dann  liefern  diese  Punkte  in  der  Systemphase  S^  eine  Curve  p^^ 
die  Phase  einer  zum  System  <S  gehörenden  Curve  j9,  welche  wir 
die  Polcurve  des  ähnlich- veränderlichen  ebenen  Systems  S  nen- 
nen, und  der  Punkt  $'  ist  identisch  mit  dem  Punkte  $,.  Wir 
denken  uns  femer  die  Geraden  A^B^^  A^B^^  A^  B^  unendlich  nahe 
auf  einander  folgend  zusammengebracht,  damit  auch  die  Punkte 
^i,  ¥2,  ?3, . .  airf  der  Polbahn  rt  und  die  Punkte  ^;,  %,  ^;  auf 
der  Polcurve  p  resp.  auf  deren  Phase  p^  unendlich  nahe  liegen. 
Und  nun  betrachten  wir  auch  hier  die  Bewegung  des  ähnlich- ver- 
änderlichen ebenen  Systems  5  in  analoger  Weise  wie  bei  der  Be- 
wegung des  starren  ebenen  Systems  in  Art.  16.  Während  der  un- 
endlich kleinen  Bewegung  der  Systemstrecke  AB  von  A^B^  nach 
A^B^  bleibt  der  Aehnlichkeitspol  $,  fest,  und  das  Element  ^^^^ 
der  ähnlich- veränderlichen  Polcurve  p,  deren  Punkt  ?',  mit  ^j  ver- 
eint ist,  gelangt  mit  dem  Elemente  $1  $2  der  festen  Polbahn  n  zur 
Deckung,  weU  das  ähnlich-veränderliche  Dreieck  A^  B^  $^  in  das 
Dreieck  A^B^%  übergeht.  Ebenso  gelangt  auch  das  Element  %  $', 
der  ähnlich- veränderlichen  Polcurve  p  während  der  Bewegung  der 
Systemstrecke  AB  von  A^B^  nach  -^4353  mit  dem  Elemente  ^j?. 
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der  festen  Polbahn  tc  zur  Deckung,  und  so  fort.  Dieses  anf  ein- 
ander folgende  Decken  der  Elemente  der  veränderlichen  Polcurve 
mit  den  entsprechenden  Elementen  der  festen  Polbahn  definiren 
wir  als  Rollen  der  Polcurve  p  auf  der  Polbahn  tt.  Die  hier  bei 
dem  betrachteten  speciellen  Fall  befolgte  Ableitung  können  wir 
in  gleicher  Weise  auch  bei  einem  allgemeinen,  gesetzmässig-ver- 
änderlichen  ebenen  System  anwenden,  wo  mehrere  Verwandtschafks* 
pole  auftreten;  und  wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Bei  der  conplanenBewegung  eines  gesetzmässig- 
ver&nderlichen  ebenen  Systems  rollt  die  verändere 
liehe  Polcurve  auf  der  Polbahn  indem  festen  System, 
und  die  jeweiligen  Berührungspunkte,  von  denen  in 
besonderen  Fällen  nur  einer  reell  ist,  sind  die  zuge- 
hörigen Verwandtschaftspole  der  betreffenden  Sy- 
stemphase. 

Die  Polbahn  ist  demnach  auch  die  HttUbahncurve  der  Polcurve 
eines  gesetzmässig-veränderlichen  ebenen  Systems.  Wenn  insbe- 
sondere alle  Systemphasen  eines  gesetzmässig-veränderlichen  ebenen 
Systems  S  dieselben  Verwandtschaftspole  in  dem  festen  ebenen 
System  S  besitzen,  dann  wird  die  Polbahn  durch  diese  Verwandt- 
schaftspole vertreten,  und  dasselbe  gilt  von  der  Polcurve.  In 
diesem  Falle  sind  die  mit  den  Verwandtschaftspolen  identischen 
Systempunkte  bei  der  Bewegung  des  Systems  S  feste  Punkte  in  2. 

332.  Umkehning  der  Bewegung  gesetzmässig-veränderlicher 
ebener  Systeme.  Der  besseren  Anschaulichkeit  wegen  betrachten  wir 
wieder  in  Fig.  819  anstatt  eines  gesetzmässig-veränderlichen  ebenen 
Systems  als  Repräsentanten  desselben  ein  ähnlich-veränderliches 
ebenes  System  5,  welches  sich  in  einem  festen  System  S  bewegt 
Die  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S  ist 
durch  die  Bahncurven  a,  ß  zweier  Systempunkte  A^  B  und  durch 
die  HttUbahncurve  b  der  Systemgeraden  AB  bestinmit.  Durch 
die  entsprechenden  Systemstrecken  A^B^^  A^B^^  A^B^^ .  .  sind  die 
Systemphasen  'S,,  «S,,  «S,, . .  gegeben,  denen  beziehlich  die  anf  der 
Polbahn  rt  liegenden  Aehnlichkeitspole  ¥19  $s,  $si  ••  angehören; 
und  zu  diesen  sind  in  der  vorhin  angegebenen  Weise  die  ent- 
sprechenden Punkte  ¥0  $21  ¥39  •  •  construirt,  welche  in  S^  die 
Phase  Pj  der  Polcurve  p  bilden.  Femer  sind  die  tu  einer  System- 
curve  k  gehörenden  Phasen  k^^k^^k^^ . .  nebst  der  erzeugten  HttU- 
bahncurve X  gezeichnet. 

Behufs  der  Umkehrung  der  Bewegung  nehmen  wir  an,  es  sei 
die  Systemphase  «S,  mit  den  Punkten  A^^  B^^ .  .  und  den  Gurven 
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k^jPx  fest,  und  betrachten  das  vorhin  feste  ebene  System  S  als 
ein  ähnlich-veränderliches  System  mit  den  Carven  a,  ß^  x,  n.  Dem- 
nach erhalten  wir  mehrere  Systemphasen  S^,  2^,  S^,  .  .  dieses 
ähnlich- veränderlichen  ebenen  Systems  S,  wenn  \  durch  die  Cnr- 
ven  a,  ß^  X,  7t  gegeben  ist,  die  wir  dann  entsprechend  auch  mit 
^xjßxi^ij^x  bezeichnen,  vermittelst  der  Beziehungen: 

ABA ?i «. A X.  ~  4 B, k, ^\  a, ß, X, 
A,B,k,S^,a,ß,x^co  A,B,k,^'^a,ß,x, 
AB,k,^,aJ,7c,  rro  A,B,k,S^^,aJ,K,. 
Hierbei  fallen  die  beiden  ersten  Gebilde  zusammen.  Die  Cor- 
venphasen  a^,  a,,  a^^ . .  und  ßi^  ß^^  ß^  umhüllen  resp.  die  festen 
Punkte  ^1,  ^1,  und  die  Gurvenphasen  x^,  x,,  x,, . .  umhttUen  die 
feste  Curve  k^.  Die  Curve  tt,  zu  welcher  auch  die  nicht  gezeich- 
neten Phasen  ^2,  ^s»  •  •  gehören,  rollt  auf  der  festen  Curve  /?,,  weil 
bei  unendlich  nahen  Phasen  die  Strecken  ^i^a»  ^a^s^  •  •  ^nd  ^\  $;, 
$'2  $'3  in  Curvenelemente  übergehen  und  successive  ^,  ^^  mit  ^[  ^i, 
ferner  $,¥3  mit  ^'s^',  u.  s.  w.  zusammenfällt.  Die  Punkte  des 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S  bewegen  sich  in  der 
festen  Systemphase  S^  auf  Bahncurven,  welche  als  Systemcurven 
von  S  betrachtet  bei  jener  Bewegung  von  «S  in  IS  feste  Punkte 
umhüllen.  Diese  durch  unsere  Darlegung  erhaltenen  Beziehungen 
bewahren  ihre  Geltung,  wenn  wir  statt  der  Aehnlichkeit  in  analoger 
Weise  allgemein  eine  andere  Verwandtschaft  der  Systemphasen 
betrachten,  auch  fUr  gesetzmässig-veränderliche  ebene  Systeme  S 
und  £,  die  sich  beide  gemäss  dieser  Verwandtschafl;,  also  gleich- 
artig verändern.  Somit  folgt  aus  diesen  Darlegungen  das  Er- 
gebniss :    . 

Bewegt  sich  ein  gesetzmässig-veränderliches  Sy- 
stem S  in  einem  festen  ebenen  System  S  und  erzeugt 
eine  Systemcurve  k  von  S  eine  Httllbahncurve  x  inS, 
so  wird,  wenn  wir  eine  Systemphase  iS^  mit  der  ent- 
sprechenden Ourvenphase  k^  als  fest  betrachten,  durch 
umgekehrte  Bewegung,  bei  welcher  sich  das  System  2 
in  ein  gleichartig  gesetzmässig-veränderliches  ver- 
wandelt, die  Curve  A^  in^Sj  als  Hüllbahncurve  von  der 
zum  SystemlS  gehörenden  Curve  x  erzeugt;  dabei  be- 
wegen sich  die  Punkte  des  Systems  2  auf  solchen 
Bahncurven  in  £j,  die  bei  der  ersten  Bewegung  als 
Systemcurven  von  S  Punkte  in  £  umhüllen,  und  die 
Phase  p,  der  bei  der  ersten  Bewegung  auf  der  Pol- 
bahn 7t  in   ^  rollenden  Polcurve  p  vertritt  bei   der 
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umgekehrteD,  zweiten  Bewegung  die  Polbahn  in  S^y 
anf  welcher  die  Carve  7t  des  veränderlichen  Systems 
S  als  Polcurve  rollt. 

Diese  wichtige  Umkehmng  der  Bewegung,  deren  einfachste 
Art  wir  bei  starren  ebenen  Systemen  erkannt  haben,  führt  bei 
der  Bewegung  specieller  gesetzm'ässig*yeränderlicher  Systeme  zu 
einer  Fülle  interessanter  Beziehungen. 
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333.  Constructionen  des  Aehnlichkeitspols  bei  ähnlich-verän- 
derlichen ebenen  Systemen.  Durch  die  Bewegung  und  die  gleich- 
zeitigen Lagen  zweier  Punkte  eines  conplan  bewegten  ähnlich- 
yeränderlichen  ebenen  Systems  ist  die  Bewegung  desselben  be- 
stimmt ^).  Sind  in  Fig.  820  die  entsprechenden  Strecken  -4,5„ 
A^B^  zweier  Systemphasen  iSj,  S^  eines  ähnlich  -  veränderlichen 
ebenen  System  Ä  in  einer  festen  Ebene  gegeben,  so  erhalten  wir 
zu  einem  beliebigen  Punkte  (7|  in  S^  den  entsprechenden  oder 
homologen  Punkt  Q  in  5^,  indem  wir  zu  dem  Dreieck  A^B^C^ 
das  gleich  wendige  ähnliche  Dreieck  A^B^C^  construiren.  Der 
selbstentsprechende  Punkt  oder  Doppelpunkt  $  der  beiden  ähn- 
lichen Systemphasen  aSj,  5,  ist  der  Aehnlichkeitspol  derselben. 
Dieser  Aehnlichkeitspol  $  ergiebt  sich  nach  S.  805 ,  wenn  wir 
A^B*  #  B^B^  ziehen  und  zu  dem  Dreieck  A^B*  A^  das  ähnliche 
Dreieck  ^i^i^  oder  A^B^^  construiren.  Diese  Gonstruction  ist 
aber  nicht  anwendbar,  wenn  die  Strecken  A^B^^  A^B^  unendlich 
nahe  liegen.  Eine  zweite  auch  fär  eine  unendlich  nahe  Lage  dieser 
Strecken  geltende  Gonstruction  des  Aehnlichkeitspols  $  erhalten 
wir  in  Fig.  821,  wenn  G  den  Schnittpunkt  der  Geraden  A^A^^ 
B^B^  und  H  den  Schnittpunkt  der  Geraden  A^B^^  A^B^  bezeich- 
nety  nach  S.  806  vermittelst  zweier  der  vier  Kreise  k^^k^^ka^  k^j 

')  Die  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  in  einer 
Ebene  ist  vielseitig  behandelt  worden .  Schönemann,  Jahresbericht  über  das 
Gymnasium  zu  Brandenburg  a.  H,  1862.  —  Groaard,  Bulletin  de  la  Societä 
phiiomatique  1865.  T.  2.  p.  68;  L' Institut,  Journal  universel.  1865.  p.  159,  179; 
1870—1871.  p.  27.  84, 124,  171.  —  Burmester,  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik,  1874.  B.  19.  S.  154;  1878.  B.  23.  S.  108;  Civilinyenieur  1878.  B.  24. 
S.  145.  —  Geisenheimer,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  1879.  B.  24. 
S.  129  u.  345;  1880.  B.  25.  S.  300.  —  Schumann,  daselbst.  1881.  B.  26.  S.  157. 
—  Mehmke,  Civilingenieur.  1883.  B.  29.  S.  487.  —  P.  Somoff,  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik.  1885.  B.  30.  S.  193. 

Burmester,  Kineniatik  I.  55 


866      XII.  Abschnitt.  Bewegang  gesetzmäBsig-yeränderliclier  Systeme. 

welche  den  vier  Dreiecken  A^B^G^  A^B^G^  A^A^H^  B^B^Hnm- 
schrieben  sind  und  sich  in  dem  Aehnlichkeitspol  $  der  beiden 
Systemphasen  S^ ,  S^  schneiden ;  und  derselbe  ist,  weil  auch  die 
Dreiecke  S^A^A^^  $^i^a  ähnlich  sind,  zugleich  der  Aehnlichkeits- 
pol ftlr  die  beiden,  durch  die  entsprechenden  Strecken  A^A^^  B^B^ 
bestimmten  ähnlichen  ebenen  Systeme.  Die  von  den  Punkten 
A^yB^..  einer  Geraden  nach  dem  Aehnlichkeitspol  $  gehenden 
Geraden  bilden  gleiche  Winkel  mit  den  Verbindungsgeraden  A^B^^ 
A^B^y . .  der  homologen  Punkte.  Bezeichnen  wir  die  Mittelpunkte 
der  Kreise  *,,  ä^,  Aa,  *&  resp.  mit  w^i, »»,,  wia,  »*ö,  so  ist  der  Winkel 
^wii»i,  — J^»ij6?  =  ^5,(r  und  der  Winkel  ^wia«»2  =  i?»ia^i 
=  ^^,^,  =  ^5j6f;  folglich  sind  die  Winkel  "^m.m^,  ^ntafn^ 
gleich,  und  in  analoger  Weise  ergiebt  sich,  dass  auch  der  Winkel 
^iTtb^a  diesen  beiden  Winkeln  gleich  ist.  Demnach  liegen 
die  Mittelpunkte  m,,  m^^  m  ,  mi,  der  vier  Kreise  Ar,,  A^,  k^jh 
auf  einem  durch  den  Aehnlichkeitspol  ^  gehenden 
Kreise  0-  Denken  wir  uns  die  Gerade  A^B^  um  fl"  gedreht 
und  unendlich  nahe  an  A^  B^  gebracht,  dann  bertlhren  die  Kreise 
Äo,  h  resp.  die  Gerade  -4,  G  in  -4, ,  die  Gerade  jB,  6r  in  J5,  ,  und 
der  Kreis  k^  geht  in  den  Kreis  k^  tlber. 

Nehmen  wir  in  Fig.  822  an,  dass  die  Systempunkte  A^  B  eines 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S  sich  auf  den  Bahncurven 
or,  ß  bewegen,  deren  Tangenten  a,  b  sich  im  Punkte  0  schneiden, 
und  dass  die  Systemgerade  AB  kh  einer  HttUbahncurve  e  entlang 
gleitet,  welche  sie  im  Punkte  ^berührt,  so  erhalten  wir  für  die  durch 
AB  gegebene  Systemphase  den  zugehörigen  Aehnlichkeitspol  $ 
als  Schnittpunkt  der  durch  ^^ehenden  Kreise  A»,  h^  welche  resp. 
die  Tangente  AG  in  A  und  die  Tangente  -Bö  in  jB  berühren; 
und  femer  geht  auch  der  um  das  Dreieck  ABG  beschriebene 
Kreis  A,  dessen  Mittelpunkt  m  ist,  durch  den  Aehnlichkeitspol  % 
Die  im  Berührungspunkte  H  auf  A  B  errichtete  Senkrechte  be* 
stimmt  auf  den  Normalen  A  Nay  B  Nh  der  Bahncurven  a,  ß  bezieh- 
lich  die  Durchmesser  ANa^BNb  der  Kreise  Aa,  *&,  deren  Mittel- 
punkte m„y  mb  mit  dem  Mittelpunkte  m  und  dem  Aehnlichkeitspol  $ 
auf  einem  Kreise  liegen.  Wenn  wir  von  H  auf  die  Gerade  ma  mb 
die  Senkrechte  HE  ziehen  und  dieselbe  um  ihre  eigene  Länge  ver- 
längern, dann  erhalten  wir  auch  den  Aehnlichkeitspol  %  Aus 
dieser  Constrnction  des  Aehnlichkeitspols  ergiebt  sich  der  Satz: 

')  Diese  BeziehaDg  hat  Ehlert  gefanden.  Archiv  für  Maikematik  und 
Physik.  1883.  Theil  69.  S.  332.  Vergl.  auch  die  Mitthdlnngen  von  Sporer, 
Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  1886.  B.  31.  S.  44. 
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Die  von  den  Punkten  einer  Systemphase  eines  ähn- 
lich-veränderlichen ebenen  Systems  nach  dem  zuge- 
hörigen Aehnlichkeitspol  gehenden  Geraden  bilden 
gleiche  Winkel  mit  den  entsprechenden  Tangenten 
der  Bahncnrven  oder  mit  den  momentanen  Bewegnngs- 
richtnngen  dieser  Punkte. 

Soll  nun  die  Tangente  Cc  an  der  von  einem  Systempunkte  C 
beschriebenen  Bahncurve  y  bestimmt  werden,  so  machen  wir  den 
Winkel  ^Cc  in  gleichem  Sinne  gleich  dem  Winkel  ^Aa  oder 
^Bb.  Die  Tangente  an  der  Bahncurve,  welche  der  momentan  mit 
dem  Bertthrungspunkte  oder  Gleitpunkte  H  coincidirende  System- 
punkt beschreibt,  liegt  in  der  Geraden  AB.  Die  momentanen  Be- 
wegungsrichtungen aller  Punkte  einer  Systemgeraden,  welche  nicht 
durch  den  Aehnlichkeitspol  $  geht,  umhüllen  hiemach  eine  Pa- 
rabel, die  diese  Systemgerade  in  ihrem  Gleitpunkte  berührt  und 
den  Aehnlichkeitspol  als  Brennpunkt  besitzt;  und  die  momentanen 
Bewegungsrichtungen  aller  Punkte  eines  durch  den  Aehnlichkeitspol 
gehenden  Systemkreises  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  be- 
treffenden Phase  desselben. 

Befinden  sich  in  Fig.  823  die  drei  Punkte  A^  B^  C  einer  System- 
phase eines  ähnlich- veränderlichen  ebenen  Systems  /S  resp.  auf  den 
Bahncnrven  «,/?,/,  deren  Tangenten  Aa^Bb^  Cc  sich  beziehlich 
in  den  Punkten  Oahy  Gtcy  Gca  schneiden,  so  enthält  jeder  der  Kreise, 
welche  den  Dreiecken  ABGab^  BCGbcj  CA  Gca  umschrieben  sind, 
den  zugehörigen  Aehnlichkeitspol  $  dieser  Systemphase ;  und  folg- 
lich schneiden  sich  diese  drei  Kreise  in  dem  Aehnlichkeitspol  % 
der  also  durch  zwei  dieser  Kreise  bestimmt  ist. 

334.  Einförmige  Bewegungen  eines  ähnlicli-veränderlichen  ebe- 
nen Systems.  Die  Bewegung  eines  ähnlich- veränderlichen  ebenen 
Systems,  bei  welchem  ein  Systempunkt  als  Aehnlichkeitspol  in 
dem  angenommenen  festen  ebenen  System  ruht,  nennen  wir  eine 
einförmige  Bewegung.  Wenn  in  Fig.  824  der  Aehnlichkeits- 
pol ^  fest  ist,  so  wird  die  einförmige  Bewegung  eines  ähnlich- 
veränderlichen Systems  S  in  dem  festen  System  S  durch  die  Be- 
wegung eines  Systempunktes  A  auf  einer  Bahncurve  a  bestimmt. 
Betrachten  wir  zwei  Lagen  A^  ^  A^  des  Systempunktes  A  und  con- 
struiren  wir  die  ähnlichen  Dreiecke  SlliA^B^^^A^B^J  dann  sind 
B^ ,  B^  die  entsprechenden  Lagen  eines  Systempunktes  B^  dessen 
Bahncurve  ß  ist.  Aus  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke  folgt, 
dass  auch  die  Dreiecke  ^A^A^^  ^B^B^  ähnlich  sind;  dem  gemäss 
sind  auch  die  Bahncnrven  a,  ß  ähnliche  Gnrven  in  ähnlichen  Syste- 
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men,  deren  selbstentsprechender  Punkt  der  feste  Aehnlichkeitspol  $ 
ist;  nnd  wir  nennen  daher  $  anch  den  Aehnlichkeitspol  dieser  ähn- 
lichen Garven.    Somit  erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  einer  einförmigen  Bewegung  eines  ähnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems  vollziehen  alle  Sj- 
stempunkte  mit  Ausnahme  des  festen  Aehnlichkeitspols 
ähnliche  Bewegungen  und  erzeugen  ähnliche  Punkt- 
reihen auf  ähnlichen  Bahncurveui  welche  denselben 
Aehnlichkeitspol  besitzen. 

Betrachten  wir  in  Fig.  824  die  ähnlichen  Bahncnrven  a,  /?, 
welche  den  Aehnlichkeitspol  $  besitzen,  als  gegeben,  und  bewegen 
sich  zwei  Punkte  A^  B  eines  ähnlich- veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems 'S  derart  auf  diesen  Bahncnrven,  dass  sie  auf  denselben  in 
gleichem  Sinne  die  ähnlichen  Punktreihen  A^^  A^y . .  nnd  £,,  i?„  • . 
erzeugen,  so  sind  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ^A^A^^ 
^B^B^  auch  die  Dreiecke  ^^4,5,,  $-4,5,  ähnlich;  folglich  ist  ^ 
auch  der  feste  Aehnlichkeitspol  für  alle  durch  -^t^i,  A^B^^ .  . 
bestimmten  Systemphasen  des  ähnlich-veränderlichen  Systems  & 
Hiemach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Vollziehen  zwei  Systempunkte  eines  ähnlich-ver- 
änderlichen ebenen  Systems  gleichsinnige  ähnliche 
Bewegungen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  beweglichen 
Systempunkten;  die  Bewegung  ist  einförmig,  und  die 
Systemphasen  sowie  die  Bahncnrven  besitzen  den- 
selben festen  Aehnlichkeitspol. 

Wir  können  in  Fig.  824  die  Punkte  ^,,  -Bj, . .  und  -4,,  J5„  . . 
als  homologe  Punkte  der  Gurvenphasen  Ar, ,  k^  einer  Systemcurve  k 
des  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S  betrachten  und  uns 
diese  Gurvenphasen  in  der  festen  Ebene  erstarrt  denken;  ferner 
können  wir  die  Bahncnrven  er,  /?, . .  als  Gurvenphasen  von  einer 
Gurve  eines  anderen  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen  Systems  S 
ansehen,  auf  denen  beziehlich  A^^  A^. .  nnd  B^^  B^. .  homologe 
Punkte  bilden;  dann  sind  jene  erstarrt  gedachten  Gurvenphasen 
Atj,  k^  die  Bahncnrven  der  betre£fenden  Punkte  des  Systems  £. 
Jene  einförmige  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen  Systems  5 
nnd  diese  durch  Vertauschung  erhaltene  einförmige  Bewegung 
des  anderen  ähnlich-veränderlichen  Systems  ^  besitzen  demnach 
in  der  festen  Ebene  denselben  Aehnlichkeitspol  $.  Wir  gelangen 
somit  zu  dem  Ergebniss: 

Eine  einförmige  Bewegung  eines  ähnlich-verän- 
derlichen  ebenen  Systems  5  in  einer  festen   Ebene 
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kann  mit  einer  anderen  einförmigen  Bewegung  eines 
ähnlich-yeränderlichen  ebenen  Systems  S  mit  dem- 
selben Aehnlichkeitspol  derart  yertanscht  werden, 
dass  die  Oarvenphasen  A*j,^3,  .y  einer  Systemearve  von 
S  in  der  festen  Ebene  erstarrt  die  Bahncnrven  der 
Punkte  einer  im  System  S  befindlichen  Systemeurve 
bilden,  und  dass  die  zu  den  betreffenden  Curven- 
punkten  des  Systems /Sgehörenden  Bahncurven  a,ß^.. 
die  Phasen  dieser  Systemeurve  bilden. 

Bei  der  Vertauschung  einer  einförmigen  Bewegung  umhüllen 
die  Curvenphasen  Ar^,  Ar,, . .  der  ersten  Bewegung  und  die  Curven- 
phasen  a^ßy . .  der  zweiten  Bewegung  dieselbe  HttUbahncurve  in 
der  festen  Ebene.  Diese  hier  bei  der  einförmigen  Bewegung  aus- 
führbare Vertauschung  der  Bewegung  ist  aber  wohl  zu  unter- 
scheiden von  der  in  Art  332  abgeleiteten  allgemein  geltenden  Um- 
kehrung der  Bewegung,  die  auf  eine  beliebige  erstarrt  gedachte 
Systemphase  von  S  bezogen  wird. 

Wir  nehmen  in  Fig.  825  die  homologen  Punkte  A^,  S^,  (7^ , . .  und 
A„  B^  (7a, .  •  zweier  ähnlicher  ebener  Systeme  S^^  S^^  deren  Aehn- 
lichkeitspol $  ist,  in  einer  Ebene  an  und  bestimmen  die  Punkte 
-4,,  5„  C„  . .  so  dass  die  Dreiecke  A^A^A^y  B^B^B^^  C^C^C^^ . . 
ahnlich  sind;  dann  bilden  die  Punkte  il,,  £„  C,, . .  der  abgelei- 
teten Beziehung  gemäss  ein  mit  S^^  S^  ähnliches  ebenes  System  £„ 
und  diese  ähnlichen  ebenen  Systeme  ^n  'S,,  aS,,  sowie  die  durch 
A^A^A^y  B^B^B^j  C^  (7,Q, . .  bestimmten  ähnlichen  ebenen  Systeme 
besitzen  denselben  Aehnlichkeitspol  %  Hiemach  erglebt  sich  der 
Satz: 

Die  dritten  Ecken  der  ähnlichen  Dreiecke,  welche 
an  den  Verbindungsstrecken  homologer  Punkte  zweier 
in  einer  Ebene  liegender  ähnlicher  ebener  Systeme  £i, 
S^  in  gleichem  Sinne  construirt  sind,  bilden  ein  ähn- 
liches ebenes  System  /S,,  und  diese  drei  ähnlichen 
ebenen  Systeme  sowie  die  durch  die  ähnlichen  Drei- 
ecke bestimmten  ähnlichen  ebenen  Systeme  besitzen 
denselben  Aehnlichkeitspol. 

Hieraus  folgt  femer  der  specielle  Satz : 

Die  Punkte,  welche  die  Verbindungsstrecken  der 
homologen  Punkte  zweier  in  einer  Ebene  liegender 
ähnlicher  ebener  Systeme  S^^  S^  nach  gleichen  Ver- 
hältnissen theilen,  bilden  ein  ähnliches  ebenes  Sy- 
stem ^3,  und  diese  drei  ähnlichen  ebenen  Systeme  sowie 
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die  durch  die  Verbindungsstrecken  bestimmten  ähn- 
lichen ebenen  Systeme  besitzen  denselben  Aehnlich- 
keitspol. 

335.  Krei8linlge  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  ebe- 
nen Systems  und  Vertauschung  derselben.  Bewegt  sich  in  Fig.  826 
ein  Systempunkt  A  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S^ 
welches  den  festen  Aehnlichkeitspol  $  besitzt,  auf  einem  Babn- 
kreise  or,  dessen  Mittelpunkt  A  ist,  so  vollziehen  alle  anderen  be- 
weglichen Systempunkte  B^C, , ,  ähnliche  Bewegungen  auf  ent- 
sprechenden Bahnkreisen  ß,  y^  >  -,  deren  Mittelpunkte  resp.  mit 
B,  r, . .  bezeichnet  sind  0.  Diese  specielle  einförmige  Bewegung 
nennen  wir  eine  kreislinige  Bewegung  des  ähnlich-ver- 
änderlichen ebenen  Systems  S.  Das  System  der  Mittelpunkte 
A,  B,  r, . .  ist  dem  System  der  Punkte  A,  B^C^ . .  ähnlich ,  und 
der  Aehnlichkeitspol  $  ist  auch  der  Doppelpunkt  dieser  beiden 
Systeme.  Sind  in  einer  Systemphase  die  Lagen  Ai^  B^^  C^^  der 
Systempunkte  A^  B^  (7,  gegeben,  und  ist  der  Mittelpunkt  A  des 
Bahnkreises  o  bekannt,  dann  erhalten  wir  die  entsprechenden 
Mittelpunkte  B,  F  der  durch  B^ ,  C^  gehenden  Bahnkreise  /$,  ^,  indem 
wir  das  Dreieck  "$ AB  od  S^A^B,  und  das  Dreieck  ^AF  od  ?  A^i 
machen.  Geht  insbesondere  der  Kreis  a  durch  den  Aehnlichkeitspol 
%  so  gilt  dasselbe  von  allen  Bahnkreisen,  und  alle  Systemgeraden 
umhtlllen  bei  dieser  speciellen  kreislinigen  Bewegung  Punkte^). 

Nehmen  wir  in  Fig.  826  bei  der  kreislinigen  Bewegung  des 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S  in  demselben  eine  Sy- 
stemcurve  k  an,  deren  Phasen  Ar^,  Ar,^  A3, . .  sind,  so  bilden  die 
Mittelpunkte  A,  B,  F . .  der  Bahnkreise  er,  /?,  )^ . .,  auf  denen  die 
Punkte  A^  B,C^..  der  Systemcurve  k  sich  bewegen ,  eine  zu  A- 
ähnliche  Gorve  /u';  und  die  von  der  Systemcurve  k  erzeugte, 
resp.  von  ihren  Phasen  k^^k^^..  umhüllte  HttUbahncurve  wird  auch 
von  den  Bahnkreisen  a^ß,y ..  umhüllt.  Die  Endpunkte  Aky  B^^  dj . . 
der  durch  $  gehenden  Durchmesser  der  Bahnkreise  bestimmen  die 

^)  Die  erste  Andeutung  dieser  Beziehungen  findet  sich  in  „Apollonius 
von  Pergen  ebene  Oerter*'.  Wiederhergestellt  von  R.  Simson,  Deutsch  von 
Garn  er  er.  1796.  S.  44.  —  DaseWsL  S.  69  hat  Simson  auch  zuerst  auf 
das  Princip  der  reciproken  Radien  hingewiesen. 

*)  Nachdem  Mannheim,  Nouvelles  Annales  de  Mathe'matiques.  1857. 
T.  16.  p.  322  auf  diese  specielle  kreislinige  Bewegung  zuerst  hingewiesen  hatte, 
wurde  dieselbe  von  Durand,  daselbst,  1867.  S^r.  2.  T.  6.  p.  80.  sehr  kurz, 
von  Gh.  Wiener,  Annali  di Matematica.  1868.  Ser.  2.  T.  1.  p.  139,  und  von 
Affolter,  Archiv  für  Mathematik  und  Physik.  1873.  Theü  55.  S.  175  aus- 
führlicher behandelt. 
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kleinste  Corvenphase  h^  and  die  anderen  Endpunkte  Ag^  Bg^  Cg^ . . 
bestimmen  die  grösste  Garrenphase  kg.  Betrachten  wir  die  Car- 
venpbasen  k^^k^^k^^. .  als  erstarrte  Bahncurven  nnd  die  Kreise 
a^ß^y^..  als  Phasen  eines  zu  einem  ähnlich-veränderlichen  ebenen 
System  S  gehörenden  Systemkreises ,  dann  erfolgt  die  Vertan- 
schong  der  Bewegung.  Wir  erhalten  somit,  falls  jene  Carve  k 
kein  Kreis  ist,  eine  allgemeine  einförmige  Bewegung  des  Systems  £ 
mit  demselben  Aehnlichkeitspol  $,  und  der  in  diesem  System  S 
befindliche  Systemkreis,  dessen  Phasen  a,  /$,/,..  sind,  erzeugt 
dieselbe  Httllbahncurve,  die  bei  der  ersten  Bewegung  auftritt 

In  Fig.  827  ist  ein  Systemkreis  k  in  einem  ähnlich- veränder- 
lichen ebenen  System  S  gegeben,  welches  den  festen  Aehnlich- 
keitspol $  besitzt  und  eine  kreislinige  Bewegung  vollzieht.  Der 
Mittelpunkt  M  des  Systemkreises  k  bewegt  sich  auf  dem  Kreise  ju, 
dessen  Hittelpunkt  mit  M  bezeichnet  ist.  Durch  das  constante 
Verhältniss  des  Radius  des  Systemkreises  k  zum  Abstände  seines 
Hittelpunktes  vom  Aehnlichkeitspol  $  sind  die  verschiedenen 
Kreisphasen  bestimmt;  und  es  ist  ftir  eine  Kreisphase  k^  mit  dem 
Hittelpunkte  M^y  welche  die  zugehörige  zweitheilige  Httllbahn- 
curve X  in  den  beiden  Punkten  (?|,  D^  berührt,  nach  dem  ge- 
gebenen Verhältnisse  $  if^ :  if,  2>i «» 1 :  it  construirt  Um  auf  dieser 
SLreisphase  k^  die  Bertthrungspunkte  C^,  A  zu  erhalten,  beach- 
ten wir,  dass  z.  B.  für  den  Bertthrungspunkt  2>i  die  gemeinsame 
Tangente  D^  G  an  k^  und  x  auch  die  Bewegungsrichtung  des  mit 
D^  momentan  coincidirenden  Systempunktes  enthält,  und  dass  also 
der  Winkel  "^D.G  gleich  dem  Winkel  $  if,  6  ist,  den  die  in 
M^  an  den  Kreise  fi  gelegte  Tangente  M^  Q  mit  M^  $  einschliesst. 
Demnach  ergeben  sich ,  wenn  wir  auf  $  M^  die  Senkrechte  $  G 
bis  an  M^  G  errichten  und  ttber  M^  G  als  Durchmesser  den  durch  $ 
gehenden  Kreis  t  beschreiben,  die  Bertthrungspunkte  C^,  D^  als 
Schnittpunkte  der  Kreise  Ar^,  t;  und  die  Geraden  6r{7„  GD^  sind 
die  Tangenten  an  der  Httllbahncurve  x. 

Auf  diese  Construction  der  Biertthrungspunkte  C^ ,  2>|  gesttttzt 
können  wir  leicht  nachweisen,  dass  die  erzeugte  Httllbahncurve  x 
ein  Gartesisches  Oval  ist.  Der  durch  den  Aehnlichkeitspol  $ 
gehende  Kreis  s,  welcher  auf  der  Ejreisphase  k^  die  Bertthrungs- 
punkte bestimmt,  schneidet  den  Kreis  /u  rechtwinkelig  und  die 
Gerade  ?  M  in  einem  zweiten  Punkt  ^';  folglich  ist  M  M\^  M  ^.M  $', 
und  es  bilden  die  Kreise  < ,  welche  auf  den  verschiedenen  Kreis- 
phasen kl,  Ar^, . .  die  Bertthrungspunkte  bestimmen,  ein  Kreisbttschel, 
dessen  Grundpunkte  $,$'  zu  dem  durch  $  gehenden  Durchmesser 
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des  Kreises  /^i  harmonisch  sind.  Demnach  ist  das  Verhältniss 
^  Jf j :  $'  A/j  =  1 :  V  constant ;  nnd  der  Kreis  k ,  der  die  Httllbahn- 
cnrve  x  erzengt,  kann  also  auch  als  ein  Systemkreis  eines  ähn- 
lich-veränderlichen ebenen  Systems  betrachtet  werden,  fttr  welches 
der  Punkt  $'  der  Aehnlichkeitspol  ist.  Bestimmen  wir  auf  der 
Geraden  Sß'D^  den  Punkt  E  so,  dass  $^' :  ^'J5  =  ^il/i :  ilfjZ?^  ist; 
dann  ist  die  Strecke  $'£=71.^$'  constant,  und  der  Punkt  E 
liegt  auf  einem  um  $'  mit  dem  Radius  n.$$'  beschriebenen 
Kreise  e.  Hiemach  sind  wegen  der  gleichen  Winkel  ^M^D^y 
^^'J9,  die  Dreiecke  ^  J/,2?„  ^^'JE  ähnlich  und  somit  auch  die 
Dreiecke  ^J/.'tß',  "^D.E  ähnlich.    Es  ist  also  das  Verhältniss 

demnach  ergiebt  sich,  weil  ED,  =$'2?,  —  ^'^=  ^'D,  —  » .  ?^' 
ist,  die  Beziehung 

durch  welche  nach  S.  69  das  Cartesische  Oval  definirt  wird;  und 
die  Punkte  ^,  ^'  sind  zwei  Brennpunkte  desselben.  Wir  erhalten 
auch,  wie  dort  gelehrt  wurde,  die  Tangente  i>,  G  an  dem  Carte- 
sischen  Oval,  indem  wir  in  ^  auf$i>i  und  inl^auf$'J9j  Senk- 
rechte errichten,  die  sich  in  einem  Punkte  dieser  Tangente  schnei- 
den. Wenn  der  erzeugende  Systemkreis  k  durch  den  Punkt  $' 
geht,  also  n  =  i/  ist,  dann  umhüllen  die  Kreisphasen  einerseits 
diesen  Punkt  $'  und  andererseits  eine  Pascal'sche  Gnrve,  welche 
der  zu  ^'  als  Lothpunkt  gehörenden  Fusspunktencurve  des  Krei- 
ses ^  im  Verhältnisse  2:1  homothetisch  ähnlich  ist.  Das  innere 
Oval  der  Htlllbahncurve  x  schrumpft  demnach  in  den  Punkt  %' 
zusammen  und  das  äussere  Oval  geht  in  diese  Pascarsche  Gnrve 
tlber.  Wenn  femer  der  erzeugende  Systemkreis  k  durch  den  Punkt 
^  geht,  also  71  =  1  ist,  dann  umhtlllen  die  Kreisphasen  eine  Pas- 
caTsche  Gurve,  welche  der  zu  $  als  Lothpunkt  gehörenden  Fuss- 
punktencurve des  Kreises  /u  im  Verhältnisse  2 : 1  homothetisch  ähn- 
lich ist.    Aus  dieser  Darlegung  folgt  somit  der  Satz: 

Bei  der  kreislinigen  Bewegung  eines  ähnlich-ver- 
änderlichen ebenen  Systems  ist  die  durch  einen  Sy- 
stemkreis erzeugte  Htlllbahncurve  ein  Gartesisches 
Oval,  welches  in  besonderen  Fällen  in  eine  Pascal- 
sche  Gurve  übergeht*). 

^)  Diese  Erzeugungsweise  des  Cartesischen  Ovals  hat  Quetelet  angegeben  in 
Herschel,  Tratte  de  la  lumiere,  1833.  T.  2.  Supplement,  p.  400.  Ein  reichhaltiges 
Literatur-Yerzeichniss  des  viel  behandelten  Cartesischen  Ovals  giebt  Ligaine, 
Bulletin  des  sciences  matMmatiques  et  astronomiqucs.  18S2.  S^r.  2.  T.  6.  p.  40. 
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Bei  der  Bewegung,  ftlr  welche  $  der  Aehnlichkeitspol  ist, 
liegen  die  Mittelpunkte  A,  B, . .  der  Bahnkreise  a,  ß^ . .,  die  den 
Pnnkten  A^^B^^..  der  Ereisphase  k^  oder  den  Punkten  A^^B^^.. 
der  Ereisphase  Ar,  entsprechen,  auf  dem  um  M  beschriebenen  Ereise 
/u';  und  es  sind  die  Gebilde  ^  AB . .  M  und  ^^,^1 . .  M,  ähnlich. 
Bei  der  Bewegung,  fttr  welche  $'  der  Aehnlichkeitspol  ist,  be- 
finden sich  die  Hittelpunkte  der  betreffenden  Bahnkreise  auf  dem 
um  M  beschriebenen  Ereise  /u",  für  den  die  analoge  Beziehung 
gilt.  Vertauschen  wir  nun  jene  erste  Bewegung,  indem  wir  die 
Ereisphasen  k^jk^f  als  erstarrt  und  die  Bahnkreise  a,  j^, . .  als 
Ereisphasen  eines  Systemkreises  in  einem  ähnlich-veränderlichen 
ebenen  System  betrachten,  welches  den  Aehnlichkeitspol  ^  be- 
sitzt, so  wird  das  Gartesische  Oval  x  auch  als  Httllbahncurve 
dieses  Systemkreises  erzeugt,  dessen  Mittelpunkt  sich  auf  dem 
Ereise  ju'  bewegt  Die  Berührungspunkte,  welche  die  Ereise  a,  /?,  • . 
mit  dem  Cartesischen  Oval  x  bilden,  werden  wie  vorhin  durch 
entsprechende  Ereise  bestimmt,  die  durch  den  Aehnlichkeitspol  $ 
und  durch  einen  zweiten  auf  $  M  liegenden  Punkt  $"  gehen ;  und 
diese  Punkte  %  $"  sind  harmonisch  zu  den  Endpunkten  des  durch 
$  gehenden  Durchmessers  des  Ereises  /u'. 

Die  durch  die  Berührungspunkte  D^^  C^  gehende  Gerade  2>i  C^^ 
welche  $i/j  in  dem  Punkte  q  schneidet,  geht  durch  den  festen 
Punkt  ^".  Denn  diese  Gerade  D^  C,  ist  die  Polare  des  Punktes  G  im 
Bezug  auf  den  Ereis  k^ ;  folglich  ist  auch  die  Gerade  ^  G  die  Polare 
des  Punktes  q,  und  somit  sind  die  Punkte  $,  q  harmonisch  zu  den 
Endpunkten  des  durch  $  gehenden  Durchmessers  des  Ereises  k^ ; 
und  da  D^C^  parallel  J/^M  ist,  so  geht  die  Gerade  2>,  C^  durch 
den  Punkt  $'',  der  mit  $  zum  entsprechenden  Durchmesser  des 
Ereises  fi'  haurmonisch  liegt  Hiemach  ergeben  sich  die  Berüh- 
rungspunkte C,,  Z>j  einfacher  als  Schnittpunkte,  die  der  Ereis  k^  mit 
der  durch  ^"  zu  MM^  parallel  gezogenen  Geraden  $''q  bildet; 
und  die  Normale  D^  M^  an  einem  Punkt  D^  des  Cartesischen  Ovals  x 
wird  erhalten,  indem  wir  den  zu  $"A  parallelen  Badius  MAf^ 
des  Ereises  (J  ziehen  und  D^  mit  M^  verbinden.  Es  ist  hiernach 
das  Product  $"  C, .  ?''i?j  —  ^"^' .  ^"$  constant,  und  dem  zufolge 
wird  das  Gartesische  Oval  durch  Diversion  im  Bezug  auf  $"  als 
Inversionscentrum  in  sich  selbst  übergeführt.  Die  drei  Punkte 
%  ¥^  ¥''  stehen  nach  dieser  Erkenntniss  in  gleichartiger  Beziehung 
zu  dem  Gartesischen  Oval  und  bilden  die  drei  Brennpunkte  des- 
selben. Die  Verbindungsgeraden  der  Berührungspunkte,  welche 
die  Ereise  o,/^,  •  .  mit  dem  Gartesischen  Oval  x  bilden,  gehen 
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dem  gemSss  durch  den  Brennpunkt  *$'.  Es  wird  hiemach  das  Car- 
tesische  Oval  noch  in  dritter  Weise  durch  einen  Systemkreis  eines 
ähnlich-veränderlichen  Systems  erzeugt,  für  welches  ?  oder  ^"  der 
Aehnlichkeitspol  ist,  wenn  der  Mittelpunkt  dieses  Systemkreises 
sich  auf  dem  Kreise  ^i"  bewegt,  und  hierbei  gehen  die  Verbin- 
dungsgeraden der  Bertthrungspnnkte  durch  den  Punkt  $.  Bei 
der  ersten  Erzeugungsweise  bertthrt  das  kleine  und  das  grosse  Oval 
die  Kreisphasen  ausserhalb,  bei  der  zweiten  bertthrt  das  kleine 
Oval  die  Kreisphasen  innerhalb,  das  grosse  Oval  ausserhalb,  und 
bei  der  dritten  werden  die  Kreisphasen  von  den  beiden  Ovalen 
nicht  gleichzeitig  bertthrt,  sondern  etwa  erst  von  dem  kleinen 
Oval  innerhalb  und  dann  von  dem  grossen  Oval  ausserhalb. 

In  Fig.  828  vollzieht  das  ähnlich-veränderliche  System  S  eine 
specielle  kreislinige  Bewegung,  bei  welcher  sich  der  Mittelpunkt 
M  eines  Systemkreises  k  auf  dem  durch  den  Aehnlichkeitspol  $ 
gehenden  Bahnkreis  fi  bewegt,  dessen  Mittelpunkt  M  ist;  demnach 
gehen  auch  alle  Bahnkreise  ctyß^..  durch  %  und  ihre  Mittelpunkte 
A,  B, . .  liegen  auf  dem  um  M  beschriebenen  Kreise  ^u',  der  durch 
die  ähnlichen  Gebilde  ^M  AB . .,  $  A/,^,  J5, . .  bestimmt  ist.  Ver- 
tauschen wir  diese  specielle  kreislinige  Bewegung,  indem  wir  die 
Kreisphasen  ^1,^3,..  als  Bahnkreise  und  die  Bahnkreise  or,/?, . . 
als  Kreisphasen  betrachten,  so  erhalten  wir  eine  allgemeine  kreis- 
linige Bewegung,  bei  welcher  die  durch  $  gehenden  Kreisphasen 
a,  /9,  .  .  eine  Pascarsohe  Gurve  x  als  Httllbahncurve  erzengen. 
Ziehen  wir  zu  dem  Radius  M  A  die  parallele  Sehne  $  JS^  des  Kreises 
a,  so  ist  der  Punkt  X  der  Bertthrungspunkt,  den  derselbe  mit  x 
bildet  Um  die  bekannte  einfachste  Gonstruction  der  Pascal  'sehen 
Gurve  x  auszufahren,  machen  wir  auf  einer  beliebigen  durch  $ 
gezogenen  Geraden  ^^/r»  welche  den  Kreis  11  im  Punkte  Mx  triffti 
die  Constanten  Strecken  M^^X,  M^X'  gleich  demBadius  der  grössten 
Phase  des  Systemkreises  k.  Die  kleinste  Phase  dieses  System- 
kreises k  schrumpft  in  den  Aehnlichkeitspol  $  zusammen,  welcher 
zugleich  der  Doppelpunkt  der  PascaTschen  Gurve  ist,  wenn  er 
sich  ausserhalb  des  Systemkreises  befindet.  Gehen  insbesondere 
die  Phasen  des  Systemkreises  k  durch  den  Aehnlichkeitspol  ¥, 
dann  geht  auch  der  Kreis  (4>'  durch  denselben,  und  die  Pascal- 
sche  Gurve  geht  dann  in  eine  Kardioide  über.  Hiemach  erhalten 
wir  den  Satz: 

Bei  einer  speciellen  kreislinigen  Bewegung  eines 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  erzeugt  ein 
Systemkreis  eine  Pascarsche  Gurve,  die  in  eine  Kar- 
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dioide   übergeht,  wenn  der  Systemkreis  durch  den 
Aehnlichkeitspol  geht. 

Die  Verbindnngsgerade  der  Berührangsponkte  D^^  C^  einer 
Phase  A:,  des  Systemkreises  k  geht  durch  den  Brennpunkt  $', 
welcher  der  zu  dem  Aehnlichkeitspol  $  und  den  beiden  Endpunk- 
ten des  Durchmessers  des  Kreises  ^'  gehörende ,  vierte  harmo- 
nische Punkt  ist  In  diesem  Brennpunkte  $'  vereinen  sich  bei 
der  Pascarschen  Curve  jene  beiden  Brennpunkte  $',  $"  des  Car- 
tesischen  Ovals ;  und  bei  der  Eardioide  fallen  dieselben  mit  dem 
Aehnlichkeitspol  $  zusammen,  der  die  Spitze  der  Eardioide  bildet 

336.  Geradlinige  Bewegung  eines  ähnlicli-veränderiiclien  ebenen 
Systems  nebst  Vertauscliung  und  Umicelirung  desselben  in  kreis- 
linige  Bewegung.  Bewegt  sich  in  Fig.  829  ein  Systempunkt  A 
eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S^  welches  den  festen 
Aehnlichkeitspol  $  besitzt,  auf  einer  Bahngeraden  a,  so  vollziehen 
alle  anderen  beweglichen  Systempunkte  B^C^. .  ähnliche  Bewe- 
gungen auf  entsprechenden  Bahngeraden  /?}/,..  Diese  specielle 
einförmige  Bewegung  nennen  wir  eine  geradlinige  Bewegung 
des  ähnlich- veränderlichen  ebenen  Systems  S]  und  dieselbe  geht 
als  Specialfall  aus  der  kreislinigen  Bewegung  hervor,  wenn  die 
Bahnkreise  unendlich  gross  sind.  Die  von  den  gleichzeitigen  Lagen 
der  Systempunkte  A^  B^C^ , .  auf  den  Bahngeraden  er,  /?,;/,.,  ge- 
bildeten Punktreihen  sind  ähnlich  und  besitzen  denselben  Aehn- 
lichkeitspol $.  Die  Lagen  einer  Systemgeraden  umhüllen  eine 
Parabel,  deren  Brennpunkt  der  Aehnlichkeitspol  $  ist;  dieselbe 
ist  also  die  HiUlbahncurve  dieser  Systemgeraden.  Die  von  den 
Punkten  A^^  B^^C^. .  einer  Systemphase  S^  nach  dem  Aehnlich- 
keitspol ^  gehenden  Geraden  A,%B,%  C;^,, . .  bilden  gleiche 
Winkel  mit  den  entsprechenden  Bahngeraden  a,  ß^y^ . . ;  und  um- 
gekehrt bestimmen  die  von  dem  Aehnlichkeitspol  $  nach  den  Bahn- 
geraden a,  /?,  ^1 .  •  unter  gleichem  Winkel  in  gleichem  Sinne  ge- 
zogenen Geraden  die  Punkte  A^J  £,,  (7^, . .  einer  Systemphase  aS^ 
von  S.  Fällen  wir  von  dem  Aehnlichkeitspol  $  Senkrechte  auf  die 
Bahngeraden  a,  /?,  }^, . . ,  dann  bilden  die  Fusspunkte  Aky  Bty  <7», . . 
die  kleinste  Systemphase  St  des  ähnlich-veränderlichen  Systems  S. 
Ist  der  feste  Aehnlichkeitspol  $  und  die  Bahngerade  a  des  in  A^ 
befindlichen  Systempunktes  A  gegeben,  so  erhalten  wir  zu  be- 
liebigen Punkten  jS^,  C^y . .  der  durch  ^A^  bestimmten  Systemphase 
die  entsprechenden  Bahngeraden  ft  y  .  .,  indem  wir  die  Winkel 
^BJ,  ^C,y,. .  gleich  dem  Winkel  "^A.a  machen. 

Vollzieht  das  betrachtete  ähnlich  -  veränderliches  ebenes  Sy- 
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stem  S  mit  dem  Aehnlichkeitgpol  $  eine  geradlinige  Bewegang,  bei 
welcher  die  Bahngeraden  a^ß^y  . .  eine Gurve  x  umhttUen»  dann  er- 
halten wir  auf  diesen  Bahngeraden  die  Punkte  A^^  B^^  C^^ . .  einer 
Garvenphase  k^^  indem  wir  die  Geraden  ^A^^^B^^^C^^..  nnter 
gleichen  Winkeln  in  gleichem  Sinne  an  die  Bahngeraden  a, ß^y^.. 
ziehen.  In  gleicher  Weise  ergeben  sich  die  Pnnkte  A^^  B^j  C,, . . 
einer  anderen  Garvenphase  Ar,;  und  femer  bilden  die  Fnsspnnkte 
Aiy  Bm,  Cuy . .  der  von  $  auf  a,  ß^y^ . .  gefällten  Senkrechten  die 
kleinste  Carvenphase  kk.  Die  Systemcnrve  k^  der  die  Garvenphasen 
KjK}  ^h  •  •  entsprechen,  ist  also  der  zn  ^  als  Lothpnnkt  gehö- 
renden Fusspanktencnrve  kt  von  x  ähnlich.  Die  Systemcnrve  k 
erzeugt  demnach  die  Curve  x  als  Hüllbahncarve ,  die  von  den 
Gurvenphasen  k^^k^ykt^ . .  umhüllt  wird.  Wenn  wir  die  einförmige 
Bewegang  vertauschen,  uns  also  die  Gurvenphasen  Ar^,  ^2, . .  er- 
starrt denken  und  annehmen,  dass  z.  B.  zwei  Systempunkte  eines 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S,  für  welches  $  der  Aehn- 
lichkeitspol  ist,  sich  beziehlich  auf  den  Bahncurven  A\,  k^  in  die 
Lagen  A^^B^^C^ ..  und  A^^  j?,,  C^  bewegen,  so  umhüllen  die  Ge- 
raden ctyßjy^  als  Lagen  einer  Systemgeraden  des  Systems  S  die 
Gurve  x,  und  dieselbe  wird  demnach  auch  als  Hüllbahncurve  die- 
ser Systemgeraden  erzeugt. 

Wenn  in  Fig.  830  zwei  Systempunkte  A,  B  auf  den  Bahn- 
geraden or,  /?,  welche  sich  in  G^ß  schneiden,  ähnliche  Bewegungen 
vollziehen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkten  mit  Ausnahme 
des  fest  bleibenden  Aehnlichkeitspols  $ ;  und  derselbe  wird,  wenn 
zwei  Lagen  A^B^^  A^B^  der  Systemstrecke  AB  gegeben  sind,  als 
zweiter  Schnittpunkt  $  der  Kreise  Ar^,  k^  bestimmt,  welche  resp. 
durch  A^  B^  O^ß  und  A^B^G„ß  gehen.  Diese  Kreise  k^^  A,  können 
wir  als  Phasen  eines  Systembeises  k  betrachten.  Die  Gesammtheit 
aller  Phasen  desselben  bilden  demnach  ein  Kreisbüschel,  dessen 
Grundpunkte  ^^G^ß  sind;  und  die  Punkte  dieses  Systemkreises 
bewegen  sich  auf  Bahngeraden,  die  durch  den  Punkt  Gaß  gehen. 

Nehmen  wir  in  Fig.  830  an,  dass  drei  Punkte  A^B^C  eines 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S  gezwungen  sind  sich 
auf  drei,  resp.  in  den  Punkten  G„ßy  Gßy^  Gy^  sich  schneidenden 
Bahngeraden  or, /9,/  zu  bewegen,  so  erhalten  wir  den  Aehnlich- 
keitspol  ¥  einer  durch  die  Punkte  A^yB^^C^  gegebenen  System- 
phase als  Schnittpunkt  von  je  zweien,  den  Dreiecken  A^B^G^^ 
A  ^1  ^jy}  ^1  -^1  ^ya  amschriebcnen  Kreisen ;  und  die  Geraden  -4,$, 
^1  %  ^x  ^  bilden  beziehlich  gleiche  Winkel  mit  den  Bahngeraden 
cLyß^y.    Demnach  ist  diese  Bewegung  des  ähnlich- veränderlichen 
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ebenen  Systems  S  identisch  mit  der  Bewegung  des  ähnlich -ver- 
änderlichen ebenen  Systems,  dessen  fester  Aehnlichkeitspol  $  ist 
nnd  dessen  Systempunkt  A  auf  der  Bahngeraden  a  geführt  wird. 
Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  drei  Punkte  eines  ahnlich-veränderlichen 
ebenen  Systems  gezwungen,  sich  auf  je  einer  Bahnge- 
raden in  einer  Ebene  zu  bewegen,  so  ist  die  Bewe- 
gung dieses  Systems  eine  geradlinige;  alle  System- 
punkte mit  Ausnahme  des  festen  Aehnlichkeitspols 
vollziehen  ähnliche  Bewegungen  auf  Bahngeraden 0- 

In  Fig.  831  ist  der  besondere  Fall  dargestellt,  bei  welchem 
in  einem  geradlinig  bewegten  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen 
System  S  mit  dem  festen  Aehnlichkeitspol  $  ein  Systemkreis  k 
gegeben  ist,  dessen  Mittelpunkt  M  sich  auf  der  Bahngeraden  fi 
bewegt  Es  sei  der  Kreis  k^ ,  dessen  auf  ^  liegender  Mittelpunkt 
mit  M^  bezeichnet  ist,  eine  Phase  eines  Systemkreises  k.  Die  zu  den 
Punkten  A^yB^fC^JD^y ..  des  Kreises  Ar^  gehörenden  Bahngeraden 
o,  ßj  >^,  d, .  •  bilden  mit  den  von  diesen  Punkten  nach  dem  Aehn- 
lichkeitspol $  gehenden  Geraden  gleiche  Winkel,  die  dem  Winkel 
/uil/,$  gleich  sind.  Dem  zufolge  umhüllen  diese  Bahngeraden  nach 
Art.  56  b)  einen  Kegelschnitt  x,  dessen  einer  Brennpunkt  der  Aehn- 
lichkeitspol $  ist  und  dessen  Mittelpunkt  Mk  der  Fusspunkt  der 
von  $  auf  ^  gefällten  Senkrechten  ist  Dieser  Kegelschnitt  x, 
der  in  Fig.  831  eine  Hyperbel  ist,  wird  demnach  auch  als  HttU- 
bahncurve  des  Systemkreises  k  erzeugt,  und  wird  also  von  den 
Phasen  desselben  umhüllt^).    Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Bei  einer  geradlinigen  Bewegung  des  ähnlich- 
veränderlichen ebenen  Systems  ist  die  von  einem  Sy- 
stemkreise erzeugte  HüUbahncurve  ein  Kegelschnitt, 
dessen  einer  Brennpunkt  der  Aehnlichkeitspol  ist 
und  dessen  Nebenaxe  in  der  Bahngeraden  des  Mittel- 
punktes dieses  Systemkreises  liegt 

Die  Bahngeraden  a,  y,  welche  den  Endpunkten  Ä^^  C^  des 
durch  $  gehenden  Durchmessers  des  Kreises  k^  entsprechen,  sind 


0  Vergl.  die  Notiz  Ton  De  Lafitte,  NouveUes  Annales  de  Mathäma- 
tiques.  1858.  T.  17.  p.  49. 

')  Auf  diese  Erzeugungsweise  hat  Quetelet  zuerst  hingewiesen  in  H er- 
sehe 1,  Tratte  de  la  lumiere,  1833.  T.  2.  Sapplement.  p.  390;  und  dieselbe  wurde 
später  auch  von  Küpper  angegeben  Im  Archiv  fßr  Mathematik  und  Physik, 
1857.  Theil  28.  S.  100. 
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der  Bahngeraden  fi  parallel  und  bilden  somit  die  Scheiteltangen- 
ten des  Kegelschnitts  x.  Um  eine  andere  Phase  k^  des  System- 
kreises  k  zu  erhalten^  nehmen  wir  anf  fi  einen  beliebigen  Punkt 
M^  an^  ziehen  die  Gerade  M^%  welche  a  im  Pnnkt  A^  schneidet, 
nnd  beschreiben  nm  3/,  den  durch  A^  gehenden  Kreis  k^  Auf 
diese  Weise  können  wir  den  Kegelschnitt  x  auch  leicht  als  die 
EinhttUcurve  der  Kreise  k^y  k^j . .  zeichnen.  Wenn  insbesondere  der 
Sjstemkreis  k  durch  den  Aehnlichkeitepol  $  geht,  dann  bilden 
die  Kreisphasen  ein  Kreisbttschel ,  für  welches  dieser  Aehnlich- 
keitspol  der  eine  Grundpunkt  und  der  gemeinsame  Schnittpunkt 
der  zu  den  Punkten  dieses  Systemkreises  gehörenden  Bahngera- 
den der  andere  Grundpunkt  ist  Der  Kegelschnitt  x  wird  dann 
durch  diese  beiden  Grundpunkte  vertreten. 

Um  die  Berührungspunkte  ^i,  D^  zu  bestimmen ,  die  eine 
Kreisphase  k^  mit  dem  Kegelschnitt  x  bildet,  errichten  wir  nach 
der  S.  871  abgeleiteten  Construction  auf  ^If^  die  Senkrechte  $  (r 
bis  an  die  Bahngerade  fi  und  beschreiben  über  M^G  als  Durch- 
messer den  Kreis  t,  der  den  Kreis  k^  in  den  Berührungspunkten 
B^ ,  D^  schneidet  Die  gemeinsamen  Tangenten  ^^  Gy  D^  G  von  k^ 
und  X  sind  die  Bahngeraden  ßy  3  der  momentan  in  diesen  Berüh- 
rungspunkten befindlichen  Systempunkte.  Hieraus  folgt,  dass  jeder 
durch  die  Brennpunkte  %  $'  eines  Kegelschnitts  gehende  Kreis 
denselben  in  zwei  Punktpaaren  schneidet,  deren  Tangenten  sich 
in  je  einem  Punkte  dieses  Kreises  auf  der  Nebenaxe  des  Kegel- 
schnitts trefifen. 

Vertauschen  wir  die  Bewegung,  indem  wir  die  Kreisphasen 
k^ ,  k^  als  Bahnkreise  betrachten,  so  erhalten  wir  eine  kreislinige 
Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  ebenen  Systems  2',  bei 
welchem  ^  der  Aehnlichkeitspol  ist  Zweien  auf  den  Bahnkreisen 
k^yk^  bewegten  Systempunkten  entsprechen  beziehlich  die  Lagen 
A^j  J5j,  C^ . .  und  -4j,  -Sj,  C,, , .,  welche  die  Lagen  er,  ft  y, . .  einer 
Systemgeraden  von  S'  bestimmen.  Demnach  erzeugt  diese  System- 
gerade den  Kegelschnitt  x  auch  als  HüUbahncurve ;  und  somit 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Bei  einer  kreislinigen  Bewegung  eines  ähnlich- 
veränderlichen ebenen  Systems  ist  die  durch  eine 
Systemgerade  erzeugte  HüUbahncurve  ein  Kegel- 
schnitt, dessen  einer  Brennpunkt  der  Aehnlichkeits- 
pol ist,  und  die  Lagen  dieser  Systemgeraden  in  der 
kleinsten  und  in  der  grössten  Systemphase  bilden  die 
Scheiteltangenten  dieses  Kegelschnitts. 
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Da  bei  der  geradlinigen  Bewegung  des  äbnlicb-veränderlichen 
ebenen  Systems  S  in  Fig.  831  die  Ereisphasen  der  durch  den 
Aebnlicbkeitspol  $  gehenden  Sjstemkreise  Punkte  umhüllen,  so 
werden  y  wenn  wir  die  Bewegung  umkehren ,  diese  Ereisphasen 
nach  dem  Satze  auf  S.  864  Bahnkreise  der  Punkte  eines  anderen 
fibnlich-veränderlicben' ebenen  Systems  2,  welches  den  Aebnlicb- 
keitspol $  besitzt ;  und  wir  erbalten  eine  specielle  kreislinige  Be- 
wegung des  Systems  £  im  Bezug  auf  eine  erstarrt  gedachte  Sy- 
stemphase von  S^  z.  B.  auf  die  Systemphase  /S,,  zu  welcher  die 
Ereisphase  k^  gehört.  Die  Geraden  a^ß^y . .  als  Systemgeraden 
von  S  umhüllen  je  einen  Punkt  in  der  Systemphase  S^^  und  der 
zu  £  gehörende  Systemkegelschnitt  x  erzeugt  als  Hüllbahncurye 
in  S^  den  Ereis  k^  Wir  erhalten  also  durch  diese  Umkehrung 
der  Bewegung  den  Satz : 

Bei  der  speciellen  kreislinigen  Bewegung  eines 
ähnlich-veränderlichen- ebenen  Systems  erzeugt  ein 
Systemkegelschnitti  dessen  eine;*  Brennpunkt  der 
Aebnlicbkeitspol  ist,  einen  Ereis  als  HüUbahncurve. 

Der  durch  die  Punkte  D^^D^^^  beschriebene  Ereis  d  ist  der 
Bahnkreis  des  zum  Eegelschnitt  x  gehörenden  Punktes  des  Sy- 
stems Sy  der  beziehlich  in  die  Lagen  A»  A»  gelangt,  wenn  dieser 
Eegelschnitt  in  die  Phase  x  und  in  die  punktirte  Phase  W  über- 
geht. Im  Punkte  D^  wird  der  Ereis  Ar,  einerseits  von  der  Eegel- 
schnittphase  x'  berührt,  und  der  Tangente  i>i&  an  x  entspricht 
die  Tangente  D^&  an  W.  Anderseits  berührt  die  Eegelschnitt- 
phase  yd  den  Ereis  k^  in  dem  Punkt  B^^  der  dem  Berührungs- 
punkt B^  entspricht 

Der  Ereis  k^  als  HüUbahncurve  des  Eegelschnitts  x  wird  auch 
von  den  durch  $  gehenden  Bahnkreisen  berührt,  auf  denen  sich 
die  Punkte  dieses  Eegelschnitts  bewegen.  Die  grösste  Eegel- 
schnittphase  tritt  auf,  wenn  der  auf  dem  Bahnkreise  d  bewegte 
Systempunkt  sich  in  Dg  dem  Aebnlicbkeitspol  $  diametral  ge- 
genüber befindet,  und  diese  grösste  Eegelscbnittphase  berührt 
dann  den  Ereis  k^  in  den  beiden  Endpunkten  seines  durch  $ 
gehenden  Durchmessers.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  über  den  Brennstrahlen  eines  Eegelschnitts 
als  Durchmesser  beschriebenen  Ereise  umhüllen  den 
Ereis,  der  den  Eegelschnitt  in  den  beiden  Scheiteln 
der  Hauptaxe  berührt. 

In  analoger  Weise  gelangt  man  durch  weitere  Untersuchungen 
der  geradlinigen  und  der  durch  Umkehrung  sich  ergebenden  Be- 
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wegnng  za  immer  nenen  Ergebnissen^);  und  je  mehr  sich  die 
Untersnchnng  auf  besondere  Fälle  erstreckt,  um  so  grösser  wird| 
wie  die  folgenden  Darlegungen  zeigen,  der  bewnndernngswttrdige 
Beichthnm  der  speciellen  Beziehnngen,  die  sich  als  Folgerungen 
ergeben. 

337.  Beziehungen  zum  Brocard'schen  Kreise  als  Folgerungen 
aus  der  geradlinigen  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen 
Systems.  Wir  betrachten  in  Fig.  832  ein  zu  einem  ähnlich-ver- 
änderlichen ebenen  System  S  gehörendes  Dreieck  ABCy  dessen 
Ecken  sich  beziehlich  auf  den  Bahngeraden  a,  /?,  y  bewegen.  Diese 
Bahngeraden  bilden  ein  Dreieck  A  B  F,  so  dass  die  Ecken  A,  B,  F 
beziehlich  den  Geraden  a,  ß^  y  gegentlberliegen. 

Die  drei  nicht  gezeichneten  Kreise,  welche  durch  die  Ecken  der 
Deiecke  ABT^  BCA,  CAB  gehen,  schneiden  sich  nach  S.  867  in 
dem  festen  Aehnlichkeitspol  $  des  ähnlich-veränderlichen  Dreiecks 
ABC'^  und  die  Fasspnnkte  Aky  Btj  Q  der  von  $  auf  die  Bahngera- 
den er,  ßj  y  gefällten  Senkrechten  bilden  die  kleinste  Phase  dieses 
Dreiecks.  Der  dem  Dreieck  ^£C  umschriebene  veränderliche 
Kreis  k  erzeugt  als  Httllbahncurve  einen  in  Fig.  832  nicht  ge- 
zeichneten Kegelschnitt  x,  dessen  einer  Brennpunkt  der  Aehnlich- 
keitspol $  ist  und  der  die  Seiten  des  Dreiecks  A BF  berührt  Der 
um  das  Dreieck  A^BkCk  beschriebene  Kreis  kt  bertlhrt  als  kleinste 
Kreisphase  den  Kegelschnitt  x  in  den  Scheiteln  auf  der  Hauptaxe 
desselben.  Der  Mittelpunkt  Mt  des  Kreises  kt  ist  auch  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts  x,  und  die  Fusspunkte  Ai^  Bi^  Ci  der  von 
dem  zweiten  Brennpunkte  $'  auf  o,  /?,  y  gefällten  Senkrechten  lie- 
gen auch  auf  dem  Kreise  kt.  Der  veränderliche  Kreis  k  schneidet 
femer  die  Geraden  cc^ß^y,  resp.  die  Seiten  des  festen  Dreiecks 
A  B  r  in  den  Punkten  -4.',  jB',  C',  welche  auch  ein  ähnlich- verän- 
derliches Dreieck  bilden ,  dessen  Ecken  Aj  B\  O  sich  auf  den 
Bahngeraden  or,  /9,  y  bewegen ;  denn  für  die  Winkel,  die  wir  ebenso 
wie  die  Ecken  der  Dreiecke  ABC^A  B*  C,  A  B  F  bezeichnen,  gelten, 
wie  sich  leicht  ergiebt,  die  Beziehungen: 

^  +  JL'  =  B  +  F,    5-f-5'  =  F  +  A,    C4-(7  =  A  +  B. 
Wenn  nun  der  Kreis  k  in  die  kleinste  Phase  k^  übergeht,  ge- 
langt das  ähnlich  -  veränderliche  Dreieck  A^B^O  gleichfalls  mit 
diesem  in  die  kleinste  Phase  Ak^BkyCt\  folglich  ist  der  zweite 
Brennpunkt  %'  der  feste  Aehnlichkeitspol  für  das  ähnlich-verän- 

^)  Vergl.  Burmester  nKinematisch-geoinetrische  Untersuchungen  gesetz- 
mässlg-ver&nderlicher  Systeme",  Zeitschrift  fOr  Mathematik  und  Physik,  1875. 
B.  20.  S.  393. 
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derliche  Dreieck  AB'Oj  und  der  dem  Dreieck  A'B^O  umschrie- 
bene Kreis  k  erzengt  somit  auch  bei  der  Bewegung  dieses  Dreiecks 
den  Kegelschnitt  x  als  Httllbahncurre.  Der  Mittelpunkt  M  des 
veränderlichen  Kreises  k  bewegt  sich  auf  der  Nebenaxe  dieses 
Kegelschnitts,  die  in  der  Mitte  Mu  auf  $$'  senkrecht  steht,  und 
dem  gemäss  vollziehen  ebenso  wie  die  Geraden  ^M^^*M auch  die 
ähnlich- veränderlichen  Dreiecke  ÄBCy  AB^O  entgegengesetzt 
gleiche  Drehungen  um  die  festen  AehnUchkeitspole  %  $'  ^).  Aus 
den  ähnlichen  Punktreihen,  welche  die  betreffenden  Ecken  auf 
den  Oeraden  a,  ß^  y  erzeugen,  gehen  mannigfaltige  projective  Be- 
ziehungen hervor.  Die  selbstentsprechenden  Punkte  dieser  ähn- 
lichen Punktreihen  sind  die  Bertlhrungspunkte,  welche  der  Kegel- 
schnitt X  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  ABF  bildet  Bei  einem 
dem  Dreieck  ABF  eingeschriebenen  Kegelschnitt  x,  dessen  Brenn- 
punkte $,  $'  sind,  gilt  nach  S.  604  die  Beziehung  der  Winkel 
^AB  — —  ?'AF,  $BF«=  — $'BA,  ^FA  =  — $'FB. 
Nehmen  wir  insbesondere  an,  dass 

A  =  V,    B~tK,    C=B 

ist,  so  ergiebt  sich  infolge  der  Gleichheiten  jener  obigen  Winkel- 
summen 4'  =  B,  5'  =  F,  (7  — A; 
und  es  sind  demnach  die  Dreiecke  A  B  F,  .B  CA^  O  A*  B^  ähnlich. 
Bei  dieser  Anordnung  gelangen  also  die  beiden  Dreiecke  BCA^ 
O AB'  mit  dem  festen  Dreieck  ABF  gleichzeitig  zur  Deckung, 
wenn  zwei  der  homologen  Ecken  der  beiden  veränderlichen  Drei- 
ecke sich  in  der  zugehörigen  homologen  Ecke  des  festen  Dreiecks 
vereinen.  Das  feste  Dreieck  A  B  F  ist  also  eine  gemeinsame  Phase 
der  beiden  ähnlich- veränderlichen  Dreiecke  BCAy  O  AB'\  folg- 
lich sind  die  Winkel  ^AB,  $BF,  ^FA  so  wie  die  Winkel  ^'AF, 
^'  F  B,  $'  B  A  gleich ,  und  somit  haben  alle  diese  sechs  Winkel 
gleiche  Grösse.  Die  beiden  durch  diese  Winkelgleichheit  definir- 
ten  Punkte  %  $'  nennen  wir  die  Jac  ob i' sehen  Punkte  des  Drei- 
ecks ABFy  die  auch  dieSegmentärpunkte  desselben  heissen^). 
Die  Jac ob i' sehen  Punkte  sind  hiemach  zwei  ausgezeichnete 
Punkte  der  in  Art.  249  behandelten  quadratischen  Verwandtschaft. 
Wenn  das  Dreieck  BCA  mit  dem  Dreieck  ABF  zur  Deckung 


*)  Diese  Bewegungen  wurden  zuerst  Yon  Neuberg  behandelt,  Procee" 
dings  of  the  London  Mathematieäl  Society,  1884—1885.  Vol.  16.  p.  184. 

')  Diese  Punkte,  welche  auch  nach  Brocard  benannt  werden,  stammen 
von  G.  F.  A.  Jacobi  und  sind  mltgetheilt  in  dessen  Uebersetzung  der  J.  H.  van 
Swinden's  Elemente  der  Geometrie,  1834.  8.239,  339;  aber  durch  Brocard 'b 
anregende  Abhandlungen  haben  diese  Punkte  erst  vielseitige  Beachtung  gefunden. 

Bmmtiter,  Kinematik  L  56 
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gelangt,  ergiebt  sich  der  zugehörige  Aehnlichkeitspol  $  als  gemein- 
samer Schnittpunkt  der  drei  Kreise  AB<^,  BF^,  TA^,  welche  be- 
ziehlich  F  A  in  A,  A  B  in  B,  B  F  in  F  berühren.  Ebenso  erhalten  wir, 
wenn  das  Dreieck  O  A!  J9'  mit  dem  Dreieck  A  B  F  zur  Deckung  ge- 
langt, den  zugehörigen  Aehnlichkeitspol  $'  als  den  gemeinsamen 
Schnittpunkt  der  drei  Kreise  F  B^',  B  A?',  AF^',  welche  beziehlich 
AF  in  F,  FB  in  B,  AB  in  A  berühren.  Es  werden  demnach  die 
beiden  Jacobi'schen  Punkte  $,  $'  insbesondere  auch  durch  diese 
Kreise  bestimmt. 

Der  dem  Dreieck  A  B  F  umschriebene  Kreis  k^  ist  eine  Phase 
des  Kreises  k  und,  der  Mittelpunkt  M^  von  k^  liegt  demnach  auf 
der  Geraden  Af^JI/,  die  in  der  Mitte  auf  $$'  senkrecht  steht  Der 
durch  die  Punkte  ^4,  $,$'  gezogene  Kreis  /,  der  die  Gerade  M^M^  in 
dem  zweiten  M^  diametral  gegenüberliegenden  Punkte  G  schnei- 
det, ist  der  Brocard'sche  Kreis  0»  ^^  den  sich  eine  unüber- 
sehbare Fülle  geometrischer  Beziehungen  knüpft  \  und  der  Punkt 
G  ist  der  L'H u i  1  i e r'sche  Punkt  für  da«  Dreieck  ABF3),  der 
dadurch  bestimmt  wird,  dass  seine  Abstände  von  den  Seiten  des 
Dreiecks  A B F  sich  wie  diese  Seiten  verhalten.  Der  Brocard'sche 
Kreis  t  schneidet  den  Kreis  k^  in  den  beiden  Berührungspunkten, 
welche  dieser  Kreis  k^  mit  jenem  Kegelschnitt  x  bildet,  und  die 
im  betrachteten  Falle  imaginär  sind.  Die  Tangenten  in  diesen  Berüh- 
rungspunkten an  dem  Kreise  k^  oder  an  dem  Kegelschnitt  x  schneiden 
sich  in  dem  UH  u  i  1  i  e  raschen  Punkt  6,  zu  dem  also  die  gemeinsame 
Secante  der  Kreise  Ar^,  t  als  Polare  im  Bezug  auf  den  Kreis  k^  gehört 

Da  die  beiden  Dreiecke  ABC^  AB^O  entgegengesetzt  gleiche 
Drehungen  vollziehen  und  die  Eckenpaare  A  B\  B  (7,  CA'  gleich- 

')  BTOCtkTdfNouvelleCorrespondancemathematique.  1877.  T.  III  p.  65, 106, 
1 87.  Association  Fran^cdse  pour  Vavancemeni  des  sdences,  Congres  d  Alger,  1881 ; 
ferner  Congres  de  Ronen.  1883,  und  M^moires  de  VAcaddmie  de  Montpeüier.  1886. 

')  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht 
alle  B&nde  1881—1887  im  Aufgaben -Verzeichniss  „S^^mentärpunkte'',  »Bro- 
card*scher  Kreis**.  Viele  mannigfaltige  Beziehungen  zum  Brocar duschen 
Kreise  hat  Artzt  aus  veränderlichen  Gebilden  erfolgreich  abgeleitet  in  dem 
Programm  18S3— 1884  des  Gymnasiums  zu  ReckUnghausen. 

s)  Die  ursprüngliche  Definition  dieses  Punktes  gab  L'Huilier  in  seinen 
Elements  danalyse  gdometrique  et  danalyse  alge'brique  1809.  p.  296.  Später 
haben  auch  6  rebe  im  Archiv  für  Mathematik  undPhysik,  1847.  Theil  9.  8.  520 
HoBsard  in  Nouvelles  Annales  de  Mathimatiques.  1848.  T.  7.  p.  407,  454  und 
Lemoine  daselbst  1873.  Sär.  2.  T.  12.  S.  364  auf  diesen  Punkt  hingewissen,  der 
unstatthaft  nach  Grebe  oder  Lemoine  benannt  wird.  Vergleiche  ferner  die 
reichhaltige  Literatur -Angabe  von  Lemoine  in  Association  Frangaise  povr 
Vavancement  des  sdences.  Congris  de  Grenoble  1885. 


Bewegung  &biilich-Yer&nderlicher  ebener  Systeme.  883 

zeitig  beziehlich  mit  den  Ecken  F,  A,  B  coincidiren,  so  sind  anch 
die  Bogen  Äb\  BÜ\  6a'  gleich,  welche  die  Seiten  des  festen  Drei- 
ecks ABT  anf  dem  veränderlichen  Kreis  k  bestimmen ;  und  folg- 
lich sind  die  Verbindungsgeraden  A  C\  B  A\  CB'  resp.  den  Drei- 
ecksseiten TA,  AB,  BF  parallel.  Diese  Yerbindungsgeraden  bilden 
ein  ähnlich-veränderliches  Dreieck  aBc,  welches  dem  Dreieck  A  BF 
homothetisch  ähnlich  ist;  und  der  L'Hui  Her 'sehe  Punkt  G  ist,  wie 
man  leicht  erkennt,  der  Aehnlichkeitspnnkt  dieser  beiden  Dreiecke. 

Um  noch  einige  Beziehungen  kurz  zu  erwähnen,  zeichnen  wir  in 
Fig.  838  die  Ereisphase  Ar,,  die  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  Mi  mit 
dem  Brocard'schen  Kreise  i  hat,  also  demselben  concentrisch  ist; 
dann  gehen  die  Verbindungsgeraden  A4  CS,  BtAi^  QBl  der  Ecken  der 
betreffenden  Dreiecke  AiBiQ^  AiBid  durch  den  L'Huili  er 'sehen 
Punkt  G.  Auf  die  Beziehung  dieses  ausgezeichneten  Kreises  Ar^, 
der  von  Lemoine  1)  stammt,  haben  Tucker^)  und  StolP)  gleich- 
zeitig hingewiesen.  Jenes  Dreieck  aBc  schrumpft  bei  diesem  Kreise 
in  den  L'Huilier'schen  Punkt  (r  zusammen,  und  die  durch  den- 
selben gehenden  Verbindungsgeraden  QBi,  AiQ,  BiA\  bestimmen 
auf  dem  Brocard'schen  Kreise  i  ein  Dreieck  abc^  welches  dem 
Dreieck  ABF  gegenwendig  ähnlich  ist.  Femer  schneiden  sich 
die  drei  Geraden  A  i,  B  c,  F  a  im  Punkte  $  und  die  drei  Geraden 
FA,  Ba,  Ac  in  dem  Punkte  ^*.  Die  Geraden  A*,  Bc,  Fa  sind  be- 
ziehlich parallel  zu  AiBi^Bidj  C,^,,  und  die  Geraden  Fi,  Bcr, 
Ac  sind  resp.  parallel  ClBi^  BiAi,  A'id.  Der  Punkt  ^'  als  zu 
der  Dreiecksphase  ABF  gehörend  betrachtet  wandert  bei  der  Be- 
wegung jenes  Dreiecks  B  CA  auf  der  Geraden  $'  G  und  gelangt 
als  Punkt  der  Dreiecksphase  BiQAi  nach  G.  Das  Analoge  be- 
züglich der  Dreiecksphase  Q  Ai  B*i  gilt  von  dem  Punkte  $  bei  der 
Bewegung  jenes  Dreiecks  O  A!  &\  und  demnach  sind  $,  G  und 
^',  G  die  Jacobi'schen  Punkte  der  Dreiecke  BidAi^  CiA\B\. 

Wenn  wir  die  Bewegung  umkehren,  also  in  Fig.  882  das 
Dreieck  BCA  als  starr  und  das  Dreieck  ABF  als  ähnlich- verän- 
derlich betrachten,  erhalten  wir  eine  specielle  kreislinige  Bewegung, 
für  welche  $  der  Aehnlichkeitspol  ist.  Die  Ecken  A,  B,  F  bewegen 
sich  auf  Kreisen,  die  beziehlich  den  Dreiecken  $jBC,^C^,^^£ 

*)  Lemoine,  Nouvelles  Annales  de  Math^aiiques.  1873.  S^r.  2.  T.  12. 
p.  366. 

»)  Tucker,  Quarterly  Journal  of  Mathemaücs,  1883.  Vol.  19.  p.  342. 

')  St  oll,  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen 
Unterrieht.  1883.  Jahrg.  14.  S.  598.  Aufg.  332,  338,  339;  und  daselbst.  1884. 
Jahrg.  15.  8.  195. 
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nmschrieben  sind,  und  die  Geraden  AB,  BF,  FA  drehen  sich  mn 
die  festen  Ecken  C,  A,  B.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  eine 
specielle  kreislinige  Bewegung  des  ähnlich  -  veränderlichen  Drei- 
ecks ABF  mit  dem  Aehnlichkeitspol  $',  wenn  wir  das  Dreieck 
OA'B'  als  starr  ansehen.  Ans  diesen  Bewegungen,  die  ArtztO 
untersucht  hat,  folgt  wieder  eine  FttUe  neuer  Beziehungen  zum 
Bro Card' sehen  Kreise. 

338.  Logarithmisch-spirallinige  Bewegung  eines  ähnlich-verän- 
derlichen ebenen  Systems.  Bewegt  sich  in  Fig.  884  ein  System- 
punkt  A^  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  5,  welches 
den  festen  Aehnlichkeitspol  $  besitzt,  auf  einer  logarithmischen 
Spirale  a,  deren  Ursprung  der  Aehnlichkeitspol  $  ist,  so  voll- 
ziehen alle  beweglichen  Systempunkte  ähnliche  Bewegungen  auf 
logarithmischen  Spiralen,  welche  den  Aeihnlichkeitspol  $  als  ge- 
meinsamen Ursprung  haben  und  welche  die  von  ihm  ausgehenden 
Fahrstrahlen  unter  demselben  Winkel  ^  schneiden.  Diese  spe- 
cielle einförmige  Bewegung,  bei  welcher  also  alle  Bahncurven 
gleichartig  congruente  logarithmische  Spiralen  sind,  nennen  wir 
eine  logarithmisch-spirallinige  Bewegung  des  ähnlich- 
veränderlichen ebenen  Systems  S.  Denken  wir  uns  in  dem  ähn- 
lich-veränderlichen System  S  eine  Systemcurve  angenommen,  so 
erzeugt  dieselbe  eine  HüUbahncurve,  die  aus  denjenigen  congru- 
enten  logarithmischen  Spiralen  besteht,  welche  diese  Systemcurve 
berühren ;  und  diese  logarithmischen  Spiralen  sind  auch  die  Bahn- 
curven  der  als  Systempunkte  betrachteten  Berührungspunkte.  Es 
kommen  demnach  bei  der  Erzeugung  einer  HüUbahncurve  hier  nur 
diese  auf  der  erzeugenden  Systemcurve  befindlichen  Systempunkte 
zur  Geltung. 

Bewegt  sich  in  Fig.  884  ein  Systempunkt  A^  auf  einer  loga- 
rithmischen Spirale  a,  und  betrachten  wir  dieselbe  zugleich  als 
eine  Phase  einer  Systemcurve  k  des  ähnlich-veränderlichen  Sy- 
stems >S,  so  decken  sich  alle  Phasen  von  k  mit  a ;  und  es  ist  dem- 
nach die  logarithmische  Spirale  a  auch  die  HüUbahncurve  x  von  k. 
Die  logarithmische  Spirale  k  als  Systemcurve  von  S  bewegt  sich 
also  in  sich  selbst,  und  daher  nennen  wir  diese  logarithmische 
Spirale  k  eine  Selbsthüllcurve  des  logarithmisch  -  spirallinig 
bewegten,  ähnlich- veränderUchen  ebenen  Systems  S^).    l&i  A^E^ 

')  Artzt,  Jahresbericht  des  Gymnasiums  zu  ReckUnghausen,  1885—1886. 

')  Die  SelbsthflllcurTen  wurden  bei  Terschiedenen  Systemen  znerst  von 
F.  Klein  und  S.  Lie  allgemein  bebandelt  und  als  FT- Gurren  bezeichnet 
Mathematische  Annalen,  1871.  B.  4.  S.  50. 
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die  Normale  im  Pmikte  ^i  an  der  logarithmischen  Spirale  a,  nnd 
errichten  wir  anf^^^  die  Senkrechte  $  f^ ,  welche  demnach  mit 
Ay^ E^  den  Winkel  ^E^A^^:^^  bildet,  dann  ist  E  der  entsprechende 
Krttmmnngsmittelpnnkt  von  a.  Dieser  bewegt  sich  als  System- 
pnnkt  auf  einer  congmenten  logarithmischen  Spirale  6,  welche 
die  Evolnte  von  a  ist  and  bekanntlich  fUr  den  Winkel  ^  » 74® 
39'  18",  53  mit  a  zusammenfällt.  Ziehen  wir  die  Fahrstrahlen 
^^,,  ^^„  $.4„  $^„  . .,  welche  gleiche  Winkel  bilden,  so  sind 
die  Dreiecke  ?^,-4„  ^-4,-43,  $^1,-4,,..  ähnlich ;  und  bei  der  Be- 
wegung des  ähnlich-veränderlichen  Systems  S  gelangt  demnach 
das  Dreieck  ¥^,^a,  als  dem  System  S  angehörend  betrachtet, 
successive  mit  den  folgenden  Dreiecken  zur  Deckung.  Wenn  ins- 
besondere ein  Systempunkt  sich  auf  einer  durch  den  Aehnlich- 
keitspol  $  gehenden  Geraden  bewegt,  also  jener  Winkel  ^  =  0  ist, 
so  gilt  dasselbe  von  allen  beweglichen  Systempunkten  und  es  ent- 
steht eine  radiale  Bewegung,  bei  welcher  alle  durch  den  Aehn- 
lichkeitspol  $  gehenden  Geraden  sich  in  sich  selbst  bewegen. 
Wenn  insbesondere  ein  Systempunkt  sich  auf  einem  um  den 
Aehnlichkeispol  beschriebenen  Kreise  bewegt,  also  der  Winkel 
^  s=s  90°  ist,  dann  geht  das  ähnlich- veränderliche  ebene  System  <S 
in  ein  rotirendes  starres  ebenes  System  über. 

Denken  wir  uns  zu  der  logarithmisch-spirallinigen  Bewegung 
eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  die  Inversion  gebil- 
det, dann  erhalten  wir  eine  einförmige  Bewegung  eines  kreisver- 
wandt-veränderlichen ebenen  Systems  mit  zwei  festen  Verwandt- 
schaftspolen, bei  welchem  jenen  logarithmischen  Spiralen  in 
sich  selbst  bewegte  logarithmische  Doppelspiralen  entsprechen. 
Denken  wir  uns  femer  zu  jener  radialen  Bewegung  des  ähnlich- 
veränderlichen ebenen  Systems  die  Inversion  erzeugt,  so  entsteht 
eine  specielle  kreislinige  Bewegung  eines  kreisverwandt- veränder- 
lichen ebenen  Systems,  in  welchem  jenen  radialen  Bahngeraden 
die  in  sich  selbst  bewegten  Kreise  eines  Kreisbttschels  entspre- 
chen. Diese  Kreise  können  auch  als  die  Kraftlinien  betrachtet 
werden,  die  bei  zwei  in  einer  leitenden  Ebene  befindlichen,  gleich 
stark  geladenen  electrischen  oder  magnetischen  Punkten  auftreten. 
Den  um  den  Aehnlichkeitspol  beschriebenen  Systemkreisen  die- 
ses ähnlich- veränderlichen  Systems  entsprechen  bei  der  Inversion 
Kreise  eines  KreisbUschels,  die  jene  Kreise  rechtwinkelig  schneiden 
und  in  diesem  physikalischen  Vorgange  die  Niveaulinien  bilden^). 

')  Maxwell,  Lehrbuch  der  Eleetricität  und  des  Magnetismus.  Dentsch 
von  Weinstein.  1883.  B.  I.  Gap.  YII. 
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Wir  können  in  gleicher  Weise  zu  jeder  Bewegung  eines  ähnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems  durch  Inversion  eine  Bewegang 
eines  kreisverwandt-veränderlichen  ebenen  Systems  erzeugen,  und 
es  ergiebt  sich  somit  eine  Bewegung  eines  veränderlichen  ebenen 
Systems,  dessen  Phasen  in  einer  speciellen  isogonalen  Verwandt- 
schaft stehen.  Die  Untersuchung  der  Bewegung  der  veränder- 
lichen ebenen  Systeme,  deren  Veränderung  durch  isogonale  Ver- 
wandtschaft bestimmt  wird,  ftlhrt  zu  vielen  interessanten  Ergeb- 
nissen 0. 

339.  Affine  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  ebenen 
Systems.  Wir  nehmen  in  Fig.  835  drei  beliebige  Strecken  A^  B^, 
Ä^B^j  A^B^  im  Baum  oder  in  einer  Ebene  liegend  an  und  con- 
struiren  in  gleichem  Sinne  die  Parallelogramme  iäi^^s^l«,  ^i^a 
B^B^f  durch  deren  vierte  Eckpunkte  -4^,  B^  die  vierte  Strecke 
A^ B^  bestimmt  wird.  Ziehen  wir  nun  A^a#  B^  A^  und  B^\^#  A^B^^ 
so  ist  wegen  der  congruenten  Dreiecke  A^^A^^  A^B^A^  und  -B^B  J?^ , 
B^A^B^  auch  ^A, #  A^B^ # B,\i,  und  folglich  <xB,#  J,B;  hiernach 
ist  die  geometrische  Summe  A^^^-^ A^B^^=^ A^B^'\' A^B^^  und 
es  ergiebt  sich  somit  der  folgenreiche  Satz: 

Bei  drei  beliebigen  Strecken  A^B^^  -^^-Bj,  A^B^^  durch 

deren  Endpunkte  die  Parallelogramme  ^i^2^s^4>'^i'^% 
B^B^  und  die  vierte  Strecke  A^^B^  bestimmt  werden, 
sind  die  geometrischen  Summen  A^B^-^-A^B^  und  A^B^ 
+  -^4^4  gleich. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Strecken  A^B^^  -4,5,,  A^B^  homo- 
loge Strecken  dreier  ähnlicher  Punktreihen  sind,  so  bilden  nach 
diesem  Satze  die  vierten  Eckpunkte  der  durch  je  drei  homologe 
Punkte  derselben  bestimmten  Parallelogramme  eine  vierte  ähnliche 
Punktreihe  auf  A^B^,  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  Strecken 
^ji?,,  ^ai?a,  ^3^3  in  einer  Ebene  liegen  und  denken  wir  uns  den- 
selben in  dieser  Ebene  gleiche  Drehungen  in  gleichem  Sinne  er- 
theilt,  dann  erfolgt  auch  eine  gleichsinnige  Drehung  der  vierten 
Strecke  A^B^,  Betrachten  wir  in  Fig.  836  drei  in  einer  Ebene 
liegende,  ähnliche  ebene  Systeme  aS^,  «S,,  «S,,  in  denen  sich  die 
entsprechenden  ähnlichen  Dreiecke  A^B^C;^  A^B^C^^  A^B^C^  be- 
finden, und  construiren  wir  die  durch  je  drei  homologe  Punkte 
bestimmten  Parallelogramme  A^  A^  A^  A^ ,  5^  B^  B^  B^ ,  C^  C^  C^  C^ ,  so 
bilden  nach  dieser  Darlegung  auch  die  vierten  Ecken  derselben 
ein  viertes  ähnliches  Dreieck  A^B^C^.  Demnach  erhalten  wir 
den  Satz: 

^)  Holzm aller,  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften.  1882. 
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Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  wel- 
che in  gleichem  Sinne  durch  je  drei  homologe  Punkte 
von  dreien  in  einer  Ebene  liegenden,  ähnlichen  ebe- 
nen Systemen  ^19  ^^2»  ^3  bestimmt  sind,  bilden  ein  vier- 
tes ähnliches  ebenes  System  S^. 

Wir  nehmen  an,  ein  ähnlich-veränderliches  ebenes  System  S 
bewege  sich  in  Fig.  836  auf  den  Seiten  der  Parallelogramme 
von  der  Systemphase  ^S^  aus  in  die  Systemphasen  S^^  S^^  S^]  dann 
sind  die  zu  den  Systempunkten  ^^ ,  jS^  ,  (7^ , .  .  gehörenden  Bahnen 
A^A^A^A^^  B^B^Bj^B^^  C^C^C^C^^ ..  i^ne  Bahnen  in  affinen  ebe- 
nen Systemen,  und  diese  sind  durch  je  drei  entsprechende  Punkte 
z.  B.  A^A^A^^  B^B^B^^  Ci  (7j Cj  bestimmt.  Zwei  affine  ebene  Sy- 
steme besitzen  im  Allgemeinen  einen  im  Endlichen  liegenden  selbst- 
entsprechenden Punkt,  den  wir  den  Affinitätspol  derselben 
nennen.  Denken  wir  uns  nun  zwei  Systempunkte  des  ähnlich- 
veränderlichen ebenen  Systems  S  in  den  Affi^tätspol  der  beiden 
affinen  ebenen  Systeme  A^A^A^^  B^B^B^  bewegt;  dann  schrumpft 
die  betreffende  Systemphase  von  /S  in  diesen  Affinitätspol  zu- 
sammen, und  dem  zufolge  besitzen  alle  affinen  ebenen  Systeme, 
in  denen  sich  jene  affine  Bahnen  entsprechen,  denselben  Affini- 
tätspol, den  wir  auch  als  Affinitätspol  dieser  affinen  Bahnen  be- 
zeichnen. Die  Bewegungen  zweier  Punkte,  welche  affine  Bahnen 
resp.  affine  Bahncurven  in  der  Weise  durchlaufen,  dass  je  zwei 
gleichzeitige  Lagen  entsprechende  Punkte  sind,  heissen  affine 
Bewegungen  dieser  Punkte.  Aus  dieser  Darlegung  folgt  somit 
der  Satz: 

Vollziehen  zwei  Systempunkte  eines  ähnlich-ver- 
änderlichen ebenen  Systems  affine  Bewegungen,  so 
gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkten,  und  alle  af- 
fine Bahnen  besitzen  denselben  AffinitätspoL 

Eine  derartige  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen 
Systems  nennen  wir  eine  affine  Bewegung  desselben.  Sind 
in  Fig.  837  ftlr  zwei  Punkte  A^B  eines  ähnlich  -  veiiüiderlichen 
ebenen  Systems  «S  die  affinen  Bahncurven  a^ß  mit  ihrem  Affini- 
tätspol O  und  mit  den  entsprechenden  Punkten  A^^B^  so  wie 
A^^B^  gegeben,  dann  sind  die  affinen  Bahncurven  aller  System- 
punkte bestimmt;  denn  wir  erhalten  ftlr  einen  dritten  System- 
punkt C^  der  die  entsprechenden  Lagen  (7^ ,  C,  annimmt,  die  Bahn- 
curve  y  als  affine  Curve  zu  a  oder  /?,  wobei  den  Punkten  Q,  -4^,  A^ 
oder  jQ,.Bi,5j  die  Punkte  Q,  C^,  Q  entsprechen.  Liegen  insbe- 
sondere in  zwei  z.  B.  durch  A^B^^  ^B%  bestimmten  Systemphasen 
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S^y  S^  zwei  entsprechende  Punkte  R^  R^  auf  einer  durch  den 
Affinitätspol  O  gehenden  Geraden  Qj  so  schrumpft  das  durch  die 
Punkte  Q,/2jy  R^  bestimmte  affine  System  in  diese  Oerade  q 
zusammen,  welche  demnach  die  Bahn  des  Systempunktes  R  ist. 
Alle  bei  der  affinen  Bewegung  auftretenden  Bahngeraden  gehen 
dem  zufolge  durch  den  Affinitätspol  O,  und  alle  Systempunkte, 
die  sich  auf  Geraden  bewegen,  liegen  auf  einem  Systemkreise  le^^ , 
dessen  Phasen  beständig  durch  den  Affinitätspol  O  und  durch  den 
entsprechenden  jeweiligen  Aehnlichkeitspol  gehen.  Wenn  wir 
ebenso  wie  bei  dem  starren  ebenen  System  auch  hier  den  Kreis, 
dessen  Punkte  momentan  Wendepunkte  ihrer  Bahncurve  durch- 
schreiten, den  Wendekreis  nennen,  so  ist  bei  der  affinen  Be- 
wegung der  Wendekreis  ein  Systemkreis  des  ähnlich  -  veränder- 
lichen ebenen  Systems  S. 

Construiren  wir  den  Aehnlichkeitspol  ^i,  der  beiden  System- 
phasen S^j  /S,  und  beschreiben  wir  über  Q^n  als  Sehne  den 
Kreis  w^ ,  dessen  zugehöriger  Peripheriewinkel  gleich  dem  Winkel 
¥»-^1^1  ist,  dann  ist  der  Kreis  w^  die  in  S^  befindliche  Phase 
desjenigen  Systemkreises  w^  dessen  Punkte  sich  auf  Geraden  be- 
wegen. Den  Schnittpunkten  i2j,  T,,  welche  die  Gerade  A^B^^  mit 
dem  Kreise  w^  bildet,  entsprechen  die  durch  O  gehenden  Bahn- 
geraden Qj  T]  und  die  Schnittpunkte  22,,  T^  dieser  Bahngeraden 
mit  der  Geraden  A^B^  sind  die  in  S^  entsprechenden  Punkte, 
welche  auf  der  durch  O,  ^^^  gehenden  Kreisphase  w^  liegen.  Die 
y erbindungsgerade  der  Mittelpunkte  M^ ,  If,  der  Kreise  w^ ,  w^  steht 
auf  O^ia  in  der  Mitte  senkrecht  Denken  wir  uns  die  Punkte 
^s,  B^  auf  den  Bahncurven  a,  ß  unendlich  nahe  an  A^^  B^  ge- 
bracht, dann  fällt  der  Aehnlichkeitspol  $„  von  S^y  S^  mit  dem 
auf  w^  liegenden  Aehnlichkeitspol  ^^  der  Systemphase  S^  zu- 
sammen, und  die  Gerade  M^  M^  geht  in  die  Tangente  der  zu  dem 
Kreismittelpunkte  M^  gehörenden  Bahncurve  ijl  ttber.  Bei  der 
affinen  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen  Systems 
ist  demnach  der  beständig  durch  den  Affinitätspol  Q  gehende 
Wendekreis  w  die  Polcurve ;  und  die  nicht  gezeichnete  Polbahn  rt 
ergiebt  sich,  wenn  wir  von  dem  Affinitätspol  Q  auf  die  Tangenten 
der  vom  Mittelpunkte  M  des  Wendekreises  w  beschriebenen  Bahn- 
curve /u  Senkrechte  fällen  und  dieselben  um  ihre  eigene  Länge 
verlängern.    Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Bei  der  affinen  Bewegung  eines  ähnlich-veränder- 
lichen ebenen  Systems*  wird  die  Polcurve  durch  den 
Wendekreis  vertreten;  und  die  Polbahn  ist  der  Fuss- 


BewegODg  .Ahnlich-yeränderlicher  ebener  Systeme.  889 

punktencnrve  im  Verhältnisge  2:1  homothetisch  ähn- 
lich, welche  der  vom  Mittelpunkte  des  Wende- 
kreises beschriebenen  Bahncnrve  im  Bezug  auf  den 
Affinitätspol  angehört. 

Die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  der  ähnlichen 
Punktreihen  Ä»  B^  A^T^..  und  Äj  B^A^  T^ . .  umhüllen  eine  Parabel, 
und  diese  Parabel  wird  auch  von  den  Yerbindungsgeraden  der 
homologen  Punkte  der  ähnlichen  Punktreihen  A^A^.  .^  ^iB^  .  . 
umhüllt,  die  den  affinen  Systemen  SClA^A^^  fClB^B^  angehören; 
demnach  sind  die  Geraden  )Q^,  Ot  die  beiden  selbstentsprechen- 
den Geraden  dieser  beiden  affinen  Systeme.  Ebenso  erhalten  wir 
durch  die  Schnittpunkte,  welche  die  Gerade  B^  C^  mit  dem  Kreise 
Wi  bildet,  die  durch  O  gehenden  beiden  selbstentsprechenden  Ge- 
raden der  affinen  Systeme  ClB^B^y  SdCiC^  Diese  selbstentspre- 
chenden Geraden  werden  aber  imaginär,  wenn  die  Gerade  B^C^ 
den  Kreis  y\  nicht  schneidet.  Hieraus  folgt  auch,  wenn  zwei 
Systempunkte  /?, ,  T^  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems 
sich  beliebig  auf  zwei  Geraden  O^,  Ot  bewegen,  so  yoUziehen 
alle  Systempunkte  affine  Bewegungen  und  ihr  Schnittpunkt  O  ist 
der  gemeinsame  Affinitätspol  für  alle  affinen  Bahnen.  Durch  üm- 
kehrung  der  affinen  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen  Systems 
S  im  Bezug  auf  die  als  erstarrt  angenommene  Systemphase  Si 
erhalten  wir  die  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen 
Systems  2,  dessen  Systempunkt  O  sich  auf  dem  jetzt  als  Polbahn 
auftretenden  Kreise  w^  bewegt  und  dessen  durch  O  gehenden  Sy- 
stemgeraden sich  um  feste  Punkte  dieses  Kreises  drehen.  Alle 
anderen  Systemgeraden  erzeugen,  wie  man  leicht  erkennt,  ähn- 
liche HttUbahncurven ;  und  jeder  Systempunkt  bewegt  sich  dem 
zufolge  nach  S.  876  auf  einer  Bahncurve,  die  zu  einer  Fusspunkten- 
curve  einer  beliebigen  dieser  Hflllbahncurven  ähnlich  istO- 

Nehmen  wir  an,  dass  zwei  Systempunkte  eines  ähnlich -ver- 
änderlichen ebenen  Systems  affine  Bewegungen  auf  Ellipsen  voll- 
ziehen, so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkten;  und  für  alle 
diejenigen  Systempunkte,  welche  auf  dem  Wendekreise  liegen; 
gehen  die  entsprechenden  Ellipsen  in  gerade  Strecken  über,  die 
wir  als  Ellipsen  mit  einer  gleich  Null  gewordenen  Axe  betrachten. 
Diese  Bewegung  nennen  wir  eine  affine  elliptische  Bewe- 
gung des  ähnlich -veränderlichen  ebenen  Systems.    Wenn  insbe- 


>)  Yergl.  Oeisenheimer,  Zeitschrift  für  Mathematik  u,  Physik,  1880, 
B.  25.  S.  302. 
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sondere  zwei  SyBtempnnkte  sich  harmonUch  anf  Ellipsen  bewegen, 
so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempnnkten ,  und  diese  Bewegung 
nennen  wir  eine  harmonische  elliptische  Bewegung  des 
ähnlich  -  veränderlichen  ebenen  Systems. 

340.  Beziehungen  der  Geschwindigkeiten  und  der  Beschleuni- 
gungen eines    conplan   bewegten   ähnlich  -  veränderiichen   ebenen 
Systems.    Wir  nehmen  in  Fig.  838  an,  dass  die  Systempnnkte  A^ , 
B^J  C,  eines  in  einer  Ebene  bewegten,  ähnlich-veränderlichen  ebenen 
Systems  <S,  die  einer  Systemphase  S^  angehören,  sich  auf  den  Bahn- 
cnrven  a^  ßj  y  während  eines  Zeitelementes  dt  beziehlich  in  die 
Lagen  A^^  B^^  C,  bewegen,  denen  die  Systemphase  S^  entspricht. 
Ferner  sei  $  der  Aehnlichkeitspol  der  Systemphase  &^  resp.  der 
beiden  unendlich  nahen  Systemphasen  aS,,  ^S,,  der  nach  S.  867 
durch  die  betreffenden  Tangenten  an  den  Bahncurven  a,  /?,  y  be- 
stimmt wird.    Es  ergeben  sich  dann  für  diese  Systempunkte  die 
in  den  Tangenten  liegenden  Geschwindigkeiten 

^'"^^ W     ^'^^ W      ^»^"""rfT' 

folglich  sind  wegen  der  ähnlichen  Punktgruppen  A^A^A^^  B^B^B^^ 
Cj  C,  (7,  die  Dreiecke  A^  B^  C^ ,  A^,  B„  C,  nach  dem  letzten  Satze 
S.  869  ähnlich  und  besitzen  den  Aehnlichkeitspol  *$.  Demnach  bil- 
den die  Endpunkte  A^^  B^,  Qy . ,  der  Geschwindigkeiten  ein  zu  S 
ähnliches  ebenes  System  S^,  und  wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Systemphase  eines  conplan  bewegten 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  bilden  ein 
ähnliches  ebenes  System. 

Der  Geschwindigkeitszustand  einer  Systemphase  Si  eines  ähn- 
lich-veränderlichen ebenen  Systems  ist  hiernach  bestimmt,  wenn 
in  Fig.  838  die  Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeiten  ^,^t, 
B^B„  von  zwei  Punkten  A^,  B^  der  Systemphase  S^  gegeben 
sind;  denn  zu  jedem  dritten  Punkte  C^  in  S^  erhalten  wir  die 
.Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeit  C^Qy  wenn  wir  in  dem 
ähnlichen  System  Sv  den  entsprechenden  Punkt  C,  construiren. 
Die  Gerade  C^  C„  ist  dann  auch  die  Tangente  an  der  Bahncurve  y 
des  Punktes  C^ .  Das  System  S„  der  Endpunkte  der  Geschwindig- 
keiten nennen  wir  die  Geschwindigkeitsphase,  und  jeder 
Systemphase  des  ähnlich-veränderlichen  Systems  S  entspricht  also 
eine  Geschwindigkeitsphase.  Der  Aehnlichkeitspol  $  von  S^y  S^y 
der  mit  dem  Aehnlichkeitspol  der  Systemphase  S^  identisch  ist, 
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besitzt  als  Systempnnkt  betrachtet  momentan  keine  Geschwindigkeit 
nnd  wird  deshalb  auch  der  Geschwindigkeitspol  genannt. 
Wenn  wir  von  einem  Punkte  aas  zu  den  Geschwindigkeiten  gleich- 
gerichtete gleich  lange  parallele  Strecken  ziehen,  so  bilden  die 
Endpunkte  dieser  Strecken  nach  S.  805  ein  zn  S  ähnliches  ebenes 
System,  dessen  Systempunkte  sich  auf  den  Hodographen  erster  Ord- 
nung der  entsprechenden  zu  S  gehörenden  Systempunkte  bewegen. 
Wir  betrachten  wieder  in  Fig.  839  drei  Punkte  A^^B^JC^  eines 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S^  die  sich  auf  den  Bahn- 
curven  a,  ßj  y  bewegen,  und  nehmen  an,  dass  dieselben  in  zwei  auf 
einander  folgenden  gleichen  Zeitelementen  dt  in  die  Lagen  A^^B^^  C^ 
und  ^3,  ^3,  C,  gelangen.  Femer  denken  wir  uns  die  durch  je 
drei  homologe  Punkte  bestimmten,  unendlich  kleinen  Parallelo- 
gramme A^Ä^A^Auy  B^B^B^Bii^  C^C^C^Cu  gebildet,  dann  sind 
nach  dem  ersten  Satze  S.  887  die  Dreiecke  A^B^C^^  AuBnCu 
ähnlich;  und  die  Diagonalen  ^,^1//,  B^Bu^  Qj^Au  iX^^e^x  jmeji'SXliilL 
kleinen  Parallelogramme  sind  die  Deviationen  der  bewegten  Sy- 
stempunkte. Hiemach  ergeben  sich  die  in  den  Richtungen  dieser 
Deviationen  wirkenden  Beschleunigungen 


2      J 


dt^    '      ^^^^  di^   '  *  ^         dt 

folglich  sind  wegen  der  ähnlichen  Punktgruppen  A^An  Aj ,  B^  Bn  Bj , 
C^QiCj  die  Dreiecke  A^B^C^^  AjBjCj  nach  dem  letzten  Satze 
S.  869  ähnlich.  Demnach  bilden  die  Endpunkte  Aj^  Bj^  Cjj  •  • 
der  Beschleunigungen  ein  zu  S  ähnliches  ebenes  System  Sj  und 
wir  erhalten  somit  den  Satz: 

DieEndpunkte  der  Beschleunigungen  der  System- 
punkte einer  Systemphase  eines  conplan  bewegten 
ähnlich- veränderlichen  ebenen  Systems  bilden  ein 
ähnliches  ebenes  System. 

Die  Beschleunigungen  der  Punkte  einer  Systemphase  eines 
ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  S  sind  hiemach  durch  die 
nach  Grösse  und  Richtung  gegebenen  Beschleunigungen  zweier 
Punkte  bestimmt.  Das  System  Sj  der  Endpunkte  der  Beschleu- 
nigungen nennen  wir  die  Beschleunigungsphase.  Der  selbst- 
entsprechende Punkt  einer  Systemphase  und  der  zugehörigen  Be- 
schleunigungsphase besitzt  als  Systempunkt  momentan  keine  Be- 
schleunigung und  heisst  deshalb  der  Beschleunigungspol. 
Wenn  wir  von  einem  Punkte  aus  zu  den  Beschleunigungen  gleich- 
gerichtete gleich  lange  parallele  Strecken  ziehen,  so  bilden  die 
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Endpunkte  dieser  Strecken  ein  zn  S  ähnliches  ebenes  System, 
dessen  Systempnnkte  sich  anf  den  Hodographen  zweiter  Ordnung 
der  entsprechenden  zn  'S  gehörenden  Sjstempunkte  bewegen.  Die 
Beziehungen  zwischen  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
erster  Ordnung  sind  dieselben  wie  zwischen  Beschleunigungen 
erster  und  zweiter  Ordnung  u.  s.  f.  Demnach  gelten  alle  Be- 
ziehungen, welche  bei  den  Beschleunigungen  erster 
Ordnung  bestehen,  auch  bei  den  Beschleunigungen 
zweiter  und  höherer  Ordnungen. 

In  Fig.  840  sind  für  die  Systempunkte  A^  B  eines  ähnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems  S  die  Geschwindigkeiten  AA,,^ 
BB„  und  die  Beschleunigungen  AAj^  BBj  gegeben.  Damit  ist 
durch  die  Punkte  A^^  B„  die  zugehörige  Geschwindigskeitsphase 
St  und  durch  die  Punkte  Aj ,  Bj  die  zugehörige  Beschleunigungs- 
phase Sj  bestimmt.  Zu  einem  dritten  Systempunkte  C  von  S  er- 
halten wir  die  entsprechende  Geschwindigkeit  CQ  sowie  die  ent- 
sprechende Beschleunigung  CCj^  indem  wir  zu  dem  Dreieck  ABC 
die  ähnlichen  Dreiecke  A^BpC^j  AjBjCj  construiren.  In  be- 
kannter Weise  ergiebt  sich  der  Geschwindigkeitspol  $  als  der 
Doppelpunkt  der  beiden  ähnlichen  Systeme  S^  S,,^  und  ebenso  der 
Beschleunigungspol  3  als  der  Doppelpunkt  der  beiden  ähnlichen 
Systeme  5,  Sj.  Den  constanten  Winkel  t/^,  den  in  einer  System- 
phase die  Geschwindigkeiten  AA^^  BB^^ .  .  beziehlich  mit  den 
Geraden  -4^,  S%  . .  bilden,  nennen  wir  den  Geschwindig- 
keitswinkel; und  den  constanten  Winkel  d,  den  in  einer  System- 
phase die  Beschleunigungen  AA^,  BBj,  .  .  beziehlich  mit  den 
Geraden  A^,  ^3, . .  bilden,  nennen  wir  den  Beschleunigungs- 
winkel. Bezeichnen  wir  femer  mit  k  den  Winkel  Ä^AA  und 
mit  a  den  Winkel  3^$,  dann  ist 

X^^xfj  —  S  —  (7,  a  =  i//  —  ö— A. 
Hieraus  folgt,  weil  die  Winkel  V^,  d  fllr  eine  Systemphase  con- 
stant  sind,  dass  auch  der  Winkel  X  fttr  alle  Punkte  A  in  dieser 
Systamphase  constant  ist,  die  auf  einem  durch  %  3  gehenden 
Kreise  liegen,  der  den  auf  der  Sehne  $3  stehenden  Peripherie- 
winkel (7  enthält;  und  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten,  so- 
wie die  Richtungen  der  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  dieses 
Kreises  treffen  sich  in  je  einem  Punkte  desselben.  Es  ergeben 
sich  aus  diesen  bei  dem  ähnlich- veränderlichen  ebenen  System 
auftretenden  Beziehungen  in  allgemeinerer  Geltung  dieselben  Sätze, 
welche  wir  in  Art.  307  und  308  bei  dem  starren  ebenen  System 
abgeleitet  haben.    Für  A  =  0  oder  180^  erhalten  wir  den  durch 
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%  3  gehenden  Kreis  A",  der  den  auf  der  Sehne  $3  stehenden  Peri- 
pheriewinkel a  =  1//  —  6  besitzt.  Dieser  Kreis  A"  enthält  alle  die- 
jenigen Systempunkte,  deren  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
momentan  in  je  einer  Geraden  sich  befinden,  und  diese  Geraden 
gehen  durch  einen  Punkt  SEB  desselben.  Demnach  ist  die  Normal- 
beschleunigung fUr  diese  Systempunkte  gleich  Null  und  dieselben 
durchschreiten  momentan  Wendepunkte  ihrer  Bahncurven;  folg- 
lich ist  der  Kreis  A^  der  Wendekreis  des  ähnlich- veränderlichen 
ebenen  Systems  Sy  und  es  ergiebt  sich  der  Satz: 

Der  Wendekreis  enthält  die  Punkte  eines  ähnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems,  die  momentan  keine 
Normalbeschleunigung  besitzen. 

Für  A»s90®  sind  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  der 
Systempunkte  des  betreffenden  durch  $,  3  gehenden  Kreises  A'* 
senkrecht.  Dieser  Kreis  A'<,  der  den  Wendekreis  A®  rechtwinkelig 
schneidet,  enthält  also  diejenigen  Systempunkte,  deren  Tangen- 
tialbeschleunigung momentan  gleich  Null  ist.  Diese  Systempunkte 
durchschreiten  demnach  in  zwei  auf  einander  folgenden  gleichen 
Zeitelementen  gleiche  Wegelemente,  und  wegen  dieser  Weggleichen 
wollen  wir  den  Kreis  A^,  ebenso  wie  bei  dem  starren  ebenen  Sy- 
stem, den  Gleichenkreis  des  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen 
Systems  nennen.    Hieraus  folgt  somit  der  Satz: 

Der  Gleichenkreis  enthält  die  Punkte  eines  ähn- 
lich-veränderlichen ebenen  Systems,  die  momentan 
keine  Tangentialbeschleunigung  besitzen. 

Die  Systempunkte  auf  einem  um  den  Geschwindigkeitspol  ^ 
beschriebenen  Kreise  haben  gleiche  Geschwindigkeiten,  und  die 
Systempunkte  auf  einem  um  den  Beschleunigungspol  3  beschrie- 
benen Kreise  besitzen  gleiche  Beschleunigungen.  Den  System- 
punkten 2?,  Ey  in  welchen  die  Gerade  ^A  den  Wendekreis  A®  und 
den  Gleichenkreis  A^  schneidet,  entsprechen  die  Beschleunigungen 
D  Djy  EEj.  Fttr  den  mit  $  coincidirenden  Systempunkt  liegt  die 
zugehörige  Beschleunigung  ^%  in  der  Geraden  $£3,  und  die  Punkte 
Ajy  Djy  $y,  Ej. .  bilden  eine  zu  Ay  i>,  %  Ey ..  ähnliche  Punktreihe. 
Aus  dieser  Beziehung  ergiebt  sich  durch  die  auf  S.  810  befolgte 
Ableitung,  dass  die  Beschleunigung  des  mit  dem  Geschwindigskeits- 
pol  momentan  coincidirenden  Systempunktes  von  der  Tangentialbe- 
schleunigung der  Systempunkte  des  ähnlich-veränderlichen  ebenen 
Systems  nicht  abhängt. 

341.  Beziehungen  der  Beschleunigungen  bei  der  harmonischen 
elliptischen  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems. 
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Als  ein  interessantes  Beispiel  wollen  wir  in  Fig.  841  noch  die  harmo- 
nische elliptische  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen 
Systems  S  betrachten.  Wenn  zwei  Systempnnkte  A^  B  des  ähnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems  S  sich  harmonisch  auf  elliptischen 
Bahnen  a,  ß  bewegen,  so  vollziehen  alle  Systempunkte  harmo- 
nische Bewegungen  auf  elliptischen  Bahnen.  Der  gegebene  Affi- 
nitätspol O  der  beiden  Bahnellipsen  a,  ß^  dessen  Gonstruction  in 
Art  342  gelehrt  wird,  ist  der  gemeinsame  Affinitätspol  aller  Bahn- 
ellipsen. Nehmen  wir  an,  dass  die  Endpunkte  Aj ,  Bj  der  zu  den 
Punkten  A^  B  gehörenden  Beschleunigungen  AAj^  BBj  resp.  in 
den  Mittelpunkten  der  Bahnellipsen  a,  ß  liegen,  dann  ist  die  durch 
AjBj  bestimmte  ähnliche  Beschleunigungsphase  Sj  unveränderlich 
und  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  sind 
die  Mittelpunkte  der  zugehörigen  Bahnellipsen.  Der  BeschJeuni- 
gungspol  3  ist  der  Doppelpunkt  der  Systemphase  S  und  der 
zugehörigen,  unveränderlichen  Beschleunigungsphase  Sj.  Die  Ge- 
schwindigkeit eines  jeden  Systempunktes  ist  gleich  dem  der  Be- 
wegungsrichtung entsprechenden  parallelen  Halbmesser  seiner  ellip- 
tischen Bahn ;  und  der  Geschwindigkeitspol  $  ergiebt  sich  als  der 
Doppelpunkt  der  Systemphase  und  der  entsprechenden  Geschwin- 
digkeitsphase. Der  durch  die  Punkte  3,  %  O  gezogene  System- 
kreis k^  ist  der  Wendekreis,  der  zugleich  die  Polcurve  des  Systems 
aS  vertritt.  Alle  Systempunkte  des  Wendekreises  A:"  vollziehen  har- 
monische Bewegungen  auf  Geraden,  die  durch  den  Affinitätspol  O 
gehen ;  denn  fttr  diese  Punkte  degeneriren  die  elliptischen  Bahnen 
zu  geraden  Strecken.  Dem  Wendekreise  If  entspricht  demnach  als 
Beschleunigungsphase  der  feste  Kreis  k^  in  Sj ,  der  durch  die  Punkte 
3,  O  geht,  und  sein  Mittelpunkt  Mj  entspricht  dem  Mittelpunkte  M 
des  Wendekreises  k^.  Der  feste  Kreis  k^  enthält  somit  als  ent- 
sprechende Beschleunigungsphase  des  Wendekreises  A^  die  End- 
punkte der  Beschleunigungen  aller  geradlinig  bewegten  System- 
punkte von  k^'j  und  diese  Endpunkte  sind  die  Mitten  der  geraden 
Bahnstrecken.  Da  der  Wendekreis  in  jeder  Systemphase  den  je- 
weiligen Beschleunigungspol  enthält,  so  liegt  fttr  jede  Systemphase 
der  Beschleunigungspol  auf  dem  festen  Kreise  kj^  der  also  bei 
dieser  harmonischen  Bewegung  der  geometrische  Ort  aller  Be- 
schleunigungspole ist.  Beachten  wir,  dass  der  Aehnlichkeitspol 
der  festen  Strecke  AjBj  und  der  bewegten  Strecke  AB  der  je- 
weilige Beschleunigungspol  ist,  und  dass  die  entsprechenden  ähn- 
lichen Punktreihen  AjA.,^  BjB  .An  den  affinen  Systemen  ZlAjA^ 
£iBjBj  sowie   die  Verbindungsstrecken  AjBj^  AB^..  der   ent- 
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sprechenden  Punkte  dieser  ähnlichen  Pnnktreihen  denselben  je- 
weiligen Beschlennigongspol  als  gemeinsamen  Aehnlichkeitspol  be- 
sitzen, so  ergiebt  sich  nebenher  der  allgemeine  Satz: 

Die  Aehnlichkeitspole  von  je  zwei  ähnlichen  ebe- 
nen Systemen,  welche  durch  eine  angenommene  feste 
Yerbindungsstrecke  und  durch  je  eine  andere  Verbin- 
dungsstrecke entsprechender  Punkte  zweier  affiner 
ebener  Systeme  bestimmt  werden,  liegen  auf  einem 
Kreise,  der  durch  den  Affinitätspol  geht. 

Ein  durch  die  Punkte  3,  $  gehender  Systemkreis  enthält  die- 
jenigen Systempunkte,  ftlr  welche  die  Geschwindigkeit  und  die 
Beschleunigung  einen  constanten  Winkel  l  bilden.  Ein  solcher 
Kreis  ist  demnach  auch  in  einer  Systemphase  der  geometrische  Ort 
aller  Systempunkte,  welche  momentan  auf  ihren  elliptischen  Bahnen 
Punkte  durchschreiten,  deren  Halbmesser  mit  den  conjugirten  Halb- 
messer den  constanten  Winkel  l  einschliessen.  Und  da  dem  Sy- 
stemkreise in  der  Beschleunigungsphase  ein  durch  3  gehender 
Kreis  entspricht,  so  liegen  die  Mittelpunkte  dieser  elliptischen 
Bahnen  auf  diesem  entsprechenden  Kreise. 

In  Fig.  841  ist  zu  dem  durch  die  Punkte  3,  $  gehenden  Gleichen- 
kreis k^j  der  den  Wendekreis  /^  rechtwinkelig  schneidet,  der  ent- 
sprechende Kreis  k^  in  der  Beschleunigungsphase  Sj  gezeichnet. 
Der  Gleichenkreis  enthält  diejenigen  Systempunkte,  fttr  welche  die 
Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  rechtwinkelig  sind,  und  ist 
demnach  in  einer  Systemphase  der  geometrische  Ort  aller  System- 
punkte, die  momentan  Scheitel  ihrer  Bahnellipsen  durchschreiten. 
Dem  Gleichenkreise  k^  entspricht  in  der  Beschleunigungsphase  Sj 
der  durch  3  gehende  Kreis  A^,  welcher  die  Mittelpunkte  dieser  Bahn- 
ellipsen enthält  und  jenen  festen  Kreis  k?  rechtwinkelig  schneidet. 
Die  zu  diesen  Scheiteln  gehörenden  EUipsenaxen  gehen  durch  den 
Schnittpunkt  J^,  welchen  der  Kreis  k^  anderseits  mit  dem  Sjreise 
k^  bildet.  Wenn  nun  die  Systempunkte  des  ähnlichveränderlichen 
ebenen  Systems  S  sich  auch  nicht  speciell  harmonisch  auf  ellip- 
tischen Bahnen  bewegen,  sondern  affine  elliptische  Bewegungen 
vollziehen,  so  gilt  auch  fttr  diese  allgemeinere  Bewegung  der  Satz : 

Bei  der  affinen  elliptischenBewegung  eines  ähn- 
lich-veränderlichen ebenen  Systems  liegen  die  Sy- 
stempunkte, welche  momentan  Scheitel  ihrer  Bahn- 
ellipsen durchschreiten,  auf  dem  Gleichenkreise,  und 
die  Mittelpunkte  dieser  Bahnellipsen  befinden  sich 
auf  einem  entsprechenden  Kreise. 
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Auf  den  zu  den  Punkten  des  Wendekreises  gehörenden  Bahn- 
ellipsen,  die  zu  geraden  Strecken  degeneriren^  werden  die  Seheitel 
durch  die  Endpunkte  und  durch  die  Mitten  dieser  Strecken  ver- 
treten. Für  die  Schwingungen  der  Systempunkte  auf  diesen  Strecken 
giebt  es  keinen  Umlan&sinn,  und  daher  bildet  der  Wendekreis  1^ 
die  Grenze  der  beiden  Gebiete,  deren  Sjstempunkte  ihre  Bahn- 
ellipsen im  entgegengesetzten  Sinn  umlaufen.  Alle  Systempunkte 
innerhalb  des  Wendekreises  bewegen  sich  auf  ihren  Bahnellipsen 
in  dem  einem  Sinne  und  alle  Systempunkte  ausserhalb  des  Wende- 
kreises auf  ihren  Bahnellipsen  in  dem  anderen  Sinne.  Der  Sy- 
stempunkt, welcher  mit  dem  Aehnlichkeitspol  ^  coincidirt,  befindet 
sich  in  einem  Endpunkte  seiner  geradlinigen  Bahn,  und  der  End- 
punkt %•  der  entsprechenden  Beschleunigung,  der  sich  als  Schnitt- 
punkt der  geradlinigen  Bahn  $  O  und  des  Kreises  A?  ergiebt,  liegt 
in  der  Mitte  dieser  Bahn.  Der  Systempunkt,  welcher  mit  dem  Be- 
schleunigunggpol  3  coincidirt,  besitzt  die  Beschleunigung  Null  und 
durchschreitet  momentan  die  Mitte  seiner  geradlinigen  in  30  lie- 
genden Bahn. 

Wir  nehmen  bei  der  harmonischen  elliptischen  Bewegung  des 
Systems  S  auf  dem  Gleichenkreise  A^  einen  Systempunkt  E  an  und 
bestimmen  auf  dem  Kreise  k^  den  entsprechenden  Endpunkt  Ej 
seiner  Beschleunigung  EEj  resp.  den  Mittelpunkt  Ej  seiner  Bahn  £, 
auf  der  E  in  einem  Scheitel  liegt.  Wir  denken  uns  das  Sy- 
stem S  in  eine  Phase  ^S'  gebracht,  bei  welcher  der  mit  $  coinci- 
dirende  Systempunkt  in  seine  Bahnmitte  $>  gelangt;  dann  bewegt 
sich  der  mit  3  coincidirende  Systempunkt  nach  dem  einen  End- 
punkte 3',  seiner  geradlinigen  Bahn  und  der  Systempunkt  E  nach 
einem  benachbarten  Scheitel  E  auf  der  elliptischen  Bahn  €,  deren 
Halbaxen  EjE^  EjE'  sind.  Diese  elliptische  Bahn  geht  bei  Gleich- 
heit dieser  Halbaxen  in  einen  Kreis  über.  Um  die  auftretenden 
kreisförmigen  Bahnen  zu  bestimmen,  beachten  wir,  dass  der  Punkt 
3  der  Beschleunigungspol  für  die  Systemphase  S  und  der  Punkt  $/ 
der  Beschleunigungspol  für  die  Systemphase  S'  ist.  Aus  den  ähn- 
lichen Dreiecken  SiEEj,  3$  %  und  den  ähnlichen  Dreiecken  "^jEEjj 
^>3'3  folgt 

EjE:EjS~^jSß:%'%    ^y£':i:/?y  — 33':3¥y- 
Wenn  nun  EjE^^^EjE'  sein  soll,  so  ergiebt  sich  die  Bedingung 

£,3:^y?>  — 33':**y. 
Denken  wir  uns  die  Strecke  3  %  durch  einen  innerhalb  und  durch 
einen  ausserhalb  liegenden  Punkt  nach  dem  constanten  Verhält- 
nisse 33':  $$  getheilt,  und  denken  wir  uns  ferner  über  der  durch 
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diese  Theilpunkte  bestimmten  Strecke  als  Durchmesser  einen  Kreis 
beschrieben,  so  schneidet  derselbe  den  Kreis  kf  in  zwei  Funkten 
Dj^  Ejj  welche  die  Mittelpunkte  kreisförmiger  Bahnen  sind.  Die 
zu  2?/,  Ej  gehörenden  entsprechenden  Punkte  -D,  E^  von  denen  der 
erste  innerhalb  und  der  zweite  ausserhalb  des  Wendekreises  l^ 
liegty  sind  in  der  Systemphase  /S  die  Punkte,  welche  sich  auf  den 
um  Dj  y  Ej  beschriebenen  Kreisen  d,  e  entgegengesetzt  bewegen. 
Aus  diesen  Darlegungen  folgt  der  Satz: 

Bei  einer  affinen  elliptischen  Bewegung  eines  ähn- 
lich-veränderlichen ebenen  Systems  vollziehen  zwei 
Systempunkte  entgegengesetzt  ähnliche  Bewegungen 
auf  Kreisen;  und  bei  einer  harmonischen  elliptischen 
Bewegung  desselben  vollziehen  zwei  Systempunkte 
entgegengesetzt  gleichförmige  Bewegungen  auf 
Kreisen. 

Wir  erhalten  hiernach  auch  eine  harmonische  elliptische  Be- 
wegung eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems,  wenn  sich 
zwei  Systempunkte  entgegengesetzt  gleichförmig  auf  Kreisen  be- 
wegen. Die  Beschleunigungsphasen  k^  der  verschiedenen  Gleichen- 
kreise gehen  dieser  abgeleiteten  Beziehung  gemäss  alle  durch  die 
ferten  Punkte  Dj^  Ej  und  schneiden  den  Kreis  k^-  rechtwinkelig; 
folglich  liegen  die  Punkte  Dj^  Ej  auf  einem  Durchmesser  Rj  Tj  des 
Kreises  A?  harmonisch.  Die  beiden  durch  ZXDDj^  £lEEj  be- 
stimmten affinen  Systeme  treten  als  entgegengesetzt  ähnliche  Sy- 
steme auf,  für  welche  die  rechtwinkeligen  Geraden  QiZy,  £lTj 
selbstentsprechende  Gerade  sind.  Die  Punkte  i2/,  7}  sind  die  Aehn- 
lichkeitspunkte  der  beiden  Kreise  d,  £;  und  die  entsprechenden 
Systempunkte  Ä,  T  bewegen  sich  auf  den  Geraden  QiZ>,  QTJ. 
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342.  Beziehungen  zweier  affiner  ebener  Systeme.  Bei  der  Er- 
zeugung der  cyclischen  Curven  durch  eine  specielle  Bewegung 
eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  haben  wir  schon  er- 
kannt, dass  die  Untersuchung  desselben  zu  vielen  interessanten 
Ergebnissen  fuhrt  Deshalb  wollen  wir  noch  die  fundamentalen 
Beziehungen  des  conplan  bewegten  affin- veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems ableiten,  um  dadurch  den  Weg  der  weiteren  Forschung  zu 
ebenen.  In  affinen  Systemen  entspricht  einer  Punktreihe  des  einen 
Systems  eine  ähnliche  Punktreihe  in  dem  anderen,  und  parallelen 
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Geraden  in  dem  einem  System  entsprechen  wieder  parallele  Gerade 
in  dem  anderen.  Jedem  unendlich  fernen  Pnnkt  entspricht  wieder 
ein  solcher  und  demnach  ist  bei  zwei  in  einer  Ebene  liegenden 
affinen  Systemen  die  unendlich  ferne  Gerade  stets  eine  selbstent- 
sprechende Gerade.  Wenn  in  Fig.  842,  Taf.  LVII,  zu  drei  Punkten 
^11  ^if  ^1  e!i^6s  affinen  ebenen  Systems  S^  die  entsprechenden  Punkte 
^2)  -^2  9  ^2  i^  einem  anderen  affinen  ebenen  System  5,  gegeben 
sind|  so  erhalten  wir  in  bekannter  Weise  zu  einem  Punkte  D^  in 
^1  den  entsprechenden  D^  in  ^,1  indem  wir  durch  D^  und  eine 
Ecke  -4j  des  Dreiecks  A^B^  C,  die  Gerade  A^D^  ziehen,  welche  die 
gegenüberliegende  Seite  B^ Q  im  Punkte  N^  trifft,  dann  B^C^N^  rsj 
B^C^N^  und  A^I)^N^rcA^D^N^  machen«  Femer  ergiebt  sich 
auch  zu  JD^  der  entsprechende  Punkt  D^^  wenn  wir  zu  dem  Parallelo- 
gramm -4iXj2?jYi  das  entsprechende  Parallelogramm  A^JC^D^Y^ 
so  construiren,  dass  A^B^X^ojA^B^X^  und  A^C^  Y^ooA^ C,  F^  ist. 
Zwei  affine  ebene  Systeme  S^^  S^  sind  hiemach  durch  drei  Paar 
im  Endlichen  liegende  entsprechende  Punkte  ^i,  i^^,  C^  und^,,  B^  C^ 
die  zwei  entsprechende  Dreiecke  bilden,  bestimmt ;  wenn  aber  drei 
entsprechende  Punkte  z.B.  A^^  B^^  C,  sich  in  einer  Geraden  be- 
finden, dann  schrumpft  das  System  S^  in  diese  Gerade  zusammen. 
Femer  sind  zwei  affine  ebene  Systeme  S^ ,  S^  in  Fig.  842  durch 
zwei  entsprechende  Geradenpaare  ^^  y^ ,  ^^  y^  mit  ihren  entspre- 
chenden Schnittpunkten  u4j,  A^  und  durch  zwei  entsprechende 
Punkte  i>i,  A  bestimmt;  denn  durch  die  Gonstruction  der  Pa- 
rallelogramme -4jX,2>i  Yj,  A^X^D^Y^  erhalten  wir  noch  die  ent- 
sprechenden Punkte  X^^  X^und  Yi,  Y^.  Die  zwei  Geraden  a?j ,  y^ 
sind  durch  ihren  Schnittpunkt  A^  und  durch  ihre  unendlich  fernen 
Punkte  gegeben,  ebenso  auch  die  Geraden  a;^ ,  y,*  Demnach  sind 
zwei  affine  ebene  Systeme  Sj,  S^  durch  zwei  Paar  entsprechende 
Punkte  A^^  A^  und  J9i,  1?^  nebst  zwei  Paar  unendlich  ferne  entspre- 
chende Punkte  bestimmt,  also  in  diesem  Falle  durch  vier  Paar 
entsprechende  Punkte  gegeben. 

Wenn  die  entsprechenden  Punkte  A^ ,  A^  sowie  i?i ,  B^  zusammen- 
fallen, so  sind  alle  Punkte  der  durch  dieselben  gehenden  Geraden 
selbstentsprechende  Punkte  der  affinen  ebenen  Systeme  5^,  S^^  und 
diese  Gerade  heisst  die  Affinitätsaxe.  Die  beiden  affinen  ebenen  Sy- 
steme befinden  sich  dann  in  perspectiver  Lage,  bei  welcher  ent- 
sprechende Gerade  sich  in  der  Affinitätsaxe  schneiden  und  ent- 
sprechende Punkte  auf  parallelen  Geraden  liegen.  Decken  sich 
drei  Paar  entsprechende  Punkte  A^^  A^  und  B^ ,  B^  sowie  (7,,  C, ,  so 
gilt  dasselbe  von  jedem  Paar  entsprechender  Punkte,  und  die  beiden 
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affinen  ebenen  Systeme  sind  dann  identisch.  Zwei  in  einer  Ebene 
liegende  affine  Systeme  besitzen  demnach  im  Allgemeinen  nur  einen 
im  Endlichen  liegenden  selbstentsprechenden  Punkt,  den  Affini- 
tätspol. Zwei  in  den  affinen  Systemen  sich  entsprechende  Strah- 
lenbttschely  filr  welche  der  Affinitätspol  der  gemeinsame  Scheitel  ist, 
besitzen  als  projective  Strahlenbttschel  zwei  reelle  oder  imaginäre 
Doppelstrahlen.  Diese  durch  den  Affinitätspol  gehenden  Doppel- 
strahlen sind  demnach  selbstentsprechende  Gerade,  und  ihre  un- 
endlich fernen  Punkte  sind  selbstentsprechende  Punkt  der  affinen 
Systeme.  In  zwei  conplanen  affinen  ebenen  Systemen  giebt  es  also 
drei  selbstentsprechende  Punkte,  von  denen  der  eine  im  Allgemeinen 
im  Endlichen  liegende  Punkt  stets  reell  ist,  die  beiden  andern  im 
Unendlichen  befindlichen  Punkte  entweder  reell  oder  imaginär 
sind.  Wenn  insbesondere  die  affinen  Systeme  in  gleichwendige  ähn- 
liche Systeme  Übergehen,  dann  sind  die  unendlich  fernen  imagi- 
nären Ereispunkte  selbstentsprechende  Punkte. 

343.  Constructionen  des  Affinitätspols  und  der  selbstentspre- 
chenden  Geraden  affiner  ebener  Systeme.  In  Fig.  843  sind  zwei 
in  einer  Ebene  liegende  affine  ebene  Systeme  Si ,  S^  durch  die  ent- 
sprechenden Dreiecke  A^B^  (7^,  A^B^C^  gegeben.  Behufs  der  Con- 
struction  des  Affinitätspols  dieser  beiden  affinen  Systeme  ziehen 
wir  von  einem  beliebigen  Punkte  D  aus  die  Strecken  DAi#  A^A^^ 
^Bc#B,B^,  ^Ci#C,C^, . .  so  bilden  die  Punkte  Ai,  Bcy  Cc, . . 
ein  zu  S^  oder  S^  affines  ebenes  System  Si ;  denn  nach  S.  805  ent- 
spricht einer  Punktreihe  von  S^  oder  der  homologen  Punktreihe 
von  S^  eine  ähnliche  Punktreihe  in  Si.  Construiren  wir  nun  zu 
dem  Punkte  D  in  Si  den  entsprechenden  Punkt  $  in  S^  oder  /S^, 
dann  ist  $  der  Affinitätspol  der  beiden  affinen  ebenen  Systeme 
iSj,  Sy    Aus  dieser  Darlegung  folgt  somit  der  Satz: 

Die  Endpunkte  der  von  einem  angenommenen 
Punkte  aus  gezogenen  Strecken,  die  den  Yerbindungs- 
strecken  der  entsprechenden  Punkte  zweier  conplaner 
affiner  ebener  Systeme  gleich  und  gleich  gerichtet 
sind,  bilden  ein  affines  ebenes  System. 

Um  in  Fig.  844  eine  andere  Construction  des  Affinitätspols  aus- 
zufahren, betrachten  wir  in  den  affinen  ebenen  Systemen  S^y  S^^ 
welche  durch  die  entsprechenden  Dreiecke  A^B^C^y  A^B^C^  ge- 
geben sind,  zwei  entsprechende  Parallelstrahlenbttschel  0^,  a\^ . . 
und  a,,  a^ , . . ,  die  beziehlich  zu  den  entsprechenden  Geraden  B^  C^, 
B^  C,  parallel  sind.  Diese  beiden  Parallelstrahlenbttschel  erzeugen 
durch  die  Schnittpunkte  %  31', . .  ihrer  entsprechenden  Strahlen 
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eine  Gerade  9191'.  Ebenso  erzeugen  auch  die  beiden  entsprechen- 
den Parallelstrahlenbttschel  b^^b\  . .  und  b^^V^^ . ,  die  beziehlieh 
zu  den  entsprechenden  Geraden  Cj-4,,  C^A^  parallel  sind,  eine 
Gerade  SB®';  und  der  Schnittpunkt  ^  der  Geraden  Sä',  ©»'  ist 
dann  der  Affinitätspol,  weil  sich  in  diesem  Schnittpunkte  zwei  Paar 
entsprechende  Strahlen  der  Parallelstrahlenbüschel  treffen.  Der 
Affinitätspol  $  ergiebt  sich  also,  indem  wir  zu  entsprechenden 
Dreiecksseiten  B,C,,  B^C^^  welche  sich  im  Punkt  21'  schneiden, 
durch  die  gegenüberliegenden  Ecken  Ä^^A^  die  Parallelen  a,,  a, 
bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  9(  ziehen,  ebenso  zu  den  entsprechen- 
den Dreiecksseiten  C^A^^  Ct^^y  die  sich  in  SB'  schneiden,  durch  die 
gegenüberliegenden  Ecken  5j,  B^  die  Parallelen  *,,  *j  bis  zu  ihrem 
Schnittpunkte  SB  ziehen;  dann  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  S9', 
SBS3'  der  Affinitätspol  $  der  beiden  affinen  ebenen  Systeme  S^^  S^. 

Die  in  Fig.  845  durch  den  Affinitätspol  $  gehenden  selbst- 
entsprechenden Geraden  ^r,  ^t  der  beiden  affinen  Systeme  5„  5, 
erhalten  wir  in  bekannter  Weise  als  die  Doppelstrahlen  zweier 
sich  in  diesen  Systemen  entsprechender  Strahlenbüschel,  deren  ge- 
meinsamer Scheitel  ^  ist.   Wir  beschreiben  einen  durch  $  gehen- 
den beliebigen  Kreis  y,  der  die  Strahlen  ^-4,,  ^5„  $C,  und  die 
entsprechenden  Strahlen  ^-4^,  %B^^  ^Q  beziehlich  in  den  Punkten 
a,,  bj,  Cj  und  a^,  B,,  c^  schneidet,  und  ziehen  dann  die  Geraden 
a,  bj,  Oab,,  sowie  die  Geraden  a,  Cg,  a^c,,  die  sich  resp.  in  den  Punkten 
X  und  y  treffen,  ferner  ziehen  wir  durch  x,  y  die  Gerade  v,  welche 
mit  dem  Kreise  q  die  Schnittpunkte  r,  t  bildet;  und  durch  diese 
Schnittpunkte  gehen  beziehlich  die  Doppelstrahlen  $r,  ^t  Je  nach- 
dem die  Gerade  u  den  Kreis  q  schneidet  oder  nicht  schneidet,  sind 
die  selbstentsprechenden  Geraden  $r,  %t  der  affinen  Systeme  S^^  S^ 
reell  oder  imaginär ;  und  sie  fallen  zusammen,  wenn  die  Gerade  u 
den  Kreis  q  berührt.    Anstatt  der  vom  Affinitätspol  $  nach  ent- 
sprechenden Punkten  -4,,  5j,  C^^  nnd  A^^  B^,  C^  gehenden  Strahlen 
erhalten  wir  auch  entsprechende  Strahlen  durch  Gerade,  die  durch 
$  zu  entsprechenden  Geraden  parallel  gezogen  sind;  denn  diese 
gehen  nach  entsprechenden  unendlich  fernen  Punkten. 

Jene  abgeleiteten  ConstriTctionen  des  Affinitätspols  sind  aber 
nicht  anwendbar,  wenn  die  affinen  Systeme  unendlich  nahe  liegen. 
Um  auch  eine  in  diesem  Falle  geltende  Construction  des  Affini- 
tätspols $  der  in  Fig.  846  durch  die  entsprechenden  Dreiecke 
^jSjCj  und  A^B^C^  gegebenen  affinen  Systeme  S^j  S^  zu  erhalten, 
bestimmen  wir  auf  den  Dreiecksseiten  ^,5„  A^B^  die  entsprechen- 
den Punkte  A^„  N^,  deren  Verbindungsgerade  n  zu  der  Verbindungs- 
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geraden  c  der  gegenüberliegenden  Ecken  C^,  Q  parallel  ist.  Die 
Verbindnngggeraden  a,  b^n^ , .  der  homologen  Punkte  der  entspre- 
chenden ähnlichen  Panktreihen  Ä^^  B^j  iV„  . .  und  A^^  i?,,  iV^, . . 
und  die  Geraden  A^B^^  A.^B^  sind  Tangenten  einer  Parabel.  An 
dieser  durch  die  vier  Tangenten  a^b^  A^B^^  A^B^  bestimmten  Pa- 
rabel ergiebt  sich  vermittelst  des  Brianchon'schen  Sechsseits,  dessen 
eine  Seite  die  unendlich  ferne  Tangente  dieser  Parabel  ist,  die 
zu  c  parallele  Tangente  n.  Wir  ziehen  durch  den  Schnittpunkt 
Kab  der  Geraden  A^B^^  A^B^  die  zu  a  Parallele  Kab  0  und  durch 
den  Punkt  B^  die  zu  c  Parallele  B^  0,  welche  Kab  0  in  0  trifft ;  wir 
ziehen  ferner  die  durch  den  Schnittpunkt  Gab  der  Geraden  a,  b 
und  den  Punkt  0  gehende  Gerade  GabO^  die  ant  A^B^  den  Punkt 
X^  bestimmt ;  dann  ist  die  durch  N^  zu  c  parallele  Gerade  ti,  welche 
A^B^  in  N^  schi^eidety  die  gesuchte  Tangente  jener  Parabel.  Die 
so  bestimmten  entsprechenden  Geraden  C^N^f  QiV^  schneiden  sich 
in  dem  Affinitätspol  $,  weil  alle  Yerbindungsgeraden  ihrer  ent- 
sprechenden Punkte  parallel  sind. 

Die  conplane  Bewegung  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems 'S  ist  in  Fig.  847  bestimmt,  wenn  die  Bahncurven  a,  ß^  y 
dreier  Systempunkte  A^  B^  C  und  die  HüUbahncnrven  Xad ,  X6c  zweier 
Systemgeraden  AB^  ^C  nebst  deren  Berührungspunkten  Kaby  Kbc 
gegeben  sind.  Nehmen  vrir  an ,  dass  in  A^  B^  C  auf  den  Bahn- 
curven a,  ßy  y  die  entsprechenden  Punkte  A^^  A^  sowie  i?j,  B^  und 
(7j,  C^  unendlich  nahe  liegen  und  dass  zu  den  Bahncurven  a,  ß^  y 
beziehlich  die  Tangenten  a,  b^  c  gehören,  deren  Schnittpunkte  mit 
Gabf  Gbcf  Gea  bczeichuet  sind,  so  verfahren  wir  behufs  der  Be- 
stimmung des  Af&nitätspols  ^  gemäss  der  vorhergehenden  Dar- 
legung in  folgender  Weise.  Wir  ziehen  zu  a  die  Parallele  Kab  6>e, 
zu  c  die  Parallele  BOe  und  femer  die  Gerade  GabOc^  welche 
.^^  im  Punkte  Nc  schneidet;  dann  enthält  die  Gerade  CNc  den 
Affinitätspol  %  Ebenso  ziehen  wir  wegen  der  symmetrischen  An- 
ordnung zu  c  die  Parallele  KbcOa^  zu  a  die  Parallele  BOa  und 
femer  die  Gerade  Gbc  Oa^  welche  BCmL  Punkte  Na  trifft;  dann  ent- 
hält auch  die  Gerade  ANa  den  Affinitätspol  $.  Somit  ergiebt 
sich  der  Afifinitätspol  $  für  die  durch  ABC  bestimmte  System- 
phase als  Schnittpunkt  der  Geraden  ANa^  CNc. 

Mit  Hülfe  des  Affinitätspols  $  können  wir  die  Tangente  d  an 
der  Bahncurve  ö  eines  beliebigen  Systempunktes  D  leicht  con- 
strairen.  Wir  ziehen  die  Gerade  i?^,  welche  AB  ia  N  trifft, 
femer  die  Gerade  GabN^  die  mit  Kab  Oe  den  Schnittpunkt .0  bildet; 
dann  ist  die  zum  Punkte  IJ  gehörende  Tangente  d  zu  der  Geraden 
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B  0  parallel.  Betrachten  wir  die  Gerade  d  als  eine  Systemgerade, 
so  ergiebt  sich,  indem  wir  den  Constnictionsweg  umgekehrt  durch- 
schreiten, auf  dieser  Geraden  der  Funkt  D  als  Bertthrungspunkt, 
den  dieselbe  momentan  mit  ihrer  HttUbahncunre  bildet.  Auf  der 
Geraden  CA  erhalten  wir  auch  den  Berührungspunkt  an  der  ent- 
sprechenden HttUbahncurve  vermittelst  der  in  Art.  44  (Fig.  89)  an- 
gegebenen Gonstruction. 

344.  Einförmige  Bewegung  eines  afRn- veränderlichen  ebenen 
Systems.  Eine  conplane  Bewegung  eines  affin-veränderlichen  ebenen 
Systems  mit  festem  Affinitätspol  und  mit  zwei  unendlich  fernen 
reellen  oder  imaginären  festen  Systempunkten  nennen  wir  eine  ein- 
förmigeBewegnng  desselben.  In  Fig.  848  sind  durch  die  ent- 
sprechenden Dreiecke  A^B^C^^  A^B^C^^  A^B^C^  drei  Systemphasen 
"^11  "^21  "^3  611168  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  'S  gegeben, 
dessen  Systempunkte  il,£,C  ähnliche  Bewegungen  auf  den  Bahngera- 
den a,  ßj  y  vollziehen.  Wir  erhalten  den  Affinitätspol  ^  der  beiden 
Systemphasen  S^^  S„  indem  wir,  wie  S.  900  gezeigt  wurde,  zu  der 
Bahngeraden  ß  die  parallele  Gerade  v  ziehen,  welche  die  Geraden 
-4  jC„  ^j  Ca  in  den  entsprechenden  Punkten  iV.,  N^  triflFt,  als  Schm'tt- 
punkt  der  Geraden  B^N^^  B^N^.  Die  Geraden  a,  y,  y,  -4,  C^,  A^C^ 
sind  Taugenten  einer  Parabel,  die  auch  von  den  Verbindungsgeraden 
der  homologen  Punkte  der  ähnlichen  Punktreihen  A^A^A^. ,  und 
C^C^C^ . .  umhüllt  wird.  Demnach  schneidet  die  Gerade  y  auch 
die  Gerade  A^C^  in  dem  Punkte  N^y  der  den  Punkten  iV^,  N^  ent- 
spricht, und  es  ergiebt  sich  der  Affinitätspol  der  beiden  System- 
phasen 5j,  S3  als  Schnittpunkt  der  Geraden  B^N^^  B^N^^  der  wegen 
der  ähnlichen  Punktreihen  B^B^B^ . .  und  N^  N^N^. .  mit  ^  iden- 
tisch ist.  Die  beiden  vom  Affinitätspol  $  an  jene  Parabel  gelegten 
Tangenten  $r,  ^f,  welche  reell  oder  imaginär  sein  können,  sind 
dem  gemäss  gemeinsame  selbstentsprechende  Gerade  aller  System- 
phasen aSj,  /S2,  ^3, . .  und  aller  durch  die  Punktgruppen  ^A^A^A^ . ., 
^B^B^B^.  .y^C^C^C^. .  bestimmten  affinen  Systeme;  folglich  be- 
sitzt das  betrachtete  affin-veränderliche  ebene  System  ^S  einen 
festen  Affinitätspol  $  und  zwei  durch  denselben  gehende  feste 
Gerade  $r,  $f,  deren  unendlich  ferne  Punkte  auch  feste  System- 
punkte sind.  Diese  beiden  festen  Geraden  sowie  diese  beiden  un- 
endlich fernen  festen  Systempunkte  sind  reell  oder  imaginär,  je 
nachdem  der  Affinitätspol  $  ausserhalb  oder  innerhalb  jener  Pa- 
rabel liegt.  Eine  Punktreihe  auf  den  Systemgeraden  AB^  BC^  CA 
des  affin-veränderlichen  Systems  S  ist  eine  ähnlich-veränderliche 
Punktreihe;  und  demnach  erzeugen  alle  Punkte  dieser  System- 
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geraden  ähnliche  Panktreihen  auf  Geraden.  Denken  wir  uns  noch 
einen  beliebigen  Systempunkt  angenommen  nnd  durch  denselben 
eine  Systemgerade  gelegt,  welche  zwei  von  jenen  Systemgeraden 
in  zwei  Ponkten  schneidet,  so  folgt,  weil  diese  Schnittpunkte  ähn- 
liche Punktreihen  auf  Geraden  beschreiben,  dass  nach  S.  876  auch 
der  angenommene  Systempunkt  eine  ähnliche  Punktreihe  auf  einer 
Geraden  erzeugt.  Aus  diesen  Darlegungen  erhalten  wir  das  Er- 
gebniss : 

Vollziehen  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Systempunkte  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Sy«- 
stems  ähnliche  Bewegungen  auf  Geraden,  so  bleiben 
der  Affinitätspol  und  zwei  unendlich  ferne  reelle  oder 
imaginäre  Punkte  fest;  alle  beweglichen  Systempunkte 
vollziehen  ähnliche  Bewegungen  auf  Geraden;  alle  be- 
weglichen Systemgeraden  umhtlllen  Parabeln,  welche 
die  beiden  durch  den  Affinitätspol  nach  den  unend- 
lich fernen  festen  Punkten  gehenden,  reellen  oder  ima- 
ginären Geraden  berühren. 

Diese  specielle  einförmige  Bewegung  wollen  wir  eine  gerad- 
linige einförmige  Bewegung  des  affin-veränderlichen  ebenen 
Systems  nennen.  Dieselbe  ist  hiernach  auch  bestimmt,  wenn  der 
Affinitätspol  nebst  zwei  durch  ihn  gehenden  Systemgeraden  fest 
sind,  und  ein  Systempunkt  sich  auf  einer  Geraden  bewegt.  Wenn 
in  Fig.  848  die  beiden  festen  Geraden  ^r^  ^t  reell  sind  und  die 
beiden  entsprechenden  Punkte  Ä^ ,  Ä^  auf  der  zugehörigen  Bahn- 
geraden a  angenommen  werden,  so  erhalten  wir  zu  einem  Punkte  B^ , 
wie  S.  898  dargelegt  wurde,  den  entsprechenden  Punkt  B^  und 
damit  die  zugehörige  Bahngerade  ß.  Wird  ferner  die  Bahngerade  ß 
angenommen,  dann  ergeben  sich,  wenn  wir  die  Schnittpunkte,  welche 
a,  /?  mit  ^r,  $  ^  bilden,  resp.  mit  Ag^  Ax  und  Bq^  Bx  bezeichnen,  auf 
/!^  die  entsprechenden  Punkte  i?j,  i?,,  indem  wir  die  Punktgruppe 
B^BqBxB^  ähnlich  A^AqAxA^  machen.  Gelangt  der  Systempunkt 
A  in  die  Lagen  Aq^  Ax^  dann  gelangen  auch  die  Systempunkte  B^  C 
beziehlich  in  die  Lagen  Bq^  Bx  und  Cq^  CV  ;  demnach  schrumpfen 
die  betreffenden  Systemphasen  des  affin-veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems S  in  die  Geraden  $r,  $/  zusammen. 

Um  auch ,  falls  die  Geraden  $  r,  $  ^  imaginär  sind,  die  Con- 
struction  entsprechender  Punkte  auszuführen,  nehmen  wir  an,  es 
seien  in  Fig.  848  die  Geraden  $r,  $^  durch  die  Schnittpunkte  r,  t 
bestimmt,  welche  eine  Gerade  u  mit  einen  durch  $  gehenden 
Kreis  q  bildet.  Und  diese  Schnittpunkte  sind  reell  oder  imaginär,  je 
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nachdem  die  Gerade  u  den  Kreis  q  sehneidet  oder  nicht  achneidet. 
Wir  stellen  uns  vor,  dass  das  betrachtete  affin- veränderliche  ebene 
System  S  von  der  durch  die  Punkte  A^^  B„  C„  . .  gegebenen  System- 
phase S^  aus  eine  geradlinige  Bewegung  vollzieht,  bei  welcher  sich 
der  Punkt  A  von  A^  nach  A^  bewegt.  Behufs  der  Construction  des 
Punktes  B^ ,  der  dem  Punkte  B^  entspricht,  verfahren  wir  in  folgender 
Weise.  Wir  ziehen  die  Strahlen  $^,,  $^4,  $£,,  die  den  Eo'eis  q  in 
den  Punkten  03 ,  a^ ,  bg  schneiden,  ziehen  femer  die  Gerade  a«  b,  bis  an 
ihren  Schnittpunkt  ^  mit  u  und  die  Gerade  a;  a, ,  welche  den  Ejreis  g 
in  b4  triflft;  dann  erhalten  wir  den  Strahl  ^b«,  der  den  Punkt  B^  ent- 
hält. Hierauf  ziehen  wir  zu  A^B^  den  parallelen  Strahl  $63,  der 
den  Kreis  q  in  e,  schneidet,  femer  die  Gerade  a^e,  und  durch  ihren 
mit  u  gebildeten  Schnittpunkt  y  die  Gerade  ya^j  die  jr  im  Punkte  e« 
trifft;  dann  bestimmt  die  zu  $€4  Parallele  ^4^4  den  Punkt  B^ 
auf  $  b4.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  zum  Punkte  Q  der  ent- 
sprechende Punkt  C4 ;  und  wir  erhalten  somit  die  von  den  Punkten 
ui4 ,  JB4 ,  C4 , . .  gebildete  Systemphase  54.  Dieser  allgemeineren  Con- 
struction gemäss  sind  die  Geraden  $r,  $^,  die  imaginär  sein  können, 
die  selbstentsprechenden  Geraden  für  die  Systemphasen  S^ ,  S^  und 
somit  auch  für  alle  Systemphasen  dieser  betrachteten  geradlinigen 
Bewegung.  Femer  sind  analog  wie  vorhin  die  Geraden  $r,  $^ 
auch  die  selbstentsprechenden  Geraden  der  durch  die  Punktgmppen 
^Ä^Ä^ . .,  S^B^B^ . .,  ^C^C^ . .,  bestimmten  affinen  ebenen  Sy- 
steme. Denmach  sind  die  Bahnen  Ä^Ä^Ä^A^,  .^  B^B^B^B^.  .^ 
C^ C^ C^C^. ,  entsprechende  Bahnen  in  affinen  Systemen ,  die  den 
gemeinsamen  Affinitätspol  $  und  die  gemeinsamen  selbstentspre- 
chenden Geraden  $r,  $^  besitzen.  Es  sind  also  der  feste  Affinitäts- 
pol $  und  die  beiden  unendlich  femen  festen  Punkte  des  affin- 
veränderlichen  Systems  auch  selbstentsprechende  Punkte  dieser 
affinen  Systeme;  und  wir  erhalten  hiernach  den  Satz: 

Bei  einer  einförmigen  Bewegung  eines  affin-ver- 
änderlichen ebenen  Systems  vollziehen  alle  beweg- 
lichen Systempunkte  affine  Bewegungen  auf  entspre- 
chendenBahnen  in  affinen  ebenen  Systemen,  für  welche 
der  feste  Affinitätspol  und  die  beiden  unendlich  fernen 
festen  Punkte  selbstentsprechende  Punkte  sind. 

Wenn  also  bei  einer  einförmigen  Bewegung  eines  affin-ver- 
änderlichen ebenen  Systems  ein  Systempunkt  auf  einer  Bahncurve 
geführt  wird,  so  vollziehen  alle  beweglichen  Systempunkte  affine 
Bewegungen  auf  entsprechenden  Bahncurven;  sind  aber  die  selbst- 
entsprechenden festen  Systemgeraden  ?r,  ^^  reell,  so  bewegen  sich 
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alle  in  denselben  liegenden  Systempnnkte  anf  diesen  Geraden. 
Bewegt  sich  z.  B.  ein  Systempnnkt  auf  einem  Kegelschnitt,  so  voll- 
ziehen alle  beweglichen  Systemponkte  affine  Bewegungen  auf  ent- 
sprechenden Kegelschnitten.  Geht  insbesondere  der  Kegelschnitt 
durch  den  Affinitätspol  und  durch  die  beiden  unendlich  fernen  festen 
Punkte,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Kegelschnitten.  Betrachten 
wir  einen  solchen  Kegelschnitt  als  Systemcurve,  dann  hüllt  dieser 
Kegelschnitt  sich  selbst  ein  und  derselbe  ist  eine  SelbsthttUcurve 
in  dem  affin-veränderlichen  ebenen  System.  Es  giebt  aber  analog 
den  logarithmischen  Spiralen  bei  dem  ähnlich- veränderlichen  ebenen 
System  auch  hier  noch  andere  Selbsthfillcurven,  die  in  ihrer  Ge- 
staltung, je  nachdem  die  unendlich  fernen  festen  Punkte  als  reell 
oder  imaginär  auftreten,  sehr  verschieden  sind.  Bei  einem  ähnlich- 
veränderlichen ebenen  System  sind  die  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkte  stets  feste  Systempunkte. 

Bei  einer  geradlinigen  einförmigen  Bewegung  eines  affin- ver- 
änderlichen ebenen  Systems  beschreiben  alle  beweglichen  System- 
punkte ähnliche  Punktreihen  auf  Geraden;  und  hieraus  folgt  der 
Satz: 

Die  Punkte,  welche  die  Verbindungsstrecken  der 
homologen  Punkte  zweier  in  einer  Ebene  liegender 
affiner  Systeme  in  gleichen  Verhältnissen  theilen,  bil- 
den ein  zu  diesen  Systemen  affines  ebenes  System, 
welches  denselben  Affinitätspol  und  dieselben  unend- 
lich fernen  selbstentsprechenden  Punkte  mit  diesen 
gemeinsam  hat. 

Eine  einförmige  Bewegung  eines  affin-veränderlichen  ebenen 
Systems  S  ist  vertauschbar;  denn  wir  können  die  Phasen  einer 
Systemcurve  k  als  die  Bahncurven  und  die  Bahncurven  der  auf  k 
befindlichen  Systempunkte  als  die  Phasen  einer  Systemcurve  be- 
trachten, die  einem  anderen  affin-veränderlichen  ebenen  System  S 
angehört.  Und  beide  affin-veränderlichen  Systeme  /S,  Z  besitzen 
denselben  festen  Affinitätspol  und  dieselben  unendlich  fernen  festen 
Punkte.  Durch  Betrachtung  specieller  einförmiger  Bewegungen 
eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  gelangt  man  zu  mannig- 
faltigen interessanten  Beziehungen.  Sind  z.  B.,  Fig.  849,  in  einem 
geradlinig  bewegten  affin- veränderlichen  ebenen  System  S  auf  den 
Phasen  A^ ,  A, ,  A,  einer  Systemcurve  k  die  entsprechenden  Punkte 
-4j,  ^,  ^3;  B^j  B^^  B^\  ^1,  ^2,  C^  iu  den  betreffenden  Bahngeraden 
^}  ß}  y  gegeben,  so  folgt,  wenn  wir  die  beiden  Curvenphasen  A„  k^ 
als  affine  Bahncurven  der  Punkte  A^ ,  A^  der  ähnlich- veränderlicheu 
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Pnnktreihe  Ä^Ä^A^. ,  betrachten,  dass  alle  Punkte  dieser  Beihe 
affine  Bahncaryen  in  affinen  Systemen  beschreiben,  welche  einen 
gemeinsamen  Affinitätspol  und  zwei  gemeinsame  anendlich  ferne 
selbstentsprechende  Punkte  besitzen. 

Durch  Centralprojection  eines  affin- veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems auf  eine  nicht  zu  demselben  parallele  Ebene  erhalten  wir 
ein  veränderliches  ebenes  System,  dessen  Phasen  collinear  sind 
und  welches  ein  collinear-veränderliches  ebenes  System 
genannt  wird.  Der  auf  S.  904  abgeleitete  Satz  vrird  hierdurch  ver- 
allgemeinert, und  die  unendlich  fernen  festen  Punkte  werden  durch 
feste  Punkte  vertreten,  die  im  Endlichen  liegen.  Es  treten  dem- 
nach bei  diesem  coUinear-veränderlichen  ebenen  System  drei  im 
Allgemeinen  im  Endlichen  liegende  feste  Punkte  auf,  die  Colli- 
neationspole  heissen,  und  wir  erhalten  eine  einförmige  Bewe- 
gung des  coUinear-veränderlichen  ebenen  Systems,  bei  welchem 
alle  beweglichen  Systempunkte  coUineare  Bahnen  in  coUinearen 
ebenen  Systemen  beschreiben,  welche  die  drei  GoUineationspole 
als  selbstentsprechende  Punkte  besitzen.  Aus  dieser  Beziehung 
ergeben  sich  mannigfaltige  projective  Folgerungen  0- 

345.  Aehnliche  Bewegung  eines  afün- veränderlichen  ebenen 
Systeme.  Wir  nehmen  an,  dass  in  Fig.  850  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Systempunkte  A^  B^  C  eines  affin-veränderlichen 
ebenen  Systems  auf  ihren  Bahncurven  a,  /?,  y  ähnlich  bewegt  wer- 
den; dann  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkten  der  durch  AB^ 
B  Cy  CA  bestimmten  ähnlich- veränderlichen  Punktreihen.  Denken 
wir  uns  noch  einen  beliebigen  vierten  Systempunkt  D  und  eine 
durch  denselben  gehende  Systemgerade  angenommen,  so  folgt, 
weil  die  von  derselben  mit  den  Syst^mgeraden^f,  BC^  CA  ge- 
bildeten Schnittpunkte  ähnliche  Bewegungen  machen,  dass  auch 
dieser  vierte  Systempunkt  D  eine  ähnliche  Bewegung  auf  seiner 
Bahncurve  ä  vollzieht.  Da  der  Affinitätspol  zweier  unendlich  naher 
Phasen  ruht,  so  muss  derselbe  dieser  Beziehung  gemäss  während 
der  ganzen  Bewegung  des  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  in 
Buhe  sein,  und  dasselbe  besitzt  somit  einen  festen  AfSnitätspol  $. 
Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

Vollziehen  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Systempunkte  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Sy- 


')  Vergleiche  die  Mitthoilungen  von  Burmesterin  Zätschriß  für  Mathe- 
matik  und  Physik  1875.  Bd.  20.  S.  381,  und  Mathemalische  Annaien  1879.  Bd.  14. 
S.  472. 
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Sterns  ähnliche  Bewegungeiii  so  gilt  dasselbe  von  allen 
beweglichen  Systempunkten  und  das  System  besitzt 
einen  festen  Affinitätspol. 

Diese  Bewegung,  welche  wir  eine  ähnliche  Bewegung 
eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  nennen,  geht  auch  durch 
Vertauschung  aus  der  in  Art.  339  behandelten  affinen  Bewegung 
eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  hervor.  Ist  der  feste 
Affinitätspol  ¥  in  Fig.  860  gegeben  und  beschreiben  die  zwei  Sy- 
stempunkte A^  B  ähnliche  Punktreihen  auf  den  ähnlichen  Bahn- 
curven  a,  /3;  dann  ist  die  entsprechende  ähnliche  Bewegung  des  Sy- 
stempunktes C  bestimmt.  Behufs  der  Construction  der  zu  C  ge- 
hörenden Bahncurve  y  nehmen  wir  noch  die  entsprechenden  Lagen 
A^yB^  aufcry/?an,  und  construiren,  weil'^^^C,  ^A^B^C^  affine 
Punktgruppen  sind,  zum  Punkte  C  den  entsprechenden  Punkt  C^ ; 
denmach  ergiebt  sich  die  Bahncurve  /,  indem  wir  CC^y  ähnlich 
AA^a  oder  BB^ß  machen.  Sind  insbesondere,  wie  in  Fig.  850, 
die  Bahncurven  a,  ß  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  A,  B,  so  ist 
das  System  der  Ereismittelpunkte  ^ABFA  .  .  zu  dem  System 
^AB  CD . .  affin,  und  es  ergiebt  sich  z.  B.  der  Mittelpunkt  r  des  zum 
Punkte  C  gehörenden  Kreises  y  als  der  entsprechende  Punkt  von  C. 

346.  Affine  Bewegung  eines  affin-verändeiiiclien  ebenen  Sy- 
stems. Nehmen  wir  an,  dass  in  Fig.  851  drei  nicht  in  einer  Geraden 
liegende  Systempunkte  A^  By  C  eines  affin-veränderlichen  ebenen 
Systems  auf  ihren  Bahncurven  a,  /?,  y  affine  Punktreihen  beschreiben, 
so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkten  der  durch  AB^BCy  CA 
bestimmten  ähnlich  -  veränderlichen  Punktreihen.  Nehmen  wir 
femer  noch  einen  beliebigen  vierten  Systempunkt  D  an,  und  denken 
wir  uns  durch  denselben  eine  beliebige  Systemgerade  gelegt,  so 
folgt,  weil  die  von  derselben  mit  den  Systemgeraden  AB^BCy  CA 
gebildeten  Schnittpunkte  affine  Bewegungen  ausführen,  dass  auch 
der  Systempunkt  D  eine  affine  Bewegung  auf  seiner  Bahncurve 
d  vollzieht.    Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Vollziehen  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Systempunkte  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems affine  Bewegungen,  so  gilt  dasselbe  von  allen 
Systempunkten. 

Diese  Bewegung  nennen  wir  eine  affine  Bewegung  eines 
affin- veränderlichen  ebenen  Systems;  und  durch  Vertausch ung  geht 
aus  derselben  eine  gleichartige  Bewegung  hervor.  Wenn  die  drei 
Systempunkte  Ay  By  C  harmonische  Bewegungen  auf  Ellipsen  voll- 
ziehen, so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkten;  und  in  diesem 
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besonderen  Falle  erhalten  wir  eine  harmonische  elliptische 
Bewegung  des  affin-veränderlichen  ebenen  Systems. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  851  auf  den  affinen  Bahncurven  er,  ß^  y^  d 
die  vier  Systemphasen  angehttrenden  homologen  Punkte  gegeben, 
so  bilden  dieselben  vier  entsprechende  affine  Vierecke  jl^^^^i«, 
B^B^B^B^y  C^C^C^C^^  D^D^D^D^y  und  hieraus  folgt  die  geome- 
trische Beziehung: 

Die  viertenEckpunkte  der  affinen  Vierecke,  welche 
durch  je  drei  homologe  Punkte  von  drei  in  einer  Ebene 
liegenden  affinen  ebenen  Systemen  bestimmt  sind, 
bilden  ein  viertes  affines  ebenes  System. 

Wenn  wir  anstatt  der  affinen  Vierecke  insbesondere,  wie  in 
Fig.  852,  in  gleichem  Sinne  die  durch  je  drei  homologe  Punkte 
bestimmten  Parallelogramme  A^A^A^A^^  B^B^B^B^^  CiC^jC^C^, 
D^D^D^D^  construiren,  so  erhalten  wir  die  speciellere  geometrische 
Beziehung,  welche  sich  auch  aus  dem  S.  886  abgeleiteten  Satze 
ergiebt: 

Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme, 
welche  in  gleichem  Sinne  durch  je  dreihömologe  von 
drei  in  einer  Ebene  liegenden  affinen  ebenen  Sy- 
stemen bestimmt  sind,  bilden  ein  viertes  affines  ebenes 
System. 

347.  Beziehungen  der  Geschwindigkeiten  und  der  Beschieu- 
nigungen  eines  conplan  bewegten  affin-veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems. In  analoger  Weise  wie  bei  dem  ähnlich-veränderlichen 
System  in  Art.  340  gelangen  wir  auch  bei  dem  affin-veränderlichen 
System  zu  den  fundamentalen  Beziehungen  der  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen.  Bewegt  sich  in  Fig.  853  ein  affin-veränder- 
liches ebenes  System  'S  während  eines  Zeitelementes  dt  aus  einer 
Systemphase  S^  in  eine  unendlich  nahe  Systemphase  S^^  und  ent- 
sprechen den  Punkten  ^j,  5,,  (7^,  D^  in  S^  die  Punkte -^3,  B^^C^^D^.. 
auf  den  zugehörigen  Bahncurven  a,  /?,  y^  d,  so  ergeben  sich  die  in 
den  Tangenten  dieser  Bahncurven  liegenden  Geschwindigkeiten 

A    A  R  T^  C  C  DT) 

Wegen  der  ähnlichen  Punktgruppen  A^A^A^,^  B^B^B^^  C^C^C^^ 
D,^D^Di,,  sind  die  Vierecke  A^B.^C^D^^  A^BvC^Dp  nach  dem  Satze 
S.905  affin.  Demnach  bilden  die  Endpunkte  A^^  B^^  Ct,,  i>p, . .  der 
Geschwindigkeiten  ein  zu  S  affines  ebenes  System  S«,  und  wir 
erhalten  somit  den  Satz: 
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Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  Sy- 
stempankte  einer  Systemphase  eines  conplan  be- 
wegten affin-veränderlichen  ebenen  Systems  bilden 
ein  affines  ebenes  System. 

Der  Geschwindigkeitszostand  einer  Systemphase  ^S,  eines  affin- 
veränderlichen  ebenen  Systems  ist  hiemach  bestimmt,  wenn  in 
Fig.  863  die  Grösse  nnd  Bichtang  der  Geschwindigkeiten  A^Ä^^ 
B^B^^  C^Cv  von  drei  Punkten  A^jB^^C^  der  Systemphase  5,  ge- 
geben sind;  denn  zu  einem  vierten  Punkte  B^  in  S^  erhalten  wir 
die  Grösse  nnd  Richtung  der  Geschwindigkeit  D^B^^  indem  wir 
den  entsprechenden  Punkt  2>«  in  dem  affinen  System  Sv  construiren. 
Die  Gerade  B^B^  ist  dann  auch  die  Tangente  an  der  Bahncurve  S 
des  Punktes  B^.  Das  System  /S«  der  Endpunkte  der  Geschwin- 
digkeiten heisst  dieGeschwindigskeitsphase,  und  jeder  Sy- 
stemphase des  affin-veränderlichen  Systems  S  entspricht  also  eine 
Geschwindigkeitsphase.  Der  Affinitätspol  $  von  S^jS„y  der  mit  dem 
Affinitätspol  der  Systemphase  S^  identisch  ist,  besitzt  als  System- 
punkt momentan  keine  Geschwindigkeit  und  wird  deshalb  auch  der 
Geschwindigkeitspol  genannt  Für  die  unendlich  fernen, 
momentan  festen  Punkte  der  Systemphase  ist  die  Geschwindigkeit 
auch  gleich  Null.  Wenn  wir  in  Fig.  863  von  einem  Punkte  O  aus  zu 
den  Geschwindigkeiten  Ä^Av^  B^B^y  C^Cpj . .  gleichgerichtete 
gleiche  Strecken  DjI^,  D^^,  DQ, . .  ziehen,  so  bilden  die  End- 
punkte dieser  Strecken  nach  dem  Satze  S.  899  ein  zu  S  affines 
ebenes  System  Sg^  und  die  Systempunkte  derselben  bewegen  sich 
auf  den  Hodographen  erster  Ordnung  der  entsprechenden  zu  ^S  ge- 
hörenden Systempunkte. 

Wir  nehmen  an,  dass  in  Fig.  863  ein  affin- veränderliches  ebenes 
System  S  in  zwei  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeitelementen 
dt  von  einer  Systemphase  S^  in  die  unendlich  nahen  Systemphasen 
S„  /S,  gelangt,  und  dass  in  den  Systemphasen  S^y  S^^  S^  sich  be- 
ziehlich  die  Punkte  A^^  5,,  (7,,  B^]  A^^  5,,  (7,,  2?,;  A^j  B^^  C3,  Z?, 
auf  den  zugehörigen  Bahncurven  a,  /?,  y,  d  entsprechen.  Femer 
denken  wir  uns  die  durch  je  drei  homologe  Punkte  bestimmten,  un- 
endlich kleinen  Parallelogramme  -4,  A^  A^  An ,  Sj  B^  B^  Bn ,  C,  Cfifin , 
B^B^B^Bii  gebildet;  dann  sind  nach  dem  letzten  Satze  in  Art  346 
die  Vierecke  A^B^C^B^^  AnBuCuBu  affin,  und  die  Diagonalen 
A^Aiiy  B^Buy  Ca  CnjB^Bn  dieser  unendlich  kleinen  Parallelogramme 
sind  die  Deviationen  der  bewegten  Systempunkte.  Hiemach  ergeben 
sich  die  in  den  Sichtungen  dieser  Deviationen  wirkenden  Beschleu- 
nigungen 


910     XII.  Abschnitt.    Bewegung  gesetzm&ssig-ver&nderlicher  Systeme. 

folglich  sind  wegen  der  ähnlichen  Panktgrnppen  A^AnAj,  B^BijBj^ 
C^CuCj,  D^DiiDj  die  Vierecke  A^B^C^D^,  AjBjCiDj  nach  dem 
Satze  S.  905  affin.  Demnach  bilden  die  Endpunkte^/,  Bj^  Cj^Dj^ . . 
der  Beschlennignngen  ein  zu  aS  affines  ebenes  System  Sjy  nnd  es 
folgt  der  Satz: 

Die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  der  System- 
punkte einer  Phase  eines  conplan  bewegten,  affin- 
veränderlichen  ebenen  Systems  bilden  ein  affines 
ebenes  System. 

Der  Beschleunigungszustand  einer  Systemphase  S^  eines  affin- 
veränderlichen  ebenen  Systems  ist  also  bestimmt,  wenn  in  Fig.  853 
die  Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigungen  Ä^Aj^  A^jy  ^sQ 
von  drei  Punkten  ^,  A,  C^  der  Systemphase  ^^  gegeben  sind;  denn 
zu  einem  vierten  Punkte  D^  ergiebt  sich  die  Beschleunigung  DDj^ 
indem  wir  den  entsprechenden  Punkt  Dj  in  dem  affinen  System 
Sj  construiren,  welches  die  Beschleunigungsphase  der  Sy- 
stemphase S^  heisst  Der  Äffinitätspol  3  von  S^^  Sj  besitzt  als  Sy- 
stempunkt momentan  keine  Beschleunigung,  und  denselben  nennen 
wir  deshalb  den  Beschleunigungspol  der  Systemphase  S^. 

Wenn  wir  in  Fig.  853  von  jenem  beliebigen  Punkte  £)  aus 
zu  den  Beschleunigungen  A^Aj^  B^Bj^  ^aQ?*-  gleichgerichtete 
gleiche  Strecken  £)^£,  Df^,  OG,  . .  ziehen,  so  bilden  die  End- 
punkte dieser  Strecken  ein  zu  S  affines  ebenes  System  Si^  dessen 
Systempunkte  sich  auf  den  Hodographen  zweiter  Ordnung  der  ent- 
sprechenden zu  S  gehörenden  Systempunkte  bewegen.  Denken 
wir  uns  um  den  Punkt  £)  einen  Kreis  beschrieben,  der  sowohl  dem 
System  Sq  als  dem  System  Si  angehört,  so  entspricht  diesem  Kreise 
in  der  Systemphase  S^  erstens  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der 
Geschwindigkeitspol  $  ist,  zweitens  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt 
der  Beschleunigungspol  3  ist.    Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

In  einer  Systemphase  eines  conplan  bewegten 
affin-veränderlichen  ebenen  Systems  liegen  die- 
jenigen Punkte,  welche  gleiche  Geschwindigkeit  be- 
sitzen, auf  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  Ge* 
schwindigkeitspol  ist,  und  diejenigen  Punkte,  welche 
gleiche  Beschleunigungen  besitzen,  auf  einer  Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  der  Beschleunigungspol  ist 

Nehmen  wir  in  Fig.  863  auf  einer  beliebigen  Systemgeraden 
in  einer  Systemphase  S^  eine  Pnnktreihe  A^B^. .  an,  so  entsprechen 
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derselben  in  den  affinen  Systemen  Sq,  Si  die  ähnlichen  Pankt- 
reihen  AqBq  .  .^  AiBi  . .;  und  die  Strahlenbüschel  ^{AgBg  . .), 
?d{AtBi  . .)  sind  projectiv.  Nehmen  wir  ferner  noch  ein  Strahl- 
bttschel  S^iÄ'B' . .)  an,  dessen  Strahlen  beziehlich  mit  den  Strahlen 
des  Strahlenbüschels  £)(AqBg  . .)  gleiche  Winkel  einschliessen,  so 
sind  diese  beiden  Strahlenbüschel  congraent  nnd  die  beiden  anf 
einer  Geraden  liegenden  Punktreihen  ^'jB',  ,,  AiBi  . .  sind  pro- 
jectiv. Diese  Punktreihen  besitzen  demnach  zwei  reelle  oder  ima- 
ginäre Doppelpunkte,  und  folglich  giebt  es  auf  jener  Systemgeraden 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Systempunkte,  deren  Geschwindigkeit 
und  Beschleunigung  gleiche  gegebene  Winkel  einschliessen.  Da 
für  die  momentan  ruhenden  unendlich  fernen  Punkte  der  System- 
phase ^a,  so  wie  für  den  Geschwindigkeitspol  $  die  Geschwin- 
digkeit gleich  Null  ist,  und  für  den  Beschleunigungspol  3  die  Be- 
schleunigung gleich  Null  ist,  so  können  wir  diese  Punkte  auch 
als  solche  Systempunkte  betrachten,  bei  denen  Geschwindigkeit 
und  Beschleunigung  gleiche  beliebige  Winkel  einschliessen.  Aus 
dieser  Darlegung  ergiebt  sich  der  Satz: 

In  einer  Systemphase  eines  conplan  bewegten 
affin-veränderlichen  ebenen  Systems  liegen  diejenigen 
Punkte,  deren  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
densellfen  Winkel  bilden,  auf  einem  Kegelschnitt,  der 
durch  den  Geschwindigkeitspol,  den  Beschleunigungs- 
pol und  die  momentan  festen  unendlich  fernen  Punkte 
geht 

Je  nachdem  die  momentan  festen  unendlich  fernen  Punkte 
reell  oder  imaginär  sind,  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  oder 
Ellipse.  Wenn  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  der  Punkte 
in  je  einer  Geraden  liegen,  dann  besitzen  diese  Punkte  momentan 
keine  Normalbeschleunigung  und  sie  durchschreiten  momentan 
Wendepunkte  ihrer  Bahncurven.  Wenn  femer  die  Geschwindigkeit 
und  Beschleunigung  der  Punkte  senkrecht  sind,  dann  besitzen 
diese  Punkte  momentan  keine  Tangentialbeschleunigung. 

Um  noch  ein  praktisches  Beispiel  zu  erwähnen,  ist  in  Fig.  864 
der  Mechanismus  eines  Watt 'sehen  Parallelogramms  X  F  6r  ^  dar- 
gestellt, bei  dem  4>,  A  resp.  die  festen  Axen  des  Balancier  <P  G  und 
des  Lenkers  AX  sind.  Dieses  Parallelogramm  bildet  einen  Be- 
standtheil  eines  speciellen  affin- veränderlichen  ebenen  Systems  mit 
Constanten  Strecken.  Ist  die  Geschwindigkeit  FFp  des  Gelenk- 
punktes F  bekannt,  so  ergeben  sich  die  Geschwindigkeiten  G  Gp , 
L  Lp  der  Gelenkpunkte  G,  L  in  bekannter  Weise ;  und  indem  wir 


912     XTI.  Abschnitt.  Bewegung  gesetzmässig-Teränderlicher  Systeme. 

das  Parallelogramm  Lp  F^,  G»  Hv  construiren,  erhalten  wir  die  Ge- 
schwindigkeit HH^  des  angenähert  geradgeführten  Punktes  H.  Ist 
die  Beschlennignng  FFj  des  Panktes  F  gegeben,  so  ist  die  Be- 
schlennignng  G  Gj  von  G  leicht  zu  bestimmen,  und  die  Beschleu- 
nigung LLj  von  L  erhalten  wir  nach  der  in  Art.  311  gegebenen 
Construction;  und  somit  ergiebt  sich  durch  das  Parallelogramm 
LjFjGjHj  die  Beschleunigung  HHj  des  Punktes  H. 
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348.  Die  bifocale  Verwandtschaft  zweier  Systeme.  Wir  wollen 
noch  ein  gesetzmässig-veränderliches  ebenes  System  behandeln, 
welches  durch  den  einfachsten  Mechanismus  hergestellt  werden 
kann  und  zu  interessanten  geometrischen  Beziehungen  führt  Es 
ist  aber  nothwendig,  dass  wir  zuerst  die  Verwandtschaft  erörtern, 
nach  welcher  die  Veränderung  dieses  Systems  erfolgt.  In  Fig.  865 
betrachten  wir  in  zwei  conplanen  ebenen  Systemen  S^ ,  S,  bezieh- 
lich  die  Punkte  iP\,  A  nnd  i^^j, i,,  welche  wir  die  Focalpunkte 
nennen,  als  gegeben ;  und  wir  nehmen  an,  dass  zwei  entsprechende 
Punkte  A^ ,  A^  dieser  Systeme  S^ ,  S^  durch  die  gleichen  Strecken 

F^A,^F^A^^  L^A,  =  L^A^ 
bestimmt  sind.  Die  hierdurch  definirten  ebenen  Systeme  ^i,  S^ 
nennen  wir  bifocale  Systeme  und  die  geometrische  Beziehung 
derselben  die  bifocale  Verwandtschaft  derselben.  Dieser 
Definition  gemäss  entsprechen  einem  Punkte  ^^  in  iS^ ,  so  wie  dem 
bezüglich  der  Focalgeraden  /\Z,  symmetrisch  liegenden  Punkte 
A\  zwei  zur  Focalgeraden  F^L^  symmetrisch  liegende  Punkt  A^^A'^ 
in  /Ss,  und  umgekehrt  entsprechen  jedem  der  Punkte  ^s>  ^x  des 
Systems  S^  die  Punkte  A^ ,  A[  im  System  Sj.  Demnach  tritt  bei 
der  bifocalen  Verwandtschaft  ein  zwei-zweideutiges  Entsprechen 
der  Systempunkte  auf:  und  diese  Verwandtschaft  wird  als  eine 
zwei-zweideutige  Verwandtschaft  bezeichnet*). 

Nehmen  wir  in  dem  System  S^  eine  Curve  a^  an,  und  ist  ffir 
einen  Punkt  A^  die  Tangente  A^  AI  an  derselben  gegeben,  so  kann 

')  Auf  die  bifocale  Verwandtschaft  hat  C.  G.  J.  Jacobi  in  einem  an 
J.  Steiner  gerichteten  Brief  zuerst  hingewiesen.  Journal  für  reine  und 
angewandte  Mathematik.  1834.  B.  12.  S.  137.  £ine  andere  hierauf  bezQgUche 
Mittheilung  findet  sich  in  C.  G.  J.  Jacobi 's  Mathematücfie  Werke.  1871.  B.  3. 
S.  402.  Vergl.  ferner  L.  B urmes  t er:  „Ueber  das  bifocal- veränderliche  System'*. 
Mathematische  Annälen  1880.  B.  16.  S.  89,  wo  das  bifocal-Teränderliche  Sy- 
stem zuerst  bebandelt  wurde. 
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an  der  entsprechenden  Cnrve  a^  im  System  S^  die  Tangente  A^A^ 
für  den  entsprechenden  Punkt  A^  durch  die  folgende  Darlegung 
bestimmt  werden.  Wir  denken  uns  den  Punkt  A^  auf  der  Gurre 
fli  mit  einer  Geschwindigkeit  ^i  ^  t  hewegt  und  fUlen  von  AI  auf 
F^A^^  L^A^  Senkrechte,  deren  Fusspunkte  jP^,  L^  sind;  dann  re- 
präsentiren  die  Strecken  A^F^^^  A^L^  nach  Art.  32  die  Geschwin- 
digkeiten der  LäDgeuänderungen  der  Fahrstrahlen  F^A^^  A^i« 
Und  da  bei  der  entsprechenden  Bewegung  des  Punktes  A^  auf 
der  Curve  a,  resp.  dieselben  Längenänderungen  der  Fahrstrahlen 
F^A^^  L^A^  auftreten,  so  machen  wir  im  entsprechenden  Sinne 
auf  F^A^  die  Strecke  A^Fl  =  A, F^,  auf  L^A^  die  Strecke  A^L^  = 
^1 X^,  und  errichten  auf  diesen  Fahrstrahlen  die  Senkrechten  FIA\ , 
LlAl^  die  sich  im  Punkte  A]  schneiden;  dann  repräsentirt  A^Al 
die  entsprechende  Geschwindigkeit  des  Punktes  A^  auf  der  Curve 
a,  und  ist  zugleich  die  Tangente  an  derselben.  0 

Um  die  entsprechenden  Punkte  A^^A^  in  den  beiden  bifocalen 
Systemen  S^^  S^  beziehungsweise  durch  rechtwinkelige  Goordi- 
naten  a:^ ,  y^  und  ^^ ,  y^  zu  bestimmen,  betrachten  wir  in  Fig.  866 
die  Mittelpunkte  0^ ,  Ö,  der  Focalstrecken  F^L^^  F^L^j  deren  Län- 
gen wir  mit  2  ^^ ,  2  7,  bezeichnen ,  als  Goordinatenanfang  und  die 
Focalgeraden  F^L^j  F^L^  beziehlich  als  ^-Axe  in  den  Systemen 
^1}  '^tj  dann  ergeben  sich  aus  der  Gleichheit  der  Strecken 

F^A^^F^A^^   L.A^t^L^A^ 
die  Gleichungen  der  bifocalen  Verwandtschaft 

(yi+^J+yl=(y2+^J'+yJ 1) 

i9^-^.f+y^=iq.-^^'+y\ 2). 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir  durch  Subtraction  und 
Addition  die  beiden  folgenden  äquivalenten  Gleichungen 

yi^i™?»^« ^) 

^\+y\+q\=K+y\+q\ 4); 

und  weiter  ergiebt  sich: 


a?,  =  -^  a?, 


5) 


V^\  (1  - 


l 


6). 


1)  J.  Somoff,  Theoretische  Mechanik.  LTheil,  Kinematik,  deutsch  von 
Ziwet.1878.  S.  116. 
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Für  die  Focalgerade  jPjT^,  im  System  aS^  ist  y,  «=0  und  der- 
selben entspricht  demnach,  falls  jP,i,  <üF^L^  oder  j^i  <92  ist, 
eine  Hyperbel  im  System  2^.  Für  die  Focalgerade  F^L^  im  Sy- 
stem ^2  ist  ^2  ="  0  und  derselben  entspricht  demnach  eine  Ellipse 
in  System  S^.  Diese  Beziehung  ergiebt  sich  ohne  Ableitung  aus  den 
Gleichungen  anschaulich  und  direct  in  folgender  einfacher  Weise. 
Wir  construiren  in  Fig.  866  die  zum  System  S^  gehörende  Ellipse 
e,,  deren  Brennpunkte  die  Focalpunkte  -Pj,  ij  sind  und  deren 
Hauptaxe  H^J^^^^F^L^  ist;  dann  folgt,  dass  jedem  Punkte  der 
Strecke  H^J^  im  System  S^,  die  gleich  F^L^  ist  und  auf  F^L^ 
sjrmmetrisch  liegt,  zwei  zu  der  Hauptaxe  H^Ji  symmetrisch 
liegende  Punkte  der  Ellipse  e^  in  S,  entsprechen.  Wir  construiren 
ferner  die  zum  System  S^  gehörende  Hyperbel  A,,  deren  Brenn- 
punkte die  Focalpunkte  i^j,  L^  und  deren  Hauptaxe  H^J^^^^F^L^ 
ist;  dann  folgt,  dass  jedem  nicht  zwischen  H^J^  liegenden  Punkte 
der  Focalgeraden  H^J^  des  Systems  S^  zwei  zur  Hauptaxe  H^J^ 
symmetrisch  liegende  Punkte  der  Hyperbel  h^  im  System  S^  ent- 
sprechen. Die  Ellipse  ^^  scheidet  das  System  S^  und  die  Hyperbel 
Äj  das  System  S^  in  zwei  Gebietstheile.  Wir  wollen  in  beiden  Sy- 
stemen den  Gebietstheil,  der  die  Focalpunkte  enthält,  das  imagi- 
näre Gebiet  und  den  anderen  das  reelle  Gebiet  nennen;  denn  es 
giebt  nur  zu  den  im  reellen  Gebiet  des  Systems  5,  liegenden  Punkten 
entsprechende  reelle  Punkte  in  dem  System  S^  und  umgekehrt.  Dess- 
halb  nennen  wir  die  Ellipsen,  und  die  Hyperbel  k^  auch  die  Grenz - 
kegelschnitte  der  beiden  bifocalen  Systeme  Sj,  S^.  Für  den  in 
Fig.  866  betrachteten  Fall  ist  F^L^<^ FiWi  demnach  ist  das  reelle 
Gebiet  in  ä,  elliptisch  und  in  S^  hyperbolisch  begrenzt.  Wenn  da- 
gegen F^L^'^F^L^  ist,  dann  ist  das  reelle  Gebiet  in  S^  hyperbo- 
lisch und  in  S^  elliptisch  begrenzt  Je  kleiner  die  Differenz  der 
Focalstrecken  F^L^^F^L^  wird,  desto  kleiner  werden  die  Nebenaxen 
der  Grenzkegelschnitte.  Die  Focalpunkte  als  Brennpunkte  der- 
selben befinden  sich  also  stets  in  den  betreffenden  imaginären  Ge- 
bieten, und  folglich  können  die  Focalpunkte  nicht  als  entsprechende 
Systempunkte  betrachtet  werden.  Bei  dem  Entsprechen  der  Punkte 
in  den  bifocalen  Systemen  ist  zu  beachten,  dass  nur  den  Punkten 
einer  Curve,  welche  in  dem  reellen  Gebiet  des  einen  Systems  liegen, 
reelle  Punkte  in  dem  anderen  System  entsprechen.  Wenn  wir  daher 
in  der  Folge  sagen,  dass  einer  Curve  in  dem  einem  System  eine  Curve 
in  dem  anderen  entspricht,  so  wollen  wir  nur  den  im  reellen  Gebiet 
befindlichen  Theil  der  Curve  als  in  Betracht  gezogen  vor  aussetzen. 
In  dieser  Hinsicht  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  3),  4)  die  Sätze : 
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Jeder  Geraden,  welche  auf  der  Focalgeraden  in 
dem  einem  bifocalen  System  senkrecht  steht,  ent-* 
spricht  eine  derartige  Gerade  in  dem  anderen  System, 
nnd  die  Fnsspnnkte  entsprechender  Geraden  bilden 
anf  den  Focalgeraden  ähnliche  Pnnktreihen,  in  denen 
sich  die  Mittelpunkte  der  Focalstrecken  entsprechen. 

Jedem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  die  Mitte  der 
Focalstrecke  in  dem  einen  bifocalen  System  ist,  ent- 
spricht ein  derartiger  Kreis  in  dem  anderen  Sy- 
stem. 

Jedem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Focal- 
geraden in  dem  einen  bifocalen  System  liegt,  ent- 
spricht ein  derartiger  Kreis  in  dem  anderen  Sy- 
stem. 

Um  die  Beziehungen  zweier  bifocaler  Systeme  5^,  S^  in  an- 
schaulichster Weise  geometrisch  darzustellen,  nehmen  wir  in  Fig.  866 
die  Ebene  des  Systems  S^  als  Aufrissebene  und  construiren  in 
der  zugehörigen  Grundrissebene  ein  System  'S/,  welches  dem  Sy- 
stem S^  ähnlich  ist,  so,  dass  die  EUipsenaxe  i^/J},  welche  der 
EUipsenaxe  H^J^  entspricht,  gleich  und  parallel  der  Hyperbelaxe 
SiJ^g  ist  und  unter  dieser  senkrecht  liegt.  Wir  bestimmen  die 
Punkte  des  Systems  Si  durch  die  rechtwinkeligen  Goordinaten 
o?/,  y,  für  welche  0/ J},  OiO^  beziehlich  die  Axen  in  positiver  Rich- 
tung sind;  und  ferner  bestimmen  wir  die  Punkte  des  Systems  S^ 
durch  die  rechtwinkeligen  Goordinaten  ^,  «,  fttr  welche  O^Jj, 
Oj^Z  resp.  die  Axen  in  positiver  Richtung  sind.  Da  H^J^  =2q^ 
und  HiJi  =  2q^  ist,  so  verhalten  sich  die  Goordinaten  entspre- 
chender Punkte  der  ähnlichen  Systeme  aS^,  Si  wie  q^ :  jr,,  und  dem- 
nach ist 

Setzen  wir  in  eine  der  beiden  Gleichungen  1),  2)  z.  B.  in  1) 
statt  ^2>ys  beziehlich  ^,  z^  so  erhalten  wir 

und  in  diese  Gleichung  jene  Werthe  für  a?^,^,  gesetzt,  ergiebt  sich: 

Weil  a?/  =  a?  ist,  können  wir  xi  durch  x  ersetzen  und  x,  y,  s 
als  drei  im  Räume  rechtwinkelige  Goordinaten  der  Raumpunkte 
betrachten;  demnach  erhalten  wir  die  Gleichung 

58* 
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welche  ein  einschaliges  Hyperboloid  repräsentirt,  dessen  drei 
Halbaxen  resp.  die  Längen 

besitzen.  Dasselbe  Resultat  wird  selbstverständlich  auch  erhalten, 
wenn  wir  statt  der  Gleichung  1)  die  Gleichung  2)  zur  Ableitung 
verwenden.    Hiernach  ergiebt  sich  der  fundamentale  Satz: 

Das  System  Sj,  welches  dem  System  /Sj  ähnlich  ist, 
kann  als  die  Grundrissprojection  und  das  System  S^y 
welches  dem  System  «S,  bifocal  ist,  als  die  Aufrisspro- 
jection  der  Punkte  eines  einschaligen  Hyperboloids 
betrachtet  werden,  von  dem  zwei  Axen  beziehlich  auf 
den  Projectionsebenen  senkrecht  sind. 

In  demselben  Sinne  wie  die  Projectionen  von  einem  Punkte 
des  Hyperboloids  zweideutig  sind,  sind  es  hiemach  auch  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  bifocalen  Systeme  Sj,  S^.  Wenn  eine 
Curve  n*«'  Ordnung  in  der  einen  Projectionsebene  gegeben 
ist,  so  können  wir  diese  Curve  als  die  Directrix  einer  zu  dieser 
Projectionsebene  senkrechten  Gylinderfläche  betrachten,  und  diese 
bildet  mit  dem  Hyperboloid  eine  Durchdringungscurve,  deren  an- 
dere Projection  von  2n**'  Ordnung  ist  und  zur  betreffenden  Fo- 
calgeraden  symmetrisch  liegt.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Einer  Curve  «*•' Ordnung  in  demeinen  zweier  bifo- 
caler  Systeme  entspricht  eine  Curve  2«*"  Ordnung  in 
dem  anderen  System,  und  dieselbe  ist  symmetrisch 
zur  Focalgeraden. 

Und  femer  ergiebt  sich  der  specielle  Satz: 

Einer  Geraden  in  dem  einen  zweier  bifocaler  Sy- 
steme entspricht  in  dem  anderen  System  ein  Kegel- 
schnitt, dessen  eine  Axe  in  der  Focalgeraden  liegt 

Betrachten  wir  in  einer  Projectionsebene  eine  Tangente  des 
Grenzkegelschnitts  als  die  Spur  einer  auf  dieser  Projectionsebene 
senkrechten  Ebene,  so  schneidet  diese  Ebene  das  Hyperboloid  in 
zwei  Gerade,  deren  Projectionen  in  der  anderen  Projectionsebene 
Tangenten  an  den  zugehörigen  Grenzkegelschnitt  sind  und  zur 
Focalgeraden  symmetrisch  liegen.  Der  Tangente  ti  in  Fig.  Sbß 
an  der  Grenzellipse  ej  im  Grundriss  entsprechen  die  beiden  Tan- 
genten /jj  ^  an  der  Grenzhyperbel  h^  im  Aufriss.    Dem  Beruh- 
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rangspnnkte  Ai  von  ti  und  ei  entspricht  der  auf  H^J^  liegende 
Schnittpunkt  A^  der  Tangenten  t^y  l!^]  nnd  den  beiden  Bertthrangs^ 
punkten  B^^  B'^  dieser  Tangenten  entspricht  der  Schnittpunkt  i?/, 
den  die  Tangente  ti  mit  HiJi  bildet  Hiernach  entsprechen  einer 
Tangente  t^  an  dem  Grenzkegelschnitt  e^  im  System  S^  die  beiden 
Tangenten  t^^  i[  an  dem  Grenzkegelschnitt  k^  im  System  S^.  Dem  Be- 
rührungspunkte A^  in  aS,  entspricht  in  S^  der  auf  B^J^  liegende  Punkt 
A^  und  dem  Berührungspunkte  B^  in  S^  entspricht  in  S^  der  auf  H^  J^ 
liegende  Punkt  J?,.  Machen  wir  auf  der  Geraden  L^  A^^  die  Strecke 
L^G^=^F^L^^=  JETj  J,  und  denken  wir  uns  das  System  S^  mit  seinen 
Focalpunkten  F^,  L^  beziehlich  nach  G,  i,  verlegt,  dann  fällt,  weil 
Xj  ^j  =:  x^^s  ist,  der  Punkt  A^  mit  dem  Punkte  A^  zusammen.  Da 
femer  L^G^^H^J^  ist,  so  ist  auch  A^F^=^A^G\  und  demnach 
steht  die  Ellipsentangente  t^  auf  F^  G  in  der  Mitte  senkrecht  Bei 
der  Verlegung  des  Systems  S^  fällt  dann  auch  ein  beliebiger  auf 
/s  angenommener  Punkt  C^ ,  dem  der  Punkt  C^  auf  t^  entspricht, 
mit  diesem  Punkte  C^  zusammen ;  denn  es  ist  F^ C^=i F^C^=^  G C^ 
und  L^C^^=^L^C^.    Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

Einer  Punktreihe  auf  einer  Tangente  an  dem  Grenz- 
kegelschnitt in  dem  einen  bifocalen  Systeme  entspre- 
chen im  anderen  System  congruente  Punktreihen  auf 
zwei  zur  Focalgeraden  symmetrisch  liegenden  Tan- 
genten des  zugehörigen  Grenzkegelschnitts. 

Die  Gleichung  einer  Schnittebene,  welche  der  Projectionsaxe 
parallel  ist  und  mit  den  beiden  Projectionsebenen  den  Winkel 
von  45  <>  bildet,  ist 

y  +  ^  =  c. 

Femer  ist  die  Gleichung  des  Hyperboloids,  wenn  wir  der  Ab- 
kürzung wegen  yj  —  yj  =  «*  setzen, 

^  ,  y«y'    ^'„., 

und  durch  Elimination  von  y  oder  »  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
erhalten  wir  resp.  die  Gleichungen 

welche  Kreise  repräsentiren ;  und  diese  Kreise  berühren  als  Pro- 
jectionen  des  Schnittes,  den  die  unter  45^  gegen  die  Projections- 
ebenen geneigte,  zur  Projectionsaxe  parallele  Ebene  mit  dem  Hy- 
perboloid bildet,  beziehlich  die  Grenzkegelschnitte  in  zwei  reellen 
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oder  imaginären  Punkten,  deren  Verbindongssehnen  der  Projections- 
axe  parallel  sind.  Diese  beiden  Kreise  haben  gleiche  Radien, 
und  einer  Punktreihe  auf  dem  einem  entspricht  als  Projection  eine 
congruente  Punktreihe  auf  dem  anderen.  Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Jedem  Kreise,  der  in  dem  reellen  Gebiet  des  einen 
zweier  bifocaler  Systeme  S^^  S^  liegt  und  den  Grenz- 
kegelschnitt in  zwei  Punkten  berührt,  entsprechen  in 
dem  anderen  System  zwei  zur  Focalgeraden  symme- 
trisch liegende  Kreise,  welche  den  zugehörigenGrenz- 
kegelschnitt  in  zwei  Punkten  bertlhren,  und  die  ent- 
sprechenden Punktreihen  auf  den  Kreisen  sind 
ähnlich. 

Dem  in  Fig.  856  gezeichneten  Kreise  k^  des  Systems  aS^  ,  der 
die  Grenzellipse  e^  in  den  Scheitebi  H^ ,  J^  bertlhrt,  entspricht  der 
Kreis  k^  des  Systems  S^ ,  der  die  Grenzhyperbel  h^  in  den  Scheiteln 
H^y  J^  berührt;  und  zu  diesem  Kreise  gehört  als  Grundrisspro- 
jection  der  über  HiJj  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  k[. 

Wir  können,  wie  in  Fig.  867  dargestellt  ist,  durch  die 
Gelenkaxen  A^^  B^^  .  ,  mehrerer  Gelenke,  die  in  den  Focal- 
punkten  F^,  L^  vermittelst  gemeinsamer  Axen  verbunden  sind, 
einen  Kreis  k^  bilden,  dessen  Mittelpunkt  0^  die  Mitte  der  Focal- 
strecke  F^L^  ist.  Wenn  wir  dann  die  Focalstrecke  JF^ii  verändern, 
so  verändert  sich  auch  der  Radius  dieses  Kreises  und  sein  Mittel- 
punkt bleibt  in  der  Mitte  der  veränderten  Focalstrecke.  Ein  der- 
artiger Mechanismus  kann  demnach  als  Expansionsrolle  bei  Spinne- 
reimaschinen angewendet  werden.  Die  von  den  Gelenkaxen ^i,  £j,.  • 
auf  dem  Kreise  k^  gebildete  Punktreihe,  die  in  der  gezeichneten 
Anordnung  beispielsweise  der  Zehntheilung  dieses  Kreises  ent- 
spricht, verändert  sich  abweichend  von  der  Zehntheilung.  Ver- 
ändern wir  aber  insbesondere  die  Focalstrecke  F^  L^  bis  zur  Grösse 
F^L^  die  gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises  k^  ist,  dann  ist  der 
Durchmesser  des  entsprechenden  Kreises  k^  gleich  jener  Focal- 
strecke F^Ly  und  die  entsprechende  Punktreihe  A^B^,.  ist  jener 
Punktreihe  A^A^. .  ähnlich  und  bildet  somit  wieder  die  Zehn- 
theilung des  Kreises  A:,,  dessen  Mittelpunkt  0^  die  Mitte  von  F^L^y&l 

349.  Bestimmtheit  der  Bewegung  eines  bifocal-veränderiichen 
Systems.  Ein  ebenes  System,  welches  sich  derart  verändert,  dass 
aÜe  Phasen  desselben  entsprechende  bifocale  Systeme  sind,  nennen 
wir  ein  bifocal-veränderliches  System.  Die  Bewegung 
eines  bifocal-veränderiichen  Systems  in  einer  festen  Ebene  ist 
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durch  die  Bewegnng  seiner  beiden  Focalpunkte  bestimmt.  Nehmen 
wir  an,  dass  in  Fig.  858  die  Focalponkte  F^^L^ia  der  festen  Ebene 
sich  resp.  auf  den  Bahncorven  q>j  X  bewegen  und  in  die  Lagen 
^if  L^  gelangt  sind,  so  erhalten  wir  zu  einem  Systempankte  A^  die 
entsprechende  Lage  ^,,  indem  wir  F^A^^=^F^A^^  L^A^=^L^A^ 
machen;  aber  so^  dass  die  Pnnkte  A^^  A^  bezüglich  der  Focal- 
geraden  F^L^^  F^L^  gleichartig  liegen.  Damit  ist  dann  auch  die 
Eindeutigkeit  des  Entsprechens  festgestellt,  und  dem  Punkte  A^ 
entspricht  eine  Bahncurye  a,  die  demnach  eindeutig  bestimmt  ist 
Femer  ist  die  Bewegung  eines  bifocal- veränderlichen  Systems  auch 
durch  die  Bewegung  zweier  Systempnnkte  bestimmt;  denn  hier- 
durch ist  in  gleicher  Weise  die  Bewegung  der  Focalpunkte  und 
somit  die  Bewegung  aller  Systempunkte  gegeben. 

Die  in  den  Mitten  auf  den  Verbindungsstrecken  F^F^^  L^L^ 
errichteten  Senkrechten  schneiden  sich  in  einem  selbstentsprechen- 
den Pnnkte  oder  Doppelpunkte  $  der  beiden  durch  die  Focalstre- 
cken  F^L^^  F^L^  bestimmten  bifocalen  Systeme  S^yS^\  denn  es  ist 
jp;  ^  =  fJi^,  L,^^ ij^,  und  dem  zufolge  entspricht  der  Punkt  $ 
sich  selbst.  Wenn  wir  annehmen ,  dass  es  noch  einen  zweiten 
Doppelpunkt  gebe,  dann  sind  die  Systeme  identisch  oder  sie  haben 
insbesondere  gemäss  dem  Satze  anf  S.  917  unendlich  viele  selbst- 
entsprechende Punkte  in  einer  Geraden,  und  demnach  giebt  es  im 
Allgemeinen  nur  einen  Doppelpunkt  zweier  bifocaler  Systeme,  den 
wir  den  Bifocalpol  nennen.  Bei  unendlich  nahen  Systemphasen 
gehen  jene  Senkrechten  in  die  betreffenden  Normalen  der  Bahn- 
curven  %  l  über,  und  der  Schnittpunkt  dieser  Normalen  ist  dann 
der  Bifocalpol  der  betrachteten  Systemphase.  Wenn  der  Bifocal- 
pol $  fest  ist,  dann  ist  die  Bewegung  der  beiden  Focalpunkte 
auf  je  einem  Kreise  beschränkt,  dessen  Mittelpunkt  in  %  liegt 

350.  Construction  der  Geschwindigkeit  bei  einem  bifocai-ver- 
änderiichen  System.  Sind  in  Fig.  869  flir  die  Focalpunkte  F^  L 
eines  bifocal-veränderlichen  Systems  S  die  Geschwindigkeiten  FF„^ 
LLo  auf  den  zugehörigen  Bahncurven  9,  A  gegeben,  so  erhalten 
wir  in  bekannter  Weise  nach  Art.  29  für  einen  beliebigen  System- 
ponkt  A  die  Geschwindigkeit  AA^  auf  seiner  Bahncurve  a  am 
einfachsten  durch  die  Bestimmung  seiner  lothrechten  Geschwin- 
digkeit AA^,  Wir  ziehen  durch  die  Endpunkte  F^^  X»  der  loth- 
rechten Geschwindigkeiten  der  Focalpunkte  F^L  zu  FA^  LA 
resp.  die  Parallelen  jFoj!»,  L^A^^  die  sich  im  Punkte  A  schneiden. 
Aus  dieser  Construction  ergiebt  sich  auch  die  Geschwindigkeit 
AA^  direct,  wenn  wir  die  Strecke  AF' #  FF,,  die  Strecke  AL'^  # 
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LL^  machen  und  zu  FA^  LA  beziehlich  die  Senkrechten  F[A^^ 
L[  An  ziehen,  welche  sich  im  Punkte  A^  schneiden.  Die  auf  FA 
senkrechten  Projectioneni^jP«, -4 -PJ  von  FFy  und  AA^,  sind  gleich, 
ebenso  sind  auch  die  auf  X^  senbjrechten  Projectionen  LLu^  AL\ 
von  LL^  und  AA^  gleich.  Und  vermittelst  dieser  Beziehung  er- 
halten wir  auch  die  Geschwindigkeit  AAy,^  indem  wir  AF^  =  FF^^ 
AL'^^=^LLu  machen  und  auf  FA^  LA  resp.  die  Senkrechten 
JPJ^o»  L'^An  errichten,  die  sich  im  Punkte  A^,  schneiden.  Der 
Bifocalpol  $  ergiebt  sich  als  der  Schnittpunkt  der  auf  jP/^v,  LLt, 
senkrechten  Geraden  FFx^^  LL^^  welche  die  Normalen  an  den 
Bahncurven  %  l  sind;  und  flir  den  Bifocalpol  %  der  als  System- 
punkt betrachtet  momentan  ruht',  ist  die  Geschwindigkeit  gleich 
NuU. 

Wenden  wir  diese  Construction  der  Geschwindigkeit  auch  in 
Fig.  860  auf  die  Focalpunkte  z.  B.  auf  F  an,  so  ergiebt  sich  eine 
Vieldeutigkeit,   die  wir  noch  kinematisch  interpretiren  müssen. 
Behufs  der  Ausführung  dieser  Construction  bezeichnen  wir  in  diesem 
besonderen  Falle  die  auf  JPZ  senkrechten  Projectionen  von  jP»,  L„ 
resp.  mit  Fl,  LI,  machen  auf  FL  die  Strecke  F^^LL^  und 
errichten  in  fj  auf  FL  die  Senkrechte  /» .    Da  der  Punkt  F  durch 
unendlich  viele  Gerade  mit  sich  Selbst  verbunden  werden  kann, 
so  ziehen  wir  durch  ihn  eine  beliebige  Gerade  g  und  fällen  auf 
dieselbe  die  Senkrechte  F^F'^,  welche  die  Gerade/»  im  Punkte 
Fl  schneidet.    Hiemach  liefert  jede  durch  F  gehende  Gerade  g 
einen  zugehörigen  Punkt  F^  auf  der  Geraden  fv ,  und  somit  ent- 
sprechen dem  Punkt  F  in  geometrischer  Hinsicht  die  Punkte 
der  Geraden  f^ .    In  gleicher  Weise  folgt,  wenn  wir  auf  FL  die 
Strecke  i  8  =  FF^  machen  und  in  8  auf  FL  die  Senkrechte  4 
ziehen,  dass  dem  Punkte  L  die  Punkte  der  Geraden  /«  entsprechen. 
Wir  können  aber  die  Focalpunkte  jP,  L,  welche  die  bestimmten 
Geschwindigkeiten  FFy, ,  L  X»  besitzen,  nicht  als  Punkte  der  Phase 
des  bifocal- veränderlichen  Systems  S  betrachten,  weil  sie  aach 
bei  unendlich  nahen  entsprechenden  Phasen  in  dem  imaginären 
Gebiet  liegen,   welches   von  einem  unendlich   schmalen  Grenz- 
kegelschnitt  begrenzt  wird,  dessen  Brennpunkte  diese  Focalpunkte 
sind.    Um  diese  auf  geometrischem  Wege  erhaltenen  Beziehungen 
kinematisch  zu  interpretiren,  denken  wir  uns  um  die  Focalpunkte 
F,  L  unendlich  kleine,  im  reellen  Gebiet  liegende  Halbkreise  be* 
schrieben,  deren  begrenzende  Durchmesser  auf  der  Focalgeraden 
senkrecht  stehen,  und  betrachten  die  Punkte  dieser  unendlich  kleinen 
Halbkreise  als  Systempunkte.    Die  durch  F  gehende  Gerade  g 
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schneidet  dann  den  um  F  beschriebenen  unendlich  kleinen  Halb- 
kreis in  einem  an  F  unendlich  nahe  gelegenen  Systempunkt  F^y 
zu  dem  die  mit  FF^  identische  Geschwindigkeit  F^Fl  gehört. 
Schneidet  der  ttber  FF^  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  die 
Greradeyi  in  zwei  Punkten  F^,  i^^,  dann  liegen  die  Geschwindig- 
keiten FFl,  FFj^  der  durch  die  Geraden  FFl,  FF^^  auf  dem  un- 
endlich kleinen  Halbkreise  bestimmten  Systempunkte  beziehlich 
in  diesen  Geraden.  Filr  den  anderen  Focalpunkt  L  tritt  dieser 
Fall  nicht  ein,  weil  der  ttber  LLo  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreis  die  Gerade  h  nicht  schneidet.  Hiemach  entspricht  einem 
Systempunkte  eindeutig  ein  Endpunkt  seiner  Geschwindigkeit; 
und  die  Gesamtheit  der  Endpunkte  aller  Geschwindigkeiten  bilden 
die  Geschwindigkeitsphase  S^  j  welche  der  betrachteten  Phase  des 
bifocal-yeränderlichen  Systems  S  entspricht.  Wenn  die  Geschwin- 
digkeiten zweier  Systempunkte  gegeben  sind,  dann  können  wir 
die  Geschwindigkeiten  der  Focalpunkte  construiren,  und  es  sind 
dadurch  die  Geschwindigkeiten  aller  Systempunkte  bestimmt.  Die 
Beschleunigung  eines  Systempunktes  kann  wie  in  Art  309  gelehrt 
wnrde  bestimmt  werden;  aber  diese  Construction  ist  nicht  ein- 
fachy  und  die  Verwandtschaft  zwischen  dem  bifocal-veränderlichen 
System  und  der  zugehörigen  Beschleunigungsphase  harrt  noch 
der  Untersuchung  und  soll  auch  hier  nicht  erörtert  werden. 

351.  Die  Verwandtschaft  des  bifocal-veränderlichen  Systems 
und  der  zugehörigen  Geschwindigkeitsphase.  Um  die  gegenseitigen 
Beziehungen  einer  Systemphase  /S  eines  bifocal-yeränderlichen  Sy- 
stems und  der  zugehörigen  Geschwindigkeitsphase  Sv  geometrisch 
zu  Tcranschaulichen ,  müssen  wir  zunächst  die  Gleichungen  ab- 
leiten,  welche  die  Verwandtschaft  der  Systeme  S^  S„  repräsentiren. 
Wir  nehmen  in  der  betrachteten  Systemphase  S^  Fig.  861,  die 
Focalgerade  FL  als  a?-Axe,  den  Mittelpunkt  0  der  Focalstrecke 
FLj  die  gleich  2  q  sein  möge,  als  Goordinatenanfang.  Die  recht- 
winkeligen Coordinaten  eines  beliebigen  Systempunktes  A  be- 
zeichnen wir  mit  a;^  y  und  die  des  Endpunktes  A^  der  zugehörigen 
Geschwindigkeit  AA^  mit  x^^y^.  Wir  bezeichnen  die  Winkel, 
welche  die  Geschwindigkeit  AAj,  und  die  Geschwindigkeiten  FF^^ 
LLv  der  Focalpunkte  F^  L  mit  der  ^-Axe  bilden,  resp.  mit  a,  f,I, 
femer  die  Winkel,  welche  die  Geraden  FA^  LA  mit  der  a?-Axe 
einschliessen,  resp.  mit  Xi  ^i  tmd  setzen 

-4Jp  =  r,  FFv  =  Vfy  LLv^=^vi, 
Dann  ist  gemäss  der  in  Art.  350  angegebenen  Construction  der 
Geschwindigkeit  AAj,  eines  Systempunktes  A 
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VfCOs(x  — \)=r^vcos(x  —  a) 
Vi  cos{ip  —  0  =  »  cos  {xp  —  a), 
nnd  hieraus  folgt: 

Vfcos  X  cos\  +v/sm  %  sm^'^vcosxcosa  +  vsinx^d 
Vi  cosyjcosi  -{-visimfjsml^ivcosipcasa+vsmipsina. 

Es  ist  ferner 

a^  +  g  .  y 


r  cö*  a  =  a?t,  —  ar,  »  «71  a  =yp  —  y ; 
und  der  Abkürzung  wegen  schreiben  wir 

Vf  cos  f  ==  Vfj  Vi  cos  l  ==  »J, 
v/sm^=a v'L   »j «w  t  ==  t?7. 
Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  erhalten  wir  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen,  welche  die  Verwandtschaft  der  Systeme  5,  5„ 
repräsentiren, 

^  +  y'  +  a7(tj;+y  — a7,)+y(ü;-y,)  +  y(r;-a;,)  =  0  .  .  1) 

^'  +  y'+^W-y— ^«)+y(»7~y^)-y(»5  — ^•)  =  o  •  -2). 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennen  wir,  dass  jedem  System- 
punkte A  in  der  Systemphase  S,  dessen  Goordinaten  a^,  y  sind, 
eindeutig  ein  Punkt  A„  in  der  Geschwindigkeitsphase  So  entspricht, 
und  dass  derselbe  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  ist,  welche 
diese  Gleichungen  repräsentiren,  wenn  wir  o?,  y  als  constant  und 
a:^^  y  V  als  veränderlich  betrachten.  Femer  ersehen  wir,  dass  jedem 
Punkte  A„  in  der  Geschwindigkeitsphase  ^^  /  dessen  Goordinaten 
^t<,  yv  sind,  zwei  Punkte  A^  A}  in  der  Systemphase  &  entsprechen, 
und  dass  dieselben  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise  sind,  welche 
die  Gleichungen  repräsentiren,  wenn  wir  x^^  y»  als  constant  nnd 
x^  y  als  veränderlich  ansehen.    Demnach  folgt: 

Eine  Systemphase  &  des  bifocal-veränderlichen 
Systems  und  die  zugehörige  Geschwindigkeitsphase 
S^  stehen  in  ein  zweideutiger  Verwandtschaft 

Jedem  Punkte  im  System  S  entspricht  ein  Punkt  im  System 
^t;;  umgekehrt  entsprechen  aber  jedem  Punkte  im  System /S«  zwei 
Punkte  im  System  S,  Diese  beiden  Punkte  sind  reell,  imaginär 
oder  fallen  zusammen,  je  nachdem  die  beiden  genannten  Kreise 
sich  schneiden,  nicht  schneiden  oder  sich  berühren.  Demnach 
wird  das  System  «S»  durch  eine  Grenzcurve  in  zwei  Gebiete  ge- 
schieden, von  denen  das  eine  Gebiet  die  Punkte  enthält,  denen 
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je  ein  reelles  Pnnktpaar  entspricht,  das  andere  die  Punkte  enthält, 
denen  je  ein  imaginäres  Pnnktpaar  entspricht.  Jedem  Punkte  auf  der 
Grenzcurye  entspricht  somit  ein  Punkt,  in  dem  zwei  entsprechende 
Punkte  coincidiren. 

Bezeichnen  wir  die  Hittelpunktcoordinaten  des  Ejreises,  der 
aus  der  Gleichung  1)  hervorgeht ,  mit  a,  b^  so  folgt  aus  dieser 
Gleichung,  dass 

2^2  2^2 

ist;  und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  das  System  Sf  der  Mittelpunkte 
der  Kreise,  die  aus  der  Gleichung  1)  hervorgehen,  dem  System 
S^  homothetisch  ähnlich  ist.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dass 
das  System  Si  der  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  die  Gleichung  2) 
repräsentirt,  auch  dem  System  So  homothetisch  ähnlich  ist;  und 
es  stehen  die  Systeme  £/,  Si  zu  dem  System  S^  in  dem  Verhält- 
nisse 1 : 2.    Nehmen  wir 

so  ist 

öo  =  — (»/+?),    *o=  — «^7- 
Wenn  wir  nun  in  Fig.  861  zu  den  Geschwindigkeiten  der  Fo- 

calpunkte  JP,  L  die  entgegengesetzten  Strecken  FF^ ^^^F^F^LL^^^^ 
L^L  construiren,  dann  sind  a^^  b^  die  Coordinaten  des  Punktes 
jPoi  und  es  ist  F^  der  Aehnlichkeitspunkt  der  ähnlichen  Systeme 
S/y  Sv.  In  analoger  Weise  prgiebt  sich,  dass  Xo  der  Aehnlichkeits- 
punkt der  ähnlichen  Systeme  Si^  S^  ist;  und  dies  folgt  auch  aus 
der  Symmetrie  der  Beziehungen.  Setzen  wir  in  die  Gleichung  1) 
^  =  —  g^  go  ist  der  eine  Werth  von  y  =  0,  und  dem  zufolge  gehen 
alle  Kreise  dieser  Gleichung  durch  den  Focalpunkt  F,  Ebenso  er- 
giebt sich ,  wenn  wir  in  die  Gleichung  2)  a;^=q  setzen,  dass  alle 
Kreise  dieser  Gleichung  durch  den  Focalpunkt  L  gehen.  Hiernach 
können  wir  in  Fig.  861  zu  einem  beliebigen  Punkte  Äj,  im  System 
So  die  beiden  entsprechenden  Punkte  Äy  A^  im  System  S  leicht 
vermittelst  zweier  Kreise  construiren.  Wir  beschreiben  um  die 
Mitte  Mf  der  Verbindnngsstrecke  F^Äj,  den  durch  F  gehenden  Kreis 
K/  und  um  die  Mitte  Mi  der  Verbindungsstrecke  L^  Ay  den  durch 
L  gehenden  Kreis  Kr^  dann  schneiden  sich  diese  beiden  Kreise  in 
den  Punkten  .4,  A\  Da  die  Gerade  M}Mi  parallel  F^L^  ist,  so 
steht  die  Gerade  AA^  senkrecht  auf  der  Geraden  F^L^. 

Um  in  Fig.  861  die  Grenzcurve  im  System  So  zu  bestimmen, 
welche  die  Punkte  enthält,  denen  zwei  coincidirende  Punkte  im 
System 'S  entsprechen,  beachten  wir,  ins»  AoFo^M/F^  AoLclM^L 


A 
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undF,A,  =  2.FMf,  UA,  =  2.LMi,  F^L^^I.MfMi  ist.    Die 
Kreise  Kf^  Ki  berühren  sich,  wenn 

FMf±LMi  =  MfMi 
and  demnach 

F,A,±L,A,^F,L^ 
ist.    Hieraus  folgt: 

Die  Grenzcnrve  in  der  Geschwindigkeitsphase  des 
bifocal-yeränderlichen  Systems  ist  ein  Kegelschnitt, 
dessen  Brennpunkte  die  Endpunkte  F^^  L„  der  Ge- 
schwindigkeiten der  Focalpnnkte  sind  und  dessen 
Hauptaxe  gleich  der  Strecke  F^L^  ist. 

In  Fig.  862  ist  der  Grenzkegelschnitt  x»  in  S^  construirt,  und 
derselbe  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  F^^L^'^F^L^ 
ist.  Fallen  die  Punkte  F«, ,  X»  in  einem  Punkte  zusammen,  dann 
geht  der  Grenzkegelschnitt  in  einen  Kreis  über,  dessen  Hittel- 
punkt dieser  Punkt  ist  und  dessen  Durchmesser  gleich  F^L^  ist; 
fallen  dagegen  die  Punkte  F^ ,  L^  zusammen,  dann  degenerirt  der 
Grenzkegelschnitt  zu  einer  in  der  Mitte  auf  FvLv  senkrechten 
Geraden.  Das  Gebiet  der  Punkte  in  «S^,  denen  reelle  Punkte  in 
S  entsprechen,  schrumpft  demnach  in  diese  Gerade  zusammen,  und 
zu  jedem  Punkte  der  Systemphase  ^S  gehört  eine  Geschwindig- 
keit, deren  Endpunkt  in  dieser  Geraden  liegt.  Ist  F^L^^^FtL^j 
dann  artet  der  Grenzkegelschnitt  in  die  Gerade  F„  L^  aus,  von  der 
die  Strecke  F^  L^  als  Ausartung  einer  Ellipse  und  der  übrige  ins 
Unendliche  ausgedehnte  Theil  als  Ausartung  einer  Hyperbel  auftritt. 
In  diesem  Falle  verschwindet  das  Gebiet  der  Punkte  in  £p,  denen 
imaginäre  Punkte  in  S  entsprechen ;  und  wir  können  das  bifocal- 
veränderliche  System  als  ein  momentan  starres  System  betrachten, 
welches  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  den  momentan  festen 
Bifocalpol  $  vollzieht,  und  die  zugehörige  Geschwindigkeitsphase 
ist  dann  dem  System  ähnlich. 

Wenn  wir  die  Gleichung  1)  von  der  Gleichung  2)  abziehen, 
erhalten  wir  die  Gleichung 

x{v'f  —  v\  +  2q)+y{v'J  —  v'i)  +  q{v'f+v\)  —  2qx,  =  % 
welche  für  jeden  Werth  von  a?„  die  auf  F^L^  senkrechte,  gemein- 
same Secante  der  beiden  betreffenden  Kreise  Kf^  Ki  repräsentirt*) 
und  demnach  ergiebt  sich  die  Beziehung: 

Einer  aufJF'oA  senkrechten  Geraden  in  der  System- 
phase S  entspricht  eine  auf  der  Focalgeraden  FL  senk- 
rechte Gerade  in  der  zugehörigen  Geschwindig- 
keitsphase aS(;. 


i 
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Ans  dieser  Oleichnng  ersehen  wir  ferner,  daes  die  Fnsspnnkte 
der  aof  F^L^  Senkrechten  nnd  die  Fnsspnnkte  der  entsprechenden 
anf  FL  Senkrechten  ähnliche  Fnnktreihen  bilden.  Die  durch  diese 
Senkrechten  gebildeten  entsprechendenFarallelstrahlenba8cheir[,ni, 
erzengen  demnach  dnreh  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
in  Fig.  862  eine  Gerade  |,  die  dnrch  den  Bifoealpol  ^  geht,  weil 
derselbe  der  selbstentsprecheude  Pankt  tod  'S,  S,  ist.  Ziehen  wir 
dnrch  A,  die  anf  FL  Senkrechte  A^e.  nnd  die  entsprechende  anf 
^0 -^0  Senkrechte  AA\  welche  sich  im  Pankte  S  treffen,  so  wird 
dnrch  $£  die  Gerade  |  bestimmt.  Den  Schnittpnnkten  D^,  E„, 
die  2.At  mit  dem  Grenzkegelschnitt  x,  bildet,  entsprechen  anf 
S.A  resp.  die  Sjstempnnkte  D,  E  anf  der  Systemcnrve  x  in  5, 
welche  dem  Grenzkegelschoitt  x,  entspricht  Diese  Systemcaire 
X,  die,  wie  wir  nachher  erkennen  werden,  ein  Eegelschnitt  ist, 
euthftlt  also  diejenigen  Systempnnkte,  deren  Geschwindigkeiteend- 
pnnkte  anf  dem  Grenzkegelschnitt  x»  liegen.  Zn  jedem  Punkte 
A,  der  Geraden  S,Ä,  gehört  ein  Ereis  K;  oder  E,,  von  denen  jeder 
auf  der  entsprechenden  Geraden  ^A  die  entsprechenden  Punkte 
A,  A*  bestimmt.  Betrachten  wir  nun  die  Kreise  £/,  so  bilden  diese 
ein  Kreisbflscbel ;  nnd  es  sind  hiemach  je  zwei  Pnnkte  A,  A'  con- 
jngirte  Punkte  einer  involutorischen  Punktreihe,  deren  Doppel- 
punkte jene  Syetempunkte  D,  E  sind.  Wir  ftUlen  F,i^,  L,L% 
senkrecht  auf  FL,  machen  F^  =  LL%,  L^  =  FFl  nnd  ziehen 
die  in  ]$,  S  auf  i^Z.  senkrechten  Geraden  ft,  h,  welche  die  Gerade 
%  in  den  Funkten  S',  S"  schneiden;  dann  entsprechen  in  geome- 
trischer Hinsicht  nach  S.  920  den  Punkten  F,  L  m  S  beziehlich 
alle  Punkte  der  Geraden /c,  /„  in  -S,;  und  diesen  Geraden  als 
Strahlen  des  anf  FL  senkrechten  Parallelstrahlenbfischels  n„  ent- 
sprechen somit  die  Strahlen  FS.',  LS."  des  auf  F^L^  senkrechten 
Parallelstrahlenbtlschels  II.  Da  nun  die  Gerade  FS'  in  diesem 
Falle  durch  den  einen  Grundpunkt  F  jenes  EreisbUschels  geht, 
80  fallen  die  beiden  Doppelpunkte  der  involutorischen  Punktreihe 
anf  FS'  im  Funkte  F  zusammen,  nnd  das  Analoge  gilt  von  der  in- 
Tolntorischen  Punktreihe  auf  der  Geraden  LZ".  Denmach  berühren 
die  Geraden  FS.',  LS"  die  Systemcnrve  x  in  den  Focalpnnkten, 
nnd  die  Geraden/c,  /„  sind  Tangenten  an  den  Grenzkegelschnitt  i 

Um  die  Verwandtschaft  der  Systeme  S,  S,  in  einfachster  Wei 
geometrisch  darzustellen  und  um  neue  Ergebnisse  ohne  Rechnui 
zu  erhalten,  bringen  wir  diese  Systeme,  wie  bei  den  bifocalen  S 
stemen,  in  räumliche  Beziehung.  Wir  verlegen  das  System  'S  na 
Si  in  Fig.  863  in  eine  Gmndrissebene,  so  dass  jenes  Parallelstra 
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lenbüschel  IT  zur  Projectionsaxe  Q  X  senkrecht  ist,  und  bezeichnen 
dasselbe  mit  11/.  Ferner  constrairen  wir  zu  dem  System  Sc  ein  ähn- 
liches System  Sn  in  einer  zugehörigen  Anfrissebenei  so  dass  jenes 
Parallelstrahlenbttschel  ü»  einem  mit  11/  zar  Deckung  gebrachten 
Parallelstrahlenbttschel  ü//  entspricht,  welches  also  ebenfalls  auf  der 
Projectionsaxe  Cl  X  senkrecht  steht.  Wenn  wir  nun  die  Projections- 
axe ü>  X  und  die  beiden  auf  derselben  Senkrechten  CIY^CIZ  bezieh- 
lieh  als  Axen  der  Goordinaten  X^  Y  der  Punkte  des  Systems  Si  und 
der  Goordinaten  X^  Z  der  Punkte  des  Systems  Su  betrachten,  so  sind 
infolge  dieser  Transformationen  die  Goordinaten  w^  y  der  Punkte 
von  S  durch  X^  Y  und  die  Goordinaten  x^^  y»  durch  X^  Z  in 
linearen  Functionen  bestimmt  Demnach  wird  durch  Einsetzung 
dieser  Werthe  für  x^  y,  ^«y  y»  in  die  Gleichung  1)  oder  2)  der  Grad 
derselben  nicht  geändert,  und  es  ergiebt  sich  in  beiden  Fällen 
dieselbe  Gleichung  zweiten  Grades  beztlglich  der  drei  Goordi- 
naten X^  y,  Z^  welche  also  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  reprä- 
sentirt,  deren  Grundriss-  und  Aufrissprojection  resp.  die  Systeme 
iS/,  Sil  sind.  Da  jedem  Punkte  des  Systems  Si  ein  Punkt  im  Sy- 
stem Sil  entspricht,  so  muss  die  Grundrissebene  ganz  von  der  Pro- 
jection  der  Fläche  zweiter  Ordnung  überdeckt  sein ;  da  femer  nach 
den  obigen  Darlegungen  den  Focalpunkten  Fi ^  Lim  Si alle  Punkte 
je  einer  Geraden /f/|  ///  entsprechen,  so  muss  die  Fläche  zweiter 
Ordnung  ein  einschaliges  Hyperboloid  sein,  welches  zwei  in  Fi  ^  Li 
auf  dem  Grundriss  senkrecht  stehende  Mantellinien  besitzt  Hier- 
nach erhalten  wir  den  fundamentalen  Satz: 

Das  zur  Systemphase  iS  congruente  System  Si  ist 
als  die  Grundrissprojection  und  das  zur  Geschwindig- 
keitsphase Sv  ähnliche  System  Su  ist  als  die  Aufriss- 
projection eines  einschaligen  Hyperboloids  zu  be- 
trachten, welches  so  gestellt  ist,  dass  zwei  Mantel- 
linien  desselben  in  den  Focalpunkten  Fi,  Li  auf  dem 
Grundriss  senkrecht  stehen. 

Der  Grenzkegelschnitt  x//  im  System  £//,  welcher  der  geome- 
trische Ort  der  Punkte  des  Systems  Su  ist,  denen  zwei  coincidirende 
Punkte  im  System  Si  entsprechen,  bildet  im  Aufriss  die  Contour  derAuf- 
rissprojection  des  Hyperboloids.  Demnach  ist  der  Grenzkegelschnitt 
Till  die  Aufrissprojection  von  einem  auf  dem  Hyperboloid  liegenden 
Kegelschnitt,  und  zu  diesem  gehört  als  Grnndrissprojection  ein  Kegel- 
schnitt x/,  der  dem  Grenzkegelschnitt  x//  entspricht  Hieraus  folgt: 

Die  Punkte  in  einer  Systemphase  5,  deren  Ge- 
schwindigkeitsendpunkte auf  dem  Grenzkegelschnitt 
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der  Geschwindigkeitsphase  St,  liegen,  bilden  einen  zu 
demselben  affinen  Kegelschnitt,  welcher  durch  die 
beiden  Focalpnnkte  F,  L  geht.  • 

Jede  durch  einen  Focalpunkt  gehende  auf  dem  Grundriss  senk- 
rechte Ebene,  deren  in  Fig.  863  gezeichnete  Grundrissspur  FiE! 
mit  dem  Kegelschnitt  x/  den  Schnittpunkt  Ej  bildet,  schneidet  das 
Hyperboloid  längs  der  in  Fi  auf  dem  Grundriss  senkrechten  Mantel- 
linie und  längs  einer  anderen  Mantellinie,  deren  Grundrisspro- 
jection  FiEj  ist  und  deren  Aufrissprojection  den  Grenzkegelschnitt 
x//  in  Punkte  En  berührt.    Demnach  ergiebt  sich: 

Jeder  durch  einen  Focalpunkt  gehenden  Geraden 
in  einer  Systemphase  ^entspricht  in  der  zugehörigen 
Oeschwindigkeitsphase  S^,  eine  Gerade,  die  den  Grenz- 
kegelschnitt x^bertthrt;  und  dieser  Berührungspunkt 
entspricht  dem  Schnittpunkt,  welchen  die  erste  Gerade 
mit  dem  entsprechenden  Kegelschnitt  x  bildet 

Eine  auf  dem  Grundriss  senkrechte  Ebene,  die  durch  keinen 
Focalpunkt  geht  und  nicht  senkrecht  zur  Projectionsaxe  CiX  ist, 
liefert  in  dem  Hyperboloid  einen  Kegelschnitt,  dessen  Aufrisspro- 
jection der  Grundrissspur  dieser  Ebene  entspricht    Somit  folgt: 
Einer  durch  keinen  Focalpunkt  gehenden  Geraden 
in  einer  Systemphase  iS  entspricht  ein  Kegelschnitt 
in  der  zugehörigen  Geschwindigkeitsphase  S^^  der  den 
Grenzkegelschnitt  x«  in  einem  Punkte,  in  zwei  reellen 
Punkten  oder  zwei  imaginären  Punkten  berührt,  je 
nachdem  die  Gerade  den  Kegelschnitt  x  berührt,  in 
zwei  reellen  Punkten  oder  zwei  imaginären  Punkten 
schneidet 

Eine  auf  der  Grundrissebene  senkrechte  Gylinderfläche,  deren 
Directrix  ein  durch  die  Focalpnnkte  Fjy  Li  gehender  Kegelschnitt 
ist,  schneidet  das  Hyperboloid  längs  der  beiden  in  F/,  Li  auf  dem 
Grandriss  senkrechten  Mantellinien  und  in  einem  Kegelschnitt. 
Hiemach  ergiebt  sich: 

Einem  durch  die  Focalpnnkte  gehenden  Kegel- 
schnitt in  einer  Systemphase  5  entspricht  ein  affiner 
Kegelschnitt  in  der  zugehörigen  Geschwindigkeits- 
phase 5«,  der  den  Grenzkegelschnitt  x»  in  zwei  reellen 
Punkten  oder  zwei  imaginären  Punkten  berührt,  je 
nachdem  der  Kegelschnitt  in  S^  ausser  in  den  Focal- 
pnnkten,  den  Kegelschnitt  x  in  zwei  reellen  oder  ima- 
ginären Punkten  schneidet 
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Bei  zwei  unendlich  nahen  Sjstemphasen  eines  bifocal-veränder- 
lichen  Systems  entspricht  gemäss  der  Darlegung  auf  S.  917  einer 
Punktreihe  auf  einem  duich   die  beiden  Focalpunkte  gehenden 
Kreis  in  der  einen  Systemphase  S  eine  ähnliche  Punktreihe  auf 
einem  unendlich  nahen  Kreise  in  der  anderen  Systemphase.    Dem- 
nach  kann   ein  solcher  Kreis  in  S  als  ähnlich-veränderlich   be- 
trachtet werden,  und  folglich  bilden  nach  dem  Satze  S.  890  die 
Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  seiner  Punkte  eine   ähnliche 
Punktreihe  auf  einem  Kreise   in  der  Geschwindigkeitsphase  Sp. 
Wenn  also  jene  Cylinderfläche  einen  durch  die  Focalpunkte  F/,  JOj 
gehenden  Kreis  als  Directrix  besitzt,  dann  ist  die  Aufrissprojection 
des  Kegelschnitts,  welchen  diese  Cylinderfläche  mit  dem  Hyper- 
boloid bildet,  ein  congruenter  Kreis. 

Jede  auf  der  Aufrissebene  in  Fig.  868  senkrechte  Ebene,  deren 
Aufrissspur  i//  den  Grenzkegelschnitt  x//  in  einem  Punkte  Du  be- 
rührt, schneidet  das  Hyperboloid  in  zwei  Mantellinien,  deren  Grnnd- 
rissprojectionen  D^  F^ ,  D^  L^  sich  in  dem  entsprechenden  Punkte  Dj 
des  Kegelschnitts  x/  treffen  und  beziehlich  durch  die  Focalpunkte 
i^/, Zigehen.  Dem  zufolge  ergiebt  sich: 

Einer  Geraden  4,  welche  in  der  Geschwindigkeits- 
phase S^  den  Grenzkegelschnitt  x«  in  einem  Punkte  D^ 
berührt,  entsprechen  in  der  Systemphase  ^  zwei  Gerade 
2>,  2{,  die  beziehlich  durch  die  Focalpunkte  F^L  gehen 
und  sich  in  dem  entsprechenden  Punkt  D  auf  dem  Ke- 
gelschnitt X  schneiden;  und  einer  Punktreihe  auf  4 
entsprechen  ähnliche  Punktreihen  auf  t/  und  ii. 

Eine  auf  der  Aufrissebene  senkrechte  Ebene,  deren  Aufriss- 
spur nicht  senkrecht  zur  Projectionsaxe  HX  ist  und  den  Grenz- 
kegelschnitt x;/  nicht  berührt,  schneidet  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitt,  dessen  Grundrissprojection  durch  die  beiden  Focal- 
punkte Fu  Li  geht    Hieraus  folgt: 

Einer  zur  [Geschwindigkeitsphase  5«  gehörenden 
Geraden,  die  nicht  ein  Strahl  jenes  Parallelstrahlen- 
büschels  IIv,  nicht  eine  Tangente  des  Grenzkegel- 
schnittes Xv  ist,  entspricht  in  der  Systemphase  S  ein 
durch  die  Focalpunkte  gehender  Kegelschnitt 

Die  einfache  Ableitung  dieser  Ergebnisse  bezeugt  genugsam, 
wie  nützlich  sich  die  darstellend-geometrische  Auffassung  der  be- 
trachteten ein-zweideutigen  Verwandtschaft  erweist 
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Eytelwein  214. 

F. 

Fabry  245.  246. 

Falkenburg  672. 

Fallbewegung  752. 

Farey  405. 

Fauveau  678. 

Feder,  Suardi*sche  492. 

Ferguson  496.  497. 

Fiedler  75. 

Fink,  Pius  713. 

Fixpunkt  560. 

Flachsbreche  548.  550. 

Flaschenzug,  antiker  554. 

Fleischer  75. 

Fliegner  515.  679.  705.  706. 

Flugbahn  auf  der  Bahne  557. 

Focalcentrum  615. 

Focalcurve  74.  75.  76.  77.  334*.  615. 

Focalpunkte  912. 

Fouret  165.  167. 


Fränkel  629.  646. 
Frahm  160. 
Francoeur  453.  509. 
Friedrich  324. 
Führungsbeschleunigung  779. 
Führungsgeschwindigkeit  780. 
Füllung  669. 
FüUungsgrad  669. 
Füllungsstrecke  669.  672. 
Fünffarben-Perrotine  544. 
Fnss  des  Zahnes  189. 
Fusspunktencurve  44.  125.  131.   166. 

G. 

Galloway  309.  455. 

Garnett  324. 

Gegenpole  611. 

Gehwerk  einer  Wanduhr  484. 

Geisenheimer  9.  860.  889. 

Geis s  1er  332.  492.  540. 

Gelenk  54. 

Gelenkmechanismen,  418.  419. 

— j  zwangläufige  423. 

Gelenkvieleck  82. 

Gelenkviereck  28.  49.  82.  114.  577. 

Gemischtmechanismen  418. 

Geometrie  der  Bewegung  7. 

Geometrie,  kinematische  9. 

Geometria  motus  7. 

Gerade,  starre  24. 

Geradführung,  allgemeine  fünfpunktige 

661. 
—  am  Indicator  647. 
— ,  angenäherte  601. 
— ,  Cartwright'sche  516. 
— ,  Evans 'sehe  631.  632.  647. 
— ,  genaue  600. 
— ,  hypocycloidische  523. 
',  Roberts'sche  658. 
— ,  sechspunktige  652.  658. 
— ,  vierpunktige  655. 
—,  Watt 'sehe  638. 
Geschwindigkeit  11.  12.  13.  16. 18.  19. 
—,  absolute  780. 
— ,  relative  780. 
Geschwindigkeitsdiagramm  14. 
— ,  örtliches  314. 

— ,  zeitliches  orthogonales  14.  315. 
—y  zeitliches  polares  315. 
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Geschwindigkeitspbase  890.  909.  921. 

Geschwindigkeitspol  891.  909. 

Geschwindigkeltswinkel  892. 

Gesperre,  ruhendes  413. 

Getriebe  277. 

Gilbert  8. 

Giraalt  3.  10. 

Gialio  3.  10. 

Glan  749. 

Gleichenkreis  809.  893. 

Gleitcurven  33. 

Glieder  265. 

Gliederpaare,  zwangläufige  265.  275. 

Gonzenbach  693. 

Gooch  702. 

Gosselin  175. 

Graham  415.  416. 

Grandi,  Guido  149.  675. 

Grashof  287.  389.  525. 

Grassmann  805. 

Gray  666.  735. 

Grebe  882. 

Greindl  253. 

Grenzkegelschnitte  914. 

Grimburg,  M.  von  713. 

Grimm  354. 

Grösse,  unendlich  kleine  4.  5. 

Grollier  de  Serviere  9.  228. 

Grossmann  202.  386.  849. 

Grothe  384.  404.  411. 

Grouard  865. 

Grübler  9.  111.  430.  779. 

Grundkreis  135. 

Grundraumsystem  16. 

Grundschieber  682. 

Ganther,  S.  77. 

Gneroult  409. 

Guiid  548. 

Guillochirwerk  540. 

H. 

Habich  9. 
Hachette  2.  9. 
Hackworth  735.  737. 
H&ckselmaschine ,  Cottam*sche  463. 
Haedenkamp  306. 
Hamilton  749. 

Hart    564.  568.   569.   574.  598.  601. 
647. 


Hart,  J.  377.  528.  854. 

H artig  277.  377.  390.  409.  446.  508. 

548. 
Hartmann,  G.  246. 
Haton  de  la  Goupilliöre    10. 

387. 
Hauer,  J.  von  237.  360. 
Haupt  759. 
Hauptgerade  605. 
Hauptpunkte  605. 
Hebelscheere  361. 
Heger  374. 
Heilmann  302. 
Hemmräder,  Brauer 'sehe  387. 
Hemmungsrad  415. 
Hermann  7. 
Hermes  612. 
Herrmann  351.  389.  408.  507.  515. 

521.  544.  553. 
Herrmann,  M.  706. 
Heron  von  Alezandrien  554. 
Herschel  872.  877. 
Herzcurve  40. 
Heusinger  von  Waldegg  453.  696. 

697.  715.  718. 
Hodograph  748.  749.   784.   787.  792. 

820.  823. 
Hoene  7. 
Holditsch  374. 
Holzmüller  886. 
Hoocke,  Robert  226.  227.  245. 
Hoppe,  Gh.  246. 
Horizontaldampfmaschine  436. 
Hossard  882. 
Houldsworth  509. 
Hoyer  550. 
Hüllbahncurve  26.  61.  173.  178.  180. 

184.  185.  860.  870.  876.  877.  879. 
Hülfsrolicurve  177. 
Hülsse  385.  486.  523.  546.  556. 
Hultsch  554. 
Hummel  544. 
Huygens  29.  492.  556. 
Hypocycloide  139. 
— ,  dreispitzige  160. 
Hypotrochoide  139. 
— ,  gestreckte  140. 
~,  sternförmige  139. 
— ,  verschlungene  140. 
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J. 

Jacobi,  C.  F.  A.  881. 

Jacobi,  C.  G.J.  912. 

Janvier  494. 

ladicator  647. 

— ,  Crosby'scher  651. 

— ,  Richards *scher  651. 

— ,  Thompson*scher  647. 

Interferenzmechanismos  541.  542. 

Inversionscentram  565. 

Inversor,  Hart 'scher  564.  601. 

— ,  Peaucellier'scher  574.  576. 

— ,  qnadraplaner  572. 

Involution  436. 

Joachimsthal  462. 

Johnson  583. 

Jonqui^res  8. 

Jopling  304. 

Joy  736. 

Jullien  230.  243. 

E. 

Kaiser  413. 

Kant  1.  7. 

Kapselkunst  230. 

Kapsebräder  229.  243. 

Kapselr&derwerk  230. 

~,  Eve'sches  243. 

— ,  Evrard'sches  243. 

— ,  Pappenheim'sches  240. 

— ,  Reuleaux'sches  249. 

Kardioide  40. 

Karmarsch  405. 

Kausler  492. 

Kegelschnitte  66.  93.  125. 

Keller  377.. 

Kempe.8.  572.  594.  598.  601. 

Keppler  765. 

Kerl  647. 

Kessler  132. 

Kette,  kinematische  278. 

Kick  332.  405. 

Kiepert  160.  172. 

Kinematik  2.  9. 

Kink  William  455. 

Kirchhoff,  P.  353. 

Kirsch  370. 

Kleemann  373. 


Klein,  J.  230. 

Klein,  F.  884. 

Klagel  304. 

Klug  736.  737. 

Knight  242. 

Koch  und  Malier  537.  53S. 

König  523. 

Körperpaar,  zwangläufiges  265. 

Kohl  324. 

Kolben  der  Dampfmaschine  665. 

Kolbendiagramm,  bogenförmiges  666. 

668. 
Konchoide,  Nicomedische  43. 
Konen,  Gonstruction  der  390.  395. 
Kopf  des  Zahnes  189. 
Koppel  28.  283. 
Koppelcurve,  dreifache  Erzeugung  der 

294. 
— ,  Gestaltungen  der  296. 
Kraft  9. 

Kraftlinien  72.  885. 
Kraftschluss  278.  279. 
Kranioide  78.  582. 
Krause,  H.  449. 
Krebs  226. 

Kreis,  Brocard'scher  880.  882. 
Kreise,  De  La  Hire'sche  122.  124. 
Kreisbewegung,  gleichförmige  746. 
Kreisevolvente  141.  157.  185. 
— ,  allgemeine  141. 
~,  gespitzte  141. 
— ,  gestreckte  141. 
— ,  verschlungene  141. 
Kreiskonchoide  43. 
Kreispunktcurve  616.  617.  618. 
Krdsrad,  ezcentrisches  375. 
KreisroUung  178.  180.  185. 
Kreuzkurbelgetriebe  330.  529. 532. 828. 
— ,  rechtwinkeliges  331.  341.  343. 
— ,  schräges  331.  342. 
Kreuzkurbelmechanismus  325.  330. 
Kreuzschiebergetriebe  330. 
— ,  rechtwinkeliges  331. 
— ,  schräges  331. 
Kreuzschleifengetriebe  330. 
— ,  rechtwinkeliges  331. 
— ,  schräges  331. 
Kreyher  365.  404.  504. 
Krigar,  H.  240.  245. 
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Krüminangskreis  29. 
KrammaDgBmittelpnnkte  29.  97. 
Kapper  8.  616.  877. 
Kammer,  £.  £.  759. 
Kappelong,  Oldham'sche  354. 
Kurbel  283. 

Knrbelarm,  ideeller  698. 
Kurbelgetriebe  283.  294.  312.  623.  626. 

819. 
— ,  umlaufrftderiges  521.  522. 
Korbelmechaiusmas  283. 
Kurbelkuppelung  290. 
Eurbelschab,  gleichförmiger  377. 
—  mit  raschem  Rückgange  438. 
Kurbelschwinggetriebe  283. 

L. 

Laborde  791. 

Labottlaye  3.  10.  563. 

Lafitte,  de  877. 

La  Garottste,  de  414. 

La  Hire,  de  121.  122.  135.  136.  173. 

174.  177.  214.  408.  523. 
Laidlow  243. 
Lamarle  8. 
Lambert  492. 
LaDgloch-Bohrma8chine,W  hitworth- 

Bche  526.  528. 
Lanz  2.  9.  365.  384.  404.  544.  505. 

544.  558. 
Lasch,  C.  L.  446.  448. 
Lauffl&che,  ballige  389.  444. 
Le  Blanc  516. 
Lecocq  230.  237. 
Leibniz  135. 

Lemmiscate  72.  306.  312.  585. 
Lemoine  882.  883. 
Lenker,  Maudslay'scher  516. 
— ,  Reichenbach*scher  661. 
— ,  Robert 'scher  658. 
Leonardo  da  Vinci  41.  332. 
Leroy  125. 

Leupold  9.  230.  240.  241. 
Leurechon,  Jean  229. 
Lewicki  736. 
L*Hopital,  de  89.  132. 
L*Huillier  882. 
Libri  41. 
Lie,  S   884. 


Lieblein  377. 

Ligttine  8.  430.  572.  576.  578.  586. 

601.  647.  872. 
Lima^on  40. 
Linksdrehungsfeld  258. 
Lipkin  574.  581. 
Lippich  791. 
Literatur- Nachweisungen  7. 
LyssajottS  797.  798. 
Lomazzo  41. 
Lothpnnkt  44. 
Lucas  462. 
Lappenzangwerk  361. 

H. 

Mallory  548. 

Malteserkreazrad  385.  386. 

Mangekad  383.  384. 

Mannheim  8.  9.  38.  88.  89.  90.  92. 

94.  95.  96.  125.  311.  581.  870. 

Marcus  250. 

Marcus  828. 
Marshall  736. 

Martens  416.  848. 

Martin  554. 

Mason  324. 

Maudslay  516.  518. 

Maxwell  73.  885. 

Mechanismen  mit  Bandtrieb  419.  551. 

— ,  r&derlenkige  419.  515. 

—  Yon  Kempe  594. 

—  von  Sylvester  578. 
Mechanismus  277. 

angenähert  geradführender  623. 
Cartwright*scher  545. 
ebener  227. 
einfacher  277. 
elementarer  277. 
geführter  418.  560. 
geschlossener  417.  591.  594. 
mehrfach  geführter  586. 
mehrfach  übergeschlossener  417. 
offener  417. 

Peaucellier*scher  575.  584. 
Stephenson'scher  421.452.  850. 
übergeschlossener  417.  594. 
Watt*8cher  420.  434.  850. 
zusanmiengesetzter  278.  417.  850. 
zwangläufiger  227.  417. 
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Mehmke  9.  805.  865. 
Melde  798. 

Metallhobelmaschine  443. 
~,  Arndt'sche  kleine  438. 
— ,  Whitworth'sche  441.  854. 
Meyer  682. 
Mieg  759. 
Milinowski  160. 
Mittelponktcurve  616.  617.  618. 
Mittelponktsystem  602.  603. 
Möbius  7.  88. 
Mohr  647. 

Mohr,  0.  9.  804.  820, 
Moll  408. 

Mondzeiger,  synodischer  509. 
Monge  2. 
Montucla  161. 
Moore  225. 
Morey  834.  837.  841. 
Morgan,  W.  454.  455. 
Morin  3.  10. 
Mossbrugger  38. 
Motor,  Behrens'scher  252. 
— ,  Schmid'scher  349.  350.  837. 
Motor  von  Tayerdon  353. 
Mudge  503. 
Müller,  Chr.  338. 
Maller,  0.  H.  715. 
Müller-Melchiors  691.  736. 
Müller-Pottillet  791. 
Muirhead  421.  518.  638.  834. 
Murdock  230.  834. 
Murray  364.  5^3. 
Mydorge  229. 

N. 

Nähmaschine,   Wanzer'sche  458. 

460. 
Nehrlich  637. 
Neuberg  881. 
Neubert  706. 
Newton  1.  7.  77.  88.  135.  159.  762. 

765. 
Nicholson  373. 
Nicolald^s  8.  83.  85.  86.  452. 
Niveaulinien  72.  885. 
Normalbeschleunigung  746. 
Nuthe,  rotirende  361. 


0. 

Oehlmann  522. 

Oldham  352.  353.  354.  536.    537. 
Olivier  67.  81.  82.  227. 
O'Reilly  523.  545. 
Ort  des  Punktes  5. 
Oughtred  485. 

Oval,  Cartesisches  68. 91. 567.  575.  872. 
— ,  Gassinisches  70. 

Ovalwerk  von  Leonardo  da  Vinci 
41.  332. 

—  nach  Dein  est  539. 

P. 

Paarung,  höhere  266. 
— ,  niedere  266. 
Paarungsmechanismen  418. 
Painvin  462. 

Pantograph  560.  561.  562.  563. 
Pappenheim  230.  240. 
Paradoxon  von  Ferguson  497. 
Paralleicurve  44. 
Parallelgleitung  599. 
Parallelkurbelgetriebe  300. 
Parallellineal  301. 

Parallelogramm  der  Beschleunigungen 
771.  772. 

—  der  Geschwindigkeiten  16.  18. 
— ,  yratt'sches  645.  911. 
ParaUelprojection  der  Bewegung  75  t. 
Parallelr&der  194.  196. 
Parcieux,  de  357. 

Pascal  90. 
Passig-Drehbank  537. 
Payton  247.  248.  249. 
Peaucellier  574.  576.  584.  647. 
Pecqueur  503.  505.  507.  509. 
Pelz  76.  93. 
Pendebregulator  508. 
Pereis  500. 
Pericycloiden  138. 
Perpigna  508. 
Perrault  9.  554. 
Perrelet  509.  510.  512. 
Personier  67. 
Pezenas  370. 
Phasen  859. 
Phasendifferenz  544. 798. 


Alphabetisches  Register. 


937 


Phillips  452. 

Phoronomie  7. 

Pichler,  M.  v.  647. 

Pickering  225.  499. 

Pilgerschrittbewegung  547. 

Planetenbewegong  762. 

Planetenradgetriebe,  Watt'sches  518. 

Plumier  332,  538.  540. 

Poinsot  7. 

Pol  20.  27. 

Polaren,  reiproke  568. 

Polbahn  30.  32.  862. 

Polcorve  30.  32.  862. 

Polgeschwindigkeit  58. 

Polkreise  189. 

Pollagencurye  611.  613.  614. 

Poliierong  431. 

Poncelet  3.  67.  81.  88.  175. 

Ponson  246. 

Poppe,  J.  H.  M.  408. 

Porter  828. 

Poudra  135. 

Prechtl  332.  404.  492.  540. 

Proctor  136. 

Proeil  8.  828. 

Proportionalit&t  am  Indicator  647. 

Pompe,  GreindTsche  253. 

Pumpe,  Repsold'sche  241. 

Punkt,  geometrischer  5. 

— ,  L'fluillier'scher  882. 

— ,  materieller  5. 

Punkte,  Jacobi'sche  881. 

Punktfipmppe,  veränderliche  91. 

Quellen-Nachweisungen  7. 
Qnetelet  75.  872.  877. 
Quintenz  453. 
Quintenz- Waage  454. 

Radinger  655.  828. 

R&der,  elliptische  304.  370.  529. 

— ,  Hoocke'sche  226.  245. 

— ,  intermittirende  386. 

~,  Rom  er 'sehe  380. 

— ,  nnmnde  370. 

— ,  unrunde  polygonale  372.  373. 

-,  White'sche  227. 


R&dergeh&nge  512. 
R&dergetriebe  419.  475. 
R&dermechanismen  419. 
Räderwerke  419.  475. 
Ramelli  9.  495. 
Ransome  u.  Co.  556. 
Rechtsdrehungsfeld  258. 
Redtenbacher  194.  365.  402.  404. 

544.  637. 
Reech  670.  678. 
Rees  405.  494. 
Rees,  yan  75. 
Refractor,  Ap perscher  508. 
Reichenbach  661. 
Reimer  161. 
Repsold  241. 
Reuleauz  3.  10.  187.  195.  196.  230. 

243.   249.   257.  265.   273.   278.  279. 

304.  310.   332.   346.  387.  408.  413. 

524.  540.  802. 
Resal  3.  8.  10.  54.  175.  744. 
Richard  651. 
Richtmechanismen  418. 
Richtpaarung  267. 
Rider  691. 

Riemenausrückungen  553. 
Riementrieb  390. 
Rieter  507. 

Rippe  am  Schieberspiegel  667. 
Rittershaus  9.  136.  257.  379.  454. 

460.  472.   495.   549.  553.  804.   821. 

825. 
Rivals  118. 
Rivius  554. 

Roberts  294.  296.  307.  311.  562.  658. 
Robertson  519. 

Roberval  7.  40.  67.  81.  138.  593. 
Römer,  Olaf  135.  381. 
Rogers  450. 
Rollcnrren  32. 
Rollen  387. 
Rollkreise  189. 
Roos  578. 

Rosenkranz  647.  650. 
Ruderrad,  Buchanan'sches  593. 
— ,  Morgan*8ches  454.  537. 
-— ,  Oldham'sches  353.  536. 
Rückkehrkreis  122. 
Rackkehrpol  122. 
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Bühlmann  404.  500. 
Rytz  38. 

8. 

Saalschatz  214. 

Saint-Loup  8.  578. 

Salmon  75. 

Salomon  de  Gans  9.  385. 

Sanders  326. 

Sanford  548. 

Satzr&der  205.  207. 

Sang-  und  Drackpumpe,  Mar  cas'sche 

250. 
Saunier  202.  386. 
Savary  125. 

Schadwill  9.  49.  265.  827. 
Sch&ffer  und  Sonne  629. 
Schäffer  und  Budenberg  647. 
Schaltmecbanismen  412. 
Schaltr&der  413. 

Schaltwerk,  doppelt  wirkendes  414. 
— ,  einfach  wirkendes  413. 
Scheibe,  OYsle  369. 
— ,  rotirende  356.  358.  361. 
— ,  rotirende  herzförmige  365. 
Scheiben  387. 

Scheibendiagramm  395.  396.  405. 
— ,  Culmann'sches  408. 
Scheiner,  Chr.  562. 
Scheitelcurre  722. 
Scheitelkreis  193. 
Schell  8.  759. 
Schellbach  7. 
Schieber  664. 

Schieberdiagramm,  ovales  676. 
— ,  primitives  668.  671. 
— ,  Zeuner'sches  674.  676. 
Schieberkreise  676. 
Schieberoval  677. 
Schieberspiegel  664. 
Schiebersteuerung  664. 
Schüdräder  195. 
Schilling,  J.  564. 
Schleifkurbelgetriebe  325. 326. 346. 351 . 

830.  837. 
— ,  centrisches  rotirendes  329. 
— ,  centrisches  schwingendes  329. 
— ,  durchschlagendes  329. 
— ,  ezcentrisches  329. 


Schleifkurbelgetriebe,    gpleichsclieiike- 

liges  329.  352. 
— ,  schwingendes  329.  347. 
Schleifkurbelmechanismus   325. 
Schleifschiebergetriebe  332.  333. 
— ,  centrisch-geradliniges   333. 
— ,  centrisch-winkeliges  333. 
— ,  fortschreitendes  33}. 
— ,  symmetrisches  333. 
— ,  umkehrendes  333. 
Schleifschiebermechanismas    332.  333. 
Schlömilch  744. 
Schmid  349.  350.  837. 
Schmidt  402. 
Schmidt,  J.  203.  239. 
Schnecken  mit  Bandtrieb  408. 
Schneider  841. 
Schoenflies,  M.  370. 
Schönemann  377.  454.  865. 
Schönenberger  238. 
Schooten  37. 
Schorch  666. 
Schott  229.  408.  556.  593. 
Schotten  160. 
Schonte  612. 
Schraubenpaarung  267. 
Schraubenrader  226. 
Schröter  75.  93.  612.  616. 
Schubert  305. 
Schubgerade  326. 

Schubgetriebe,  doppelkurbeliges  438. 
— ,  rotirendes  schleifkurbeUges  442. 
— ,  schwingendes  schleifkurbeUges  44^. 
— ,  schwingkurbeliges  436. 
Schubkurbel  327. 
Schubkurbelgetriebe  325. 326.  528. 529. 

532.  823. 
— ,  centrisches  337. 
— ,  centrisches  rotirendes  327. 
— ,  centrisches  schwingendes  327. 
— ,  ezcentrisches  326. 
— ,  durchschlagendes  326. 
— ,  gleichschenkeliges  327.  339.  828. 
— ,  rotirendes  326. 
— ,  schwingendes  326. 
— ,  umlaufräderiges  523. 
— ,  zweifaches  437. 
Schubkurbelmechanismns  325. 
Schumacher  6. 
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